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Corrigé Des exercices VIIL.3

VIII.3 . —Exercices

Exercice VIIL.3.1 (Droite et plan stables d’une isométrie en dimension 3) Le but de ce probleme est de
prouver le théoréme VIIL1.2. Soit donc F un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3. Pour tout (Z,3) € F x E, on
note (Z, i) leur produit scalaire et ||Z|| := \/(Z, ) la norme euclidienne associée.

Dans toute la suite on fixe f € O(FE) une isométrie de E.

(Terminologie)
Pour F C FE un sous-espace de F, on dira que F est f-stable; ce qui signifie que I est stable sous (ou par f)) i.e.
f(F) C F.

1) Etant donné un vecteur @ € E \ {0}, établir le résultat dans les situations suivantes :

a) et f(d) sontliés;

Puisque @ # 0,4 et f (i) sont liés si et seulement s’il existe A € R tel que f (@) = Aii ; @ ainsi f (@) € Vect{a@} ;
ce qui assure que f(Vect{@}) C Vect{@} ;ie Vect{id}, quiest une droite puisque @ # 0, est f-stable. On conclut
alors grage au point i de la proposition VIIIL.1.1.

a. c’est-a-dire que @ est un vecteur propre pour f et A la valeur propre associée; si bien que A = =1 (cf. la proposition VI.1.5;) mais quelque
chose de méme moins précis ici suffit.

b) @ et f(i) sont indépendants ; mais i, f (@) et f2(i) sont liés.

si et f (i) sont indépendant Vect{, f (i) } est un plan, auquel appartient f? (i) dés que i, f (i) et f*(i) sont liés. II
existe donc (a,b) € R? tel que f?(u ) = ad + bf(@W) . Il s’ensuit que

VZ = ot + Bf (@) € Vect{d, f(@)}, f(&) = flad+ Bf(@))
= af(a)+Bf*(a)
= af(@) + Blat + bf (@)
= afi+ (a+b8)f(d);

ce qui entraine que
Vi EVect{u f(a } f(@) € Vect{ﬂ' f@) }

On a donc montré que Vect{u fa } est un plan f-stable et I’on conclut encore grice au point i de la proposi-
tion VIIL1.1.

2) FEtant donné un vecteur@ € E \ {0}, établir le résultat dans les situations suivantes :

a) fia)-u =0;

Il se peut qu’alors f(i@) — i@ = 0 ; auquel cas le résultat découle du point a de la question 1 ; sinon il découle du
point b de la question 1 .

on suppose, dans la suite de la question 2 que f?(7) — 4 # 0;



Le vecteur ¥ := f2(ii) — i est alors non nul et
f@) = f(fA @) -a) = f(@) - f(a)

est lié a U ; si bien qu’on peut appliquer le point a de la question 1 4 v.

¢ fX(a@)— et f2(@) — f2(i) sont liés;

Le vecteur ¥ := f2(@) — @ et par hypotése lié a f?(7) = f4@) — f2(@). Le cas ou il serait déja lié a f(¥) =
f3(0) — f (i) a déja été envisagé au point b . Si ¥ et f(¥) sont indépendants ; mais que cependant, ¥ et f2(¥) sont liés,
la famille (U, f (%), f2(¥)) est liée et on peut lui appliquer le point b de la question I .

d) f3(@) — f(@) et f4(@) — f2() sont liés.

11 suffit d’appliquer Ie point b a f (@) qui est non nul dés que i I’est puisque | est injective.

On suppose donné, dans toutes la suite du probléme un vecteur @ € E \ {0} vérifiant les hypothéses suivantes :

H;) L’ensemble {i, f (@), f>(@)} est une partie libre de E.
H,) Les éléments f2(i) — i, f3(@) — f (@) et f4(@) — f2(ii) sont deux a deux indépendants.
Pour tout couple (Z,4) € F x E, on note :
Pzy = {Z € E; ||Z—Z| = ||Z—¥l|} (cf. 1a proposition V.3.8 ,)

le plan médiateur de & et .

3) (Plan médiateur)
Soit (Z,4) € Ex E.

a) (Lelosange)
Montrer que
Iz = 5|l & (F+4,&—-7) = 0ieZ+yLT—7.

Voir la preuve du point i de la proposition V.3.8.

b) Montrer que pour & # yet||Z|| = ||J|| Pzyg = & — 7+ est un plan qui contient en particulier 7 + 7.

Voir la preuve du point ii de la proposition V.3.8.

Dans la suite on abrégera la notation : pour tout (k,/) € Z x Zsi f*(i) # f*(i), on notera

Po¢ = Pprypey = 10 € E; [0 @I = I8 - @)} = @ - @+

4) (Image des plans médiateurs)
Montrer que pour tout (k, {,m) € Z x Z X Z pour peu que Py, ¢ soit défini alors Py, s4m I'est aussi et 'on a

Pk-l—m,@-i—m = fm (Pk:,ﬂ) .



Si f(@) # £4(@), i e

Vm € Z, frN @) # fmH (@)
puisque f est icnjective et que , par conséquent, f™ I’est aussi. Notons que O(E) étant un groupe, f™ est une isométrie.
Ceci a notamment pour conséquence que :

Vi e F, 7 € f™(Pry)

& f7m(W) € Pig

< If~@) =A@ = [If~™@) - f{@)|

< L (f=™@) = fF@) = ™ (F™@) — f(@))ll
< |7~ @)l = ||g— @)

== v € Pk+m,£+m-

5) (Les plans médiateurs)
Montrer que les plans Py o2, P> 4 et Py 4 sont bien définis et deux a deux distincts.

i) (Les plans sont bien définis)
En effet, I'hypothése Hy entraine que @ # f?(i) si bien que P, 5 est bien défini.
De méme f?(it) = f*(i0) entraine, par injectivité de f, f?(i) = 1 toujours en contradiction avec I’hypothése H; .
Enfin@ = f*(i0) entraine
F@) - @) = - f2@)

ce qui contredit I’hypothése H; .

ii) (deux a deux distincts)
Pyo # Poy
Poo = Py
= Py = P3y
= Vect{f*(@) —a} = Vect{f4@)— f3(a)};

ce qui entraine que f2(@) — @ et f4(@) — f?(i) sont liés et contredit donc I’hypothése Hy .

Pyo # Pog
P2 = Py
= Psn = Pgy
= Vect{f*(@) —d} = Vect{f*(a@)—u};

ce qui entraine que f2(i) — i et f*(if) — @ sont liés et donc que f*(i@) — i et f4(@0) — f2(w6) = f*(@0) —a —
(f%(@) — @) sont liés; ce qui contredit encore I’hypothése H .
Py.a # P4 se fait sur le méme modele que ci-dessus.

6) (La droite D)
Montrer que

Poo NPy = FPya N Pyy
Py N Pyy
= RN Pysn Py

)

est une droite qu’on notera D dans la suite.

Notons D := Py N P 4 qui est bien une droite, puisque (cf. 5,) Poo # P> 4.
En outre (cf. V.3.8.11,)

V’UED, v e P(),Q A\ v e P2)4

= lo—all =lv- 2@l A 5= 2@l = lv- @)l
= lw—all = [[7- @)l

= U € P()74

= D C Py

= D C P0,20P04 A D C P2,4ﬂP0,4




Ainsi
D # PooNPoy(resp. D # PoyuNPyy)

entraine
Poo = Poa(resp. Poyu = Poa ;)

ce qui contredit le résulta établi a la question 5 .

7) Montrer que :

Pz = Vect{ f2(@), f(@) + f*(@)} .

Remarquons d’abord que P 3 est bien défini. En effet f (@) = f3() équivaut, par injectivité de f 4@ = f*(@) ce qui
contredit I’hypothese Hy .
Puisque f est une isométrie,

1f2@) = @Il = [If (f@) = @) Il = 1@ — fF@Il 5

ce qui entraine que
fQ(U) S P173 .

En outre (cf. le point i de la proposition V.3.8,)
@)+ f(@) € Pis.

Reste donc a montrer que f2(i@) et f (i) + f3(@) sont indépendants. Or s’il sont liés,

I(a,b) € RxR, (a,b) # (0,0), af?(@)+bf(@)+ff(@) = 0
= f(af (@) +bu+bf3(@) = 0
= bu+af (@) +bf3(@) = 0;

en utilisant ici encore I'injectivité de f. La derniére égalité établie ci-dessus contredisant I’hypothése Hy , f2(i@) et
f (@) + f3(i) sont indépendants.

8) Montrer que :
P35 = Py

Puisque (cf. la question 5 et la question 7 ,) Py 4 et Py 3 sont des plans, il suffit de montrer une inclusion. Or :

) (f*(@) € Poa)
En effet

1F2@) — A @) = [IF* (@ - @) = |l - @) .
i) (f(@)+ f3(@) € Poa)

Remarquons que pour toutk € Z,
152 @) = FHY @I = [1f (7 (@) = 5

Ainsi, dans le cas ou Py, ;o est bien défini

NI = @) @)

<y

) € Prgya -

Par conséquent :
f(ﬁ) (S P()’Q et fB(ﬁ) (S P2,4;

ce qui entraine (cf. le point ii de la proposition V.3.8,)

F@LF2(@) - aet f2(@)LfH (@) - f2(a) .




11 vient alors :

(f(@) + £2(a), (@) - a) (f (@) + £2(@), (@) - f2(@) + £2(a) - a)
= (f(@), f (@) - £2@) + (@), *(@) - @)
= (f(@), fH@) = (f(@), f2(@)) + (f(@), (@) - (f*(@), @)
= (@, f2@) - (@ f(@) + (f (@), @) — (f*(2), )
= 0;

ce qui assure que
f@+ f3@) e f{a)—a = Py
Puisque (cf. la question 7 ,) P 3 = Vect{ (@), f(@) + f3(@)} et
FA@) € Poget f(@) + f(@) € Poa
P1)3 C P())4 et finalement Pl)g = P0,4

par égalité des dimensions.

9) (D est stable)
Montrer que la droite D définie & la question 6 , est f-stable.

Puisque (cf. la question 6 ,) D C Py 4, (cf. Ia question 4 ,)
f(D) C f(Po2) = Pu3.

Or par ailleurs (cf. la question § ,)
D C Pyy = Pi3;

ce qui entraine

Ainsi
f(D) C Pi3z N Py

ce qui entraine (cf. la question 8 ,)
f(D) C Poa N Poy;

qui entraine encore (cf. la question 6 ,)
f(D) c D.

Exercice VIIL.3.2 (Structure des isométries) Prouver le théoréme VIII.1.3.

i) (Existence)
Considérons un couple (D, P) DL P, formé d’une droite et d’un plan f-stabledont I’existence est assurée par le théoré-
me VIIL1.2. Les restrictions f|p et fip de f a D et P sont des isométries. Alors fijp = =ldp ; ce qui peut se déduire
notamment du fait que des que D est f-stable, tout vecteur non nul de D est propre pour f, alors associé a la valeur
propre £1 (cf. la proposition VI.1.5.)
11 résulte alors de la proposition VIL.2.2 que

fip € SO(P)ou fip € O_(P).

fip € SO(P) comme fjp = £Idp, on a établi le résultat souhaité.
fip € O_(P) Il existe alors, d’aprés VIIL.2

Dt C Pet D~ C P tellesque DY 1D~ , fip+ = Idp+ et fijp- = —Idp- .

fip = Idp Alors pour @ := Vect{D, D"} estun plan f-stableet fiq = Idq. De plus QL D~ ; si bien que
le couple (D~ , Q) répond a la question.

fip = —1dp AlorsQ := Vect{D, D~} estun plan f-stable tel que fjo = —Idg € SO(Q) ; si bien que Ie
couple (D, Q) répond a Ia question.




ii) (Unicité)
Soit (D, P) un couple formé d’une droite et d’un plan f-stables avec

D1P, f\D = +ldp et f|p S SO(P)

Soit F' une droite f-stable distincte de D. Alors pour des raisons déja exposées, fjr = =+Ildp. Notons Q) :=
Vect{D, F} qui et un plan f-stable. Par ailleurs comme D ¢ P,Q # PetG := P N Q estdonc une droite. Comme
P et @ sont f-stables, G I'est aussi. Puisque G C P, c’est donc une droite f|p-stable.

Puisque fijp € SO(P), il découle de la proposition VIL.2.1, que

f|p = +ldp.

fir = Idret fjp = Idp Alors fig = Idg ;d’ou fi¢ = Idg ; ce qui entraine fjp = Idp ; et finalement

f = Idg.
fir = —Ildret fip = —Idp Alors fio = -Idg ;d'ou fig = —Idg ; ce qui entraine fjp = —Idp ;et
finalement
f = —Idg.
fir = eldpet fip = —eldp avece? = 1. Alors:

V(x,y) €D XF, (x,y) = (f(x),f(y»
= (—ex,ey)
= _52<$,y>

= <x,y> = 0

= D 1 F

= F Cc P

= F = G.

¢ = 1 entraine fjp = ldp entraine fjp = Idp. Alors toute droite H C P est f-stable et fjy = ldm. Le
plan R := H* estalors f-stable. Onaalors D C R.Ennotants K := R N P,onaR = Vect{D,K}
Comme f|x = ldg et fjp = —Idp,
fir € O_(R);

ce qui entraine que la décomposition de I’espace H @ R ne correspondt pas aux hypothéses du théoréme et
que la seule qui y réponde est
E=D¢ P.

€ = —1 L’argument est exactement le méme que ci-dessus en échangeant les roles de D et K.

Exercice VIII.3.3 (Conjugaison) Faire la preuve de la proposition VIII.1.5.

On remarque que cet énoncé est I’exact analogue en dimension 3 de la proposition VII.2.4; mais la preuve n’en est pas
forcément aussi immédiate ; en cause le fait que les éléments de O_(E) ne sont pas caractérisés aussi facilement en
dimension 3 qu’en dimension 2 (cf. la remarque VIII.1.8.)
Soitdonc E = D @ P une décomposition de I’espace pour f comme en VIIL 1.3.1. Alors, puisque g est une isométrie
et donc en particulier une application linéaire injective, g(D) (resp. g(P),) est une droite (resp. un plan.) Puisque g est
une isomeétrie

DLP = g(D)Lg(P);

sibienque E = g(D) & ¢g(P).
Soite € {—1,1} tel que fjp = eldp. Il s’ensuit que :

vz € g(D), ~'(z) € D
—1 _ —1
— flg 71@] = eg '(2) VIIL3.3.1
= gofog (z) = ex
= gofog lyp = eldy)-

Par ailleurs (cf. le théoréme VIIL1.3,) fip € SO(P) ; si bien qu’il existe (cf. le théoréeme VIL3.1,) (i,v) € P x P
une base orthonormée de P et (a,b) € & tels que

F(@) = ail +bvet f(T) = —bil +av.




Puisque g est une isométrie, (g(t@), g(¥)) est une base orthonormée de g(P). De plus :

gofog t(g(@) = g(f(@))
- g((zd)+ bg)( )
= ag(u)+ bg(v) ;
etgofog~t(9(@) = g(f(@ VIIL.3.3.2
= g(—bd + a?d)
= —bg(d) + ag(?)

Les propriétés VIII.3.3.1 et VIII.3.3.2 assurent alors le résultat.

Exercice VIIL.3.4 (Structure de O_(E)) Faire la preuve de la proposition VIIL.1.7.

,

Soit E = D @ P une décomposition de I’espace E pour f comme en VIIL.1.3.1. puisque f € O_(E), fp = —Idp.
Définissons alors :

s par: sip=-Idp A sp=Idp
etrpar: rp=Idp A Tp=fp.

Alors r (resp. s,) est une rotation (resp. une réflexion,) et I’on a de maniére immédiate

Exercice VIIL.3.5 (Point fixe d’une composée) Soit (F, (-,-)) un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3. On notera
| - || 1a norme euclidienne associée au produit scalaire.

Soient (f,g) € SO(F) x SO(FE) un couple de rotation et i (resp. U,) un vecteur directeur unitaire de ’axe de f (resp.
g-)

1) (@ et U sont liés)
Montrer que si 4 et U sont liés, il existe

— —

W € F telque fog(®) = ©.

Montrer qu’alors
fog € SOE).

Alors quitte a changer ¥ en —, on peut méme supposer que i = 9. On a alors
fog(@) = f(©) = f(a) = a.
1l est tout aussi immédiat de constater que

foggr = flgrtoger € SO(a™) .

Dans la suite on suppose que « et ¢ sont indépendants.

2) Montrer que pour W € F,

—

foglw =@ = o € Pf)‘,f(f)‘) N Py g=1(@) -

S’il existe W tel que f o g(@W) = W, alors pourtoutZ € E

IZ =@l = [Ifog(Z) = fog@)ll = |lfog(Z)—-all.

En particulier
1T =@l = |[feog(®) -l = |[f(@)—a|l;




c’est-a-dire que, si I’on note Py fy) le plan médiateur (cf. V.3.8.ii,) de ¥/ et f (V)
w € Pg,f({;) o
De méme
@ —all = |If (@) - f @I = lIf @) —all = llg7' f (@) - g7 @) = ll&—g" @I ;

si bien que

W € Pyg-i(a)
11 en résulte finalement que

w e D = 5,f (@) N Pﬁ)g—l(ﬁ) .

On laisse Ie soin au lecteur de montrer que dans les cas ou D ne srait pas effectivement une droite, la question de trouver
un vecteur fixe pour f o g est en fait bien plus élémentaire.

Si 4 et ¥ sont indépendants, at #* 7t et @ N7+ est une droite. Soit

Featndgt,|F =1. VIIL3.5.1

1l s’ensuit que Vect{, 7'} et Vect{7,7} sont des plans. En particulier Vect{, 7 }L est une droite et I’on choisit :

§ e Veet{@, 7}, ||5] = 1°. VIIL3.5.2
11 en résulte, par constructions que :
(@,7, ) estune base orthonormée . VIIL.3.5.3
Notons :
o := (U,@) et B := (1,5); sibienque 7 = ail + B5eta®+ 3% = 1. VIIL3.5.4
Définissons encore :
t = —pu + as. VIIL3.5.5
11 en résulte que :
t e 7 =Vect{d,v} = Vect{i,5}
et (0,1 = (ot + B3, —Pi + af)
= —ap(d, ﬁ> + O‘ﬁ<§7§> + (a2 - 62)<ﬁ7§>
= 0
_ VIIL3.5.6
de plus I[t]] = (=pU+ as,—pu+ asd)
— a2 +62
= 1
si bien que (7,7, 1) est une base orthonormée.
11 s’ensuit qu’il existe :
10 0
(a,b) € S telque Mz r5(f) = (0 a —b VIIL3.5.7
0 b a
et
1 0 0
(c,d) € S telque M 7(9) = |0 ¢ —d] . VIIL3.5.8
0 d c
Siw € E vérifie f o g(wW) = @, en particulier on a nécessairement :
g(@w) = f1(w). VIIL3.5.9

3) Calculer
g(@) et f~1().

9. ‘1 noter ici qu’il y a deux fagons de choisir § mais que ce choix s’avere indifférent pour la suite; si ce n’est que changer s en son opposé changerait les
paramétres (a, b) définis VIIL3.5.7



£l
|

@, 0)T + (@, 1)t

at — Bt

g(a? - B?)

ot — B(ct — dr)

ofad + B3) — Bet + BdF

(a? +cB?)i + (1 — ¢)aB3 + pdF
inf f(ad + 35) 1
ot + B(bF + as)

ot + Bas + Bur

o + dt

cf + d(a§ — pu)

—pdi + ads + cr

Y% = -bs+ar.

<

~
© L ©
— —~ _
=3 S S
S~— S~—" S~—
| | | [ | [ [

4) Montrer que si @ = f o g(w),

Puisque i est un vecteur directeur de I’axe de f donc également de celuide f=1, 4 € Py, f-1(w)- De la méme maniere
U € Pg gw- Sidonc g(w) = f~'(@), Pg gy = Pa,—1(@) Or (U,d) est un couple de vecteurs indépendants
appartenant a ce plan si bien que :

Py gw) = Poj-1(w) = Vect{ﬁ',{)'}.
Puisque
@)l = llall = [If~ @)l
W+ g(B) € Py gy = Vect{w,7} et @+ f~ () € Pg -1 = Vect{d,7} .
Or
Vect{d,7} = 7 ;

sib bien que
(@ + g(®),7) = Oet (fH(W) +@,7) = 0.

Remarquons que (i, 7, F) est une famile libre de E et donc une base de E. Prenons garde qu’elle n’est pas orthonor-
mée. Notons alors : & := xtd + y¥ + 27 .

5) Calculer g(@).

g(w) = g(zd + yv + 27)
= 2g(@) +y(oti + ) + 29(7) i
= :z:((a + ¢f2)d + (1 — ¢)aBs + BdF) + y(aid + B3) + z (—Bdi + ads + cF)
= (z(e®+cB?) +ya—2B8d) @+ (xBd+ zc) T+ (z(1 — c)aB + yB + zad) § ;
6) Calculer f~1(w).
f7H@) = fYau@ +yT + 27)
= au+yf D) +2f71(7F) ;

xi + y (oi + BbF + Bas) + z (—b5 + af)
= (v +ya)id+ (yBb+ za) 7 + (yBa — 2b) §

7) Montrer que pour tout @ = zi@ + yi + 27 € E, g(@¥) = f~'(@) entraine :

(I+c¢)z+pdx = 0 1
(1+a)z + Bby of -



C’est une conséquence de la question 4 , question 5,question 1 et question 6,question 1, en gardant a I’esprit que o=
Vect{@,7}.

8) Montrer que sous les hypotheses 7.1,0n a :

(I+c)(1+a) (g(lﬁ)fffl(w)) =0.

En utilisant les formules déja établies (cf. 5.1 et 6.1,) il vient :

g(w) — inf f () = g(xd + yT + 27) — f~ Nz + yT + 27)
- 2g(@) + y(at + B8) + 29(F) — xd —yf~1(0) — 2 f'(
= ((a +¢B2)@ + (1 — c)aBs + 5dr) +y(at + B H =

—zi — y (ot + BbF + Bas) — z (—bS + ar)

= (xa —i—cﬁz)—i—ya—zﬁd—x—ya)

+ (2(1 —c)aB +yB + zad — yBa + zb) §

+ (xﬁd + zc — yﬁb —az)T

(:E (a? +cB% —a? — %) — zﬁd) U

+(z(1 —c)ap —|— yB(1 —a) + z(ad + 1)) §

d’ou il vient :
(1+c¢) (g@)— fH(@) = (1+c) (xﬁz(c —1)—2Bd) @+ (1+ c) (z(1 —c)aB +yB(1 — a) + z(ad + b))

i
= (282(2-1)+ x52d2) i+ (x(l —cHaB +yB(1+c)(1 — a) — zBd(ad + b))
(1—c2 - dg)ozﬁ +yB(1+c)(1 — a) — xBdb) §

5
5

= (x,82 +d?>-1) )u+(33
= Bly(l+¢)(1—a)— zdb)s.
2
Il résulte alors de 7.1 :
(14+¢)z+pdz = 0
1+a)z+pby = 0
N I+a)l+c)z+(14+a)bde = 0 3
I+c)(l+a)z+(14+c)fby = 0
= (1+¢)pby = (1+a)Bdx
Il résulte finalement de 2 et 3 :
(1+a)(1+c)(9(@) — (@) = (1+a)Byl+c)(l—a)—zdb)F
= Bl+4+e)(1- )y B(1 + a)xdb
B(1L+ o)yl —a® —b?)
0.
9) Montrer finalement que :
W= —d(l—a)i —b(1—¢c)7 + B(1—a)(l—c)F vérifie f o g(W) = @ .

i) (Le casgénérique:1+a # 0,1+c # 0,)
Alors la restriction de f a la droite définie par les équations 7.1 est I’identité 8.

i) 1+a=01+c #£0,)
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Alorsb = +1 et puisque 5 # 0,y = 0. Il vient alors (cf. 8.2,)
g(xd + 27) — (2@ + 27) = —Pzdb)§ = 0;

en effet
l1+a=0=b=0.

iii) 1+a =1+c¢c =0)
Alors (cf. 7.1,)x = y = 0,etdeplusb = d = 0. Il est presque immédiat de constater que dans ce cas

fogl) =7.
iv) Enposantz := (1 —a)(1 — ¢), les équations 7.1 deviennent :

{(1 +¢)B(1 —a)(l —c¢)+ Bdx
(1+a)8(1 —a)(1—c)+ Bby

I
o O
—

B((l—a)(l—c?)+dz) = 0
< {ﬁ((l—c)(l—a2)+by) = 0}
B(1—-a)d®+dz) = 0
< {ﬁ((l—c)b2+by) = 0}

On pourra donc poser

Exercice VIIL3.6 (Le groupe SO(FE)) Soit E un R-espace vectoriel euclidien de dimension 3.
Soit (f,g) € SO(FE) x SO(F) un couple de rotations.

1) Montrerque f~! € SO(E).

Soit E = D & P une décomposition de I’espace I/ pour f comme en VIIIL.1.3.1. alors fjp € SO(P) ; si bien qu’il
existe, puisque SO(P) est un groupe, fr, € SO(P) tel que

fip o fp = fpo fip = 1dp.

Définissons alors [’ par
fip = fpetfip =1dp.

1l est clair qu’alors

f € SOE)etf o f = fo f =1Idg.

2) Montrer que si f et g on méme axe (cf. le point ii de la définition VIIL.1.4,) fog € SO(E).

Notons D I’axe commun de f et g. Alors le plan P := D+ est i la fois f-stable et g-stable. D’apreés le théoréme VIII.1.3
fip € SO(P)etgp € SO(P).
Alors, puisque SO(P) est un groupe

fogp=fipogpr € SOWP).
Comme, par ailleurs,
fogp = fipogp=Idp,

on a bien

foge SOE).
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On suppose désormais que les axes de f et g sont distincts ; et on note « (resp. ¥,) un vecteur unitaire (i.e. de norme
1,) de ’axe de f (resp. g.) Alors ¢ et ¥ sont linéairement indépendants et Vect{a’ ) } est un plan.

On rappelle (cf. la question 2 de I’exercice VIIL3.5,) que pour & € F,

—

fog@) =8 =@ €D := Py N Pq gra)-

3) Montrer que si D est une droite, f o g est une rotation.

On a prouvé a la question 9 de I’exercice VIII.3.5 I’existence d’un vecteur W tel que

fog@ = .
Alors nécessairementw € D ; ce qui entraine f o gp = Idp .
On sait qu’alors P := Dt est f o g-stable.
Orsif o gp € O_(P), f o gp estune réflexion; ce qui entraine qu’il existe 7 € P tel que f o g(Z) = Z.Or
cette derniére égalité entraine Z € D ; ce qui contredit le fait que D ¢ P.
Ainsi f o g)p € SO(P) ; ce qui prouve finalement que f o g € SO(E).

4) Montrer que si D est un plan alors

Py ¢5) = Pg g-1@) = Vect{d, 7} .

Remarquons que

@ =3l = |[f(@ -0 = [ld—f(@)ied e Py -
De méme
15—l = llg™ (@ - = llg~ @) — ol ie. ¥ € Pyyr(a-
Si donc D n’est pas une droite mais un plan on a
Po s C Pag-1@ ot Pag-1@ C P - :
Ceci peut en particulier se produire si Py t(7) (resp. Py g-1(g),) n’est pas un plan mais I’espace E tout entier. Cela
signifie que f(¥) = #, (resp. @ = ¢~ '(i),) ce qui entraine f = Idg, (resp.g = Idg ;) et dans ce cas, f o g est bien

évidemment une rotation.
Sinon les inclusions de 1 sont des égalités et I’on a

Uetv € Pg’f({;) = ngg—l(g) .
Comme i et ¥ sont linéairement indépendants on a :

Vect{ﬁ,ﬁ} = Pyra) = Pagra) -

5) Discuter alors la situation en utilisant la formule
W = —d(l—a)d —b(l—c)¥ + (1 —a)(1l —c)F

établie a la question 9 de I’exercice VIIL.3.5 .

,

Si D n’est pas une droite, il résulte de la question 2 de I’exercice VIIL.3.5, et de la question 4 que W € Vect{a' U }
Cela signifie, grace a la formule établie a la question 9 de I’exercice VII.3.5, que

B(l—a)(l—c) = 0.

Or:
8 = 0 entraine que i et ¥ sont li€s; ce qui contredit les hypothéses.
1—a = 0 entraine f = Idg ; auquel cas f o g est une rotation des que g en est une.
1—c = 0 entraineg = Idg ; auquel cas f o g est une rotation dés que f en est une.

6) Conclure.
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— Puisque bien évidemmentIdg € SO(E),SO(E) # ‘0.
— Par ailleurs, on a montré a la question 1 , que

Ve SO(E), f~! € SO(E).
— Enfin il résulte des questions 2 a 4 que
Y(f,9) € SO(E) x SO(E), f o g € SO(E) .

Les trois points ci-dessus assurent que SO(E) est un sous-groupe de O(E).

Exercice VIIL.3.7 (Conjugaison, projections, symétries) Soient u et v deux endomorphismes de V' avec v inversible. On
poset := vuv~! . Pour a € K, on note U, le noyau de u — aldy et T, le noyau de ¢t — aldy .

1) Calculer T}, en fonction de U, et v.

Ve eV, m € g
& t(z) = ax
&= vuv~H(z) = ax
& vuv~H(z) = avvto(z)
& uf~Yz) = av7l(z)
RN z7b e Uy;

d’ou il vient

T, = v(U,)
2) a) Siu estun projecteur de noyau N et d’image I, que direde ¢ 7
L’endomorphisme . est un projecteur si et seulement si u> = wu ; ce qui équivaut encore at> = t ; si bien que u est un

projecteur si et seulement si t en est un. De plus
Keru = Uget Imu = U, .

1l s’ensuit que
Kert = Ty = v(Up) et Imt = Ty = v(Uy) .

b) Meéme question si u est une symétrie.

Une symétrie est caractérisée paru®? = Idy ; ce qui équivaut encore at*> = Idy . L’endomorphisme est alors la symétrie
parrraportat; = v(Uy) .

3) SiV estun espace euclidien de dimension 2 ou 3 u une rotation de V' et v un endomorphisme orthogonal de V, que dire
det?

(cf. la proposition VII.2.4, la proposition VIII.1.5, et I’exercice VII.3.3.)

Exercice VIIL.3.8 (Centre de O(E)) Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit f € O(E), et s une réflexion par
rapport a un hyperplan H. Soit i € H* @ # 0.

1) Montrer que f o s o f~! est aussi une symétrie et en donner la base.
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Puisque s est une réflexion orthogonale,s € O(E), ce quientraine f o so f~! € O(E). De pluscommeso s = ldg,

(fosof_1)2 = fo(sos)of_1 = foIdEof_1 = Idg .

Ce qui précede caractérise (cf. ’exercice V1.4.5,) une symétrie orthogonale.
Ennotant D := H*, par définition de la symétrie s,

H = Kers—Idget D = Kers+ Idg .
Un calcul que nous avons déja fait a plusieurs reprises montre alors que

f(H) = Ker(foso f~! —Idg)et f(D) = Ker(fosof!+Idg).

2) En déduire que f et s commutent si et seulement si 4 est vecteur propre de f.

) (fos=s0f)

fos = sof
= fosof™t = s
= Ker(fosoft+Idg) = Kers=Idg
= f(D) = D;

ce qui entraine que 4 et f(u) sont liés; auttrement dit que @ est un vecteur propre de f.

ii) (U est vecteur propre de f)
Il s’ensuit que f(D) = D.Comme H = D+, et f est une isométrie

fH) = f(Dy* = D* = H.
On an déduit que
Ker(fOSOf*I—IdE) = Kers—IdEetKer(fOSOfd+IdE) = Kers+Idg ;

ce qui entraine foso f~! = s, ie.

fos=s0f.

3) (Vecteurs propre et homothétie)
Soit F un espace vectoriel non nul. Soit ¢ un endomorphisme de F tel que pour tout vecteur x de £ la famille (z, g(x))
soit liée.
Montrer que g est une homothétie.

Dire que g laisse stable toutes les droites de E entraine que pour toutz € E, g(x) € Vect{x} ; ¢’est-a-dire qu’il existe
Az) € Qtel que g(xz) = A(z)x. On définit ainsi une application A : E \ {0} — Q. Il se peut en effet que A(0) ne
soit pas complétement défini ; mais de toute fagon,g étant linéaire, g(0) = 0.

Prouvons donc que \ est une application constante i.e.

V(z,y) € (B \ {0}) x (B \{0}), Mz) = A(y) .

— si z ety sont colinéaires, x étant non nul, il existea € K tel quey = ax. On a alors

>

aAy)r = My)y
(y)
(

azx)

([
2 o

g\xr

(
A

|
o

Orsiy # 0,a # 0, etcommex # 0, I’égalité ci-dessus entraine
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— Six ety son indépendant :

Az +y)z+AMz+y)y = A

[
Q@ Q

ainsi, il s’ensuit que
Az +y) —A@)z+ Mz +y) —Ay))y = 0;

ce qui entraine, x et y étant indépendants,
AMz+y)—AMz) = Mz+y)—Ay) =0 = Az) = Mz+y) = Ay) -

11 existe donc
A € K telque Vo € E \ {0}, g(x) = Azx.

On a bien évidemment g(0) = A0, ce qui assure que g est une homothétie de rapport .

4) Quelestle centre de O(E) ?

Soit f € O(FE). Si f appartient au centre de O(E), pour touti € E \ {0} f commute a la réflexion par rapport a
I’hyperplan it ; si bien que U est vecteur propre de f. Il résulte alors de la question 3 que f est une homothétie; i.e.

Jo €R, f = aldp .

Mais puisque f est une isométrie, nécessairement a = =1. Il en résulte que le centre de O(E) est {Idg, —Idg}.

Exercice VIIL.3.9 (Conjuguée d’une rotation) Soient f/ € SO(F) une rotation d’un R-espace vectoriel euclidien E de
dimension 3et g € O(E).

1) Reconnaitre go f o g1,

On a montré a I'exercice VIIL3.3 que si f est une rotation d’axe D, g o f o g~! est une rotation d’axe g(D).

2) Application : Déterminer le centre de SO (FE).

Les arguments sont mutatis mutandis ceux de I’exercice VIII.3.8 . En effet si g est une rotation qui commute avec f, I’axe
D de f vérifie alors g(D) = D. Ainsi si g commute avec toutes les rotations toute droite de E est g-stable. Il résulte
alors de la question 3 de I’exercice VII1.3.8 que g est une homothétie. Or la seule homothétie qui soit en méme temps
une rotation est Idg ; si bien que le centre de SO(FE) est {Idg}.

Exercice VIII.3.10 Soit
P C R*etG = {g € SO3(R); g(P) = P}.

Montrer que G est un sous-groupe de SO3(R).

II suffit d’appliquer le critére de la proposition I1.3.5. Puisque Idgs(P) = P, 1dgs € G ; si bien que G # (. Par
ailleurs pour tout (g,h) € G x G, g(P) = P, entraine, puisque g est une bijection et par conséquent g~* également,
P = g '(P) ie.g7! € G.Enfin:

P =g(P) = P = H(P) = hog(P);

i,e.hog € G.
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Exercice VIIL.3.11 (Sous-groupes finis de SO5(R)) Il n’est absolument pas nécessaire, pour résoudre cet exercice, de sa-
voir ce qu’est I’équation caractéristique d’un sous-groupe de SO3(R), et encore moin d’en connaitre la forme.

Dans la suite E est un espace euclidien de dimension 3 et G un sous-groupe de SO(E).

1) Montrer que G a 2 (resp. 3) éléments si et seulement si il existe

re¢ € SO(E) telque & = Idget G = {rg,Idg} (resp. 78, = Idgpet G = {Idg,rg,r&} )

La condition est évidemment suffisante ; car sirq¢ € SO(FE) vérifie 7% = Idg (resp. r?é = Idg,) Ia loi de composition
de SO(E) se restreint 4 I'ensemble {Idp,rc} (resp. {Idg,rq,r%}.) De plusrg = rg' (resp.r% = rg',) assure
qu’on construit bien ainsi des groupes.

Réciproqument elle est nécessaire. En effet soit G un sous-groupe de SO(E) de cardinal 2 ou 3. Puisque G est un
sous-groupe de SO(E), I’élément neutre Idg € G. Il existe donc

r € SO(E) (resp.7 € SO(E)ets € SO(E)) telque G = {Idg,r} (resp. G = {Idg,r,s}.)
#(G) = 2 alorsr?* = Idg ou r, puisque la loi de composition doit étre interne sur un sous-groupe. Or
P =r=r=1Idg = G = {ldg} = #G) = 1.

Ainsir? # retdoncr? = Idg.
#(G) = 3 Pour les méme raisons que ci-dessus on a

r> = Idgour? = rour? = s.

Comme précédemmentr? = r entrafneraitr = Idg et par conséquent #(G) = 2.

Sir? = Idg, le sous ensemble {Idg, r} de G est un sous-groupe de cardinal 2. Or le cardinal d’un sous-groupe
divise le cardinal du groupe et 2 ne divise pas 3.

On a donc finalement nécessairement 1% = s.

Reste a déterminer la valeur de r® ; qui ne peut étre ni 2 car alorst = Idg ; nir car alorsr?> = Idg ; etet

donc finalement Id g.

2) Pour G un sous-groupe a 2 (resp. 3) éléments de SO(F), montrer qu’il existe une droite D¢ et un plan P orthogonaux
tels que
VfE€G, fipe = 1D, fip, € SO(Pg)et fip,” = Idg (resp. fip,” = ldg .)

Notons

G = {ldg,r¢} (resp. {ldg,rq, 5} )
Puisque r¢ € SO(FE), il existe une droite D¢ et un plant Pg orthogonaux tels que

e|De = IdDg et TG|lpg € SO(Pg) .
On a évidemment
ldg|p, = D¢, ldgp, € SO(Pg) et p, = 1dDq, rp, € SO(Pg).

Puisque Pg est stable sous ¢,
k k
VkEZ, TG‘PG = TGIPG.

3) FEtant donné un sous-groupe G de SO(E), de cardinale 2 ou 3, déterminer TG|Pg-

Soit (i, ¥) une base orthonormée de Pg. Alors il existe

(a,b) E R2, a+ b = 1, Mg = M(gﬂ-;)(’r‘g) = <Z _ab> .
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1l s’ensuit que :
a?—b%> —2ab
Mg = ( 2ab a? — b2>
5 _ f(a —=b\ (a®=0* —2ab
M = (b a ) ( 2ab  a® —b?

_ (a®=3ab* —3a%b+?
o 3a%b—b> —3ab?®+a®

Ainsi :
#(C) = 2
rGipe” = ldpg
9 1 0
. v - (00
a?+b =1
& a>-b = 1
2ab = 0
20> = 2
& 202 = 0
2ab = 0
a = =*£1
o {b - : } |
Ora = 1entrainerg = Idg, ce qui contredit #(G) = 2. On a donc nécessairement
TG‘PG = —IdPG .
#(G) =3
rapeS = ldpg
3 1 0
& M, (0 1)
a?+bv =1
& a®—3ab? = 1
b3 —3a%b = 0
a’ + b? = 1
3a3 4+ 3ab? = 3a
& 3a’b+3b> = 3b
a®—3ab? = 1
b3 —3a’h = 0
a’ + b? = 1
3a3 + 3ab? = 3a
& 3a’b+3b% = 3b
4a’ = 1+4+3a
4b3 = 3b
a® + b? =
& {(a—1)4a®+4a+1) = 0
b(4b% — 3) = 0
a? + b? = 1
& (a—1)(2a+1)> = 0
b(4b> — 3) = 0
& (a,0) = (1,0)
1 3
ou (a,0) = ( %, 2\/)g
ou (a,b) = ( 5 2).

La solution (a,b) = (1,0) correspond a r¢ = Idg qu’il faut exclure. On a donc :

R 13
Mo = | 2 2 M~ — 2 2
R NV S U I S WV B

2 2 2

17




4) Soient G et H deux sous-groupes de SO(F) de méme cardinal 2 ou 3. Montrer qu’il existe
f € SOE) telque H = foGo f7'.

Indication : On pourrat utiliser I’exercice VIII.3.13,question 4.

Notons
re € G (resp.rg € H),)

(cf. 1.) Soit alors D¢ (resp. Dyy,) I’axe des éléments de G (resp. H,) (ct. 2,) et
uG € Dg (resp.upy € Dy telque ||Jug|| = |jum|| = 1.
Alors (cf. VIIL3.13.4,) il existe f € SO(E) telle que f(ui) = wi. On a alors bien évidemment :
rag(ufr) = up

= flf ' (un)
= [flug)

Il
kﬁ
T
Q
/\

uG)|
= flr [f H(uz)]]
= forgo f'(uf).
Ainsi :
TH|Dy = f°7"GOffl|DH I

#(G) = 2 Puisque f est une isométrie, ains ainsi que f !,

Vi e E, £ € Py
& (Z,upr) = 0
& (f71@), f(wr) = 0
& (f71(@),ug) = 0
& r € Pg
& relfHE)] = —f(@)
& flralf 1@ = —fIf71(@)
= -
= ra(%);
d’ou il résulte que
TH\py = forgo f_l\PH 5
ce qui combiné a question 1, donne
= forgof'.
Comme par ailleurs bien évidemment
ldg = foldgo f™, 2
il vient
H= foGof™'.

#(G) = 3 Soit (vG,wg) une base orthonormée de P dans laquelle la matrice de rg|p, est (cf. 3.2,) Mg =
_L 8 LW
i% _i . Une telle base existe toujours, en effet, il se pourrait que I’on ait Mg = _é _2 1 ,

2 2 2 2
mais alors
_l _v3
Mo, —wa(T61Ps) = \/% %
22

Puisqu’on a déja constaté que

fipe © Pc — Ppg estune isométrie,
en notant vyy = f(vG) etwy = f(wa), (Vir, W) est une base orthonormée de Py . En notant My :=
Mz i) (TH | Py )> on a (cf. 3.2,)

13 13

= 2 2 _ 2 2
Ma=\vg 1 |ovMe=1| g 5
2 2 2 2
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V3

% On a alors :
2

—gvi+ 5 v

1 V3

= —3F8) + S (w)

= f <—%v& + ?t@)
= flra(ve)]

= frelf ' (va)]]

= forgo f'(vir)
V3 1

— vt g

— B ) + 2 pw)

o <_§@ + —%)

rg(Vi) =

rag(wy) =

2 2

= flre(wg)]
= flrelf™ (wn)]]

= forgof ' (vi);
ce qui combiné a question 1, assure que
ra = forgofTt.

Alors

7“%{ = forGof_lforGof_l
= forgof

d’ot il résulte finalement (cf. 2,)
H= foGof™'.

1 V3
My = \%ﬁ 2 1 Considérons I'unique endomorphisme r € End(E) défini par
22

r(up) = —upm, r(vg) = v et r(wy) = —wy .

I est presqu’immeédiat sur cette définition quer € SO(FE) ; et par conséquent
g:=rof € SO(E).

Alors
Mg(ver),9(w)) (TH|Py) =

Mz, —win)(PH|PY) = \/%

Le méme raisonnement que ci-dessus s’applique alors a g et I’'on a

H = goGog_l.

5) Que peut-on dire de I’action par conjugaison de SO(FE) sur I’ensemble de ses sous groupes de cardinal 2 (resp. 3 ?7)

Cette action est transitive (ct. 4.)
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Exercice VIII.3.12 (Sphére unité) L’espace vectoriel R? étant muni de son produit scalaire canonique, on note S I’en-
semble des vecteurs de norme 1 (la sphére unité.)

1) Montrer que les groupes O3R et SO3R agissent sur S.

D’abord le groupe GL~ (R) agit naturellement sur R3, puisqu’il est constitué des bijections linéaires de R, dans lui-
méme ; qui est donc un sous-groupe du groupe S(R?) de toutes les bijections de R? dans lui-méme.

Puisque GL3(R) agit sur R3, ses sous-groupes également.

Cependant,

Ve €S, Yu € O3(R), u(z) € S

la loi externe (laction)
O3(R) xR® — R3 | (u,z) — u(x)

se restreint en une action
O3(R) xS = S, (u,z) — u(x)

et en une action

SO3(R) xS = S, (u,z) — u(z).

2) L’action de O3R (resp. SO3R) sur S est-elle transitive ?

Etant donnée (z,y) € S x S, il existe des bases orthonormées (mémes directes) (x,x1,x2) et (y,y1,ys2). C’est un
résultat d’algébre linéaire bien connu qu’alors il existe un unique élémentu € GL3(R) tel que

w(@) =y, u(z1) = yretulra) = ya.

Si (z,x1,x2) et (y,y1,y2) sont orthonorméesu € O3(R) ; et si I’on fait I’hypothése suplémentaire que ces bases sont
directesu € SO3(R).

Ceci prouve que les actions respectives de O3(R) et SO3(R) sur S sont transitives (cf. la question 2 de I’exerci-
ce VIIL.3.13 et la question 5 de I’exercice VIII.3.13.)

Exercice VIIL3.13 (Existance d’isométries et transitivité de I’action) Soit £ un espace euclidien.

1) Soit
(u,7) € ExE telque ||| = ||7]] .

a) Rappeler brievement pourquoi £ = Vect{7 — @} & (¥ —u)*.

C’est une propriété des espaces euclidiens, pour tout sous-espace F' de E, E = F @& F= (cf. la proposition V.3.7.) ]

On définit ;; ; par
Zﬁ’ﬁ\Vect{ﬁ—ﬁ = _IdVect{ﬁ—ﬁ} et Zﬁ’l—;‘(ﬁ_ﬁ)L - Id(ﬁ_ﬁ)L ’
b) Montrer que 1’on définit bien ainsi un unique endomorphisme iz y € End(E) i.e. une unique application linéaire
Z'gy{; : F - F.

C’est en fait une propriété des somes directes : dés que i i

etig g~ . sontdéfinies, i; z est bien définie.
\Vect{ﬁ—ﬁ} wU(T—a)t+ > Y

Plus précisément puisque E =  Vect{#—d} & (¥—u@)*, pour tout ¥ € E il existe un unique
(7,2) € Vect{¥ — i} x (¥ — )" telque & = §j + Z. Sidonc iy gy est linéaire, nécessairement

i7,5(%) = ig5(H) + ias(2).
Ceci prouve d’une part I’unicité de iy y mais aussi du fait de I’unicité de la décomposition de & son existence i.e. qu’on
a donné une bonne définition.
Reste a constater, qu’ainsi définie, iz 5 est bien linéaire ; ce qui repose une fois encore sur I’unicité de la décomposition
d’un élément de E comme somme d’un élément de Vect{# — @ } et d’un élément de (¥ — @)™

¢) Montrer que 7 5 est une isométrie.
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Pour tout
£e€E,3y%2 € Vect{T —i} x (-, & =7 + 2.
En particulier (§, Z) = 0. Il s’ensuit que :
~012 = =
[1Z]] (Z,7)
= ([§+27+7)
= @9 +@2+(Z2)
—12 -2
= (g~ + 121"
En outre :
q 2 a2
lias(@)|" = llias(F + 2|
. _ . A2
lia,5(9) + iz ()|
= o =2
= |I-79+7
= <2_ 3772_ 37>
= @',@—2(:17,2}4-(5,3)
12 )
= [lFl" +11Z]]
S012
= [IZ%;
ce qui pproueve que iy i est une isométrie.
d) Montrer que
1 7]‘(1,_1:) = Uetig f;(’l_f) =4
Rappelons d’abord (cf. Ie point i de la proposition V.3.8,) que
lall = [I5l] = (7 —a)L(@+7).
Par ailleurs :
i = 3 ((@+7)+ (@ -17)
o - o 1 /7
= das(d) = iag[5(@+

[SITNIEE NI

Puisque les roles de u et ¥ sont identiques on obtient de maniére exactement analogue

ino(F) = i

2) Déduire des questions précédentes que O(FE) agit transitivement sur I’ensemble

S ={% € E; ||Z|]| = 1}.

On a déja expliqué (cf. la question I de I’exercice VIIL3.12 ,) pourquoi O(E) agit

sur S. On vient de montrer (cf.

1.d,) que pour tout (@, V) € S x S I'isométrie iy 7 satisfait iz (@) = U ; ce qui prouve que I’action est transitive.

3) (Le cas de la dimension 2)
Soit P un espace euclidien de dimension 2, et

(@,7) € Px P telque ||[d|| = ||7]| # 0.
Montrer qu’il existe une unique rotation r; j i.e. un unique €élément

T'ﬁ,l? S SO(P) te] que T"Evﬁ(ﬁ) = ,l_j
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Supposons d’abord que ||i|| = ||¥]] = 1. Soit@w € P tel que (&, w) soit une base orthonormée de P. Puisque
[||]| = 1, il existe
(a,b) € RxR,a®>+b*> = 1,7 = ail + bi.

S’il existe rz 5 telle querg (@) = ¥, Z = rg (W) vérifie

2] = let (8,2) = (@,@) = 0.

1l s’ensuit que
Z = —bi + avouZ = bu — av;

ce qui correspond aux matrices pour ry i dans la base (¢, W) :

a —b a b
Mg o) (ras) = (b a) ou Mz ) (ra,s) = (b _a>~

Seule la premiére est une matrice de rotation.

Dans le cas ot I’on a simplement | ||| = ||¥]| # 0, posons
5 | 1
Uy ‘= —s-uetvy = —0U.
|| |l

Appliquant le résultat ci-dessus a (u7,v7 ), on obtient I’existence d’une rotation r telle que r(u1) = 41 ; ce qui entraine,
par linéarité r(@) = ¥. Le méme argument assure que si (i) = U, nécessairementr(uy) = v3, ce qui assure I’unicité
der.

4) (Le cas de la dimension 3)
Soient £ un espace euclidien de dimension 3 et

(u,7) € Ex E telque ||d|| = ||7]] .

Montrer qu’il existe
f € SO(F) telque f(d) = .

Soit
w € E \ {0} telque dLwetulw .

Un tel vecteur existe toujours puisque
o = = q = =4k
dim Vect{u, v} < 2 = dim Vect{u, v} > 1.

En notant P := w{ onau € Petv € P.Onsait alors (cf. 3,) qu’il existe (on perd peut-étre Iu’nicité si on n’exige

pasu # 0,)
ra.y € SO(P) tel que 4 5(W) = U.

1l existe alors une unique application linéaire

f € End(E) telle que f\Vect{w} = Idet fip = a5

On a déja montré (ctf. 1,) qu’une telle application est bien définie. Une vérification trés semblable prouve que c’est
également une isométrie qui répond de plus a la caractérisation des éléments de SO(E).

5) Déduire de ce qui précede que si E est un espace euclidien de dimension 2 ou 3, !9 que SO(E) agit transitivement sur
lensemble S := {Z € E; ||Z]| = 1}.

L’argument est, mutatis mutandis exactement celui donné a la question 2 , en remplacant I’existence d’une isométrie (cf.
la question 1 ,) par I’existence d’une rotation (isométrie directe) (cf. 3, question 4.)

10. Le résultat vaut en fait en toute dimension mais nous n’avons pas fourni les arguments permettant de I’établir.
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Exercice VIIL3.14 (Action sur la sphére unité en dimension 3) Soit S la sphére de rayon 1 dans R>.

1) Soient x et y deux points de S. Montrer qu’il existe une rotation r telle que 7(x) = y.

2) Soient z,z’,y,y’ quatre points de S. Montrer qu’il existe une rotation p telle que p(x) = 2’ et p(y) = ¥’ si et seulement
si-flz — 2"l = fly =o'l

Exercice VIIL.3.15 (Décomposition des rotations) On pourra dans cette exercice utiliser les résulteats de la question 3 de
I’exercice VIIL.3.13 et de la question 4 de I’exercice VIIL.3.13 méme si on ne les a pas établis.

Soient

— [E un espace euclidien de dimension 3 ;

— (; , 3, E) une base orthonormée de F ;

— f € SO(E) une rotation.

-,

1) Montrer que f( j)L’Z si et seulement s’il existe des rotations r; et 75 d’axes respectifs iet j,

-, -,

(i.e. vérifiant r;(7) = i et r3(j) = i)

et telles que :
f = ;o Ty

et que dans ce cas r; et 77 sont uniques.
Solution

i) (Réciproque)
On remarque que la condition f = 7y o 77 entraine

ii) (Sens direct)

-l . e . A
Supposons que f(j) € i . L’identité point i,point 1 entraine que

-,

f=rror =) = 10).

. .. . -l N . .
On sait que la restriction T3 de la rotation r; au plan i orthogonal a son axe est une rotation de ce plan i.e.

€ SOF).

7‘;‘
= = 2l = =
Puisque || f(4)|| = ||7]|, il existe un unique (cf. VIIL.3.13.3,)r € SO(i ) tel quer(y) = f(j).
Ce qui proueve I’unicité de r; définie par
7‘;(;) = qet Tt = T

. e . - =l
ce qui et une bonne définition puisque £ = Vect{z} S
Désormais si 7 existe on a nécessairement

— — =l .
f=rpor;=r;=r"0f;
ce qui définit complétement et de maniére cohérente U puisque SO(FE) étant un groupe,

r; € SO(E)et f € SO(E) = rz! of € SO(E);

et que de plus

On peut cependant constater que :

ry = Tﬁlof
> @O = it @)
— 76)
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ce qui caractérise i.e. prouve I’unicité (cf. VIIL.3.13.3,) T En effet,

JG) L7
< . ), 0
& (FHEL ) 0
< (G, £710)) -

2) En déduire que tout f € SO(FE) se décompose sous la forme :
— 4 . .
f= 30Ty 0T

ol ryet r}_ sont des rotations d’axe j et r; est une rotation d’axe 4.

S’il existe (7"%, r7,77) satisfaisant aux conditions,

ce qui entraine (cf. 1,)

t e
!

Par ailleurs si on impose a r%, d’étre d’axe j,

11 s’ensuit que

On peut alors distinguer les deux cas suivants :
f(j) = +j Alorsona
fG) = £3Ld;
et il existe (cf. 1,) r; et U d’axes respectifs i etj telles que

f:r;or;;

si bien que 7“% = Idg convient.
=2 = .o ->L -2 . . =
f(5) et j sont indépendants Dans cecasj N f(j)* estune droite 4 laquelle appartiennent exactement 2 vecteurs i
et —i de norme 1. La condition question 1, combinée aux fait que ||i|| = 1 et que 7‘3, est une isométrie entraine
que
r;ﬂ(z) = 44 .

Ceci définit deux et deux seulement rotations d ’axej_" vérifiant
r§‘1 o f(7)Li.

Il existe alors (cf. 1,) un unique couple (r, 7“;) de rotations d’axes respectifs i etf tel que

/,—1 . /
- (o) = - O = 1.e. = - OT=» O = 5
T f r; o ryie f T3 OT7 O T;

3) Décomposer (x,y,2) — (y,x,2) et (x,y,2) — (xcosa — ysina, rsina + y cos a, z).
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