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Dans la plupart des exercices qui suivent il sera question d’espaces euclidiens, pour lesquels on notera (-, -) le produit
scalaire et || - || lanorme. Pour un espace euclidien £ on notera O(E) le groupe des isométrie de F. Si F est de dimension

3, on rappelle que SO(E) est le sous-groupe de O(FE) formée des rotations ou isométrie directes. Pour E un espace

euclidien de dimension 3, on rappelle qu’un élément /| € SO(FE) est caractérisé par le fait que

— ilexisted € E \ {0} tel que f(4) = «

— larestriction f|;. est un élément de SO (i ).

On ne redonne pas la définition de SO(P) dans le cas d’un espace euclidien P de dimension 2, que vous devez
connaitre.

Exercice A : (10 points) (Existance d’isométries et transitivité de ’action)
Soit E un espace euclidien.

1) (4 points) Soit
(4,9) € ExE telque ||| = ||7]].

a) (1 point) Rappeler brievement pourquoi E = Vect{7 — @} & (7 —a@)*.

C’est une propriété des espaces euclidiens, pour tout sous-espace F de E, E = F @ F* (cf. la proposition V.3.7.)

On définit i; 7 par

1g.5 :
u’v\Vect{ﬁfﬁ}

= et 1a,7)5_qa

7IdVect{17771

b) (1 point) Montrer que 1’on définit bien ainsi un unique endomorphisme iz ; € End(E) i.e. une unique application
linéaire iz 57 : £ — K.

,

C’est en fait une propriété des somes directes : dés que i3 3 .\ etigz s~ . sontdéfinies, iy ; est bien définie.
? \Vcct{v—u} V(T—1) D

Plus précisément puisque E =  Vect{#—d} & (¥—u)*, pour tout ¥ € E il existe un unique
(§,7) € Vect{s — i} x (¢ — @)* telque ¥ = § + Z. Sidonc iy est linéaire, nécessairement

ig,9(Z) = taa(¥) + iz29(3).

Ceci prouve d’une part I’unicité de i 3 mais aussi du fait de I’unicité de la décomposition de & son existence i.e. qu’on
a donné une bonne définition.

Reste a constater, qu’ainsi définie, iy 5 est bien linéaire ; ce qui repose une fois encore sur I’unicité de la décomposition
d’un élément de E comme somme d’un élément de Vect{# — @ } et d’un élément de (¥ — @)™

¢) (1 point) Montrer que iz  est une isométrie.

,

Pour tout

En particulier (§, Z) = 0. I s’ensuit que :




En outre :
e =@ a2
lias(@)" = |lias@+2)l
lia,s(@) + ia,5(2)||*
= 1 =12
= [[-g+2z
= <2 - Zja zZ— 37>
= (7,9 —2(4,2) +(%,2)
12 212
= [lFl" + 1121l
~012
= |1Zl°;
ce qui pproueve que iy i est une isométrie.
d) (1 point) Montrer que
1 7]‘(1,_1:) = Uetig f;(’l_f) =4
Rappelons d’abord (cf. le point i de la proposition IV.3.8,) que
@l = |5l = (5—@)L(@+73).
Par ailleurs :
@ = $((G+7)+(@-70)
= igg(d) = dag [% (@ + V) + (4 — 77))]
= % (ig.5 (T + V) +ig,g(d — 7))
= ;(W+7—(¥-9)
= 9.
Puisque les roles de u et ¥ sont identiques on obtient de maniére exactement analogue
ia(0) = 0.

2) (1 point) Déduire des questions précédentes que O(F) agit transitivement sur 1’ensemble

S={icE,;|z =1}.

On a déja expliqué (cf. la question 1 de I’exercice VIL3.12,) pourquoi O(FE) agit sur S. On vient de montrer (cf.
1.d,) que pour tout (@, V) € S x S I'isométrie iy  satisfait iz 5(@) = U ; ce qui prouve que I’action est transitive.

3) (2 points) (Le cas de la dimension 2)
Soit P un espace euclidien de dimension 2, et

(@,7) € Px P telque ||[d|| = ||7]| # 0.
Montrer qu’il existe une unique rotation r; j i.e. un unique élément

rag € SO(P) telque g 5(W) = .

Supposons d’abord que ||@|| = ||U]] = 1. Soit @ € P tel que (,
[|19]] = 1, il existe

) soit une base orthonormée de P. Puisque

(a,b) € RxR,a®>+b%> = 1,7 = ail + bi.
S’il existe ry i telle query 3(€) = ¥,Z = rg (W) vérifie

IZ]] = Let(7,2) = (@, @) = 0.




1l s’ensuit que
Z = —bu + avou?Z = bu — av;

ce qui correspond aux matrices pour rz y dans la base (@, W) :

Seule la premiere est une matrice de rotation.

Dans le cas oii I’on a simplement ||@|| = ||¥]| # 0, posons
. 1 . 1
U] = —-uetvy = —-vU.
|| 1]
Appliquant le résultat ci-dessus a (47, v7 ), on obtient I’existence d’une rotation r telle que r(ui) = i ; ce qui entraine,
par linéarité r(@) = ¥. Le méme argument assure que sir(i) = U, nécessairementr(u) = v7, ce qui assure I’unicité
der.
4) (2 points) (Le cas de la dimension 3)
Soient £ un espace euclidien de dimension 3 et
(4,9) € ExE telque ||| = ||7]].

Montrer qu’il existe

—

f € SO(E) telque f(d) = .

Soit
w € E \ {0} telque 41w etulw.

Un tel vecteur existe toujours puisque
. = = q = =t
dlmVect{u,v} < 2= dlmVect{u,v} > 1.

Ennotant P := @, onaw@ € Pett € P.On sait alors (cf. 3,) qu’il existe (on perd peut-étre lu’nicité si on n’exige

pasu # 0,)
rag € SO(P) telque 14 5(W) = U.

11 existe alors une unique application linéaire

f € End(E) telle que f‘vect{w} = Idet fjp = raz-

On a déja montré (ctf. 1,) qu’une telle application est bien définie. Une vérification trés semblable prouve que c’est
également une isométrie qui répond de plus a la caractérisation des éléments de SO(E).

J

5) (1 point) Déduire de ce qui précede que si E est un espace euclidien de dimension 2 ou 3,12 que SO(FE) agit transitive-

ment sur 'ensemble S := {¥ € E; ||Z|]| = 1}

L’argument est, mutatis mutandis exactement celui donné a la question 2 , en remplacant I’existence d’une isométrie (cf.
la question 1 ,) par I’existence d’une rotation (isométrie directe) (cf. 3, question 4.)

Exercice B : (10 points) (Sous-groupes finis de SO5(R))

11 n’est absolument pas nécessaire, pour résoudre cet exercice, de savoir ce qu’est I’équation caractéristique d’un

sous-groupe de SO3(R), et encore moin d’en connaitre la forme.
Dans la suite E est un espace euclidien de dimension 3 et G un sous-groupe de SO(E).

1) (2 points) Montrer que G a 2 (resp. 3) éléments si et seulement si il existe

re¢ € SO(E) telque r¢ = Idget G = {rg,Idg} (resp.7g, = ldpet G = {ldg,rq,r&} ")

12. Le résultat vaut en fait en toute dimension mais nous n’avons pas fourni les arguments permettant de I’ établir.



,

La condition est évidemment suffisante ; car sirq¢ € SO(FE) vérifie 7% = Idg (resp. T?c’; = Idg,) Ia loi de composition
de SO(E) se restreint a I'ensemble {Idg, r¢} (resp. {Idg, rg,r4}.) De plus rg = r&l (resp. r%, = r&l,) assure
qu’on construit bien ainsi des groupes.

Réciproqument elle est nécessaire. En effet soit G un sous-groupe de SO(E) de cardinal 2 ou 3. Puisque G est un
sous-groupe de SO(FE), I’élément neutre Idg € G. Il existe donc

r € SO(E) (resp.7 € SO(E)ets € SO(E)) telque G = {Idg,r} (resp. G = {Idg,r,s}.)
#(G) = 2 alorsr?* = Idg ou r, puisque la loi de composition doit étre interne sur un sous-groupe. Or
P =r=r=1Idg = G = {ldg} = #G) = 1.

Ainsir? # retdoncr? = Idg.
#(G) = 3 Pour les méme raisons que ci-dessus on a

r2 = Idgour? = rour? = s.

Comme précédemmentr? = r entrafneraitr = Idg et par conséquent #(G) = 2.

Sir? = Idg, le sous ensemble {Id, r} de G est un sous-groupe de cardinal 2. Or le cardinal d’un sous-groupe
divise le cardinal du groupe et 2 ne divise pas 3.

On a donc finalement nécessairement 1> = s.

Reste a déterminer la valeur de r3 ; qui ne peut étre ni r
donc finalement Idg.

2 2

caralorsr = Idg ;nir caralorsr* = Idg ;etet

J

2) (2 points) Pour G un sous-groupe a 2 (resp. 3) éléments de SO(E), montrer qu’il existe une droite D¢ et un plan Pg
orthogonaux tels que

VfE€G, fipe = 1D, fip, € SO(Pg)et fip,” = Idg (resp. fip,” = ldg .)

Notons

G = {ldg,r¢} (resp. {ldg,rq, &} )
Puisque r¢ € SO(E), il existe une droite D¢ et un plant Pg orthogonaux tels que
TG|pg = 1dDg et rg|p, € SO(Pg) -
On a évidemment
ldg|p, = D¢, ldgp, € SO(Pg) et p, = 1dDa, 1 p, € SO(Pg).

Puisque Pg est stable sous ¢,
k k
Vk €Z, rgip,” = TGPy -

3) (2points) Etant donné un sous-groupe G de S O(E), de cardinale 2 ou 3, déterminer 7| p; -

Soit (i, ¥) une base orthonormée de Pg. Alors il existe

(a,b) € RQ, a? 4+ b = 1, Mg = M(ﬂﬁ)(?’(;) = <a _b> .
1l s’ensuit que :
2 _ 12
o [a®=b" —2ab
Me = < 2ab  a®— b2>
3 _ (a —b\ a?—b%> —2ab
Mg = <b a ) ( 2ab  a® —b?

a® — 3ab?  —3a%b + b?
3a%b — b —3ab? + a®

Ainsi :




rGipe. = ldpg

& M = <(1] (1]>
a2+ = 1
& a? - =1
2ab = 0
20> = 2
& 202 = 0
2ab = 0
o {a = :I:l}
b = 0 [~

Ora = 1entrainerg = Idg, ce qui contredit #(G) = 2. On a donc nécessairement

TG‘PG = —IdPG .
#(G) = 3
T‘G|pG3 = IdpG
& Mg = ((1] (1]>
a®?+b =1
& a®—3ab? = 1
> —3a% = 0
a® + b? = 1
3a® +3ab> = 3a
& 3a%b+3b> = 3b
ad —3ab®? = 1
B>—3a% = 0
a® + b? = 1
3a3 + 3ab? = 3a
& 3a%b+ 3 = 3b
4a3 = 1+4+3a
4p3 = 3b
a? + b2 = 1
& {(a—1)4a®+4a+1) = 0
b(4b% — 3) = 0
a® + b2 =
& (a—1)(2a+1)> = 0
b(4b® — 3) = 0
& (a,0) = (1,0)
ou @) = (2%
ou @) = (2=,

La solution (a,b) = (1,0) correspond ar¢ = Idg qu’il faut exclure. On a donc :

13 1VB

- 2 2 _ 2 2

Me=1va 1M =] v8 3
2 2 2

4) (3 points) Soient G et H deux sous-groupes de SO(F) de méme cardinal 2 ou 3. Montrer qu’il existe
f € SOE) telque H = foGo f7'.

Indication : On pourrat utiliser I’exercice A,question 4.

Notons
re € G (resp.rg € H )

(cf. 1.) Soit alors D¢ (resp. Dyy,) I’axe des éléments de G (resp. H,) (ct. 2,) et

ug € Dg (resp.up € Dy tel que ||ug|| = |lun|] = 1.




Alors (cf. A4,) il existe f € SO(E) telle que f(u¢) = wi. On a alors bien évidemment :

—

rag(uf) = Uk
[f~H(uir)
(u&)
flra(ué)
flrelf " (ua)]]

= forgof Hum).

Il
- =

Ainsi :
_ —1
TH|Dy = forcof™  p, 1

#(G) = 2 Puisque f est une isométrie, ains ainsi que f 1,

Vi € E, £ € Py

& (@Z,umg)y = 0

& (f71@),f (i) = 0

o (@) i) = 0

& r € Pqo

N ralf 1@ = —fH(@)

o Pl @) = —f1f71 @)
= =@
= ru(@);

d’ou il résulte que
TH|Py = forgof | Py >

ce qui combiné a question 1, donne

Comme par ailleurs bien évidemment
Idg = foldgo ™, 2

il vient
H = foGof_l.

#(G) = 3 Soit (vG,wg) une base orthonormée de Pg dans laquelle la matrice de rq|p, est (cf. 3.2,) Mg =

1 V3 1 V3
i% _i . Une telle base existe toujours, en effet, il se pourrait que I’on ait Mg = _é _2 1 ,
2 2 2 2
mais alors
_1 8
Muo,-wo)raipe) = | 4 1
2 2

Puisqu’on a déja constaté que
f| p. - Poc — Py estuneisométrie,

en notant vy = f(vG) et wy = f(wg), (i, wi) est une base orthonormée de Py. En notant My =
M o3y 3) (TH | Py ), 0D a (cf. 3.2,)

B (1 V3

- 2 2 - 2 2

MH \/g 1 ouMH \/g 1
2 2 2




V3

% On a alors :
2

ra (Vi) = —5UH + oW

= L)+ L)

= f (—%UE: + ?@&;)

= flra(ve)]

= frelf ' (va)]]

= forgo f'(vir)
V3 1

rg(wi) = —TU?{ + —5WH

— B ) + 2 fw)

= f <_§UE‘ - —%w%;>

= flre(wg)]
= flrelf™ (wn)]]

= forgof ' (vi);
ce qui combiné a question 1, assure que
ra = forgofTt.

Alors

’I"%[ = forgof_lforcof_l
= forgof

d’ot il résulte finalement (cf. 2,)
H= foGof™'.

1 V3
My = \%ﬁ 2 1 Considérons I'unique endomorphisme r € End(E) défini par
22

r(ufr) = —up, r(vh) = vipetr(wy) = —wpy .
Il est presqu’immeédiat sur cette définition quer € SO(FE) ; et par conséquent
g :=rof € SOE).

Alors
Mgt ot rtien) = Mo (ranes) = | 2 2

(9(v&),g(we))\TH | Py (vir,—wg)\"H | Py \/§ 1

2

Le méme raisonnement que ci-dessus s’applique alors a g et I’'on a

H = goGog_l.

5) (1 point) Que peut-on dire de I’action par conjugaison de SO(FE) sur I’ensemble de ses sous groupes de cardinal 2 (resp.
37



Cette action est transitive (ct. 4.)

Exercice C : (6 points) (Décomposition des rotations)
On pourra dans cette exercice utiliser les résulteats de la question 3 de I’exercice A et de la question 4 de I’exer-
cice A méme si on ne les a pas établis.
Soient
— E un espace euclidien de dimension 3 ;
— (f 7 k) une base orthonormée de F ;
— f € SO(E) une rotation.

-,

1) (2 points) Montrer que f( j)Lf si et seulement s’il existe des rotations r; et d’axes respectifs iet j,

-, -,

(i.e. vérifiant r2(i) = i et 7’;—(]) =17,)

et telles que :
f = TZ? [e] 7’;—;

et que dans ce cas r> et r> sont uniques.
i
Solution

i) (Réciproque)
On remarque que la condition f = 770 77 entraine

ii) (Sens direct)

=l
Supposons que f(j) € i . L’identité point i,point 1 entraine que
f=ryor; = () = f0).

. .. . -l N . .
On sait que la restriction r> 7L de la rotation r; au plan i orthogonal a son axe est une rotation de ce plan i.e.

€ SOF).

T;‘
= = ol - =
Puisque ||f(5)|| = ||7], il existe un unique (cf. A.3,)r € SO(i ) tel quer(j) = f(j).
Ce qui proueve I’unicité de r; définie par
r;(;) = jet Tt =T

. PP . - -1
ce qui et une bonne définition puisque E = Vect{i} & i .
Désormais si U existe on a nécessairement

—1 X
f=rpor;=r;=r"0of;
ce qui définit complétement et de maniere cohérente U puisque SO(E) étant un groupe,

r; € SO(E)et f € SO(E) = rz! of € SO(E);

et que de plus

On peut cependant constater que :

ry = 7"—:10][
> @O = i [0
— 76)




ce qui caractérise i.e. prouve I’unicité (cf. A.3,) T En effet,

JG) L7
< . ), 0
& (FHEL ) 0
< (G, £710)) -

2) (2 points) En déduire que tout f € SO(E) se décompose sous la forme :
_ o
f= 50Ty 0 T;

ol Ty et r% sont des rotations d’axe j et r; est une rotation d’axe .

S’il existe (ré,, r7,77) satisfaisant aux conditions,

e f=rzory;
ce qui entraine (cf. 1,)
T];_l[f(j)] Lo
& G = o
o (e [TEGN] @) = o
& @) = 0
& fG) L ori@)
Par ailleurs si on impose a 7“;» d’étre d’axe f,
= -l -, -l
i€ j :>r;~.(i)€j ;
1l s’ensuit que
@) € j N o)t 1

On peut alors distinguer les deux cas suivants :
f(j) = +j Alorsona

fG) = £514;

et il existe (cf. 1,) r; et Ut d’axes respectifs i etj' telles que

f:r;or;;

si bien que réf = Idg convient.
= - - -L - . . S
f(5) et j sont indépendants Danscecasj N f(j)* est une droite 4 laquelle appartiennent exactement 2 vecteurs i
et —u de norme 1. La condition question 1, combinée aux fait que ||i|| = 1 et que r; est une isométrie entraine
que
rL(i) = +4 .

J

Ceci définit deux et deux seulement rotations d’axef vérifiant

rg‘l o f(7)Li.

Il existe alors (cf. 1,) un unique couple (r, 7“;) de rotations d’axes respectifs i etf tel que

/,—1 . ’
r o = P © Fzlhe = 7> 07> 0 T>.
- f ;oryief 7 OTp 0 T;

3) (2 points) Décomposer (z,y, z) — (y,z,2) et (x,y,2) — (rcosa — ysinq, zsina + ycos q, z).



