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IV . —Graphes de CAYLEY
IV.1 . —Définitions et premieres propriétés
Notation IV.1.1 Etant donnés un groupe T (cf.la définition I1.8.1.1,)et S C T, on note

i) V(Cay(T,S)) := I';
i) &(Cay(T,9)) = {{v,w} € Pio(T); v iw € S}
iii) e(Cay(T,S)) = Idpl,z(r)w(Cay(ns)) : E(Cay(T,S)) — Pia(D);

iv) Cay(T',S) := (V(Cay(I',5)),&(Cay(T, S)),e(Cay(I, 9))) ;
V) EI"”(Cay(F,S)) = {(U,w) e I'xT;vlw e S};

vi) e/™(Cay(T,S)) := Idrxr ) : &M (Cay(T,S)) — I'x '

1m0 (Cay(D,S)
On note encore :

Cay;) Vs S, st € §.

Caysy) L'élément neutre 1p de T n’appartientpasa S :1p ¢ S.

Proposition IV.1.2 (Graphe a involution) SoientT" un groupe (cf.la définitionI1.8.1.1,)et. S C T satisfaisant
la condition Cay, de la notation IV.1.1.

i) LapplicationT xT' — T'xT', (z,y) — (y,x) -serestreint en une application inv(Cay(F, S)) : g (Cay(F, S)) —
a valeurs dans " (Cay(T', S)) (cf. IV.1.1.v.)

i) Le quadruplet
(V(Cay(T,9)) , £ (Cay(T, S)) , e (Cay(T,S)) , inv(Cay(T, 5)) ) 1

est un graphe a involution (cf. la définition 1.2.1.)

Proposition IV.1.3 (Graphe non-orienté) SoientI" un groupe (ct. la définitionI1.8.1.1,)et.S C T satistaisant
la condition Cay, de la notation IV.1.1.

i) Le triplet Cay(T", S) défini au point iv de la notation IV.1.1, est un graphe non-orienté (cf. la défini-
tion 1.2.8.)

ii) Le graphe non-orienté Cay (L', S) estisomorphe au graphe non-orienté associé (cf.la définition1.2.15,)
au graphe a involution Cay (T, S)I"U (ctf. IV.1.2.ii.1.)

De maniére équivalente (cf. la proposition 1.2.19,) Cay (T, S)'™" est le graphe a involution associé  (cf.
la définition 1.2.18,) au graphe non-orienté Cay(T', S).

iii) Side plus, S satisfait la condition Cays de la notation IV.1.1, Cay(T', S) est un graphe simple non-orienté
(ct. la définition 1.4.1.)
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Définition IV.1.4 (Graphe de CAYLEY) Etant donnés un groupe T'et S C T vérifiant la condition Cay; de
la notation I'V.1.1 et la condition Cays de la notation IV.1.1 le graphe simple non-orienté Cay(T, S) (cf.
IV.1.1.iv et la proposition IV.1.3 ) s’appelle le graphe de CAYLEY associé a (I', S) .

Exemple IV.1.5 (Graphes de CAYLEY) Un certain nombre des graphes que nous avons rencontrés sont en
fait des graphes de CAYLEY .

a) Cependant il n’existe aucun groupe 1 tel que le graphe vide ((Z), 0, Id@) soit isomorphe a Cay(T', S) ; en
effet, il n’existe aucune structure de groupe sur l’ensemble vide (cf.le pointide I’exemple I1.8.1.2.)

b) (Graphe isolé)
Pour n € N* le graphe isolé 1, a n sommets (cf. la définition 1.4.9,) est isomorphe au graphe de
CAYLEY Cay(T', S) pour n’importe quel groupe T avec #(I') = n,etS = 0.

¢) (Graphe complet)
Pourn € N*, le graphe complet K, an sommets (cf.la définition 1.4.14,) est isomorphe au graphe de
CAYLEY Cay(T", S) pour n’importe quel groupe T avec #(I') = n,etS = T' \ {Ir}.

Remarque IV.1.6 (Unicité) i) Le point b de ’exemple IV.1.5 et le point ¢ de I’exemple IV.1.5 montrent, en
particulier, que pour un graphe G donné, un couple (T, S)tel que G = Cay(T', S) n’est pas unique et méme
«aisomorphisme prés » a savoir que si (I'1, S1) et (I'2, S2) sont tels qu’il existe des isomorphismes de graphes
non-orientés

Cay(Fl,Sl) ~ G Cay(Fg,Sg), 1

il n’y a aucune bonne raison, a priori, pour qu’il existe un isomorphisme de groupes 1"y = I'y (cf. I’exerci-
ceIV.5.2)

ii) Néanmoins i.1 entraine aumoins que #(I'1) = #(V(G)) = #(I'2) . Cependant deux groupes ayant
méme nombre d’éléments peuvent étre « tres différents ».

Proposition IV.1.7 (Propriétés des graphes de CAYLEY) Soient " un groupe fini (cf. la définition I1.8.12.1,)
et S C T vérifiant la condition Cay, et la condition Cays.

i) (Groupe fini)
Le graphe a involution Cay(T, S)Imj est un graphe fini (cf. la définition 1.3.1,) et le graphe non-orienté
Cay(T', S) est un graphe fini simple non-orienté (cf. la définition 1.4.4.)

Précisément on a :
#(V(Cay(I',5))) = #(I). I
ii) (Voisins)
Pour tout sommet v € V(Cay(F, S)) = I', 'ensemble des voisins de v (cf. le point v de la défini-

tion 1.2.12,) est
N(v) = {vs, s € S}.

Démonstration : (cf. IV.1.1.ii.)

iii) (Régularité)
Le graphe Cay(T', S) est #(S)-régulier (cf. la définition 1.4.8.)
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Exemple IV.1.8 (I’hypercube) On devrait d’ailleurs plutot dire les hypercubes ; puisque pour tout d € N*
nous allons définir un hypercube de dimension d . Ces graphes finis simples non-orientés sont un peu
moins élémentaires que les graphes circulants (cf. la définition IV.1.9;) mais 1’on peut néanmoins établir un
grand nombre de leur propriétés sans avoir recours a des théorémes particulierement difficiles.

On fixe ici un certains nombre de notations que nous reprendrons dés que nous étudierons certaines pro-
priétés des hypercubes . On note Fy := (Z/QZ, +, *) le corps (cf. la définition I11.1.1.12,) a deux éléments

Pour toutd € N*, I'y := ng est un Fo-espace vectoriel de dimension d. On désigne par Sg =
(€i)y < ; < 4 sa base canonique

Le Fy-espace vectoriel Ty = F,? est en particulier un groupe abélien (cf. la définition I1.8.1.4,) et Sy
vérifie la condition Cay; et la condition Cays (cf. la question 1 de I’exercice IV.5.3,) si bien qu’on peut définir

Qq = Cay(I'q, Sa)

le graphe de CAYLEY associé 2 (F2?, Sy) qu’on appellera I’ hypercube de dimension d .

Définition IV.1.9 (Graphe circulant) On dit qu’un graphe fini simple non-orienté G est un graphe
circulant s’ilexisten € N* et S C Z/nZtels que G = Cay(Z/nZ,S) .

Exemple IV.1.10 (Cycle) Pourn € N,n > 2 lecycle C, an sommets (cf.la définition 1.4.12,) est isomor-
phe au graphe de CAYLEY Cay(T',S) pourT’ = Z/nZetS = {—1,1}; c’est méme un graphe circulant
au sens de la définition IV.1.9.

IV.2 . —Automorphismes des graphes de CAYLEY

Dans tout ce paragraphe (IV.2,) I" est un groupe et S C T vérifie la condition Cay, et la condi-
tion Cay; delanotationIV.1.1; G := (V(G),&(G),e(G)) := Cay(T, S) est le graphede CAYLEY associé
a (T, S) (cf. 1a définition IV.1.4.)

Proposition IV.2.1 (Automorphismes) On note
— V(g,v) €T x T, 7(g)(v) = gv;
— V({v,w},g) € E(G) x T, 8(9)({v,w}) = {gv,qw} .

i) Pourtoutg € T, (T(g), H(g)) est un automorphisme de graphes non-orientés de G (cf. la défini-
tion IL.5.1.)

Démonstration :
— 7(g) est bijective puisque

T(g) o 7(97") = 1(g7") o T(g) = Idr.

— 0(g) estavaleurs dans £E(G) on a la suite d’implications :

V{v,w} € £(Q), flw € S

= v ig7lgy € S

= (gv)~tgw € S

= {gv,gw} € £&(G)
= 0(g)({v,w}) € &(G).
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— 0(g) est bijective puisque
0(g) o 8(g7") = 8(g7") 0 8(g) = ldg(g) -
— Enfin (T(g)7 G(g)) est un endomorphisme de graphes non-orientés  (cf. la définition I1.4.1 ;) puisque
e(G)(0(9)({v,w})) = {gv.gw} = {r(9)(v),7(g)(w)} .

On peut alors appliquer la proposition I1.5.3.

ii) L’application I' — Autgpp~-o(G), g — (T(g),@(g)) est un morphisme de groupes injectif

Démonstration : Il est clair que
V(g,h) € L' x I, 7(gh) = 7(g) o 7(h) et O(gh) = 0(g) o O(h);

ce qui assure que g — (7(g),0(g)) est bien un morphisme de groupes (cf. la définition I1.8.2.1.)

Par ailleurs :
VgeT,  (1(9).0(9) = Idg
= Yo eV(G), gv = v
= gvv’1 = v !
= g = lr;
ce qui prouve I’injectivité.
Corollaire IV.2.2 (Sommet-transitivité) Le graphe fini simple non-orienté G est sommet-transitif (cf.

la définition 11.5.6.)

Démonstration : Soit (v,w) € V(G) x V(G). Avec les notations de la proposition IV.2.1, T(wv=1)(v) =
w .

IV.3 . —Caracteres d’un groupe

Bien que ce ne soient en définitive que des morphismes de groupes (cf. la définition I1.8.2.1,) les carac-
téres d’un groupe ont des propriétés spécifiques. C’est le fait qu’ils sont a valeurs dans C*7 qui permet
d’établir le résultat sans doute le plus significatif qu’est le point iii de la proposition I'V.3.8. Ce dernier a,
en particulier pour conséquence le théoreme 1V.3.9.

Dans le cadre de I’étude des graphes de CAYLEY , on en tire le théoréeme IV.4.4 particulierement
fructueux dans la rechercher des éléments propres de I’endomorphisme d’adjacence .

Définition IV.3.1 (Caractére) Etant donné un groupe (T, -), on appelle caractére du groupe I' un morphisme
de groupes (T',-) — (C*, x) ot C* est’ensemble des nombres complexes non nuls et x la multiplication .

Lemme IV.3.2 (Groupe des caracteéres) Etant donné un groupe T, I'ensemble des caractéres du groupe T
est un groupe abélien  (cf. la définition I1.8.1.4,) appelé groupe des caracteres du groupe I est usuellement
noté I".

Démonstration : (ct. la question 3 de I’exercice 11.9.1.7.)

7. Q/Z suffifait; mais ce dernier objet est sans doute bien moins familier au lecteur que C*.
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Notation IV.3.3 (Racines de I’unité) On note :
) S =4z € C; |z]]| = 1};

ii) YvneN, Un) = {z € C; 2" = 1};

i) U:={ze€C;neN, =1} = [JU®n).
neN

Lemme IV.3.4 (Groupe des racines de I’unité) i) Le sous-ensemble S; de C* est un sous-groupe (cf.
la définition I1.8.3.1,) de (C*, x) isomorphe aR/Z.

Démonstration : (ct. la question 1 de I’exercice IV.5.1.)

ii) Pourtoutn € N, U(n) est un sous-groupe de (Sl, ><) isomorphe a7/nZ et appelé groupe des racines
n®me de I’unité

Démonstration : (ct. la question 2 de I’exercice IV.5.1.)

iii) Le sous-ensemble U de C est un sous-groupe de Sy isomorphe a Q/Z et appelé groupe des racines de
lunité .

Démonstration : (ct. la question 3 de ’exercice IV.5.1.)

Lemme IV.3.5 (Caracteres d’un groupe fini) Soit I' un groupe fini (cf. la définition 11.8.12.1,). Pour tout
caractere du groupe T x : I' — C*, x est a valeurs dans U(#(F)) .

Démonstration : Pourtoutz € I', z#T) = 1p ot 11 est I'élément neutre deT (cf. le théoréme I1.8.12.12.)
Puisque x est un morphisme de groupes , x(1r) = 1 (cf. le point i de la proposition 11.8.2.9.)

I1 s’ensuit que
X(@)#0 = x(a#D) = x(Ir) = 1;

c’est-a-dire que x(z) € U(#(D)) .

Proposition IV.3.6 (Caracteres des groupes cycliques) Soit I' un groupe et T le groupe des caracteres du
groupe T

i) (Morphisme)
L’application R
v: I — U), x = x(1) estunmorphisme de groupes

Démonstration : C’est tautologique étant donnée la définition de la structure de groupe surl' = Homgy (T, C")
(cf. la question 3 de I’exercice 11.9.1.7.)
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ii) (Le cas d’un groupe fini)
SiT est un groupe fini , le morphisme v est avaleurs dans U(#(T")).

Démonstration : C’est une conséquence du lemme IV.3.5.

iii) (Le cas d’un groupe cyclique)
SiT = Z/nZ est un groupe cyclique (cf. le point ii de la définition I1.8.12.13,) pour n. € N* un entier
naturel , le morphisme v est un isomorphisme

v:T

1%

U(n) = Z/nZ .

Démonstration : Rappelon que I'application 7. — 7/nZ , m — T qui a un entier relatif m associe sa
classe modulo n est un morphisme de groupes ; c’est méme la surjection canonique .

Ainsi pour tout y € r
X : Z — U(n), m — x(m)

est un morphisme de groupes comme composé de morphismes de groupes . Ainsi
Vm € Z, x(m) = x(1)™ = x(1)™ .
Il s’ensuit que, pour tout { € U(n), S’il existe y € T tel que
v(x) = x(1) = ¢,
vm e Z, x(m) = x(m) = x()™ = ¢".

Ceci prouve I’unicité de x et par conséquent que v est injectif .
Pour tout { € U(n) I'application

X : Z — U(n), m — (™ estunmorphisme de groupes
X 8

De plus

x(n) = ¢ = 1; sibienque nZ C Kery .

Il résulte alors de la proposition I1.8.11.4 qu’il existe un unique morphisme de groupes x : Z/nZ — U(n)
tel que
Vm € Z, x(m) = X(m) .

En particulier x(1) = ( ; ce qui prouve que v est un morphisme surjectif .

Proposition IV.3.7 (Action du quotient) Soient G un groupe et H C G un sous-groupe distingué  (cf.
la définition I1.8.10.4.) On notem : G — G/H la surjection canonique (cf. la définition 11.8.11.2,)

Pour tout (x,v) € G x G les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Xjg = Y-

b) I € (7/7{, Vo € G, ¢(z) = x(z)p(n(z)) ; et dans ce cas p est unique.

199



LDD/S6 MDD354, Structures algébriques : Graphes, groupes, algebre linéaire, topologie...., 1V.3.8 Université Orsay-Paris-Saclay, 2024-2025

Démonstration :
b = a Rappelons (cf. la proposition 111.5.4,) que Kerm = H . Par conséquent s’il existe p comme au

point b
((x))
(1)

Ve e H, ¢(x)

|
=
&

p
)p

I
=
8

a= b Soit

Alors :
Y(z,y) € G x G, plzy) = Y(zy)

<
<
S~—

>
—
&

= p@)py) ;

si bien que p est un morphisme de groupes . De plus il résulte du point a que

Ve e H, p(x) = ¥=) =1

x(x)
Il résulte alors de la proposition I1.8.11.4 qu’il existe un unique morphisme de groupes
p: G/H — C* telque p = w o p.

Alors
Vz € G, p(n(z)) = plz) =

Proposition IV.3.8 (Prolongement des caracteres) Soit A un groupe abélien fini (cf. la définition I11.8.1.4
et la définition I1.8.12.1.) Soit B C A un sous-groupe etz € A \ B . Soitenfin C := ({z} UB) (cf.
la définition I1.8.4.2.) On noteraw : C' — C/B la surjection canonique (cf. la définition I1.8.11.2.)

i) Le groupe C/B est un groupe cyclique (cf. le point ii de la définition I1.8.12.13.)
Démonstration : Pourtouty € C/Bilexistez € C telquey = w(z).0rC = ({z} U B) ; si bien que
Hw,k) € BXZ, z = w + kx.

Ainsi
y = w(z) = w(w) + w(kx) = kn(z) (cf. le point ii de la proposition II.5.4 ;)

ainsi C/B = (m(x)) .
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ii) Il existe un unique

d € N* telque dx € BetVk € Z, kx € B = d|k.

Démonstration : Pourtoutk € Z, kx € B sietseulement si w(kx) = 0 si et suelement si kn(xz) = 0 si
et seulement si d|k ot d est I’'unique entier naturel non nul tel que C/B = 7/dZ ; puisque d’aprés le point i ,
C'/ B est un groupe cyclique .

iii) Pour tout caractere xp € Bil existe un caractere
Xc € C tel que Xc|B = XB
autrement dit, le caractére X p se prolonge a C.
Démonstration : L’entierd € N* est défini comme au point ii . Si un tel caractére x¢ € c existe,
xo(@)? = xe(a?) = xp(z?) .

Or

Jo € C*, etméme o € S; etméme o € U tel que o = XB(acd).

Soit donc oo comme ci-dessus et posons

V(y,k) € BxZ, xc(y+kz) = xp(y)ar.

Cependant pour z € C I’écriturez = y + kx,y € b,k € Z, n’est, a priori pas unique; si bien qu’on
ne peut pas affirmer que x ¢ est bien défini.

V(y,z,k,0) € Bx BXZ X7, y+kr = z4+/lx

= (k—0x = z—y

= (k—0zx € B

= dm € Z,{ = k+md

= y+kxr = z+mdr+kzx

= y = z+md.

Alors :
xc(ly+kz) = xco(z+mde+ kx)
= xn(2)xp(’)"a"
= xs(2)a?may
= xp()atm
= xa(2)a’
= xc(z+lx)
Ainsi x ¢ est bien défini; et il reste a vérifier que c’est bien un caractére i.e. un morphisme de groupes . Or
V(y,z,k,0) e Bx BXZxZ, xc(ly+ka)+ (z+0x)) = xc(y+z+(k+0)z)
k+e

(y+z
xB(y)xp(z)art*
(y)a xB(2)a ¢
xc(y + kx) + xc(z + Lx) .
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Théoreme IV.3.9 (Cardinal de E) i) (Le cas d’un groupe cyclique)
Pour tout groupe cyclique C (cf. le point ii de la définition I1.8.12.13,)

#(C) = #(0).

Démonstration : Cela découle du point iii de la proposition IV.3.6 et du point ii du lemme IV.3.4.

ii) (Le cas d’un groupe abélien)
Pour tout groupe abélien fini A (cf. la définition 11.8.1.4 et la définition I1.8.12.1,)

#(A) = #(4).

Démonstration :  Soit A un groupe abélien fini . Notons £ Iensemble des sous-groupes B de A tels que
#(B) = #(B).

D’aprés le point i , tout sous-groupe B de A qui est un groupe cyclique appartient a £ et donc, a tout le
moins, {1} ; si bien que

£ 40
L'ensemble {#(B), B € &} est bien évidemment majoré par #(A) ; si bien que

dB € &, VO €&, #(C) < #(B).
Soitdoncuntel B. SiB = A, alors A € & et le résultat est établi. Sinon3z € A, x ¢ B . Soit alors

C := ({z} U B) (cf. Ia définition I1.8.4.2 )

Onnoter : C — C/B lasurjection canonique (cf. la définition I11.8.11.2,)
Pour tout y € E, notons

~

6x = {Q/JEC;Q/J\B:X}-

Lemme ii.l Yy € B, #(C,) = #(C/’]\B) .

Démonstration : Psoit y € B. Alors d *aprés le point iii de la proposition IV.3.88,

~

X € C.,Xjp = xieX € Cy.

Y(p,z,y) € C/‘/TS xCxC, X+ y)p(w(:p + y))

si bien que
X, : C =>C 2~ X(z)p(m(z))

est bien un caractére i.e. un élément de C.

8. et c’est évidemment le point clef de la démonstration et méme de la théorie. C’est en effeet ici qu’on utilise précisément le fait qu’on
a des caracteres.
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B (cf. Ie point ii de la proposition I11.5.4,)

Ve e B, X,(r) = X()p(r(x))
x(2)p(0)
x(—z) <

Or puisque Kerm =

si bien qu’en fait’y,, € (?X . On a ainsi défini une application
C/B = Cyx,p = X,-
La proposition IV.3.7 assure alors que I'application ci-dessus est bijective ; ce qui entraine que

#(Cy) = #(C/B).

Lemmeii2 #(C) = Y #(C\) = #(B) - #(C/B).

x€§

Démonstration : On constate que la relation ~ définie sur C par x ~ 1 si x|p = p est une relation

est {GX}X cB 11 en résulte (cf. la proposi-

d’équivalence dont I’ensemble des classes d’équivalence

tion 1.3.11.3.4,), que

si bien que R R
#(C) = > #(Cy).

11 découle alors du lemme ii.1 , que

#(C) = #(B) - #(C/B) .

Or par hypothése #(LA?) = #(B) . Par ailleurs C/ B est un groupe cyclique (cf. le point i de la proposi-

tion IV.3.8.) Le point i entraine alors que #(C/‘]E) = # (C’/B) . 11 suit alors du lemme ii.2 que

#(C) = #(B)- #(C/B) .
Il résulte alors du corollaire 11.8.12.7 appliqué a la surjection canonique m que
#(C) = #(B)...#(C/B) = #(C).

Ainsi C € £. Mais #(C') > #(B), puisque z € C etz ¢ B. On contredit ainsi la maximalité du
cardinal de B dans £ ; si bien que A € & ; ¢’est-a-dire que

#(A) = #(4).
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IV.4 . —Spectres des graphes de CAYLEY

Dans la suite de ce paragraphe (IV.4,) I est un groupe et S C T satisfait la condition Cay; et la
condition Cay, de la notation IV.1.1. On note G := Cay(T',S) le graphede CAYLEY associé  (cf.
la définition IV.1.4.)

Remarque IV.4.1 Un caractére de I (cf. la définition IV.3.1,) est en particulier une application
I = V(Cay(I',S)) — C
c’est-a-dire un élément de ’espace vectoriel C% = CU de la proposition ITL.1.6 :
I cCe.
L ensemble T n’est cependant en général pas un sous-espace vectoriel de C©.
Proposition IV.4.2 (Orthogonalité des caracteres) Si I" est un groupe fini le sous-ensemble [ c CCest

une partie ortogonale (cf. le point ii de la définition 111.8.5,) pour la structure euclidienne (resp. hermitienne
) définie sur C% par la proposition II1.2.2.

C’est donc en particulier une partie libre .

Démonstration : Remarquons immédiatement qu’il découle du point v de la proposition II1.8.6 que, dés lors
que I’ est une partie ortogonale c’est une partie libre puisque

Vxef,x;«éOCc.

Montrons donc que T est une partie ortogonale . Pour touth € T, I'application ' — T', g — hg est
une bijection de bijection réciproque T — T, g — h™'g. Ainsi:

Voow) eTxT, (x|v) = > x(9)v(9)

ge’l
= Y x(hg)¥(hg)
ge’l
= > x(Meh)x(9)v(9)
ge’l
= x(Ww(h) Y x(9)¥(9)
gel
= Xx(W)w(h) (x [¥) -
11 en résulte alors que
V(x,¥,h) €T x T x T, (1= x(h)w(h)) (x |¥) = 0. 1V4.2.1
Remarquons alors que, puisque Vh € T, qq(h) € U(n), x(h)x(h) = 1. Ainsi:
VheTl, x(h)wh) = 1
= ¢(h) = x(h)
= X = ¥.

Ainsi x # v entraine3h € T, 1 — x(h)¥(h) # 0; ce qui entraine encore, grice a IV.4.2.1,

Voo, ¥) €D x T, x # ¢ = (x|¢) = 0.
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Proposition IV.4.3 (Vecteurs propres, valeurs propres) Soit I' un groupe fini  (cf. la définition 11.8.12.1,)
S C T satisfaisant la condition Cay; et la condition Cay» de la notation IV.1.1 et Cay(v, S) le graphe de
CAYLEY associé a (I", S) (cf. la définition IV.1.4.)

Tout caractére du groupe T',x : T' — U est un élément de CC»(S) = CT (cf. la notation III.1.5.)
C’est un vecteur propre de I’endomorphisme d’adjacence ® = @(Cay(l", S)) (cf. la définition 111.1.7,)
associé a la valeur propre

A= D x(s). 1V4.3.1
s€S

Démonstration : Soit y € T. Cesten particulier une application ' — C.

Pour toutsommet v € V(Cay(I',S)) = T, ®(x)(v) = Z x(w) ; c’est-a-dire, d’aprés le point i de
w € N(v)
la proposition IV.1.7,

)W) = 3 x(vs)
seSs

= 3 xw)x(s)

es

= (D x(9))x(v);

seS

si bien que

VX e, ®(x) = > x(s)x .
se S

Théoreme IV.4.4 (Le cas d’un groupe abélien) SiI est un groupe abélien fini  (cf. la définition I1.8.1.4 et
la définition I1.8.12.1,) I est une base ortogonale de vecteurs propres de I’endomorphisme d’adjacence
O(G) de G.

Démonstration : Puisque I' est un groupe fini la proposition 1V.4.2, assure que I" est une partie ortogonale
de C¢ et méme une partie libre .

Le point ii du théoreme IV.3.9 et le point 3 du point ii de la proposition I1I.1.6 assurent que
#(T) = #(I) = dime(CY) ;

si bien que I est une base de CC .
Enfin la proposition IV.4.3 assure que tout x € T est un vecteur propre de ®(G).
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IV.5 . —Exercices

Exercice IV.5.1 (Groupe des racines de ’unité) Onnotev : R — S;, z — %™,
D (Sy)
a) Montrer que v est un morphisme de groupes de (R,+) a valeurs dans (S1, X) .
b) Quelest le noyau Kervdev ?

¢) En déduire un isomorphisme de groupes R/7Z = S; .

2) (U(n)

On note
2ikm

vp : Z = Umn), k—en

a) Montrer que v,, est un morphisme de groupes de (Z,+) dans (U(n), x) .
b) Quel est son noyau ?
¢) En déduire un isomorphisme de groupes T : Z/nZ = U(n) .
3) U)
a) Montrer que la restriction v|g de va Q esta valeurs dans U.
b) Quel est le noyau de vig ?
¢) En déduire un isomorphisme de groupes Q/Z = U .

d) Montrer que

U=Jum.

Exercice IV.5.2 (K4) SoientT'y := Z/47Z,T9 := Z/2Z x Z/2Z et S; := T; \ {0}i=10uz2-

1) Montrer qu’il existe des isomorphismes de graphes non-orientés Cay(I'1,51) = Ky = Cay(T'2,52) .
2) Existe-t-il un isomorphisme de groupes T'1 = T's?

Exercice IV.5.3 (L’hypercube) Les notations sont celles de I’exemple 1V.1.8.

Dans tout I’exercice IV.5.3, on note Fy := (Z/2Z,+, ) le corps a deux éléments .

Pour d € N le Fy-espace vectoriel F.? est en particulier un groupe qu’on notera I';. On notera
Sa = (ei); <i<a € F5? 1a base canonique de Fyl.

1) (Le graphe de CAYLEY)
Vérifier que S satisfait bien a la condition Cay; de la notation IV.1.1 et a la condition Cay, de la nota-
tion IV.1.1.
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Dans toute la suite de I’exercice IV.5.3, on notera donc Q,; := Cay(T'y, Sq) le graphe de CAYLEY
associé au groupe (ng, +)etaS; C F.%. 1l est usuel de I’appeler hypercube de dimension d .

2) (En petite dimension)

a) Décrire, c’est-a-dire donner un isomorphisme avec un graphe connu, Qg, Q; et Qs.

b) Représenter Q1, Q2, Q3.

3) (Régularité)
Montrer que pour tout d € N, Qg est k-régulier pour un entier & € N que 1’on déterminera.

4) (Nombre de sommets, d’arétes)
Combien de sommets et d’arétes Qg posssede-t-il?

5) (Bipartition)
Pour tout d € N, montrer que

a) Qg estun graphe biparti

b) (Cycle)
si C est un sous-graphe de Qg isomorphe aun cycle C,, alors n est pair.

Exercice 1V.5.4 (Parcours dans I’hypercube) Les notations sont celles de I’exemple 1V.1.8.

1) (CaracteresdeI'y)

a) Déterminer les caracteres du groupe T'1 et montrer qu’il sont deux a deux ortogonaux .
b) Déterminer les caracteres du groupe I'5 et montrer qu’il sont deux a deux ortogonaux .
¢) Etant donné un caractére x du groupe T4, montrer que x est a valeurs dans U(2).

d) L’isomorphisme de groupes v étant celui défini au point ¢ de la question 2 de I’exercice IV.5.1, montrer
que x est un caractere du groupe I'g si et seulement si 62_1 o x est une Fy-forme linéaire .

e) En déduire que

#(Ca) = #(Ta) .
f) Montrer que pour tout (y, ) € 1{‘; X 1{‘; ettouth € I'y,
(1 =x(h)(h) (x| ¥) = 0.
g) En déduire que f; est une partie ortogonale de Cle .

h) En déduire finalement une base de vecteurs propres  pour I’endomorphisme d’adjacence de Qg .

207



LDD/S6 MDD354, Structures algébriques : Graphes, groupes, algébre linéaire, topologic.... , 4. 3.5 Université Orsay-Paris-Saclay, 2024-2025

2) Déterminer Sp(Qq) (avec les multiplicités).
3) Montrer que Qg est sommet-transitif .

4) Pour ¢/ € N* un entier naturel , déterminer le nombre de parcours de longueur ¢  d’un sommet a
lui-méme.

Exercice IV.5.5 (Cycle couvrant) Les notations sont celles de I’exemple IV.1.8.

Soientd € N, G4 et Gy les sous-graphes induits (cf.la définition 11.2.4,) de Q4 définis Vk € [,
d+1

par V(Gax) == {z = Y mie; € V(Qat1); Tap1 = k}.

i=1

1) (V(oa))
Montrer que V(o4) : V(Qa+1) — V(Qat1),  — x + eqyq vérifie

%) (involution)
V(O’d) o V(O’d) = IdV(Qd+1);

1) (restriction)
Vk € Fa, larestriction V(04) g, ) de V(0a) 8 V(Ga,) esta valeurs dans V(Grt1) ;

1) (bijection)
V(O’d)lGd . estune bijection de V(Gax) sur V(Ggjt1) -

2) Montrer qu’il existe une unique application £(0q) : €(Qat1) — E(Qat1), {z,y} — {V(6a)(),V(0a)(¥)} .

3) (E(oa))
Montrer qu’alors £ (o) vérifie :

%) (involution)
S(O'd) o S(O'd) = IdE(Qd+1);

1) (restriction)
Vk € F3, larestriction £(04)g(c, ) de E(0a) 2 E(Gak) est a valeurs dans E(Gr41) ;

1) (bijection)
5(0‘d)‘Gd . estune bijection de E(Gar) sur E(Ggp+1) -

4) (oq)
Vérifier qu’alors oy := (V(Jd), E(Ud)) est un automorphisme de graphes non-orientés  de Qg4 1, tel
que pour tout k € o, sa restriction 04|, , €stun isomorphisme de graphes non-orientés  de Gd, k sur

Ga kt1-
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5) (0a)

£(Qu) —2 s £(Gay)

Montrer qu’il existe un isomorphisme de graphes non-orientés . (qQ,) e(Ga.0)
P1.2([)04]
P12()Qa) ——"P12() Gl

On dit qu’un graphe G posséde un cycle couvrant ; s’il existe un sous-graphe C isomorphe a cycle
et tel que V(C) = V(G) c’est-a-dire quie « passe par tous les sommets » de G. On remarque qu’alors
nécessairement C' = C# (v ( G)) .

6) (Q2)

Montrer que Qs posseéde un cycle couvrant .

7) (Qa = Qa+1)

Soientd € N;d > 2etCy = Cyauncycle couvrant de Qq. Construire un cycle couvrant Cyy1 = Coatr
de Qgy1-
Indication : On pourra utiliser les isomorphismes de graphes non-orientés o4 de la question 4 et 64 de la
question 5 .

8) (Cycle couvrant)
Conclure.
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