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V . —Topologie (distance, ouverts, fermés) sur les graphes

V.1 . —Ouverts et fermés

Dans tout ce paragraphe (V.1,) G := (V(G),&(G),e(G)) est un graphe fini simple non-orienté (cf.
la définition 1.4.4.)

Notation V.1.0 Les notations qui suivent n’ont pas la signification des symboles correspondants (cf. la défini-
tion I.1.13.6.) On notera donc :

) P(G) = P(V(G)) x P(E(G));

V(P := (Py,Pe), Q := (Qv,Q¢)) € P(G) x P(G), :

ii) (Intersection)
PNQ:= (pvNQy, PN Qs);

iii) (Réunion)
PNQ:= (pvNQv, PN Qe);

iv) (Complémentaire)
G\ P:= (VG)\ P, EG) \ Pe);

v) (Inclusion)
PCQ<& Py CQuetP: C Q¢

Bien entendu, dans ce qui préceéde, P et (Q peuvent étre des sous-graphe non-orienté  (cf. la défini-
tion I1.2.2,) et dans ce cas on les considérera comme des éléments de P(G) en oubliant I’application extrémités

Définition V.1.1 (Ouvert) Un couple O = (Oy C V(G), O C &£(G)) estun ouvert de G si
V(u,v) € Oy x V(G), {u,v} € EG) = {u,v} € O¢.
Autrement dit O est un ouvert lorsque toute aréte de G incidente a un élément de Oy est dans Og.
Notation V.1.2 (Topologie) On note 7 (G) I'ensemble des ouverts de G.
Lemme V.1.3 (Propriétés des ouverts) i) (0),0) et (V(G),E(G)) sont des ouverts .
ii) V(01,02) € T(G) x T(G), 0O1N0O2 € T(G)O1UO2 € T(G).

iii) L’ensemble T (G) est un ensemble fini .

Démonstration : Puisque G est un graphe fini simple non-orienté ~ ,V(Q) et E(G) sont des ensembles finis
. Il en est encore de méme de P (V(G)) et P(E(G)) ; et

TG) ¢ P(V(G)) x P(E@)).
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iv) L’ensemble T (QG) est stable par intersections finies et stable par réunions finies  en vertu du point ii .

De plus T(QG) étant fini ; il est en fait stable par réunion quelconque. Comme, de plus il contient ((, () et
G (cf. le point i ,) on dira que T (G) est une topologie .

v) Pour tout sous-graphe non-orient¢é H de G et tout ouvert O € T(G), H N O est un ouvert de H i.e.
HNO € T(H).

Exemple V.1.4 (Ouverts) Supposons que V(G) # QetE(G) # (. Alors

v € V(G), Ng(v) # 0.

Posons alors Oy = {v}etOg := {{v,w}, w € Ng(v)}.

Il est presqu’immédiat, ou a tout le moins c’est un exercice, de vérifier que O := (Oy, Og) est un ouvert
de G. En revanche la restriction E(G)‘ o. de Uapplication extrémités de G n’est pas a valeur dans Oy ; si
bien qu’on ne peut pas définir de structure de sous-graphe non-orienté (cf. la définition 11.2.2,) sur O.

Définition V.1.5 (Fermé) Un couple F = (Fy, C V(G), Fe¢ C &(G)) estunfermé de GsiG \ F =
(V(G) \ Fv, E(G) \ Fg)estunouvert de G.

Lemme V.1.6 (Caractérisation des fermés) Soit F' := (Fy,Fe) € P(G). les assertions suivantes sont équi-
valentes :

a) (Fermé)
F estunfermé de G au sens de la définition V.1.5i.e. G \ F estun ouvert au sens de la définition V.1.1.

b) V{v,w} € £(G), {v,w} € Fr = (v € Fyetw € F).

¢) (Sous-graphe)
La restriction zs(G)‘F‘g de 'application extrémités a Fg est a valeurs dans Iy et ( by, Fe, E(G)ng )
est un sous-graphe non-orienté  (cf. la définition I1.2.2,) de G.

Démonstration : Notons Oy = V(G) \ FyetOs := E(G) \ Fs.
a=-b On supose donc que (Oy,O¢) est un ouvert . Il s’ensuit que pour tout u € Oy {u,v} € E(G)
entraine {u,v} € Og . Par contraposée, {u,v} € Fg entraine doncu € F .

b = ¢ Estimmédiat.
¢ = a Pour tout sommet v € V(G), et toute aréte {v,w} € E(G),

{v,w} € Fe = e(G)({v,w}) € Pia(Fy) = (v € Fyetw € Fy).

Ainsi par contraposée :

Yo € V(G), v € Oy
= v ¢ Fy
= V{v,w} € E(GQ), {v,w} ¢ Fg
= {v,w} € Og¢;

ce qui prouve que O est un ouvert .
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Lemme V.1.7 (Propriétés des fermés) i) (0,0) et (V(G), E(G)) sont des fermés .
ii) Y(F1,F) € P(G) x P(G), fermés Fy N Fyet Fy U Fy sont des fermés .
iii) Pour tout sous-graphe non-orienté H de G et toutfermé F € P(G), H N F estun fermé de H.

Proposition V.1.8 (Ouvert/fermé) SoitO := (O, C V(G), Og C E(G)). si O esta lafois un ouvert et
un fermé Vv € Oy, Ng(v) C Oy ; (autrement dit si Oy contient un sommet il contient tous ses voisins .)

Démonstration : Pour tout (v,w) € Oy x V(G), siw € Ng(v), {v,w} € E(QG) . Il s’ensuit, puisque O
est ouvert que {v,w} € Og . Il s’ensuit encore, puisque O est fermé quew € Oy .

V.2 .—Connexité

Dans tout ce paragraphe (V.2,) G := (V(G), E(G), E(G)) est un graphe fini simple non-orienté (cf.
la définition 1.4.4.) Les notations V.1.0 sont utilisées dans ce paragraphe.

Définition V.2.1 (Composante connexe) Soit C' := (Cy,Cs) € P(G) . On dit que C est une composante
connexe si C vérifie :

CX1) C estunouvert de GG (cf. la définition V.1.1;)

CX5) Cestun fermé de G (cf. la définition V.1.5;)

CX3) C # (0,0);

CX4) C est minimal pour CX; a CX3 4 savoir que pour tout D := (Dy, D¢g) € P(G) satisfaisant CX; a

CXs,
DcC=D=C0C;

ou D C C s’entend au sens de V.1.0.v.

Proposition V.2.2 (Disjonction) Deux composantes connexes sont disjointes ou égales.

Démonstration : Soient C' et D deux composantes connexes .SiC N D # ( (cf. V.1.0.ii,) C, D et C N D
vérifient CX; a CXy de la définition V.2.1. Come C N D C C,C N D = (C ; etde méme, comme
cCnbDcDCnD=D.
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Proposition V.2.3 (Partition) Si G # (0,0,1dy), pour tout sommet v € V(G), il existe une unique compo-
sante connexe C'telle quev € Cy .

Démonstration :
Unicité : Est une conséquence de la proposition V.2.2.

Existence Soientv € V(G) etC, I'ensemble desC' € P(G) satisfaisant CX; a CX3 de la définition V.2.1;
et tel que
VDeC,v € Dy.

Alors C, # () puisque G € C,. Soit

Cy, € Cy telque #(Cyy) = [I)Ilénc(#(Dv));

qui existe puisque, pour tout D € C,, Dy, C V(G) est un ensemble fini .
Soit D satisfaisant CX, a CXy de la définition V2.1etD C C, :

Lemme V.2.3.1 Siv € Dy, D = C, .
Démonstration : Dans ce cas, D € C, etD C C, entraine (ct. V.1.0.v,)

Dy = C,y pardéfinitionde C, et Dg C Cyg .

Pour tout {v,w} € C,¢ ; puisque C,, est un fermé ,

v € Chyetw € Cyy;

ce qui entrainev € Dy etw € Dy ; etencore, puisque D est un ouvert {v,w} € Dg . Il en résulte
donc que D¢ = Cg et donc
C, = D.

v ¢ Dy Lemme V.2.3.2 Siv ¢ Dy, D = (0,0).
Démonstration : Notons D := (G \ D) N C, . C, étant simultanément un ouvert et un fermé , il
découle du lemme V.1.3 et du lemme V.1.7 que D est également, a la fois un ouvert et un fermé .

En outre, presque tautologiquement

v € DyetD C C,.

Le lemme V.2.3.1 appliqué a D entraine alors que

D = Cyie D = (0,0).

Le lemme V.2.3.1 et le lemme V.2.3.2 assurent finalement que C,, satisfait I’axiome CX4 de la défini-
tion V.2.1.
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Définition V.2.4 (Composante connexe d’un sommet) Pour tout sommet v € V(G), I'unique composante
connexe C'telle que v € Cy sera appelée la composante connexe de v .

Proposition V.2.5 (Composante connexe d’un sommet) Pour toute composante connexe C := (Cy, Cg),
il existe un sommet v € V(G) tel que C est la composante connexe de v

Démonstration : C’est presque immédiat. Cependant, I’axiome CX3 de la définition V.2.1, signifie que C' #
(0,0) ; c’est-a-dire que
Cy # DouCs # 0.

) (Cy #0)
Ce qui entraine qu’il existe v € Cy, ; et dans ce cas, C est la composante connexe de v en vertu de la
proposition V.2.3.

ii) (Ce # 0)

Alors il existe {v,w} € Cg . Comme C est un fermé ,

ve Cpetw € Cy;

Notation V.2.6 Soit G := (V(G),&(G),e(G)) un graphe fini simple non-orienté (cf. la définition 1.4.4.)
Pour tout (u,v,£) € V(G) V(G) x N, P, ,.¢(G) est défini comme en I1.6.2.2. Pour tout v € V(G), on
note

V(Cu(G)) = {v € V(G); 3 € N, Puos(G) # 0} C V(G);

sUsy

E(CL(Q)) = {{v,w} € E(G); w € V(Cu(G)), v € V(Cu(G) } C &(G).

Remarque V.2.7 1l s’ensuit que Cy,(G) := (V(Cu(G)), E(Cu(G))) est le sous-graphe induit  (cf. la défini-
tion 11.6.3.2,) par G sur V(C,,(G)) .

Lemme V.2.8 (Ouvert) Pourtoutu € V(G), (V(Cu(G)),E(Cu(G))) est unouvert de G.
Démonstration : Pourtout (u,v,w) € V(G) x V(G) x V(G),siv € V(Cy(Q)),ilexistel € Netn € P, (G).

E(m
E(Pr) — s £(G)
Si de plus, {v,w} € &(G), On peut définir E(P“l)J, G)J, par:
P1,2(

Pr2()Pe+1] 2207 7’1 2([)G]

mp, = T
Vm(E+1) = w
EM{Lt+1}) = {v,w}.

Il s’ensuit que w € V(C,(Q)) si bien que {v,w} € E(C,(Q)) ; ce qui prouve le résultat.

Lemme V.2.9 (Fermé) Pour toutu € V(G), (V(Cu(G)),E(Cu(G))) est unfermé de G.

Démonstration : Tautologique par construction de £(C,,(G)).
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Proposition V.2.10 (Ouvert fermé) Soientu € V(G) et P := (Pv7 Pg), qui est a la fois un ouvert et un
fermé de G. On suppose de plus que :

O/F) Py C V(Cu(G)).
O/F>) Pe C E(Cu(@)) .
O/F3) u € Py .

Notation V.2.10.1 Pour tout (u,f) € V(G) x Nonnote V(u,?) := {v € V(G); Puvi(G) # 0}.

i) Pourtout! € N, V(u,{) C Py.

Démonstration :

¢ = 0 Pourtoutv € V(Cy(Q)), v € V(u,0) si et seulement si P, ., 0(G) # 0 ; si et seulement si il
exister : Pp = I1 — Gtelqueu = V(m)(0) = v ; ce qui entraine en particulierv = u € Py
(cf. O/F;.) Il en résulte que V(u,0) C Py .

¢ = ¢+4+1 Pour !¢ € N, supposons que V(u,¢) C Py . Pourtoutv € V(u,f+ 1), il existe un mor-
phisme de graphes non-orientés 7w : Py — G tel que V(w)(0) = wvetV(m)({+1) = v. Par
définitionw = V(m)(¢) € V(u,{) ; et par conséquent, w € Py .
Deplus{w,v} = E(m)({¢,£+1}) € E(G);sibienquev € Ng(w).Ilrésultealors quev € Py ;
si bien que finalement V(u,+1) C Py .

i) Py = V(Cu(G)).
Démonstration : Comme V(C,(G)) = U V(u, ) et(cf. le pointi, )Vl € N, V(u,f) C Py;V(Cy(G)) C

LeN
P, .

L’inclusion Py, C V(C,(Q)) résultant de la condition O/Fy, on a I’égalité V(C,,(G)) = Py .

i) Pe = £(Cu(G)) .

Démonstration : Pour tout {v,w} € &£(C,(G)), par définition (v,w) € V(Cy(G)) x V(C.(G)) ; ce qui
entraine, (cf. le point i ,) (u,v) € Py X Py . Puisque P est ouvert {v,w} € Pg ; ce qui grice a la condi-
tion O/F, Ps = £(C,(Q)) .

Proposition V.2.11 (Composante connexe d’un sommet) Pour tout sommet v € V(G),

Cy(G) = (V(CU(G)) , E(CW(G)) E(G)\g(cy(c)))
est la composante connexe de v au sens de la définition V.2.4.

Démonstration : C’est une conséquence de la proposition V.2.10.
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Définition V.2.12 (Graphe connexe) On dit que le graphe fini simple non-orienté G est connexe s’iln’a
qu’une composante connexe C. Alors nécessairement C = G .

Proposition V.2.13 (Connexité des graphes de CAYLEY) Soient I" un groupe fini (ct. la définition I1.8.12.1,)

S C T satisfaisant Cay, et IV.1.1.Cays. Le graphede CAYLEY associé Cay(T', S) est connexe si et seulement
si S est une partie génératrice (ct. la définition 11.8.4.2,) de T".

V.3 . —Exercices

Exercice V.3.1 (’hypercube) Les notations sont celles de ’exemple 1V.1.8.
1) (Graphe circulant)
On suppose qu’il existen € N* et S C Z/nZ tel que Qs = Cay(Z/nZ, S) est un graphe circulant
a) (Cardinal)

Que vaut nécessairement 1. ?

b) (Régularité)
Que vaut #(5) ?

¢) Endéduirequed € S.

d) (Connexité)
Montrer que S est une partie génératrice de Z/nZ.

e) (5

Déterminer les parties .S possibles.

f) (Cycle)
Montrer qu’alors Q3 posseéde un sous-graphe isomorphe Cs.

g) Conclure finalement que Qg n’est pas un graphe circulant .
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