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Corrigé Des exercices IV.5

IV.S . —Exercices
Exercice IV.5.1 (Groupe des racines de 'unité) Onnotev : R — S;, z — %™,
1 Sy
a) Montrer que v est un morphisme de groupes de (R, +) a valeurs dans (Sq, X) .

b) Quelest le noyau Kervdev ?

¢) En déduire un isomorphisme de groupes R/Z = S .

2) (U(n))
On note
2ikm

Up 1 Z = Un), k—en

a) Montrer que vy, est un morphisme de groupes de (Z,+) dans (U(n), x) .
b) Quel est son noyau ?
¢) En déduire un isomorphisme de groupes T : Z/nZ = U(n).
3 @)
a) Montrer que la restriction v|g de v & Q est a valeurs dans U.
b) Quel est le noyau de vig 7
¢) En déduire un isomorphisme de groupes Q/Z = U.

d) Montrer que

U= [JUm.

neN

On peut montrer ce résultat en utilisant ; les vérifications sont alors trés élémentaires.

On peut également utiliser le point ii du lemme IV.3.4, et appliquer le point iv de la proposition I1.8.3.7, en remarquant
que

V(r,s) e Nx N, U(r) c U(rs) .

Exercice IV.5.2 (K,) Soient 'y := Z/4Z,Ts := Z/2Z x Z/2Z et S; := T; \ {0}i=10u2-
1) Montrer qu’il existe des isomorphismes de graphes non-orientés ~ Cay(T'y, S1)name|CayleyQCAYLEY = K, = Cay(T'3, S2)n
2) Existe-t-il un isomorphisme de groupes 11 =2 T's ?

Exercice IV.5.3 (I’hypercube) Les notations sont celles de ’exemple 1V.1.8.
Dans tout I’exercice IV.5.3 , on note >, := (Z /27, +, *) le corps a deux éléments .

Pour d € NleFs-espace vectoriel F,% est en particulier un groupe qu’onnoteral’;. Onnotera Sy := (e;); ., . 4 € Fy
la base canonique de Fol.

1) (Le graphe de CAYLEYname]Cayley@ CAYLEY)
Vérifier que S satisfait bien a la condition Cay; de la notation IV.1.1 et a la condition Cays de la notation I'V.1.1.



Cay, Pourtoutl < i < d,e; + e; = 0, puisque e; est élément d’un Fy-espace vectoriel .
Cayy Ilestclairque0 ¢ S.

Dans toute la suite de I’exercice IV.5.3 , on notera donc Q,; := Cay(T'y, Sq)name|Cayley@QCAYLEY le graphe de
CAYLEY name]Cayley@CAYLEY associé au groupe (ng, +)etaS; C F,%. 11 est usuel de ’appeler hypercube de
dimension d

2) (En petite dimension)

a) Décrire, c’est-a-dire donner un isomorphisme avec un graphe connu, Qg, Q1 et Qo.

Qo est le graphe isolé 1 (cf. la définition 1.4.9,) a 1 sommet .
Q1 est le graphe complet (cf. la définition 1.4.14,) K5 (cf. Ie point ¢ de I’exemple 1.1.5,) a 2 sommets .
Q2 estlecycle (ct. la définition 1.4.12,) Cy4 (cf. ,, ’exercice A et I’exercice II1.11.6.1.)

b) Représenter Q1, Q2, Q3.

3) (Régularité)
Montrer que pour toutd € N, Qg est k-régulier pourun entier k& € N que I’on déterminera.

Puisque Q4 = Cay (ng, S) name]Cayley@QCAYLEY avec #(S) = d, il résulte du point iii de la proposition IV.1.7,
que Qg est d-régulier .

4) (Nombre de sommets, d’arétes)
Combien de sommets et d’arétes Qg posssede-t-il ?

L’ensemble des sommets de Qg est, par définition, I ; dont le cardinal est 2d.

Par ailleurs le graphe Ty est d-régulier ; puisque #(Sq) = d (cf. le point iii de la proposition IV.1.7.) Or on a calculé Ie
nombre d’arétes d’un tel graphe a I’exercice 1.5.6.3. 11 vaut

#(Ta)#(Sa) 24d
2 2

5) (Bipartition)
Pour tout d € N, montrer que

a) Qg estun graphe biparti

d d d
Pourtoutx € V(Qq) = Fo?, notonsz = inei etV(B) : V(Quq) = V(Q1) = Fo, z = inei — le
=1 =1 =1

Pour tout {z,y} € £(Qqu), ilexistel < i < dtelquey = z + e;, ce qui entraine V(3)(y) = V(B)(xz) + 1.
OrVz € Fy, {z,z+ 1} € £(Qq) est I'unique aréte de Q;.

On peut ainsi définir £(8) : £(Qa) — £(Q1), {z,y} — {V(B)(z),V(B)(y)} . 1l est alors presque immédiat de
vérifier que

£0Qu) —2 g(Qu)

=(Qu) (Qi) 1

P1,2()Qd PL(D@PW(DQH

est un morphisme de graphes non-orientés  qui définit une bipartition (cf. la définitionI1.6.1.2;) puisque Q; = K.

b) (Cycle)
si C est un sous-graphe de Qg isomorphe aun cycle C,, alors n est pair.



Dans ce cas )¢ (ou 3 est le morphisme de graphes non-orientés défini en a.l,) définit une bipartition sur C et par
conséquent sur C,, ; ce qui entraine que n est pair.

Exercice IV.5.4 (Parcours dans I’hypercube) Les notations sont celles de I’exemple IV.1.8.

1) (CaracteresdeI'y)

a) Déterminer les caracteres du groupe 1'; et montrer qu’il sont deux a deux ortogonaux .

b) Déterminer les caractéres du groupe 1" et montrer qu’il sont deux a deux ortogonaux .

Xo - Fg — U(Q)
(1,0) —
0,1)
X1 - rsa — U(2)
(1,0) — -1
0,1) — 1
X2 FQ — U(2)
(1,0) +— 1
0,1) - -1
X3 - rsa — U(2)
(1,0) — -1
(0,1) +— 1.
<X0 | X1> = XO(Ovo)Xl(Ovo)+X0(150)X1(170)+X0(170)X1(150)+X0(171)X1(71)
= 1-141-1
0.
(x1lx2) = x1(0,0)x2(0,0) + x1(1,0)x2(1,0) + x1(1,0)x2(1,0) + x1 (1, 1)x2(, 1)
= 1-1—-1+1
0.

¢) Etant donné un caractére x du groupe T4, montrer que y est & valeurs dans U(2).

d) Lisomorphisme de groupes U5 étant celui défini au point ¢ de la question 2 de 1’exercice IV.5.1 , montrer que x est un
caractere du groupe T4 si et seulement si Uy, Lo x est une Fo-forme linéaire .

e) En déduire que

#(Ta) = #(Ta).
f) Montrer que pour tout (x, ) € f; X 1/“; ettouth € Iy,
(1 =x(h)p(h) (x| ¥) = 0.
g) En déduire que 1/“; est une partie ortogonale de C'¢ .
h) En déduire finalement une base de vecteurs propres pour I’endomorphisme d’adjacence  de Qg .
2) Déterminer Sp(Qq) (avec les multiplicités).
3) Montrer que Qg est sommet-transitif .

4) Pour{ € N* un entier naturel , déterminer le nombre de parcours de longueur {  d’un sommet a lui-méme.



Exercice IV.5.5 (Cycle couvrant) Les notations sont celles de I’exemple IV.1.8.
Soientd € N, Gg et Gg 1 lessous-graphes induits (cf.la définition I1.2.4,) de Q 41 définis Vi € Fy, par V(Gy ) =

d+1
{JC = Z:L‘iei S V(Qd+1); Tag+1 = k} .
1=1
D (V(oa))

Montrer que V(04) : V(Qat1) — V(Qat1), ¢ — x + eqyq vérifie :

%) (involution)
V(Ud) o V(Ud) = IdV(Qd+1);

Résulte de ce queeg11 + eq41 = 0.

I

1) (restriction)
Vk € Fs, larestriction V(04) g, ) de V(04) 8 V(Ga,i) est a valeurs dans V(G11)

Pour ainsi dire tautologique.

i

1) (bijection)
V(0d)g, , estune bijection deV(Gaxk) sur V(Gapt1) -

Résulte du point * et du point | .

I

2) Montrer qu’il existe une unique application E(cq) : E(Qat1) = E(Qa+1), {z.y} — {V(oa)(z),V(ca)(y)} .

L’unicité est assurée par la formule ci-dessus elle-méme.

Existence : Pour toute aréte {x,y} € E(Qgy1), ilexistel < i < d+1telquey —x = e; . Il sensuit que
(y+ear1) — (x+eap1) = e;;sibienque {V(og)(x,),V(0a)(y)} = {z+ear1,y+ear1} € E(Qqy1);si
bien que £(04) est bien définie.

i

3) (&(oa))

Montrer qu’alors £ (o) vérifie :

%) (involution)
5(0’,1) o 5(0’,1) = Idg(QdH);

Résulte du point * de la question 1 .

I

1) (restriction)
Vk € Fa, larestriction E(0a)e(q, ) de €(0a) 2 E(Gax) esta valeurs dans E(Gr1) ;

Résulte du point 1 de la question 1 .

i

1) (bijection)
€(0a) g, , estune bijection de E(Gq k) sur E(Gart1) -

Résulte du point * de la question 1 et du point 1 de la question 1 .

i

4) (0d)
Vérifier qu’alors o4 := (V(04),&(0a)) est un automorphisme de graphes non-orientés de Qq+1, tel que pour tout
k € o, sarestriction o04|q,, estunisomorphisme de graphes non-orientés de Gd, k sur G p41.

4



II résulte de la définition méme de (o) (cf. la question 2 ,) que o4 := (V(od), E(Ud)) est un endomorphisme de
graphes non-orientés de Q1.
Le point * de la question 1 et le point * de la question 3 assurent que o4 o o4 = lIdq,,, ; ce qui garantit que o4 est
un automorphisme de graphes non-orientés de Q1.
Enfin le point } de la question 1 et Ie point f de la question 3 assurent que o4 se restreint en un isomorphisme de graphes
non-orientés de Gg 1, sur Gg jy1.
5) (ba)
£(04)
&(Qa) “— &(Gay)
Montrer qu’il existe un isomorphisme de graphes non-orientés =(Q d)l E(G 2.0)
7’ (
Pra(0Qal 24P, 5() Gl

L’ensemble des sommets  V(Gq,0) de Gq, est isomorphe  en utilisant la base (e;); - ; < a1 € F2d+1, en tant que
Fy-espace vectoriel aF,% = V(Qq) - On définit ainsi une bijection V(0q) : V(Qa) = Gayp -

Puisque G o est un sous-graphe induit , pour tout (x,y) € V(Ga0) X V(Gayo), {z,y} € E(Gay) ; si et seulement
si{x,y} € E(Qa+1);sietseulements’ilexistel < i < d+1telquey —z = e; .

Or xgy1 = Yar1 0 ; si bien que 1 < i < d ; c’est-a-dire que {x,y} € E(Qq) ; ce qui défini une bijec-

tion £(0q) : £(Qq) = E(Gay) ; et permet donc finalement de construire Iisomorphisme de graphes non-orientés
04 : Qd = Gd,O-

J

On dit qu’un graphe G posséde un cycle couvrant ; s’il existe un sous-graphe Cisomorphe acycle ettel que V(C)
V(G) c’est-a-dire quie « passe par tous les sommets » de G. On remarque qu’alors nécessairement C' = C# (v (G)) .

6) (Q2)

Montrer que Q2 possede un cycle couvrant .

On a constaté (ct. la question 2 de I’exercice IV.5.3 ,) que Q2 = Cjy.

7 (Qa = Qat1)

Soientd € N,d > 2etCyq = Caqa un cycle couvrant de Qg. Construire un cycle couvrant Cgi1 =2 Coat1 de Q1.

Indication : On pourra utiliser les isomorphismes de graphes non-orientés o4 de la question 4 et 04 de la question 5 .
Notons 04(Cq) := {0, ...,T9a_1} qui estun cycle couvrant de Gag et 5a(0a(Cq)) = {yo,--.,yaa_1} quiestun

cycle couvrant de Gq 1. On remarque que¥0 < i < 2% — 1, y; —x; = eqy1 ; ¢’est-a-dire que {z;,y;} € E(Qat1)-
Définissons V() : Z/29Z, — V(Qqy1) de la maniére suivante :

Y0 < ) < 2d - 1) ’Yd(g) = T,
V24 < <20 1, (i) = ypariyq .

£
£(Cganr) —0Y £(Qurn)
On vérifie aisément qu’il n’y a qu’une maniére de définir £(a) de sorte que <(c,,,, )l (Qutr) soit

Pra(D)Cori] 2223P) () Q]

un morphisme de graphes non-orientés  ; et qu’on définit bien ainsi le cycle couvrant demandé.

8) (Cycle couvrant)
Conclure.

Il résulte de la question 6 et de la question 7 qu’on peut établir par récurrence que, pour toutd € N,d > 2, le graphe
fini simple non-orienté Qg possede un cycle couvrant .




