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Avant-propos

On montre, au chapitre II, que les groupes abéliens sont essentiellement du genre Z" ou Z/nZ ou bien des
produits de ce type d’objets. On verra, au chapitre IV, qu’une matrice a coefficients dans un corps, dans les cas
les plus favorables, est semblable a une matrice composée de blocs de JORDAN :

MO0 0 0
1 A 0 0 0
0 1 N 0 0 0 0
0 0 0 1 A
e 00 0 0
1 X 0 0 0
0 1 A 0 0 0
0 0 0 1 X
A 00 0 0
1 A 0 0 0
0 0 1A, 0 0
0 0 0 1 A

Méme s’il n’est pas toujours possible d’obtenir une telle réduite de JORDAN, une matrice quelconque sera, en
revanche, toujours semblable a une matrice diagonale par blocs, dont les blocs diagonaux sont des matrices
compagnons :

SMCG,Ldl 0 0
0 0 0 0 —az
1 0 0 0 —az,
0 Lo 0
0 0 ... 1 0 a dy—2
0 0 ... 0 1 70,27d271
0 0 0 0 ar, o
1 0 0 0 —ar
0 0 R :
0O 0 ... 1 0 —Qr,g o
0o 0 ... 01 —Grg 4

On constate que, méme si les questions paraissent, au premier abord tout du moins, assez dissemblables,
dans I’un et autre cas, celui des groupes abéliens et celui des matrices, on cherche a « décomposer« 1’objet
de départ en objets élémentaires puis a assurer que deux objets possédant la méme décomposition sont en fait
«identiques ».
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Il conviendra bien évidemment de préciser ce que sont ces « décompositions » et ce que signifie étre « iden-
tique« qui peut étre précisé en « isomorphe« mais ne sera tout a fait précis que lorsqu’on aura bien spécifié de
quel isomorphisme on veut parler.

La ressemblance entre les deux démarches évoquées ci-dessus n’est ni fortuite ni completement formelle.
Nous verrons en effet que les résultats les plus précis qu’on peut obtenir concernant les groupes abéliens sont
en fait conséquences du théoreme de structure (théoréme I1.10.5;) tandis que ceux concernant les matrices
proviennent du théoréeme de réduction de FROBENIUS (théoreéme IV.11.5.) On pourra alors se convaincre que
ces deux résultats sont des avatars du théoréme B.6.13, de structure des modules de torsion sur un anneau
principal.

On pourait donc tout a fait introduire le formalisme général, a savoir celui des A-modules et faire découler
les résultats qu’on veut obtenir de résultats généraux sur ces objets. Cependant on préfere laisser découvrir de
telles formulations générales apres avoir étudié en détail les cas particuliers ; sans compter que les preuves des
résultats généraux, exposés au paragraphe B.6 par exemple, nécéssitent I'usage d’outils plus techniques que
dans les cas particuliers des paragraphes I1.10 et IV.11. Le formalisme des A-modules cependant développé a
I’appendice A, n’est en aucun cas un prérequis a la compréhension des résultats de ce cours, mais doit davantage
apparaitre comme une synthese des énoncés précédents. En particulier il est recommandé d’étudier I’appendice
A apres avoir compris comment les constructions données dans les paragraphes 1.6 et IV.1 se formalisent dans
le cadre plus général de la théorie des A-modules.

Dans cette perspective, on trouvera nombre de titres de paragraphes prenant, par exemple, la forme :

«1.1 Structures de groupe, d’anneau ... (cf.
A.ll)»

signifiant que le paragraphe A.1 peut étre lu en parallele avec le paragraphe I.1.

De la méme maniere :

«Théoreme 11.10.5 (cf.
IV.11.5,B.6.13) »

signifie que ces trois énoncés sont de méme nature.
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I . —Groupes, anneaux, quelques constructions
1.0 . —Introduction

Ce chapitre (I,) pourra sembler étre essentiellement constitué de révisions, ce qui est d’ailleurs le cas. on
recommande néanmoins de porter une attention particuliere aux paragraphes 1.7, 1.8 et 1.9 qui introduisent a un
formalisme dont il est tres utile de disposer dans la suite. les notions de quotients et leur propriétés universelles
en particulier sont indispensables a nombre de constructions ultérieures.

on a placé ci-apres (1.0.1, 1.0.2) les définitions de magma et de leur morphismes a seule fin de pouvoir y
référer librement dans la suite, sans que ces objets n’aient un véritable intérét en eux-mémes eu égard au peu
de résultats qu’on peut obtenir avec aussi peu de structure. Bien entendu les structures algébriques qui seront
étudiées en détails au long de ce cours sont celles de groupes et d’anneaux exposées dans le paragraphe 1.1 et
suivants.

Les notations données en 1.0.3 sont autant de conventions commodes utilisées dans tout ce texte.

1.0.1 .—Magma

Définition 1.0.1.1 (Loi de composition) Pour un ensemble M on appelle loi de composition (ou loi de compo-
sition interne ou loi interne) x sur M une application

* : MxM — M.

Le couple (M, ) est appelé magma.

Définition 1.0.1.2 (Associativité) On dit qu’une loi de composition * sur un ensemble M est associative si
Vee M,Vye M,Vze M, (zxy)*xz = zx*(y*2z)).

On peut alors parler pour (M, x) de magma associatif.

Définition 1.0.1.3 (Eléments particuliers) Soit (1, *) un ensemble muni d’une loi de composition associative

(magma associatif)

i) (Elément neutre)
Un élément neutre pour (M, x) est un élément e € M tel que

Vee M, (txe = exx = x).

ii) (Symétrique)
Si M possede un élément neutre € on dit qu’un élément x € M posséde un symétrique pour la loi * s’il
existey € M tel que
TxY = Y*xT = €.

Remarque 1.0.1.4 Dans la suite on ne considérera que des magmas associatifs dans la mesure ou ce seront les
seuls que nous rencontrerons. Il se peut que certains énoncés puissent &tre formulés sans cette hypotheése mais
nous ne cherchons pas le plus grand degré de généralité possible mais une présentation que nous espérons la
plus claire et la plus lisible ainsi que la moins répétitive.

Proposition 1.0.1.5 (Propriétés) Soient (M, ) un magma associatif.

i) Sieeté sontdes éléments neutres de (M, x) alorse = €.
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ii) Si (M, ) posséde un élément neutre et si y et z éléments de M sont des symétriques pourz € M,y = z.

Remarque 1.0.1.6 On pourra donc parler de L’élément neutre d’un magma lorsqu’il en possede un et du sy-
métrique d’un élément lorsqu’il en possede un.

Exemple 1.0.1.7 Si X est un ensemble I’ensemble M des applications de X dans lui-méme est un magma
associatif pour la loi o de composition des applications. Il possede un élément neutre Idx. En revanche un
élément f : X — X de M n’apas de symétrique en général puisque f n’est pas bijective en général. La loi
o n’est en général pas commutative non plus.

Définition 1.0.1.8 (Commutativité) On dit qu’une loi de composition * sur un ensemble M est commutative
si
Vee M,Vye M, (xxy = y*zx).

1.0.2 . —morphisme
Définition 1.0.2.1 (Morphisme homomorphisme) Etant donnés deux magmas
(M, *) et (N,-)
on dit qu’une application f : M — N est un morphisme ou homomorphisme de (M, x) dans (N, -) si
Vee M, Vye M, (f(zxy) = f(z) - f(y).
Lemme 1.0.2.2 i) Pour tout magma (M, x) I'identité Id s est un morphisme du magma M dans lui-méme.

ii) Pour (M, *pr), (N, *n) et (P,+p) des magmas, f : M — Netg : N — P des morphismes, le com-
posé g o f est un morphisme.

Définition 1.0.2.3 Etant donnés deux magmas (M, ) et (N, -), un morphisme f : M — N est un isomor-
phisme s’il existe un morphisme g : N — M tel que

g o f = Id]uetf o g = IdN.
On notera Isom(M, N') ’ensemble des isomorphismes de (M, %) dans (N, -).

Proposition 1.0.2.4 FEtant donnés deux magmas (M, ) et (N, -), une application f : M — N estun isomor-
phisme si et seulement si ¢’est un morphisme bijectif.

Preuve : Si f est un isomorphisme, c’est par définition un morphisme qui est bijectif puisque possédant une
application réciproque.
Réciproquementsi f : M — N est une application bijective, il existe une application

g: N — Mtellequeg o f = Idpyret f o g = Idy .

Alors :
V(u,v) € N X N, g(u-v

~—
I
<
~
)
—
S
=
~
<
—
<
~
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Définition 1.0.2.5 Soit (M, %) un magma.

i) (Enndomorphismes)

Un morphisme f : M — M de M dans lui-méme est appelé endomorphisme. On note End(M) I’en-
semble des endomorphismes de M.
ii) (Automorphisme)

Un morphisme f : M — M est un automorphisme si c’est a la fois un isomorphisme et un endomor-

phisme. Il revient au méme, grice a la proposition 1.0.2.4, de dire que f est un endomorphisme bijectif. On note
Aut(M) I’ensemble des automorphismes de M.

Exemple 1.0.2.6 Pour un magma M, I’identité Id,; est un automorphisme de M.

Proposition 1.0.2.7 Soient (M, ) un magma, E un ensemble et M ¥ 1’ensemble des applications de E dans
M. Pourtout (f,g) € MF x MPF, ondéfinit f =g € MF de la maniére suivante : Pour toutx € F,

frue g(x) = f(z)*g(z).

i) (MF x,5) est un magma c’est-a-dire que * ;= est une loi de composition interne sur M.

ii) Laloi %= est la seule loi sur ’ensemble M ¥ telle que, pour tout z € E, I’application
ME = M, f— f(z)

soit un morphisme.

iii) Le magma (MF x,,r) est associatif dés que (M, ) I’est.

iv) Le magma (M¥ x,,r) est commutatif dés que (M, *) I’est.

v) Si (M, «) posséde un élément neutre e, I’application

ey - E — M, x — €

est 1’élément neutre de ME.

Notation 1.0.3 i) (Triangle/carré commutatif)

On dit que
X x 5 v
fl g reSP.gl _ lh
y ", z zZ T

est un triangle (resp; un carré) commutatif si X, Y, Z et T sont des ensembles f, g, h, i des applications dont
la sources et le but sont évidemment donnés par le sens des fleches et que

g = ho fh(resp.i o g = ho f.)
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ii) (Diagramme commutatif)
Un diagramme plus élaboré sera dit commutatif si tous les triangles et carrés le constituant le sont. Par
exemple, dire que le diagramme

X —X

a e N

z 25 T =25 U

est commutatif signifie que
koh=1i,ho f=j 049
ce qui entraine en particulier que
iof=kojog.
Autrement dit encore, en termes de graphes, si deux parcours sont possibles d’un sommet a un autre, il sont

équivalents au sens ou les composées des applications que 1’ont trouve le long de I’un et I’autre parcours sont
les mémes.

iii) Bien entendu les ensembles en jeu peuvent bénéficier de structures supplémentaires (groupesI.1.1, anneaux
I.1.6, modules A.1.1 ...) auquel cas les applications en jeu sont des morphismes (de groupes 1.2.1, anneaux
1.2.4, modules A.2.1....)

I.1 . —Structures de groupe, d’anneau ... (cf. A.1)

Définition I.1.1 (Groupe) Un groupe est un couple (G, ) (le plus souvent simplement noté G, ) ot G est un
ensembleet * : G x G — (G est une application appelée loi de composition vérifiant :

Gry) Pour tout triplet (z,y, z) d’éléments de G,

(xxy)xz = xx(y*2z2),

on dit que la loi interne * est associative.

Gro) Il existe un élément e € G appelé élément neutre de G tel que, pourtoutz € G, xrxe = exx = x.
Gr3) Pourtoutélémentz € G, il existe unélément 2’ € G appelé symétrique de x ettel que x*xx’ = z'xx =
e.

1l revient au méme de dire que (G, *) est un magma associatif possédant un élément neutre et dans lequel
tout élément posséde un symétrique au sens des définitions du paragraphe 1.0.1.
Les formulations « (G, *) est un groupe » ou « * munit G d’une structure de groupe » sont synonymes.

Exemple 1.1.2 a) L’axiome I.1.1.Gry) entraine qu’il n’existe aucune structure de groupe sur I’ensemble vide
(). Un groupe est donc un ensemble possédant au moins 1 élément.

b) On peut définir une unique loi de composition qui donne a ’ensemble {(}} & un élément une structure de
groupe :

D0 = 0.
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¢) (Le groupe S(X))

Un des premiers groupes qu’on peut introduire, au sens ol sa définition ne nécessite guere plus que les
premiers axiomes de la théorie des ensembles, est le groupe S(F) des bijections d’un ensemble E muni de la
loi o. C’est une partie du magma considéré dans I’exemple 1.0.1.7, et précisément celle constituée des éléments
qui ont un symétrique. Pour ne nécessiter que tres peu de matériel pour étre défini, ce groupe n’est cependant
pas le plus aisé a étudier.

d) SiK estun corps et F un K-espace vectoriel, I’ensemble GL(FE) des applications linéaires bijectives de E
dans lui-méme (endomorphismes) est un groupe pour la loi de composition o. Si F est de dimension finie n, une
base de E étant fixée, cette derniere définit un isomorphisme de K-espace vectoriel £ = K" qui définit lui-
méme un isomorphisme de GL (E) sur le groupe GL,,(K) des matrices carrées n x n inversibles a coefficients
dans K.

Définition 1.1.3 Etant donné un groupe (G, *), si pour tout couple (x, y) d’éléments de G, z *y = y * , on
dira que G est abélien ou commutatif .

Dans ce cas on notera usuellement + la loi interne et 0 1I’élément neutre en référence au groupe abélien
(Z,+).

Un groupe n’étant rien de plus (ni de moins d’ailleurs) qu’un magma associatif possédant un élément neutre
et dans lequel tout élément posséde un symétrique, la proposition 1.0.1.5 vaut encore ici mutatis mutandis.
Proposition 1.1.4 (Propriétés) Soient (G, x) un grouepe.

i) Sieeté€ sontdes éléments neutres de (G, *) alorse = €.

ii) Siy et z éléments de F sont des symétriques pourx € FE,y = z.

Remarque 1.1.5 On pourra donc parler de L’élément neutre d’un groupe et du symétrique d’un élément dans
un groupe.

L’élément neutre est souvent noté 1 et méme O dans le cas des groupes abéliens par analogie avec le groupe
(Z,+). Le symétrique d’un élément z est usuellement noté x~! et appelé inverse de z, voire —z dans le cas
d’un groupe abélien et appelé alors opposé de x.

Définition 1.1.6 (Anneau) Un anneau est un triplet (A, +, ) (le plus souvent noté A, ) tel que :

Ann;) (A, +) est un groupe abélien (cf. 1.1.3;)
etlaloix : Ax A — A vérifie:

Anny) pour tout triplet (z,y, z) d’éléments de A,
xx(yxz) = (x*xy)* 2z,
(la loi * est associative)
Anng) il existe un élément 14 de A, appelé élément neutre de (A, x), (souvent noté 1 lorsque le contexte est

clair) tel que, pour toutx € A,
laxz = xx1ly = x;

(on supposera toujours que 14 # 04 ol 04 est 1’élément neutre pour la loi + ;)
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Anny) pour tout triplet (z,y, z) d’éléments de A,
xx(y+z)=xxy+axxz, et (x+y)xz=xxz+y*z,

(1a loi * est distributive par rapport a la loi +.)

On dira aussi que les lois + et * donnent a I’ensemble A une structure d’anneau.

La loi + est usuellement appelée addition et la loi x multiplication, par analogie avec I’anneau “modele”
(Z,+, x). Pour tout couple (x, y) d’éléments de A, on appellera x + y et x * y respectivement somme et produit
de x et y.

On remarque que pour tout z € A,

Opxx = %04 = 0y4.

On dit que 04 est un élément absorbant.
11 est usuel de désigner le groupe abélien (A, +) sous le terme de groupe abélien sous-jacent 3 1’anneau A.

Remarque I.1.7 On aurait pu formuler les axiomes I.1.6.Anns) et 1.1.6.Ann3) en disant que (A, %) est un
magma associatif possédant un élément neutre (cf. 1.0.1.)

Définition 1.1.8 (Anneau commutatif) Etant donné un anneau (A, +, %), si
V(z,y) EAX A, zxy = y*xx

on dira que la loi * est commutative ou encore que 1’anneau (A, +, *) est un anneau commutatif.

Exemple 1.1.9 a) L’ensemble Z des entiers relatifs muni de ses opérations + et * est un anneau commutatif.

b) La relation ~,, de congruence modulo n est compatible a la multiplication i.e. pour tout (a,b) € Z X Z,
et (a/,b') € ZxZ,si
a ~y, aeth ~y, b,
alors
ab ~, d'b.
Ce qui permet de définir une multiplication *y/,,7 sur I’ensemble Z/nZ des classes modulo n par :
E*Z/nZE = ax*xb.

Le triplet (Z/nZ, +7/nz, *z2,/nz), 1€ plus souvent noté Z/nZ, est un anneau commutatif.
(Z/nZ, *) n’est jamais un groupe.

¢) Ondiraqu’une fonction f : R — R esta support compact, s’il existe un intervalle [a; b] C R (i.e.un sous
ensemble compact de R, ) tel que pour tout z ¢ [a;b], f(z) = 0. Lensemble C des fonctions continues a
support compact, muni de 1’addition :

+: CxC — C
(fr9) = fHgl(f+9)(z) = f(z)+g(x)Vz €R, ;

et de la multiplication :

x: CxC — C
(fr9) = fxg|(fxg)(x) = f(z)*g(z)Vz €R, ;

n’est pas un anneau au sens de la définition 1.1.6. En effet, C ne poss¢de pas d’élément neutre pour la multipli-
cation x et ne vérifie donc pas I’axiome 1.1.6.Anng).

Dans la suite de ce cours, nous n’aurons pas a considérer de tels objets, ce qui nous a incité a donner une
définition d’anneau plus restrictive a laquelle satisferont tous les objets de notre étude. Les anneaux que nous
considérerons sont parfois appelés anneaux uniféres.
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Les propositions 1.0.1.5 et I.1.4 s’étendent encore au cas des anneaux. On peut en effet remarquer qu’un
anneau est un magma a la fois pour sa loi d’addition + ainsi que pour sa loi de multiplication * si bien que :

Proposition 1.1.10 (Propriétés) Soient (A, +,*) un Anneau. Le couple (A,+) est en particulier un groupe
abélien si bien que :

i) L’élément neutre 04 pour la loi + est unique.
ii) Tout élément de A posséde un unique opposé pour la loi +.
iii) L’élément neutre 1 4 pour la loi % est unique.

iv) Un élément de A posséde au plus un symétrique pour la loi x qu’on appellera inverse.

Définition 1.1.11 (Elément inversible) Tous les éléments d’un anneau A différents de 04 ne possédant pas
nécessairement un inverse pour la loi *, on notera A* 1’ensemble des éléments de A inversibles pour x i.e. ceux
qui posseédent un inverse. On appelle parfois également unité un élément de A*.

Proposition I.1.12 Si A est un anneau (resp. un anneau commutatif) (A*, ) est un groupe (resp. un groupe
abélien.)

Exemple 1.1.13 a) Le groupe (Z*, ) des inversibles de Z est ({—1, 1}, %) qui est isomorphe au groupe abé-
lien Z/27.

b) Pour un K-espace vectoriel V I’ensemble End (V') des endomorphismes de V' est un anneau dont le groupe
des inversibles End (V)™ est le groupe linéaire GL(V').

Définition 1.1.14 (Anneau intégre) Si (A, +, %) est un anneau tel que

Vee A, Vy € A, (zxy =0 =2 =0Vy=D0),
on dit que A est un anneau integre.
Exemple 1.1.15 Les anneaux Z et K[X] (cf. I[1.2.5.i),) sont integres.

Définition 1.1.16 (Corps) Un anneau commutatif (A, +, %) est un corps si tous les éléments de A différents de
04 possedent un inverse pour laloi * ; i.e. A = A\ {04}.

Remarque I.1.17 Un corps est un anneau intégre mais la réciproque est fausse. En effet I’anneau (Z, +, *) est
intégre mais n’est pas un corps.

Exemple I.1.18 Les ensembles @, R, C munis de leurs lois usuelles sont des corps commutatifs ainsi que
F, := Z/pZ pour p premier; en revanche le corps des quaternions de Hamilton n’est pas commutatif.

10
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I.2 . —Morphismes (cf. A.2)

Définition 1.2.1 (Morphisme de groupes) Etant donnés des groupes
(Ga *) et (H7 ')7

un morphisme de groupes (ou homomorphisme de groupes) est une application f : G — H telle que pour
tout couple (x, y) d’éléments de G,

flaxy) = f(x)- fy).

On notera Home, (G, H) (ou simplement Hom (G, H) si le contexte ne préte pas a confusion) I’ensemble
des morphismes de G dans H. On verra également au paragraphe 1.6 que la notation Homy (G, H) est tout a
fait naturelle.

Remarque 1.2.2 On constate que dans la définition ci-dessus aucune condition supplémentaire n’est exigée par
rapport a un morphisme de magma (cf. 1.0.2.1.)

Proposition 1.2.3 (Propriétés des morphismes) de groupes Etant donné un morphisme de groupe

f : (G,%x) = (H,-) avec eg(resp. epr) I’élément neutre de G(resp. H :)

i) flec) = en;
ii) pourtoutz € G,siy € G estson symétrique, f(y) est le symétrique de f(x) dans H.

Définition 1.2.4 (Morphisme d’anneaux) Une application
[ (A, +a,%a) = (B, +B,%*B)

est un morphisme (homomorphisme) d’anneaux (ou simplement morphisme si le contexte ne préte pas a confu-
sion,) si :

Anng) f : (A,+4) — (B,+p) estun morphisme de groupes (cf. 1.2.1.)

Anng) Pour tout couple (z,y) d’éléments de A,
flexay) = f(x)*s fy)-

Anny) f(1a) = 1p.

Cela revient a dire que f est un morphisme a la fois pour les magma (A, +) et (B, +) (cf. Anns),) ainsi que
pour les magma (A, %) et (B, *) (cf. Anng).) Néanmoins on ajoute la condition Ann7) dont on verra I’importance
dans la suite.

On parlera, ici encore, du morphisme de groupe sous-jacent a f.

Lemme 1.2.5 ( (cf. A.2.3)) i) Etant donné un ensemble X, si (X, +) est un groupe (resp. (X +, *) un anneau)
I’identité Idx de X et un morphisme de groupes (resp. d’anneaux.)

11
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ii) Soient
X % y 257

des applications (ott X, Y et Z sont des ensembles) si (X,+), (Y,+) et (Z,+) sont des groupes, [ et g
des morphismes de groupes (resp. (X, +,x) (Y, +, %) et (Z,+, ) sont des anneaux, f et g des morphismes
d’anneaux,) g o f est un morphisme de groupes (resp. d’anneaux.)

Définition 1.2.6 (Isomorphisme (cf. A.2.4)) Soit f : X — Y une application (ot X et Y sont des ensem-
bles,) si (X, +) et (Y, +) sont des groupes (resp. (X, +, x) et (Y, +, *) des anneaux,) f est un isomorphisme de
groupes (resp. d’anneaux,) s’il existe un morphisme de groupes (resp. d’anneaux,)

g:Y — Xtlque go f =Idxetf og = Idy.

On notera
Isoma, (X, Y)(resp. Isomann(X,Y) ) ou simplement Isom(X,Y)

si le contexte ne préte pas a confusion, I’ensemble des isomorphismes de groupes (resp. d’anneaux) de X dans
Y.

Proposition 1.2.7 (Morphisme bijectif (cf. A.2.5)) Etant donnée une application
f: X — Y (ouX etY sontdesensembles,)

si (X,+) et (Y,+) sont des groupes (resp. (X,+,*) et (Y,+, x) des anneaux,) f est un isomorphisme de
groupes (resp. d’anneaux,) si et seulement si f est un morphisme de groupe (resp. d’anneaux,) bijectif.

Preuve : Si f est un isomorphisme c’est une application bijective puisque possédant une application réci-
proque.

Réciproquement si f est un morphisme bijectif (de groupes (resp. d’anneaux,)) c’est en particulier un mor-
phisme du magma (X, +) dans le magma (Y, +) (resp. et du magma (X, ) dans le magma (Y, x).) Il découle
alors de la proposition 1.0.2.4 qu’il existe une application réciproque

g Y — X telle que
V(u,v) €Y XY, glut+v) = g(u)+gv)
(resp. glu+v)=g(u)+gv) et gluxv)=g(u)=*g).)

Dans le cas ot f : (X,4,%) — (Y,+,*) est un morphisme d’anneaux reste uniquement a vérifier que
g satisfait bien a I’axiome 1.2.4.Anny) a savoir g(1y) = 1x. Or f est un morphisme d’anneaux et g son
application réciproque, si bien que f(1x) = ly etg o f = Idx. Il s’ensuit que

Ix = g(f(1x)) = g(1y).

Définition 1.2.8 (Endomorphisme/Automorphisme (cf. A.2.6)) Etant donné

un groupe (X, +) (mathresp un anneau (X, +, *), )

i) On appelle endomorphisme de X un morphisme de groupes (resp. d’anneaux) de (X, +) (resp. (X, +, *))
dans lui-méme et on note

Endgr(X) (resp. .Endann(X) ) ou simplement End(X) si le contexte ne préte pas & confusion

I’ensemble des endomorphismes de X.

12
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ii) On appelle automorphisme de X un isomorphisme de groupes (resp. d’anneaux) de (X, +) (resp. (X, +, ))
dans lui-mé&me et on note

Autgr(X) (resp. .Aut ann(X) ) ou simplement Aut (X )si le contexte ne préte pas a confusion

I’ensemble des automorphismes de X. Un automorphisme est donc un morphisme qui est a la fois un endo-
morphisme et un isomorphisme. A noter qu’en vertu de la proposition 1.2.7, une application f : X — X
est un automorphisme de groupe (resp. d’anneau) si et seulement si ¢’est un endomorphisme de groupe (resp.
d’anneau) bijectif.

Exemple 1.2.9 a) Pour (X, +) un groupe (resp. (X, +, *)) un anneau, Id x est un automorphisme.
b) On a construit, pour tout n € N, n > 1, un isomorphisme de groupes

Auter((Z/nZ,+)) = (Z/nZ,+,+)” donnépar: 7 — 7(1).

Lemme 1.2.10 i) Pour tout morphisme d’anneaux Mor fAB, la restriction f* := filax de f a A* estun
morphisme de groupes a valeurs dans B*.

ii) Pour tout anneau A,
Ids* = Idgx .

iii) Pour tous morphismes d’anneaux f : A — Betg : B — C,
(go f) =g of".

iv) Pour tout isomorphisme d’anneaux f : A — B d’isomorphisme réciproqueg : B — A,
[ (A% %) = (BY,%)

est un isomorphisme de groupes d’isomorphisme réciproque g* .

13
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LI.3 . —Sous-groupes, sous-anneaux, idéaux (cf. A.3)

Définition 1.3.1 (Sous-groupe) Une partie H d’un groupe (G, ) est un sous-groupe si la restriction de * a
H x H donne a H une structure de groupe.

Exemple 1.3.2 Etant donné un groupe (G, %) d’élément neutre ¢, les ensembles {¢} et G lui-méme sont des
sous-groupes de G.

Définition 1.3.3 (Sous-annau) Etant donné un anneau (A, +, *) un sous-anneau de A est une partic B de A
telle que 14 € B et les restrictions respectives des lois + et * a B donnent a B une structure d’anneau.
En particulier (B, +) est alors un sous-groupe de (A, +).

Remarque 1.3.4 i) Notons que ’axiome 1.1.6.Ann;) a en particulier pour conséquence que (B, +) est un
sous-groupe de (A, +) ; ce qui entraine, en particulier, que 1’élément neutre 04 de (A, +) est aussi I’élément
neutre de (B, +) et que I’opposé d’un élément . € B est son opposé dans A.

ii) Notons que la condition 14 € DB, entraine que 14 est I’élément neutre pour la loi * sur B et que tout
inversible dans B est inversible dans A et que son inverse dans B est encore son inverse dans A. Il s’ensuit que
(B*, ) est alors un sous-groupe de (A, ).

iii) La condition 14 € B est automatiquement satisfaite dans le cas o A est integre. En revanche si I’on
considere un anneau R quelconque (méme intégre) et A := R x R muni des lois

(:L'a y) +a (th) = (‘T +rRZ2,Y+R t) et (:L'a y) *A (Za t) = (‘T *RZ,Y*R t)v
(ce qu’on appelle la structure produit,) La partie
B := {(z,0),x € R}

est une partie qui est un sous-groupe pour la loi + 4 un sous-magma pour la loi 4. B est méme un anneau
isomorphe & R dont I’élément neutre est 15 = (1g,0) différent de 1élément neutre 14 = (1g,1r) de A. On
ne dira pas dans ce cas que B est un sous-anneau de A.

La condition 14 € B est a rapprocher de la condition 1.2.4.Ann7) et donne sa cohérence a un énoncé
comme la proposition 1.3.10.c).

Définition 1.3.5 (Idéal) Etant donné un anneau commutatif (A, 4, %), une partie I C A de A est un idéal si
J est un sous-groupe de (A, +) tel que

V(a,z) e AXx T, axx € TJ.

Exemple 1.3.6 a) Les sous-ensembles {0}, et A de A sont des idéaux de A. Ce sont les seuls idéaux de A si
A est un corps.

b) Pourtouta € A, le sous-ensemble
aA = {axb,b e A}

est un idéal de A.

¢) Les idéaux de I’anneau (Z, 4, *) sont exactement les sous-groupes du groupe (Z, +) c’est-a-dire les sous-
ensemble de Z de la forme dZ avecd € Z.

14
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Définition 1.3.7 (Idéal stricte/propre) Unidéal 3 C A, est un idéal strict ou un idéal propresiJ # A .

Définition I.3.8 Un idéal p C A est premiersip #* A (i.e. p est un idéal propre) et
V(a,b) e Ax A, axb e€p =>a€c€pVbep.
Code :

Proposition 1.3.9 (Caractérisation des sous-groupes (cf. A.3.6)) Etant donnés un groupe (G,*) et H C G
une partie de GG, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) H est un sous-groupe au sens de la définition 1.3.1.
b) H est non vide et pour tout couple (x,y) d’éléments de H, z x y~! € H.
c) H est non vide, pour tout couple (,y) d’éléments de H, v sy € H etpourtoutr € H,x~! € H.

d) Larestriction

de I'identité Idg a H est un morphisme de groupes. Ceci signifie implicitement que H posséde une structure
de groupe.
Proposition 1.3.10 (Caractérisation des sous-anneaux) Etant donnés un anneau
(A,+,x)et B C A
une partie de A, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) B est un sous-anneau au sens de la définition 1.3.3.

b) Bestnonvide, 14 € B, et pour tout couple (x,y) d’éléments de B,

y—x € Betxxy € B.

¢) La restriction
ldap : B = A

de I'identité Id 4 a B est un morphisme d’anneaux. Ceci signifie implicitement que B posséde une structure
d’anneau.
Proposition 1.3.11 (Caractérisation des idéaux) Une partie J d’un anneau commutatif (A, +, %) est un idéal
de a si et seulement siJ # () et

V(z,y) €T x T, V(a,b) e AX A, axzx+bxy € J.
Proposition 1.3.12 (Le « treillis » des sous-groupes (resp. idéaux) (cf. A.3.9)) Soit

(X, +) un groupe (resp. (X, +,*) un anneau , )(resp. (X, +, ) un anneau commutatif .)

i) (Intersection)

Pour tout ensemble ) de sous-groupes (resp. de sous-anneaux) (resp. d’idéaux) de X, (Y est un sous-
y
groupe (resp. un idéal de X.)

15



L3/S6 M305, Algebre II, 1.3.12 Université Paris Sud, 2019-2020

ii) (Réunion)
PourY et Z deux sous-groupes (resp. deux sous-anneaux) (resp. deux idéaux) de X, Y U Z est un sous-
groupe (resp. un sous-anneau) (resp. un idéal) si et seulement si

Y Cc ZouZ C Y.

iii) (Union filtrante)
Etant donnée une suite (Yn) ,neN de sous-groupes (resp. de sous-anneaux) (resp. d’idéaux) de X, telle que

Vip,g) eNxN,Ir e NY, C YetY, C Y,

alors ﬂ Y,, est un sous-groupe ((resp. un sous-anneau) (resp. un idéal) de X. C’est en particulier le cas si la
neN
suite (Yn) ,neN, est croissante pour I’inclusion.

16
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I.4 . —Intersection, somme, engendrement (cf. A.4)

Corollaire 1.4.1 (de la proposition 1.3.12 (cf. A.4.1)) Etant donné

un groupe (X, +),
(resp. un anneau (X, +,%), )

(resp.  un anneau commutatif (X, +, %), )

et une partie S C X, I’ensemble )

des sous-ghroupes de X,
(resp.  des sous-anneaux de X, )
(resp. des idéaux de X,)

contenant S possede un plus petit élément

S =Y.

Yey

Définition 1.4.2 (Sous-groupe (resp. idéal,) engendré (cf. A.4.2)) Avec les notations du corollaire 1.4.1, le
sous-groupe (resp. sous-anneau) (resp. idéal) (S) s’appelle le sous-groupe engendré, (resp. le sous-anneau

engendré,) (resp. I’idéal engendré,) par S. On dit que S est une partie génératrice de (S).

Exemple 1.4.3 ((cf. A.4.3)) a) <0 > = {0} estle groupe 2 un élément; I’idéal () est I'idéal nul {0}.

b) Pour tout sous-groupe (resp. idéal) Y, <Y > =Y.

c¢) Le groupe abélien (Z/nZ,+) est engendré par 1z, = 1 ou par tout élément inversible de I’anneau

(Z/nZ,+, ).

Notation1.4.4 Sia € A, TI'idéal ({a}) engendré par le singleton {a}, est usuellement noté aA ou (a), et ’on

| ({a}) = (@) = ad = {axb. b e A).

un tel idéal est dit principal (cf.1.12.)

Lemme L.4.5 Etant donné un idéal 3 de A, les assertion suivantes sont équivalentes :

a) J=A4,;
b) TN AX #£0;
¢) Ju € A, T = uA.

d) 1e7;
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On peut donner une description explicite du sous-groupe (resp. de 1’idéal) engendré. Ce serait aussi théori-
quement possible pour le sous-anneau engendré mais ne présente pas de réel intérét, dans le cadre de ce cours
au moins.

Lemme 1.4.6 ( (cf. A.4.4)) Si (X, +) est un groupe le sous-groupe engendré par une partie S C X est:

<S>:{reN;Zsi,Vlgigr,sieSousl-lES}. L4.6.1

i=1

Si (X, +, *) est un anneau commutatif I’idéal engendré par une partie S C X est:
i=1

(S){rEN;Zai*si,Vlgigr,siGSetaiEX}. 14.6.2

Lemme 1.4.7 (Somme (cf. A.4.5)) Soit (A, +) un groupe abélien, (resp. (A, +, *)) un anneau commutatif et
X un ensemble de sous-groupes (resp. d’idéaux) de A.

(UX){rGN;ersi,Vlgigr,EXEX,siGX}. 14.7.1
XeXx i
Autrement dit :
Veedze (|JX) e IreNVI<i<r3X; € X, 3x € Xj, 0 = ) ;. 14.7.2
Xex =1

Définition 1.4.8 (Somme (cf. A.4.6)) Avec les notations du lemme 1.4.7 :

i) (Somme)

( U Y) s appelle la somme des X pour X appartenant a3 X qu’on notera Z X.
Xex Xex

ii) (Somme directe)
On dit qu’on a une somme directe si dans la décomposition 1.4.7.2 ’entier r, les X; et les z; #* 0, sont

uniques. On notera alors
Dx=(U)
Xex Xex

iii) (Supplémentaires)
Pour un groupe abélien A et deux sous-groupes Bet C'de A,si A = B & C, onditque B et C' sont
supplémentaires I’un de 1’ autre.

iv) (Idéaux étrangers/comaximaux)

Pour un anneau commutatif A et des idéaux J et J de A, on dit que J et J sont comaximaux ou étrangers si
A=7+73.

18
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Proposition 1.4.9 (Propriété universelle des sommes directes (cf. A.4.7)) Etant donnés
un groupe abélien (A, +) et X une famille de sous-groupes

telle que la somme

Y x=Px

Xex XeXx

est directte, pour tout ensemble de morphismes

{fX : Xﬁ)B}aXGX}

ol B est un groupe abélien, il existe un unique morphisme

f: @X — BtelqueVX € X, fix = fx.
Xex

Preuve : Ce résultat est en définitive plus long a énoncer qu’a démontrer.

Remarque 1.4.10 ( (cf. A.4.8)) i) Il est bien sir immédiat de vérifier que deux sous-groupes B et C' d’un
groupe abélien A sont supplémentaires ’un de I’autre si et seulement si

A=DB+ CetBnC = {0}.

ii) La définition de supplémentaire donnée en 1.4.8.iii) ne doit pas pour autant laisser penser que, pour un
groupe abélien A quelconque et B un sous-groupe, un suplémentaire existe toujours. On se reportera au théo-
reme 1.9.15 qui assure que I’existence d’un supplémentaire pour B équivaut a I’existence d’une section pour la
surjection canonique A — A/B.
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LI.5 . —Images directes, images réciproques, noyaux (cf. A.5)

Proposition 1.5.1 (Image réciproque/directe (cf. A.5.1)) Soient X etY des groupes (resp. des anneaux com-
mutatifs)et f : X — Y un morphisme de groupes (resp. d’anneaux.)

i) (Image réciproque)

Pour tout sous-groupe Z C Y (resp. tout idéal Z C Y,) I'image réciproque f~*(Z) de Z par f, est un
sous-groupe (distingué si Z I’est) (resp. un idéal) de X.

En particulier le noyau Ker f = f~1({0}) est un sous-groupe distingué (resp. un idéal) de X.

ii) (Image directe)

Pour tout sous-groupe (resp. sous-anneau) Z C X de X, I'image directe f(Z) de Z par f, est un sous-
groupe (resp. un sous-anneau) de Y.

En particulier I'image Im f = f(X) de f est un sous-groupe (resp. un sous-anneau de Y.)

Code :
Définition 1.5.2 (Noyau/Image (cf. A.5.2)) Etant donné un morphisme de groupes f : G — H, (resp. un

morphisme d’anneaux f : A — B,) ey étant I’élément neutre de H, (resp. 0 I’élément neutre de B, cette
notation étant plus usuelle puisque (B, +) est un groupe abélien,) on appelle

i) (Noyau)
noyau de f le sous-ensemble

Kerf:= f7'({e}n) = {z € G; f(x) = en} (resp..f7{0}),

ii) (Image)
image de f I’ensemble

Imf := f(G) ={y e H; 3z € G, ,y = f(x)} (resp. f(A)) .

Remarque 1.5.3 (Noyau/Image (cf. A.5.3)) Le noyau (resp. I’'image) d’un morphisme d’anneaux est encore le
noyau (resp. ’image) du morphisme de groupes sous-jacent.

Proposition 1.5.4 (Injectivité/surjectivité (cf. A.5.5)) Soit

f + X — Y un morphisme de groupes (resp. d’anneaux.)

i) Le morphisme f est injectif si et seulement si Ker f = {0}.

ii) Le morphisme f est surjectif si et seulement siIm f = Y.

20



L3/S6 M305, Algebre II, 1.6.6 Université Paris Sud, 2019-2020

1.6 . —Compléments sur les groupes abéliens

Proposition 1.6.1 i) Etant donnés un groupe (G, ) et un ensemble E, I’ensemble G¥ des applications de E
dans G muni de la loi induite (cf. 1.0.2.7,) est un groupe (abélien si G I’est.) C’est la seule loi sur G telle que
pourtoutx € E, I’évaluation en x,

GE — G, f— flx)

soit un morphisme de groupes.

ii) Etant donnés un anneau (A, +, %) et un ensemble E, I’ensemble AF des applications de E dans A muni
des lois induites (cf. 1.0.2.7,) est un anneau (commutatif si A I’est.) Ce sont les seules lois sur A telles que

pourtoutx € E, I’évaluation en x,
A" 5 G, f@)

soit un morphisme d’anneaux.

Preuve : (cf. 1.14.1.question 5).)

Proposition 1.6.2 Pour deux groupes abéliens A et B, Homgy (A, B) est un sous-groupe commutatif du groupe
B4 considéré en L.6.1.1).

Preuve : (ct. TD n° I, exercice B, question 1).)

Proposition 1.6.3 Soit (G, +) un groupe abélien (cf. 1.1.3.)
i) L’ensemble Endg,(G) = Homg,(G,G) est un sous-groupe du groupe G (cf. 1.6.1.i).)

Preuve : (cf. A.2.12.)

ii) Le triplet (Endgy(G), +, o) est un anneau.

Proposition 1.6.4 Pour tout groupe (G, x) et tout élément x € G, il existe un unique morphisme de groupes
€z : (Z,+) = (G,%) tel que e, (1) = .

Notation 1.6.5 On note usuellement 2™ := ¢e,(n) pourtoutn € Z.
Comme €, (—1) est I'inverse de €, (1) = x, on notera ! I'inverse de = dans G.
Si G est abélien et sa loi interne notée +, on noteran - ¢ := €,(n).

Notons qu’ici, - n’est pas une loi interne et que par conséquent, les propriétés qui suivent ne sont pas tauto-
logiques et demandent une démonstration, méme si cette dernicre est tres élémentaire :

Proposition 1.6.6
Etant donné un groupe abélien (A, +),

il existe une unique loi externe - : 7Z X A — A telle que pour tout couple d’entiers relatifs (p, q) et tout couple
(x,y) d’éléments de A,
p-(x+ay) =p-x +ap-y. 1.6.6.1

(p+zq) x =p-x +aq-x; 16.6.2
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(p*zq) -z = p-(q-x); 16.6.3
1z =z, 16.6.4

1l est nécessaire de faire I’hypothése que (A, +) est abélien, pour obtenir la propriété 1.6.6.1.

Preuve : (cf. I.14.1.question 6).)

Corollaire 1.6.7 (de la proposition 1.6.6) Les propriétés énoncées dans la proposition 1.6.6 ont, entre autres,
pour conséquences, que pour toutn € Zettoutx € A,

n-OA = OA
Oz;-l’ = OA 16.7.1
(—n)-z = —(n-z) =n-(—x).

Corollaire 1.6.8 (de la proposition 1.6.6) Soit (A, +) un groupe abélien.

i) Pourtoutn € 7, on note
opn) : A > A,z = n-x.

On définit ainsi un morphisme d’anneaux

¢ : Z — Endgr(4) .

Preuve : La propriété 1.6.6.1 assure que ¢(n) est bien un morphisme de groupes i.e. un élément de Endg,(A).
La propriété 1.6.6.2 assure alors que ¢ est un morphisme de groupes si bien que I’axiome 1.2.4.Anns) est
satisfait.

Enfin les propriétés 1.6.6.3 et 1.6.6.4 correspondent respectivement aux axiomes 1.2.4.Anng) et 1.2.4.Anny).

ii) Réciproquementsi ¢ : Z — Endgy(A) est un morphisme d’anneaux, la loi externe

i LxA = A, (n,x) = ¢(n)(x)

vérifie les propriétés 1.6.6.1 41.6.6.4.

Remarque 1.6.9 L’énoncé d’unicité dans la proposition 1.6.6 permettrait d’établir I’unicité d’un morphisme
¢ : Z — EndoGrA pour peu qu’on établisse rigoureusement (ce qui n’est en réalité pas tres difficile) que
les procédés 1.6.8.1) et 1.6.8.ii) sont inverses 1'un de I’autre. Cependant un résultat d’unicité plus général est
établi a la proposition 1.6.11.

Proposition 1.6.10 Pour deux groupes abéliens A et B, une application f : A — B est un morphisme de
groupes si et seulement si

V(z,y) € Ax A V(p,q) €EZXZ, fp-x+q-y) = p-flx)+q fly).

Proposition 1.6.11 Pour tout anneau (A, +, ) (pas nécessairement commutatif) il existe un unique morphisme
d’anneau”Z — A appelé morphisme structural de A.
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Preuve :

i) (Existence)
— Puisque (A, +, *) est un anneau (A, +) est en particulier un groupe abélien. 11 s’ensuit, en vertu de la
proposition 1.6.6 qu’on dispose d’une loi externe - : Z x A — A. Il s’ensuit que

¢ Z — A, n— n-ly

est une application de Z dans A.
— De plus la propriété 1.6.6.2 assure que

V(p,q) €EZXZ, p(p+q) = (P+q)-1a = p-1la +a q-1a = d(p= +aé(q)

si bien que ¢ satisfait I’axiome 1.2.4.Anns).
— La propriété 1.6.6.4 assure que
d(1) = 1-14 = 14

si bien que I’axiome 1.2.4.Anny) est satistait.
— On laisse Ie soin au lecteur de vérifier que I’axiome 1.2.4.Anng) est satistait.

ii) (Unicité)
Un morphisme d’anneaux ¢ : 7Z — A est en particulier un morphisme de groupes et vérifie (1) = 14
ce qui le détermine complétement.

Remarque 1.6.12 On aurait pu établir a priori I’unicité du morphisme structural (cf. [.6.11) et en déduire 1’uni-
cité de la loi externe sur un groupe abélien (cf. 1.6.6) grice a la correspondance établie au corollaire 1.6.8.

Remarque 1.6.13 Soit (A, +, *) un anneau.
— On dispose du morphisme structural ¢ : Z — A grice a la proposition 1.6.11.
— De plus, en vertu du corollaire 1.6.8.1), puisque (A, +) est un groupe abélien, on dispose d’un morphisme
d’anneaux v : Z — Endg,(4).
— Enfin pourtout a € A, lapplication

wa) : A - A,z — axzx

est un endomorphisme du groupe (A, +) (cf. .1.6.Anny).)
Le mé&me axiome assure que
u: A — Endgr(A)

est un morphisme de groupes. Les axiomes 1.1.6.Anny) et I.1.6.Annz) assurent que ;. est un morphisme
d’anneaux.
— Le composé
oo : Z — Endgr(4)

est alors un morphisme d’anneau qui ne peut-étre que le morphisme structural ¢ de Endg,(A) en vertu
de la proposition 1.6.11. On a alors le diagramme commutatif de morphismes d’anneaux :

ZLA

N l n 1.6.13.1
EHdGr(A) .
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Remarque 1.6.14 Etant donné un idéal J d’un anneau A, on peut définir une loi externe
ct AXT = 7, (a,2) = a-x = axz

sur J. On remarque alors que, pour tout (z,y) € J x J,ettout (a,b) € A x A,

a-(x4+y) =a-x+ a-y; 1.6.14.1
(a+b)-z =a-x+ b z; 1.6.14.2
(axb)-z = a-(b-x); 1.6.14.3
l-z ==x. 1.6.14.4

On avait déja mis en évidence des propriétés tres analogues a la proposition 1.6.6, auxquelles on donnera un
cadre général et formel avec la définition A.1.1.
On pourra alors constater qu’un idéal de A n’est, ni plus ni moins, qu’un sous-A-module de A (cf. A.3.1.)
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1.7 . —Produits

La construction du produit est d’abord une construction ensembliste comme expliqué en 1.7.0. A ce stade
déja le produit possede une propriété universelle 1.7.0.iii) qui ne peut étre formulée sans le secours des projec-
tions introduites en 1.7.0.ii). Ces dernieres sont, en définitives partie prenantes du produit qui n’est en réalité
pas constitué du seul ensemble produit mais aussi des projections. Ce sont, comme on va le voir, les idées qui
guident la construction du produit, lorsque les ensembles impliqués acquierent davantage de structure notam-
ment algébrique. La « bonne structure » sur le produit cartésien sera celle qui aura tendance a préserver une
propriété universelle analogue pour la structure algébrique considérée. De tels énoncés ne pourront étre raison-
nablement formulés que si les projections deviennent des morphismes pour la structure considérée. Des lors
on s’apercevra que, pour les structures algébriques considérées au moins (groupes abéliens, anneaux, modules
algebres) cette seule exigence sur les projections suffisent a déterminer uniquement la structure sur le produit.

Proposition 1.7.0 Soientn € N*, et B} ,1<i<n , des ensembles.

1) On définit par récurrence le produit cartésien des ensembles Ey, ,1<p<n par

n+1 n
I1Ex =[] Bx x Ensr.
k=1 k=1
ii) On définit également des projections
n+1

P @ P o= HEk — Er1<k<ntt
i=1

en supposant construites py ,1<k<n , on définit p,1 par

Dn+1 : (H Ep) X Engr — (z,y), y — .
E=1

Ce qu’on peut écrire
pk’(xlv s 7$n) = Tk .

iii) Pour tout ensemble F' et tout n-uplet d’applications f, : F — E} ,1 <k < n , il existe une unique appli-
cation .
f:F = P:=]][ExtellequevVl <k <n, fr = py o f.
k=1

iv) Dans le cas ou il existe un ensemble E tel que V1 < k < n, Ej

= E, on rappelle que E'" désigne
I’ensemble des applications de [1; n] a valeurs dans E. Pour tout1 < k < n,

on définit
a : BW 5 B f e f(R).

En vertu de iii), il existe une unique application

o : gl HEtellequeVlSkSn, Gk = Pk © ¢
k=1

L’application ¢ est alors une bijection;
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Preuve : Pourtouty € HE, I’application f : [1;n] — E définie par

k=1
Vi<k<n, f(k) = pi(y)
vérifie évidemment ¢(f) = y ce qui assure que ¢ est surjective;
Pour tout (f,g) € EMN™ x BN ¢(f) = é(g) entraine que pour tout 1 < k < n, pr[o(f)] =
prld(g)] c’est-a-dire qi.(f) = qir(g) ou encore f(k) = g(k) ce qui entraine f = g, et assure donc

finalement que ¢ est injective.

Notation 1.7.1 Dans tout le paragraphe 1.7, on garde les notations de la proposition I.7.0, & savoir que,n € N*
est un entier, F, ,1<x<n des ensembles dont on note

P = ﬁEk
k=1

le produit cartésien i.e.
P = {(xl,...,zn)V1 <k<n, xz € Ek}

On note enfin

Vi<k<n,pi : P = Ep, (£1,...,2,) —

la projection sur le k™ facteur.

Pourtout1 < k < n, on considérera les cas ou Ej, est muni de I’'une des structures algébriques suivantes
(en sachant que la structure de magma n’est pas étudiée en soit mais comme ingrédient pour la construction des
autres structures algébriques ) :

0) (magma)
(Ex, Tk) est un magma associatif (cf.1.0.1.1;)

i) (groupe)
(B}, *i) est un groupe (éventuellement abélien) (cf. I.1.1) d’élément neutre e, ;

ii) (anneau)
(Ek, +k, *k, Ok, 1) est un anneau (éventuellement commutatif) (cf. 1.1.6;)

iii) (A-module)
(E), +k, 1) est un A-module pour A un anneau fixé, (cf. A.1.1;)

iv) (A-algebre)
(B, +k, %k, Sk : A — Ej) est une A-algebre (cf. A.1.6.)
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Proposition 1.7.2 (Existence de produits) Si pourtout1l < k < n, Ej est muni de I’une des structures al-
gébrique 1.7.1.0) a 1.7.1.iv) il existe une unique structure de méme nature sur le produit P et telle que

V1<k<n, py : P — Ej estun morphisme

pour la structure correspondante sur les E}, ,1<p<n , (i.e. un morphisme de magmas (cf. 1.0.2.1,) (resp. de
groupes (cf. 1.2.1,)) (resp. d’anneaux (cf. 1.2.4,)) (resp. de A-modules (cf. A.2.1,)) (resp. de A-algébres (cf.
A.2.2.)))

n

SiV1 < k <n, on a une loi interne t, sur Ey, la loit interne correspondante sur H E); est donnée par :

k=1
V((zl,...,xn),(yl,...,zn))GPXP, 1791
(ZCl,.-.,l'n) T (yh---;yn) = (.I'l Tl Y1y Tn Tnyn) 5

siV1l < k < n, e est un élément neutre pour 1y, alors

(e1,...,€n) est un I’élément neutre pour 7 ; 1.7.2.2
si
V1 <k <n, Vri € Eg,
Yk est le symétrique de xy, pour fg,

(y1,--.,Yn) est le symétrique de (x1, ..., 2,) pourt ; 17.2.3

n

siVl < k < n, on a une loi externe -, : A X Ey, — Ey, la loi externe correspondante sur H FE}. est

k=1
donnée par :
V(z1,...,2,) € P,Ya € a, A 1724
a-(T1,...,2n) = (@ 1T1,. .. 00 Ty) .
Preuve :
0) (Le cas des magmas)
Si
V1 SI{?STL, Pk - (PaT) — (EkaTk)
est un morphisme, alors :
Y(z1,...,2,) € P,
V(yl,,xn)EP, pk((xlvazn)T(ylaayn)) = pk(($177$n)) Tkpk((ylaayn))

= 2k Tk Uk,

ce qui assure, d’une part I’unicité de la loi 1 et, d’autre part, au cas ou elle existe, qu’elle est définie par la
formule 1.7.2. 1. Reste a vérifier, ce qui est trés élémentaire, qu’ainsi définie, elle convient bien et a les propriétés
requises.
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i) (Le cas des groupes)
Un groupe étant en particulier un magma associatif le point 0) assure que si

V1 <k <mn, (Eg, ) est un groupe d’élément neutre cy,,
il existe une unique loi x sur P telle que
V1<k<n, ¥Y(z,y) € Px P, pp(r*y) = pr(z) * pr(y)

i.e. les pi, sont des morphismes de groupe en particulier. 11 suffit alors, ce qui est trés élémentaire, de vérifier
que les formules 1.7.2.2 et 1.7.2.3 sont satisfaites.

ii) (Le cas des anneaux)
Si
V1 <k <mn, (FEg,+&, *k, Ok, 1) est un anneau,

(Ex, +1,0x) est un groupe abélien et le point i) assure donc qu’il existe une unique structure de groupes + sur
P telle que
V1<k<n, pp : P — E) estun morphisme de groupes .

11 est en outre immédiat de vérifier, en utilisant par exemple I’expression 1.7.2.1 de + que cette derniére est
commutative.

En appliquant le point 0) aux (Ey, ;) on conclut a I’existence et a I’unicité d’une loi * sur P faisant de P
un anneau et des py, ,1<kp<n des morphismes d’anneaux.

iii) (A-modules)
Si
V1 <k <mn, (Ek,+k, ) est un A-module pour un anneau A fixé,

(Ex, +1) est en particulier un groupe abélien et P hérite dés lors d’une structure de groupe en vertu du point
i) telle que les py, ,1<k<n Soient des morphismes de groupes. Reste alors a vérifier la formule 1.7.2.4 ce qui est
sans difficulté.

iv) (A-algébres)
Si
V1<k<mn,,(Eg+r*k sk : A — E) est une A-algébre pour un anneau A fixé,

en particulier (Ey, +, *j;) est un anneau et le point ii) assure qu’il existe une unique structure d’anneau (+, )
sur P telle que les py, ,1<k<n Soient des morphismes.

Pour construire le morphisme structural s : A — P il faut disposer du résultat de la proposition 1.7.4
pour les anneaux. En dépit du fait que celui-ci est présenté immédiatement aprés, aucun défaut de logique n’est
cependant a déplorer.

Définition 1.7.3 (Structure produit) Avec les notations 1.7.1, si P est muni de ’'unique structure faisant de
Dk »1<k<n des morphismes on dit que P est muni de la structure produit. On parlera ainsi de groupe produit
d’anneau produit de A-module produit de A-algebre produit . ...

n

Lorsqu’on écrira P = H FE), sans précision supplémentaire c’est que P sera muni de la structure produit

k=1
héritée des structures des Fj.
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Proposition 1.7.4 (Propriété universelle du produit) Pour tout ensemble F’ et tout
n — uplet de morphismes, f, : F — Ej pour I’une des structures 1.7.1.0) a 1.7.1.iv)

il existe un unique morphisme

f:F — PtelqueV1<k<mn, f = pp o f.

Remarque 1.7.4.1 i) Deés I’instant ou ’on fait I’hypotheése que V1 < k < n, fi : FF — E} est un mor-
phisme c’est qu’on suppose implicitement que F' et I, sont munis de la structure algébrique (1.7.1.0) a1.7.1.iv))
correspondante.

ii) Le résultat de cette proposition est, bien entendu, une particularisation au cas des morphismes de 1’énoncé
1.7.0.iii) ; ce dernier constituant d’ailleurs I’ingrédient principal de la preuve qui suit.

Preuve (de la proposition 1.7.4): Les f} ,1<k<n étant en particulier des applications il résulte de 1.7.0.iii) qu’il
existe une unique application

f i+ F — PtellequeVl1 <k<mn, fp = pr o f.

11 suffit donc de vérifier que f est un morphisme pour les structures considérées ; ce qui est tout a fait facile
et laissé au lecteur.

Remarque 1.7.4.1 (Le cas des A-algebrs) On peut alors compléter le point 1.7.2.iv) de la preuve de la propo-
sition 1.7.2 tout en justifiant aussi la proposition 1.7.4 dans le cas des A-algebres. Si, en effet les Ej, ,1 <<y sont
des A-algebres ce sont des anneaux si bien que P acquiert, en vertu de 1.7.2.ii) une unique structure d’anneau
telle que les py, ,1<k<n sont des morphismes. Les morphismes structuraux s, : A — Ej, étant, par définition,
des morphismes d’anneaux, la proposition 1.7.4 appliquée au cas des anneaux assure qu’il existe un unique
morphisme d’anneaux

s: A — PtelqueVl<k<n, sy = pr 0 s.

Si maintenant f : ' — Fj sont des morphismes de A-algebres ce sont en particulier des morphismes
d’anneaux, et il existe donc, en vertu de la proposition 1.7.4 un unique morphisme d’anneaux

f i+ F — PtlqueVl<k<mn, f = pr o f.
Reste a vérifier que ce dernier morphisme est bien compatible aux morphismes structuraux
u:A— Fets : A — P,

cette vérification étant laissée en exercice.

Proposition 1.7.5 Dans le cas ou il existe E tel que
V1< k<n, By = E, labijection$ : M =~ HM
k=1

définie par la proposition 1.7.0.iv) est un isomorphisme pour I’'une des structure 1.7.1.0) a2 a 1.7.1.iv), pour peu
que En] soit muni de la structure considérée en 1.0.2.7, (resp. 1.6.1.1),) (resp. 1.6.1.ii),) (resp. A.1.2.d) ... .)
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Proposition 1.7.6 Supposons que V1 < k < n, (Ey,+x) (resp. (Ex,+k, 1)) est un groupe (abélien)

(resp. un A-module.) Soit alors
ik : Ek — P, T — (01;---70k717$70k+17---70n) ;
ce qui revient a dire que iy, est caractérisée par le fait que

ldg, sij=k

1< < .o 1 est :
VI<j<mn pjoi 0 sinon .

i) Pourtoutl < k < n iy est un morphisme injectif et

Pk © Zk = IdEk

Preuve : Immédiat sur la définition de iy,.

ii) Le groupe

(resp. A-module,) P est la somme directe (cf. 1.4.8.ii),) (resp. (cf. A.4.6.ii),)) des images des iy, :

P = éhn ik
k=1

qu’on écrira, dans I’a mesure ol ij, induit un isomorphisme Ej, = Im iy,

P = éEh
k=1

Remarque 1.7.7 (Attention!) Dans la proposition 1.7.6, ci-dessus on a uniquement considéré le cas des
groupes et des A-modules mais on n’a pas de résultat analogue pour les anneaux ou les A-algebnres (cf.

L.14.4)

Remarque 1.7.8 Si I’on considere avec attention les propriétés universelles énoncées d’une part en 1.7.4 et
d’autre part en 1.4.9 (resp. A.4.7,) on constate qu’elles sont en fait, en un certain sens « duales » ’'une de 1’autre
au sens ol la structure de produit permet de construire des morphismes de but P tandis que la structure de
somme directe permet de construire des morphisme dont la source est précisément la somme directe.

La proposition 1.7.6 réconcilie les deux aspects mais il faut quand-méme bien avouer que c’est un petit
miracle qui ne concerne, parmi les structures que nous avons envisagées (cf. 1.7.1.0)a 1.7.1.iv)) que les groupes
abéliens et les A-modules. Il faut notamment préter toute I’attention qu’il mérite a I’élément neutre Oy de Fy

qui permet de construire le morphisme ¢; de maniere suffisamment naturelle.
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I.8 . —Quotients

De méme que pour le produit traité au paragraphe 1.7, la question des quotients comence avec une construc-
tion ensembliste qui s’enrichit en méme temps que les structures dont on peut disposer sur les ensembles
considérés.

Rappel 1.8.0 (sur les relations d’équivalence) On rappelle que si F est un ensemble muni d’une relation dé-
quivalence ~, et qu’on note E/ ~ I’ensemble des classes d’équivalence, on dispose d’une application surjective
7w : E — E/ ~ qu onappelle surjection canonique. Cette derniére, pou plus exactement le couple (E/ ~, )
a la propriété universelle suivante :

Proposition 1.8.0.1 (Propriété universelle) Pour toute application f : E — F, les assertions suivantes sont
équivalentes :

a)
V(x,y)EEXE,x ~ Yy = f(w) = f(y)

b) Il existe une unique application

g: E/~— Ftelquegonm = f.
De plus, si f est surjective g I’est aussi et g est injective si I’implication dans a) est une équivalence.

Corollaire 1.8.0.2 En particulier sip : E — F est une application surjective et que I’on définit la relation ~
sur E, par :
forallset(z,y)E x Ex ~ y < p(z) = ply), 18.0.2.1

on a un unique diagramme commutatif :

E

ﬂl P 1.8.0.2.2
E/~ —2— F

ol g est bijective.

Lemme 1.8.0.3 Ceci établit une correspondance bijective entre relations déquivalences et applications surjec-
tives qui a toute relation déquivalence associe sa surjection canonique et a toute application surjective la relation
d’équivalence définie comme en 1.8.0.2.1.

Lemme 1.8.0.4 Pour toute relation d’équivalence ~ sur E, I’ensemble E/ ~ des classes d’équivalence est une
partition de E.
Réciproquement pour toute partition P de E, la relation ~ définie sur I/ par

V(z,y) eEXE,z ~y < JdJA € P,z € Ay € A

est une relation d’équivalence telle que
E/~x> P
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Remarque 1.8.0.5 Les lemmes 1.8.0.3 et 1.8.0.4 devraient donc établir une correspondance bijective entre ap-
plications surjective p : £ — F et partitions de E. On peut expliciter cette correspondance en remarquant
que I’ensemble des fibres de p

{y € F;p'({yh)}

est une partition de £ qui correspond bien a la relation d’équivalence 1.8.0.2.1
Les relations d’équivalences sur F, les partitions de ' ou les applications surjectives p : E — F sont
donc en fait trois manieres de rendre compte d’une méme réalité.

Néanmoins on constatera assez rapidement que si I’on ajoute des structures sur £ et notamment des struc-
tures algébriques (groupe (cf. I.1.1,) anneau (cf. 1.1.6,) A-module (cf. A.1.1,)) le choix d’une relation d’équi-
valence ne sera pas indifférent si I’on veut que le quotient E// ~ soit muni d’une structure de méme nature et
tant qu’a faire de maniere canonique (c’est-a-dire unique,) que la surjection canonique soit alors un morphisme
et qu’on ait une propriété universelle analogue a 1.8.0.1 mais mettant cette fois en jeu des morphismes pour la
structure considérée.

On est alors amené a donner la définition suivante :

Définition 1.8.1 Etant donné un magma associatif (17, *), on dit qu’une relation d’équivalence ~ sur 1’en-
semble M est compatible a la loi * ou simplement compatible si

V(z,y,2,t) EM X M X M XM, (x~zety~t) = xxy ~ zxt.

Définition 1.8.2 De méme si A est un anneau et M est muni dune loi externe - : A x M — M, une relation
d’équivalence ~ sur M sera dite compatible a - si

V(a,z,y) EAXM XM, (x~y) = a-z ~ a-y.

Lemme 1.8.3

Soit  (X,+)  un groupe abélien,
(resp. (X,+,%) unanneau commutatif,)
(resp. (X,+,-) un A-module pour A un anneau commutatif fixé.)
Soit ~ une relation d’équivalence sur X, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Larelation ~ est compatible avec la loi + (resp. avec les lois + et x,) (resp. avec les lois + et -.)

b) SiOx est la classe modulo ~ de I'élément neutre Ox de (X, +)), Ox est un sous-groupe de (X, +) (resp.
un idéal de (X, +, )) (resp un sous-A-module de (X, +, -),) et

Vee X, T = x+0x = {y € Ox; z+y}.
c) Ox est un sous-groupe (resp. idéal) (resp. sous-module) de X et

Viz,y) e X x X, 2~y & o—y € Ox .
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Preuve :

) (a)=b))

Si ~ est compatible, commeOx € Ox,0x # (. Enoutre

V(z,y) €0x x0x, z~0xety~0x = z+y~0 & x4y
r~0t —z2~—2 = O0=crx—z~—-—a & —x € 0x;

ce qui prouve que O x est un sous-groupe de (X, +)

Par ailleurs :
V(z,y) € X x X, Tz o~ Yy
=1 T~y et —IT~—T
= y—x ~ 0
= y—x € @
= y € x+0x
ie. T C x24+0x;
Réciproquement y € x+0x
= r—y € 0Ox
= y—x ~ Ox
= y—x~0x et x~=zx
= y=y—xz+x ~ x=0x+z
ie. z+0x C T.

Si I’on suppose de plus que (X, +, *) est un anneau commutatif et que ~ est compatible a *,
Viar) e X x X, 2 € 0x = ~0 = axz~0=a%0 = axz € Ox

ce qui prouve que Ox est un idéal de X.
On laisse le lecteur traiter le cas d’un A-module en utilisant par exemple la caractérisation des sous-modules
donnée en A.3.6.

i) (b)=¢))

Est presque tautologique.

iii) (c)= a))

V(z,y,2,t) € X x X x X x X, T~y et ozt
& y—x € 0x et t—2z € Ox
— 1
= y+t—(r+z)=y—ax+z—t € Ox
= rTH+z ~ y+t

en utilisant le fait que Ox est un sous-groupe de (X, +).
Dans Ie cas ot ¢’est un idéal (si bien entendu (X, +, x) est un anneau commutatif,) il est tout aussi immédiat
de montrer que
T~Y = axT~axy.

Enfin le cas d’un A-module est laissé encore en exercice mais consiste en réalité formellement a remplacer
* par - dans la formule ci-dessus.
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Lemme 1.8.4 Etant donnés (X, +) un groupe abélien, (resp. (X, +, *) un anneau commutatif,) (resp. (X, +, -)
un A-module pour A un anneau commutatif fixé) et Y’

subset X un sous-groupe (resp. un idéal,) (resp. un sous-A-module,) il existe une unique relation d’équivalence
~ sur X compatible & +, (resp. 4 + et *,) (resp. 2+ et -,) telle que Y = Ox (o1 Ox est la classe de 0x modulo
~). Elle est caractérisée par le fait que

Vi, y)eXxX, 2 ~y e y—z € 0x. 1.8.4.1

Preuve : 1l faut remarquer que le fait que ~ soit compatible a + ce qui est exigé dans tous les cas entraine que
~ est nécessairement définie par la formule 1.8.4.1. L’unicité est ainsi assurée et la formule 1.8.4.1 définit bien
une relation binaire. Le fait que Y soit un sous groupe assure que ~ est bien une relation d’équivalence.

Le fait que Y soit un idéal (resp. un sous-module) entrainera que ~ est compatible a x (resp. -.)

Définition 1.8.5 Si (X, +) est un groupe abélien (resp. (X, +, *), un anneau commutatif,) (resp. (X, +, ) un
A-module,) on dira simplement qu’une relation d’équivalence ~ sur X est compatible a la structur de groupe
(resp. d’anneau) (resp. de A-module) ou méme compatible (sans précision supplémentaire si le contexte est
clair) si elle est compatible a la loi 4 (resp. aux lois + et x,) (resp. aux lois + et -.)

Les lemmes 1.8.3 et 1.8.4 assurent que ™ est alors la relation d’équivalence donnée par un sous-groupe (resp.
un idéal,) (resp. un sous-module) Y de X et la formule 1.8.4.1.

On parlera alors indifféremment de congruence modulo ~ ou de congruence modulo Y et de classes selon
~ ou de classes selon Y .

Remarque 1.8.6 Le caractere un peu disparate de la définition ci-dessus ainsi que des constructions dans les
lemmes 1.8.3 et 1.8.4, tiens au fait qu’on n’a pas formulé ces énoncé dans le langage des A-module.

Si en effet on considére un groupe abélien (X, +) muni de sa structure naturelle de Z-module (cf. A.1.11.i),)
il est équivalent pour une relation d’équivalence ~ d’€tre compatible a la structure de groupe ol a la structure
de Z-module (la compatibilité 2 - étant une conséquence de la compatibilité 4 +.) La condition que 0x soit un
sous-groupe équivaut alors a ce que ce soit un sous-Z-module (cf. A.3.10.i).)

De méme si (X, +, ) est un anneau commutatif, la compatibilité d’une relation d’équivalence ~ a la
structure d’anneau sur X n’est autre que la compatibilité a sa structure de X-module sur lui-méme (cf.
A.1.2.b),) et 1a condition pour Ox d’étre un idéal équivaut a celle d’étre un sous-X-module de X (cf. A.3.2.b).)

Remarque 1.8.7 Dans les énoncés 1.8.3 a 1.8.6, on n’a considéré que des groupes abéliens. On laisse le lecteur
rappeler ses souvenirs dans le cas d’un groupe quelconque et formuler des énoncé analogue; ce qui revient
grosso modo a remplacer sous-groupe par sous-groupe distingué.

Proposition 1.8.8 (existence de quotients) Soient (X, +) un groupe abélien (resp. (X, +, *) un anneau com-
mutatif,) (resp. (X, +, -) un A-module,.) (resp. (X, +,*,s : A — X) une A-algébre (cf. A.1.6.)) Etant donné
un sous-groupe de (X, +) (resp. un idéal de (X, +, x)) (resp. un sous-A-module de (X, +,-),) (resp. un idéal
de (X,+,+,s : A = X),)Y ou, de maniére équivalente (cf. 1.8.3,) une relation d’équivalence compatible
~ sur X, il existe une unique structure de groupe (resp. d’anneau,) (resp. de A-module,) (resp. de A-algébre,)
sur I’ensemble X/ ~ des classes d’équivalence modulo ~ (ou modulo Y') telle que la surjection canonique
7w : X — X/ ~ soit un morphisme de groupes (cf. .2.1,) (resp. d’anneaux (cf. 1.2.4,)) (resp. de A-modules
(ct. A.2.1,)) (resp. de A-algebres (cf. A.2.2.))
On a alors :

Y = 0x = Kernl 18.8.1

et
V(iz,y)eXxX, o ~y S y—z €Y. 1.8.8.2
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Preuve :

Lemme 1.8.8.1 Si (M, *) est un magma associatif, et ~ une relation d’équivalence compatible,

i) il existe une unique structure de magma sur I’ensemble quotient M/ ~ (ensemble des classes d’équivalence
pour la relation ~,) telle que la surjection canonique w : M — M/ ~ soit un morphisme.

ii) Le magma M/ ~ est alors associatif (resp. commutatif) (resp. posséde un élément neutre) s’il en est ainsi
pour (M, x).

Gréce au lemme 1.8.8.1, on peut munir X/ ~ d’une unique structure de groupe (resp. d’anneau.) Le cas des
A-modules consiste a faire des vérifications analogues a celles du lemme 1.8.8.1 dans le cas d’une loi externe
ce qui est tout a fait formel et laissé en exercice.

Définition 1.8.9 (Structure quotient) Pour un groupe abélien (X, +) (resp. un anneau commutatif (X, +, *),)
(resp. un A-module (X, +,-),) (resp. une A-algébre (X, +,%*,s : A — X),) et Y un sous-groupe (resp. un
idéal) (resp. un sous-A-module,) (resp. un idéal;) on notera X/Y I’ensemble X/ ~ muni de la structure de
groupe (resp. d’anneau,) (resp. de A-module,) (resp. de A-algebre,) définie par la proposition 1.8.8 que 1’on
appellera structure quotient.

On appellera

X/Y ouméme le couple (X/Y,7m : X — X/Y)

groupe quotient (resp. anneau quotient,) (resp. module quotient) (resp. algébre quotient.)

Remarque 1.8.10 Dans la définition ci-dessus il s’agit en fait dans tous les cas de modules quotient, qui peuvent
éventuellement disposer d’autres structures.

La proposition qui suit assure que les quotients au sens ol on les a construits par la proposition 1.8.8 1’on
été de maniere a « prolonger » la propriété universelle dont on disposait dans le cadre ensembliste (cf. 1.8.0.1.)
Il s’agit en quelque sorte de « remplacer » les applications par des morphismes pour la structure algébrique a
laquelle on a affaire :

Proposition 1.8.11 (Propriété universelle des quotients)

Soit (X,4) un groupe abélien,
(resp. (X, 4+, %) un anneau commutatif, )
(resp. (X,+,) un A-module, )

(resp. (X,+,#,s : A — X) une A-algébre.)

Pour tout morphisme f : X — Y (de groupes (cf. .2.1,)) (d’anneaux (cf. 1.2.4,)) (resp. de A-modules (cf.
A.2.1,)) (resp. de A-algebres (cf. A.2.2,)) et tout sous-groupe (resp. idéal,)
(resp. sous- A-module,) (resp. idéal,) Z C X, notons

Viz,y)eXxX, o ~y S y—ax € Z.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a)
Viz,y) e X x X,z ~y = f(z) = f(y);
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b)
f(Z) = {0y}ie Z C Kerf.

¢) Il existe un unique morphisme de groupes (resp. d’anneaux) (resp. de A-modules,) (resp. de A-algébres,)

g:X/Z - Ytlquef = gomwourn : X - X/Z

est la surjection canonique.

De plus le morphisme g est injectif si et seulement si Z = Ker f, ou de maniere équivalente si et seulement
si I’implication dans a) est une équivalence.
Le morphisme g est surjectif si et seulement si f I’est.

Preuve :

i) (@< b))

C’est une conséquence immédiate de la proposition 1.8.3.

ii) (¢)=b))

Est immédiat.

i) (b)=¢))
On est alors dans la situation de I’'implication 1.8.0.1.a) entraine 1.8.0.1.b) si bien qu’il

existe une unique applicationg : X/Z — Y telque f = g o 7.

Reste donc uniquement a prouver que g est un morphisme :
x) (de magmas)

V(u,v) € X/Z x X/Z, Hz,y) € X x X, 7

()
ce qui entraine que g(u

u et 7w(y)=wv
v [

-l
|

I
QO vy

f estw étant des morphismes.

1) (de groupes)
Cela découle immédiatement de *).

1) (d’anneaux)
Cela découle immédiatement de ) appliqué aux lois + et * et au fait que

9(1x/z) = gln(1x)] = f(1x) = 1y

puisque f et w sont des morphismes d’anneaux.
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§) (A-modules)
D’apres 1), g est déja un morphisme de groupes. De plus

V(a,u) € Ax X/Z, Iz € X, u = 7(z)
d’ou gla-x/z u) gla ‘X/Z m(z)]
= glr(a-x z)]
=  fla-x=)
= avy f(2)
a-y g[m(z)]
a-y g(u)
f et étant des morphismes.
q) (A-algébres)
1l résulte de 1) que g est d’ores et déja un morphisme d’anneaux. De plus
QOSX/ZZQOWOSXZfOSX:SY-

iv) (Injectivité/surjectivité)
Sont des questions purement ensemblistes déja établies en 1.8.0.1.

Notation 1.8.12 On dit souvent, dans la situation de la proposition 1.8.11, que f se factorise a travers X /Z ou
encore a travers 7.

Corollaire I.8.13 Etant donné un morphisme surjectif —de groupes, (resp. d’anneaux,)

(resp. de A-modules,)
(resp. de  A-algebres,) q : X — Y il existe un unique isomorphisme de groupes (resp. anneaux,)
(resp. A-modules,)

(resp. A-algebres,)

¢ : X/Kerq — Yitelquedp o m = q odwm : X — X/Kerq, estlasurjection canonique.

Corollaire 1.8.14 (Factorisation canonique des morphismes)

Etant donné un morphisme f : X — Y  de groupes
(resp. d’anneaux,)
(resp. de A-modules,)
(resp. de A-algebres,)

il existe un unique isomorphisme de groupes (resp. d’anneaux,)
(resp. de A-modules,)
(resp. de A-algébres,)

¢ : X/Kerf & Imf telquedp om = f
ou 7 est la surjection canonique.
Corollaire 1.8.15 Soient (X, +) un groupe abélien (resp. (X, +,-) un A-module,) Y et Z des sous-groupes
(resp. sous-A-modules de X.)

i) SiZ C Y, lasurjection canonique 1y : X — X/Y se factorise a travers le quotient X/Z en un mor-
phisme surjectif 7 tel que le diagramme suivant soit commutatif :

X
WZJ/ \‘WY
X/z —T— XJY.
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ii) SiZ C Y, restrictionTz)y aY de lasurjection canoniquerz : X — X/Z se factorise en un diagramme
commutatif ol j et injective :

Y = Y/Z

wol |

x X, X/z7.
iii) Toujours sous I’hypothése que Z C Y, et avec les notations du point ii), notons
(X/2)/(Y/Z) = (X/Z)/Imjetnw : X/Z — (X/Z)/(Y/Z) la surjection canonique.

Alors la composée m o 7z ce factorise 4 travers la surjection canonique 7y : X — X/Y de sorte que le
diagramme du point ii) se compléte en un diagramme commutatif ol ¢ est un isomorphisme :

Y = Y/Z

wol |

x X, X/z

- |-

X)Y —*— (X/2)/(Y/Z).

iv) En ne supposant plus nécessairement que Z C Y, la composée de la surjection canonique Y + 2 — Z
avec ’inclusion naturelleY C Y + Z, se factorise a travers le quotientY/(Y N Z), donnant lieu au diagramme
commutatif suivant ol ¢ est un isomorphisme :

Y — Y+ Z

A A
Y/(YnZ) —2s (Y+2)/Z.

Corollaire 1.8.16 Soient (X, +) un groupe abélien (resp. (X, +, ) un anneau commutatif,) (resp. (X, +, -) un
A-module,) (resp. (X,+,*,s : A — X) une A-algébre,) et Y C X un sous-groupe
(resp. un idéal,) (resp. un sous- A-module,) (resp. un idéal.)

Soitw : X — X/Y la surjection canonique.

Un sous-ensemble A de X/Y est un sous-groupe
(resp. un idéal,) (resp. un sous- A-module,) (resp. un idéal,) de X/Y si et seulement si 7= (Z) est un sous-
groupe
(resp. un idéal,) (resp. un sous- A-module,) (resp. un idéal,) de X.

On a alors

Z =Y 2)Y.

L application Z +— 7~ 1(Z) est alors une bijection croissante (pour la relation d’inclusion) de I’ensemble
des sous-groupes
(resp. idéaux,) (resp. sous- A-modules,) (resp. idéaux,) de X /Y, dans I’ensemble des sous-groupes (resp.
idéaux,)
(resp. sous- A-modules,) (resp. idéaux) de X contenantY.

Remarque 1.8.17 Etant donné un groupe abélien
(resp. un A-module,) X. les données suivantes sont équivalentes au sens ol la donnée de 1’'une d’entre elles
permet de construire canoniquement les trois autres :

a) Un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) Y de X.
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b) Un morphisme injectif: : ¥ — X.
c) Une relation d’équivalence compatible sur X.

d) Un morphisme surjectifg : X — Z.

Par exemple d) = a) consiste a prendre le noyau du morphisme surjectif, tandis que a) = d) consiste a
prendre le quotient par le sous-groupe (resp. sous-A-module.)

L’équivalence a) < c¢) a été établie dans la proposition 1.8.3.

Le reste des vérifications est laissé au lecteur.

Remarque 1.8.18 (Le cas des A-algebres) Le cas des A-algebres apparait toujours a I’intersection des A-

modules et des anneaux et il convient toujours de vérifier que lorsqu’une consttruction est possible dans les
deux cadres, elle coincide bien dans le cas des A-algebres.

39



L3/S6 M305, Algebre II, 1.9.4 Université Paris Sud, 2019-2020

1.9 . —Suites exactes

Dans toute cette section (1.9,) A désigne un anneau commutatif (cf. 1.1.8.)

Définition 1.9.1 (Suite exacte courte) La notation

0> N—"sx-".0 50 1.9.1.1
signifie que :
Exy) N, X et () sont des groupes abéliens (resp. des A-modules.)

Ex») i et p sont des morphismes de groupes (resp. de A-modules.)

EXg)
Im? = Kerp.

Ex4) i est un morphisme injectif (i.e. le noyau de ¢ est 'image du morphisme nul {0} — N .)

Ex5) p est un morphisme surjectif

(i.e. I'image de p est le noyau du morphisme nul Q@ — {0} .)
On dit alors que 1.9.1.1 est une suite exacte courte de groupes abéliens (resp. de A-modules.)
On dira aussi que )
est une suite exacte si 1’on exige seulement que la condition Ex3) soit satisfaite.
On peut encore généraliser la notion a

fit1
Xi+1 XH_Q - ...

dont on dit que c’est une suite exacte longue si pour tout ¢, Im f; = Ker f;11 .

Remarque 1.9.2 La donnée d’une suite exacte courte de groupes abéliens (resp. de A-modules,) équivaut a
I’une des données équivalentes de la remarque 1.8.17.

Plus précisémentsitz : N — X est un morphisme injectif il se complete en une suite exacte courte 0 —
N——X—-—",Q — 0Oen prenant Q := X/Imi et p la surjection canonique. On notera d’ailleurs
souvent X/N := X/Imi puisque le morphisme injectif 7 induit un isomorphisme ¢ : N = Imi.

De méme si p : X — (@ est un morphisme surjectif, il se compléte en une suite exacte courte 0 —
N—5X—-—",0Q = 0Oen prenant N := Ker p; Le morphisme p se factorise alors en un isomorphisme

X/Kerp = X/Imi = X/N = Q (cf.1.8.14.)

Remarque 1.9.3 Dans le cas d’un morphisme de A-modules les notions de noyau et d’image étant celle du
morphisme de groupes sous-jacent une suite est exacte au sens des A-modules si et seulement si elle ’est au
sens des groupes abéliens sous-jacents. En particulier pour une suite de groupes abéliens il est équivalent d’étre
exacte comme suite de groupes abéliens ou comme suite de Z-modules.

Définition 1.9.4 Etant donnée une suite exacte courte de groupes abéliens
(resp. A-modules,) .
0> N——X—"50Q — 0,

on dira que :

i) (quotient)
@, ou le couple (Q, p) ou méme p est un quotient de X ;
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ii) (Sous-module)

N, ou le couple (N, %) ou méme 4 est un sous-groupe (resp. sous-module,) de M. Cette derniere définition
ne représentant d’ailleurs presque aucune nouveauté par rapport a celles qui ont été données dans la section 1.3
(resp. A.3.)

Remarque 1.9.5 Les deux notions définies ci-dessus de quotient et de sous-groupe
(resp. sous- A-module,) ont « rarement » tendance & coincider pour une paire de sous-modules donnée : si X et
Y sont des groupes abéliens

(resp.  A-modules,) « généralement » Y n’est pas simultanément un quotient et un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) de X.

Le cadre des K-espaces vectoriels, qui rappelons-le, sont un cas particulier de groupes abéliens
(resp. A-modules,) peut induire en erreur. En effet dans ce cas la distinction entre quotient et sous-module
n’est pas nécessairement facile a faire. Cela est lié, comme nous allons le voir précisément dans la suite a
I’existence de supplémentaires pour un sous-espace, ou de scindage pour les suites exactes ce qui revient au
méme.

L’exemple suivant est néanmoins peut-&tre plus éclairant et il srait bon de le garder a I’esprit :

Exemple 1.9.6 a) Dans la proposition 1.7.6 on a donné les ingrédients permettant de construires les couples
de suites exactes

0= X — 2 o X x Xo—22 4 Xy = 0et0 = Xog—2 3 Xox X; -2 X, = 0

qui font manifestement apparaitre les objets X; et X» simultanément comme des quotients et des sous-objets
de X1 X X2.

Cependant, on est parti de la situation d’un produit ce qui n’est pas forcément le cas général mais bel et bien
celui développé dans les propositions 1.9.9 et 1.9.10.

b) Pour unentierd > 2, on a une suite exacte de groupes abéliens bien connue :
0 »dZ — Z — Z/dZ — 0

qui fait naturellement de Z/dZ un quotient de Z.

On a établi dans un ou plusieurs exercices et si on 1’a oublié il serait opportun désormais de ne pas le perdre
de vue, qu’il n’existe pas de morphisme de groupes injectif de Z/dZ dans Z. Ainsi Z/dZ ne peut en aucun cas
se réaliser comme (ous-groupe (sous-Z-module) de Z. Il résulte de a) ou plus exactement de la proposition 1.7.6
qu’on ne peut pas écrire Z = dZ x Z/dZ.

Définition 1.9.7 (Projecteur) On  dit qu’un endomorphisme p d’un  groupe  abélien
(resp. A-module,) X est un projecteur si (come dans le cas de 1’algebre linéaire) p o p = p.

Lemme 1.9.8 (Propriétés des projecteurs) Soit p : X — X un projecteur (ott X est un groupe abélien
(resp. A-module :)

i)
X = Kerp @ Imp;

i)
Idx — p est un projecteur, Kerp = Im (Idx —p), Imp = Kerldx —p.
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Proposition 1.9.9 Soient _
0> N—>X—2,0 >0,

une suite exacte courte de groupes
(resp. A-modules,) et un morphisme

5:Q — Xtelquep o s = Idg .

i) Le morphisme s est injectif.

ii)
X =Ims & Im(Idx —sop)etIm(Idy —sop) = Kerp = Imi.

Preuve : Remarquons d’abord que
(sop)? = soposop = sop
si bien que s o p est un projecteur et que I’on peut appliquer le lemme 1.9.8. On a donc
X = Im(sop) @ Ker(sop).
Le morphisme p étant surjectif, Im (s o p) = Ims. Le morphisme s étant injectif,
Ker(sop) = Kerp = Imi

puisque la suite 1.9.9.1 est exacte.

iii) On peut donc noter
r=i'to(ldxy —sop) : X - N

etl’on a
roid = Idy :
En eftfet

1 1

abéliens

roi=14"'0(Idx —sop)oi=1i"'o(i—sopoi) =1i"'oi=Idy.

Ce qui entraine que r est surjectif. De plusr o 1 est un projecteur et
(roi)+ (sop) = Idx.

iv)
Ims = Kerr.

Preuve : En effet,
Kerr = Ker(i ' o(Id_sop)) = Ker (IdM — sop)

puisque i~ est injectif. Or
Ker (Idx —sop) = Im(sop)

en vertu du lemme 1.9.8. Or p étant surjectif, Insop = Ims.
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v) Il résulte de ce qui précéde que
0 Q——-M—"-N =0

est une suite exacte courte.

Proposition 1.9.10 Soient .
0> N—>X—-—,0 >0, 19.10.1

une suite exacte courte de groupes abéliens
(resp. A-modules,) et un morphisme

r: X — Ntelquer ot = Idy . 1.9.10.2

i) Le morphisme r est surjectif.
ii)
X =Imi @ Im(Idy —ior)etImi = Kerp.

Preuve : Remarquons d’abord que

(ior)? = ioroior = ior
si bien quet o r est un projecteur et que 1’on peut appliquer le lemme 1.9.8. On a donc

X = Ker(ior) @ Im(ior).

De plusKer (i or) = Im (Idx — i o). Enfin, r étant surjectif,
Im(ior) = Imi = Kerp
puisque la suite 1.9.10.1 est exacte.
iii) Il en résulte que piy, (1dx —ior) €St un isomorphisme. On note s : ) — M son isomorphisme inverse. Il
s’ensuit immédiatement que s est injectif et
pos=1Idg.

De plus s o p est un projecteur et
(roi)+ (sop=1Idx.

iv)

Ims = Kerr.

Preuve : En effet, en utilisant encore le lemme 1.9.8,
Ims = ImIdx —ior = Kerior = Kerr

puisque i est injectif.
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v) Il résulte de ce qui précéde que
0> Q—-M—"-N =0

est une suite exacte courte.

Définition 1.9.11 i) (Section)
Un morphisme s : Q — M comme en 1.9.9.2 est usuellement appelée une section de p ou un scindage de
la suite exacte et I’on di que la suite exacte courte 1.9.9.1 est scindée ;

ii) (Rétraction)
On dit qu'un morphisme » : M — N come en 1.9.10.2 est une rétraction de ¢ et I’on dit que la suite
exacte courte 1.9.10.1 est rétractée.

En fait les proposition 1.9.9 et 1.9.10 montrent qu’une suite exacte courte de groupes abéliens
(resp. A-modules,) est scindée si et seulement si elle est rétractée ;

Exemple 1.9.12 a) Bien entendu les situations envisagées en 1.7.6 fournissent des exemples de suites exactes
courtes scindées (ou de maniere équivalente rétractée.) Nous allons en fait voir a la proposition 1.9.13, qu’on a
14 en quelque sorte une situation modele de suites scindées ou rétractées.

b) Soient K un corps, F un K-espace vectoriel de dimension finie m et F' un sous espace vectoriel de E de
dimension n < m. notons G := E/F si bien qu’on a une suite exacte

0 F—3E-2 .0 50

ou p est la surjection canonique et ¢ 1’inclusion naturelle de F' dans F (i.e. la restriction de I’identité Id g
a F.) Une base (u1,...,u,) de F' se compléte en une base (uy,...,uy,) de E. C’est précisément un des
points essentiels de la théorie des espaces vectoriels et qui nous fera défaut dans le cadre des groupes abéliens
(resp. A-modules,) et auquel nous chercherons les meilleurs paliatifs possibles.

C’est alors un exercice facile (mais qu’ill est néanmoins bon d’avoir fait au moins une fois) que de montrer
que p(U;) ;n+1 < i < m ©St une base de G qui se trouve donc étre de dimension finie également.

On définits : G — E comme I'unique morphisme (application linéaire) tel que

Vn+1<i<m, sp(u)] = u;.

Il est alors immédiat de vérifier que p o s = Idg c’est-a-dire que s est une section de p.

La proposition suivante est une sorte de réciproque de 1’exemple 1.9.6.a) :

Proposition .9.13 Ftant  donnée une  suite  exacte courte de  groupes  abéliens
(resp. A-modules,) _
0> N—sXx—-—",0 =0,

s’il existe
une sections : Q — M dep (cf.19.9.2,)

(resp. une rétractionr : M — N dei (cf. 19.10.2,)

il existe une rétraction r de ¢ (resp. une section s de p,) et le morphismes
f:M—= NxQ,z = (r(x),p)etg: NxQ — M, (y,2) — i(y) + s(2)

sont des isomorphismes inverses 1’un de I’autre.
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Preuve : En effet :

Ve e M, glf(z)] = gr(z), p(x)]
= ilr(z)] + plp(z)]
=z (cf. 1.9.9.iii) ou 1.9.10.iii) ) .
Réciproquement :
V(y,2) e N xQ, flglly,2)]] = fliCy) + s(2)]
= (f[i(z(/)],zg[S(z)])
Y,z

Remarque 1.9.14 La proposition 1.9.13 ci-dessus est en fait un énoncé réciproque de la proposition 1.7.6. En
effet, avec les notations de la proposition 1.7.6, les points 1.7.6.1) a 1.7.6.ii) assurent que I’on a deux suites
exactes scindées

0> X1 -2 M —-"25 Xy, 5 0et0 - Xo—25M-"205X, 0.

On pourrait synthétiser ces résultats dans I’énoncé suivant :

Théoreme 1.9.15 Soient X et Y deux groupes abéliens
(resp. A-modules,) alors les données suivantes sont équivalentes :

a) Un morphisme injectifi : Y < X tel que la suite exacte

05Y —5Xx—L250Q =0
qui s’en déduit soit scindée/rétractée.
b) Un morphisme surjectifp : X — Y tel que la suite exacte

0 N—— X3y 50

qui s’en déduit soit scindée/rétractée.

c) Un morphisme injectif 1:Y = X et un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) Z C X tel que

d) Un groupe abélien
(resp. A-module,) Z et un isomorphisme

FiY XY 2 X.

Définition 1.9.16 (Facteur direct) Dans le cas ou X et Y sont des groupes abéliens
(resp. A-modules,) vérifiant les conditions équivalentes du théoréme 1.9.15, on dit que Y est un facteur direct de
X. Ceci signifie  que Y est alafois un  quotient et un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) de X.

Corollaire 1.9.17 Etant donné un groupe abélien
(resp. A-module,) X,

i) si Y et Z sont des sous-groupes
(resp. sous- A-modules,) de X tels que
X =Y o Z

le morphissme naturel Y x Z — M |, (z,y) — x + y est un isomorphisme ;
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ii) Réciproquement, si Y et Z sont des groupes abéliens
(resp. A-modules,) tels qu’on ait un isomorphisme

fiYxZ X,

que lon note
1Y > X,z f(z,00etj : Z - X,z — f(0,z),

X = i(Y) @ j(2)
qu’on abrégera, si aucune confusion n’est a craindre en

X =Y @& 7.

Proposition 1.9.18 Soient X1 - X un morphisme de groupes abéliens
(resp. A-modules,), (Yi, Zy) un couple de sous-groupes
(resp. sous- A-modules,) de X; ,; — 1 ou 2 , tel que

Xi =Y, ® Z, f1) C Yaet f(Z1) C Z2.

On note alors
fy = fiy, (resp. fy = f|z, ) larestrictionde f aY; (resp..Z; .)

Ker f = Ker fy & Ker fz.

Preuve : Puisque
Ker fy € Y7etKerfz C 7,

que Z1 et Y7 sont en somme directe, la somme Ker fy + Ker fz est nécessairement directe. Or pour tout
x € X, il existe un unique couple (y,z) € Y1 X Zy telquex = y+ z. Or

flz) =0 & fly+z) =0 fr(y) + fz(z) =0,

fy(y) € Y fz(2) € Zs, Ys et Zy sont en somme directe si bien que

fry)+fz(z) =0< fy(y) = fz2(2) =0 y € Kerfyetz € Kerfz.

i)
Imf =Imfy @& Imfz.

Preuve : Ici encore, comme ci-dessus, la somme Im fy + Im f7 est directe; I'inclusion Im fy + Im f; C
Im f est immédiate.
Pourtoutz € Im f,ilexisteu € X;telquex = f(u). Orilexiste (v,w) € Y1 X Z; telqueu = v+w
si bien que
v = f(u) = flotw) = fy(v)+ fz(w) € Imfy + Im fz.
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Le théoréme qui suit permetra notamment de donner une preuve moins technique que dans le cas général
du théoréme I1.10.5 dans le cas des groupes abéliens et des K[X]-modules (E, ).

Théoréeme 1.9.19 (Principe d’EULER-POINCARE) i) Si
0K —G— H—=0

est une suite exacte courte de groupes abéliens, G est un groupe fini si et seulement si il en est de méme de K
et i et dans ce cas

#(G) = #(K) * #(H) .
i) Si
0 - N —F — @ —0

est une suite exacte courte de K-espaces vectoriels, E est de dimension finie si et seulement si N et (Q le sont
et dans ce cas
dimg F = dimg N + dimg Q .
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I.10 . —Divisibilité et idéaux
Supposons donc dans cette section (I.10) que (A, +, %) est un anneau commutatif (cf. 1.1.8.)

Définition 1.10.1 (Divisibilit€) Pour tout couple (a,b) € A x A, on dit que a divise b ou que a est un diviseur
de b ou encore que b est un multiple de a et ’on note a|b, s’il existe ¢ € Atelqueaxc = b.

Lemme 1.10.2
V(a,b) e AX A, alb & bA C aA & b € adA

(ol a A est I’idéal principal engendré par a .)

Remarque 1.10.3 On sait que dans un anneau A, pour touta € A, 0xa = 0 .Il en résulte que pour tout
a € A,al0.
Par ailleurs
Va€ A, Vbe A Vee A, (albetale = alb+c).

Remarque 1.10.4 On remarque que la notion de divisibilité « correspond » a I’inclusion sur les idéaux laquelle
est une relation d’ordre partielle. La réflexivité et la transitivité ne posent aucune difficulté pour la relation de
divisibilité mais il n’est pas clair qu’elle soit antisymétrique : a|b et b|a n’implique pas forcément que a = b.
Méme dans Z 5| — 5 et —5|5.

On verra comment on peut affiner cette notion de maniere intéressante dans le paragraphe concernant les
anneaux intégres (cf. I.11.)

Définition 1.10.5 (Elément premier) Un élément ¢ € A est dit premier si ’idéal principal engendré par a
aA est premier (cf. 1.3.8;) ce qui équivaut a dire que a ¢ A (cf. 1.4.5,) et

V(b,c) e Ax A, albxc = alb V alc.

Définition 1.10.6 (Elément irréductible) Un élément a € A est irréductible si a ¢ A (a n’est pas inver-
sible) et
V(b,c) EAXx A, a =bxc=be A Vce A*.

Remarque 1.10.7 Les définitions 1.10.6 et I.10.5 sont présentées ici de maniere tout a fait indépendantes I’une
de l’autre contrairement a 1’habitude qu’on peut en avoir en travaillant dans les anneaux usuels Z ou K[X].
Ces deux notions n’entretiennent en effet de rapports étroit que si on fait des hypothéses sur ’anneau A. Un
premier résultat sera obtenu dans la proposition I.11.1 en supposant que A est integre. Finalement dans le cas
des anneaux principaux le lemme de GAUSS et son corollaire le lemme d’EUCLIDE (cf. 1.13.2.6,) permettra de
« presque » confondre les deux notions d’irréductibilité et de primalité et de retrouver la définition usuelle de
nombre premier

Notation 1.10.8 On notera
VXCA,DX) :={y e A;VeeX, ylz} (resp. M(X) := {y € A; Vx e X, z|y})

I’ensemble des diviseurs (resp. multiples) communs a tous les éléments de X.
De maniere un peu abusive, on notera encore

D(J},y) = D({xay}) (resp./\/t(ac,y) = M({may}) )
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Proposition 1.10.9 Pour tout X C A,

d € D(X) & (X) C dA,
(ott (X)) est I’idéal engendré par X défini en (cf. 1.4.2.)
Corollaire 1.10.10 Pour tout X C A, A* C D(X).

Définition 1.10.11 Pour X C A,si D(X) = A ondit que les éléments de X sont premiers entre eux (dans
leur ensemble).

Remarque 1.10.12 Cependant la situation que nous aurons souvent a considérer par la suite est celle ou deux
éléments = et y de A sont premiers entre eux i.e.ot D({z,y}) = A* ouvienol X C A est constitué
d’éléments deux a deux premiers entre eux c’est-a-dire

V(z,y) € X x X, D{z,y}) = A*.

Bien siir que cette situation entraine que les éléments de X sont premiers entre eux dans leur ensemble mais le
fait que les éléments de X sont deux a deux premiers entre eux est une hypothese plus forte. Les éléments 2, 5,
6 de Z sont premiers entre eux dans leur ensemble mais pas deux a deux premiers entre eux.

Définition 1.10.13 (PGCD PPCM) Etant donné un ensemble X C A, on appelle plus grand commun diviseur
ou PGCD (resp. plus petit commun multiple on PPCM)

un plus grand élément de D(X )(resp. un plus petit élément de M(X), )

au sens de la relation | bien entendu, autrement dit, un élément d € D(X) (resp. m € M (X)) tel que:

Va € X, dlaet Vb € D(X), b|d (resp. Va € X, a|m et Vb € M(X), m|b.) 1.10.13.1
Remarque 1.10.14 La définition 1.10.13 peut sembler un peu abusive au sens ol nous n’avons parlé de plus
grand élément ou de plus petit élément que pour une relation d’ordre. Nous verrons en outre que la relation -|-
n’est pas « vraiment » une relation d’ordre (cf. I.11.6,) met en particulier en défaut le fait que de tels éléments,
s’ils existent, (ce que nous n’avons pas encore établi mais qui le sera pour les anneaux principaux (cf. 1.13.1.3

et 1.13.1.6) est unique.

Lemme 1.10.15 Etant donné une partie X C A, tous les PGCD (resp. PPCM) de X s’ils existent engendrent
un méme idéal (cf. 1.4.4.)

Notation 1.10.16 Le lemme ci-dessus peux motiver les notations suivantes : Pour X C A d (resp. m) un PGCD
(resp. PPCM) de X, on notera :

/\X = dAet PPCM(X) := mA. 1.10.16.1

Pour tout (z,y) € A x A, onnotera:

zAy = \{z,y} et PPCM(z,y) = PPCM({z,y}). 1.10.16.2
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I.11 . —Eléments remarquables d’un anneau intégre
Dans cette section (I.11,) (A, +, *) est un anneau commutatif intégre (cf. .1.8,1.1.14.)

Proposition 1.11.1 Dans un anneau commutatif intégre A, tout élément premier (cf. 1.10.5,)
non nul est irréductible (cf. 1.10.6.)

Définition 1.11.2 (Eléments associés) Pour (a,b) € Ax A, onditqueb estassocié a a s’il existe un élément
inversibleu € A*,telqueb = ux*a.

Lemme L.11.3 La relation d’association est une relation déquivalence.

Lemme 1.11.4 Pour tout (a,b) € A x A, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) albetbla;
b) aA = bA;
¢c) Ju € A, b = axu;
d Ju € A a = bxu;

e) a etb sont associés.

Remarque I.11.5 L’équivalence entre 1.11.4.b) et I.11.4.e) peut se reformuler en disant qu’on a une bijection
naturelle entre les classes d’équivalences pour la relation d’association et les idéaux principaux de A.

Remarque I.11.6 Bien qu’elle soit réflexive et transitive, la relation | (divise) n’est pas « vraiment » antisymé-
trique, fait qu’on ne peut pas dire que | est une relation d’ordre.

Cependant la relation d’association est une relation d’équivalence. On dira dans ce cas que | est une relation
de pré-ordre. Ce pré-ordre n’est pas total, en effet on ne peut pas toujours comparer deux éléments de Z du
point de vue de la divisibilité. Par exemple, on n’a ni 3|5 ni 5|3.

Lemme 1.11.7 L’élément neutre pour + 0 est le plus grand élément pour | tandis que tout élémentu € A est
un plus petit élément pour |.

Remarque I.11.7.1 On constate d’ores et déja que | ne se comporte pas tout a fait comme une relation d’ordre
puisqu’il n’y a pas unicité d’un plus petit élément.

Lemme L.11.8 Pourtout X C A, les PGCD de X (resp. PPCM de X ) forment une classe d’équivalence pour
la relation d’association.

Remarque 1.11.9 On n’a pas parlé jusqu’ici du PGCD ni du PPCM mais d’un PGCD ou d’un PPCM a cause du
défaut d’unicité constaté dans le lemme ci-dessus. Ce dernier énoncé montre en outre que de toute évidence, le
«bon objet » a considérer n’est pas un PGCD ou un PPCM mais la classe d’association des PGCD (resp PPCM)
qui, pour le coup, et d’apres le lemme 1.11.8 est unique. Cette classe d’association elle-méme ne semble pourtant
pas étre un objet tres utilisable sauf a remarquer qu’on peut la représenter par un objet tout a fait maniable a
savoir un idéal. Grace au lemme 1.11.4 on sait en effet que tous les PGCD (resp. PPCM) engendrent le méme
idéal.

Le défaut majeur de ces notions, dans ce cadre trop général, est de ne pas jouir d’un résultat d’existence.
Un cadre confortable pour s’y intéresser est celui des anneaux principaux (cf. I.13,) a moins qu’on introduise la
notion d’anneau factoriel, ce qui ne sera pas fait dans le cadre de ce cours.
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.12 . —Anneaux principaux

Définition I1.12.1 (Idéal principal) Unidéal aA poura € A comme dans’exemple 1.3.6.b), est dit principal.
On dit que I’idéal a A est engendré par a ou encore que a est un générateur de 1’'idéal a A.

Définition 1.12.2 (Anneau principal) Un anneau commutatif A est principal s’il est integre (cf. 1.1.14,) et si
tout idéal de A est principal.

Exemple 1.12.3 a) Un corps est un anneau principal, puisqu’on a déja remarqué (cf. 1.3.6.a),) que ses seuls
idéaux sont {0} et lui-méme qui sont évidemment principaux. Néanmoins cet exemple ne présente qu’un intérét
trés limité du point de vue de I’ arithmétique.

b) La proposition 1.13.6.4 nous permettra de donner un certain nombre d’exemple d’anneaux principaux qui
ne sont pas des corps a savoir les anneaux euclidiens :

Exemple 1.12.4 D’autres exemples d’anneaux principaux sont donnés par :

a) (I’anneau des entiers relatifs)
I’anneau Z . des entiers relatifs ;

b) (Les anneaux de polynomes)
les anneaux de polyndmes K[X] (cf. I[1.4.4,) ou « est un corps;

c) (Les entiers de GAUSS)
I’anneau des entiers de GAUSS ;

d) (Les entiers d’Eisenstein)
et I’anneau des entiers d’Eisenstein.
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I.13 . —Arithmétique des anneaux principaux

I.13.1 . —Existence de PGCD et de PPCM dans les anneaux principaux

Dans la suite, c’est-a-dire dans les paragraphes 1.13.1 a 1.13.5 A est un anneau principal.

Lemme 1.13.1.1 Pourtout X C A, ilexisted € A, telque (X) = dA.

Lemme I.13.1.2 Pour X C A, sidestun générateurde (X),i.e.si (X) = dA, ilexisten € N, a;,1<i<n €
Aetuz; i<i<n € X tels que
d = Zai * Xy .
i=1

Proposition 1.13.1.3 (PGCD) Soit X C A une partie de A (qui peut étre finie ou non.)
i) X admet un PGCD (cf. 1.10.13;)

ii) d € AestunPGCD de X si et seulement si (X) = dA;

iii) pour tout PGCD d de X :

dn e NVI<i<n, (3z; € X, 3a; € A, ), d =) a;jxx;. 1
=1

Définition 1.13.1.4 (Identité de BEZOUT) La formule I.13.1.3.iii).1 est appelée identité de BEZOUT et les é1é-
ments a; ,1<i<n € A coefficients de BEZOUT.

Remarque 1.13.1.5 La proposition I.13.1.3 montre en particulier que, dans le cas ol A est un anneau principal
et X C A, les notations (X) introduite en 1.4.1 et A X introduite en 1.10.16.1, sont redondantes au sens ol
elles désignent le méme objet, a savoir 1’idéal engendré par X. Cependant dans le cas ol A est principal, cet
idéal est aussi celui engendré par n’importe quel PGCD des éléments de X.

On pourrait aussi sans grande difficulté constater que les éléments de X eux-mémes sont bien moins déter-
minants que les idéaux qu’ils engendrent. En effet, si on remplace les éléments de X par des éléments qui leurs
sont associés, 1’idéal (X ) n’est pas changé et partant I’ensemble des PGCD non plus.

Proposition 1.13.1.6 (PPCM) Pour tout X C A, X admet un PPCM et les PPCM de X sont les générateurs
de I'idéal
NX) = ﬂ:z: € XzA.

L.13.2 . —Théoréme de BEZOUT,

lemme de GAUSS,
lemme d’EUCLIDE

On insiste que dans cettte section (I.13.2) I’anneau A est principal. Certains résultats comme le lemme
de GAUSS (cf. 1.13.2.3,) le lemme d’EUCLIDE (cf. 1.13.2.6,) pourrraient étre obtenus dans un cadre plus
général, a savoir celui des anneaux factoriels, mais I’hypothése A principal est indispensable pour dispo-
ser du théoreme de BEZOUT 1.13.2.1. Dans la mesure oui, dans ce paragraphe les résultas qui suivent sont
des corollaires de ce premier théoréme, il est évident que la stratégie de démonstration devra étre tout a
fait différente pour les obtenir dans un autre cadre que celui des anneaux principaux.
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Théoréeme 1.13.2.1 (de BEZOUT) Pour tout X C A, les assertions suivantes sont équivalentes :
a) D(X) = A* c’est-a-dire que les éléments de X sont premiers entre eux dans leur ensemble (cf. 1.10.11.)
b)
(X) = \X = 4.
¢) L’élément1 de A est un PGCD pour X.

d) Ilexiste unentiersn € N, unn-upleta; ,i<i<n € A, unn-upletz;,i<i<, € X tels que
n
Z a; X T; = 1.
i=1

Corollaire 1.13.2.2 (Idéaux comaximau) Deux idéaux J et J de A sont comaximaux (cf. 1.4.8.iv),) si et seule-
ment si pour tout couple (x,y) € Ax Atelqued = xAetJ = yA x ety sont premiers entre eux.

Théoréme 1.13.2.3 (Lemme de GAUSS) Pour tout (a,b,c) € A x A X A, sia etb sont premiers entre eux,
et albe alors alc.

Remarque 1.13.2.4 11 se peut que dans la littérature, le lemme de GAUSSne soit pas habituellement déduit du
théoréme de BEZOUT mais plut6t du théoréme fondamental de 1’arithmétique (théoréeme 1.13.5.3.) Il pourrait
alors sembler surprenant de procéder comme on I’a fait. Pour expliquer cette différence d’approche, il fau-
drait mentionner qu’il existe des anneaux dans lesquels le théoréme 1.13.5.3 est satisfait mais dans lesquels le
théoréme de BEZOUT 1.13.2.1 ne I’est pas. Dans de tels anneaux dits factoriels le lemme de GAUSSest encore
vérifié mais ne peut alors se déduire du théoréme de BEZOUT. Pour donner une quelconque pertinence aux
considérations qui précede il faudrait encore montrer qu’il existe vraiment des anneaux factoriels qui n’ont pas
la propriété de BEZOUT, ce qui est effectivement le cas.

Lemme 1.13.2.5 Pour tout p € A irréductible et touta € A, sip ne divise pas a, a et p sont premiers entre
eux.

Théoreme 1.13.2.6 (Lemme d’EUCLIDE) Dans un anneau principal A, tout éléments irréductibles (ct. 1.10.6,)
est premier (ct. 1.10.5.)

Remarque 1.13.2.7 Comme on a supposé dans cette section que A est intégre, tout élément premier non nul
de A est irréductible (cf. I.11.1,). Le lemme d’EUCLIDE ci-dessus montre donc que les notions de premiers
et d’irréductibles coincident peu ou prou, et correspondent a 1’idée que 1’on a depuis longtemps des nombres
premiers.

Proposition 1.13.2.8 Etant donné un anneau principal A qui n’est pas un corps, pour tout élémentp € A, le
quotient A/pA est un corps si et seulement si p est irréductible (cf. 1.10.6.)

L1.13.3 . —Arithmétique modulaire

Proposition 1.13.3.1 Etant donné un anneau principal Aetp € A, sip estirréductible I’anneau quotient A/ Ap
est un corps. La réciproque est vraie, pour peu que A ne soit pas déja lui-méme un corps.

1.13.4 . —Le théoréme chinois des restes

Notation 1.13.4.1 i) Pour toutidéal I de A, onnoteranw; : A — A/I la surjection canonique
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Pourn € NetZ := Ij,i<k<n une famille d’idéaux, on notera :

ii)
Vi<k<n, pp : HlnA/Ij — A/l
J

la projection du produit sur le £*™ facteur (cf. 1.7.1,)

iii) II existe alors un unique morphisme d’anneaux

Tz A — H 1nA/I;
J
caractérisé par le fait que

Vi<k<mn, py o mg = 7y,

Plus explicitement, pour tout x € A,
mr(x) = (7r11 (),...,m, (z)) .

iv) On simplifiera autant que possible la notation 77, en 7, si aucune confusion ne peut en résulter. De méme
on notera simplement 7 au lieu de 7wz s’il n’y a pas d’ambiguité sur la famille d’idéaux considérée.

v) Enfin on notera
Yz ousimplementyy : A — A/( () A/L)

1<j<n
la surjection canonique.

On peut synthétiser ces notations dans le diagramme suivant :

wll \(Wlk lpk
A/(ﬂlgjgnA/Ij) A/l .

1.13.4.1.1

Proposition 1.13.4.2 Soientn € N,7Z := I ,,<1<p unn-uplet d’idéaux de A.

i) 1l existe un unique morphisme injectif d’anneaux

v A/ ﬂ A/L) —>H1nA/Ij telque vy o ¢ = 7.

1<j<n J

ii) Si les idéaux I, ,1<r<n sont deux a deux comaximaux (cf. 1.4.8.iv),) m est surjective et partant -y est surjec-
tive et donc un isomorphisme.
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Remarque 1.13.4.3 Une lecture attentive montrera que dans la preuve de la proposition I.13.4.2 il n’a jamais
été fait usage du fait que A est un anneau principal ni d’aucun des résultats que nous avons établis pour ce type
d’anneau (cf. TD n° II, exercice B.)

La particularité du cas des anneaux principaux va consister a traduire en termes de PGCD 1I’hypothese que
les idéaux sont deux a deux comaximaux grace au corollaire [.13.2.2, et conduira a la forme suivante (théoréme
1.13.4.4,) plus usuelle, du théoreme chinois des restes. Des formulations plus particulieres encores dans le cas
de I’anneau Z (resp. de I’anneau K[ X]) pourront étre données .

Théoreme 1.13.4.4 Soientn € N, aj ,1<k<y des éléments de A et m un PPcM (cf. 1.13.1.6,) des aj, ,1<k<n -

Pourtoutl < k < nonnotery : A — A/arA (qui correspond a la notation donnée en I.13.4.1.iv)
pour peu qu’on définisse I’idéal I, par I, := apA. Il s’en déduit comme en 1.13.4.1.iii) un morphisme
d’anneaux

T A ﬁA/ajA = [[1na/1; .
=1 j

Notons encore v : A — A/mA la surjection canonique (qui n’est autre que le morphisme » défini en
1.13.4.1.v) dans la mesure oul
mA = m ajA
1<j<n
(ct.1.13.1.6.))
Alors :

i) 1l existe un unique morphisme injectif d’anneaux

v i A/mA — HA/ajA telque v o ) = 7.

J=1

ii) Si les ay, ,1<k<n sont deux a deux premiers entre eux (cf. 1.10.11,) le morphisme 7 est surjectif ce qui
entraine que vy est surjectif et donc un isomorphisme.

1.13.5 . —Théoréme fondamental de I’arithmétique

La preuve des résultats de cette section peut étre assez appréciablement simplifiée dans le cas de Z ou
K[X] en utilisant la valeur absolue ou le degré. Il peut cependant étre instructif de savoir que ces énoncés
sont valables dans un cadre plus général.

Lemme 1.13.5.1 Tout élémenta € A \ A* posséde un diviseur irréductible.

Preuve : Construisons des suites (an) ,neN et (bn) sneN 4 valeurs dans A de la maniére suivante. On pose
ag = a,ethy := 1.
— Sia, n’est pas irréductible, il existe a, 11 et b, 11 tous deux non inversibles tels que a,, = ap41%bp11.
— Sinon on pose ap11 = anetb,4; = 1.
Les suites (an) snen et (bn) nen sont bien définies par récurrence.
Notons J,, := a,A, I'idéal engendré par a,,. Puisque a,,1|a,, la suite (Jn) ,neN est croissante. Il résulte

alors de la proposition 1.3.12.iii), que J := U J,, est un idéal de A.
neN
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Puisque A est principal, il existec € AtelqueJ = cA. Orc € J,doncc € U J,, ; donc il existe

nneN
p € Ntelquec € J,. llenrésultequeJ C J,. CommeJ, C T par construction,J = J,. Comme

VgeN,¢q>p = T, C Jg,

On a
J, CJ, C T =7,
si bien que
VgeN, g>p = T, = TJ,.
En particulier 3,1 = J,. Ceci entraine que ap+1 € Jp i.e. aplapsi. Comme, par hypothése, a,1|ap,
ap+1 etay sont associés. Il existe doncu € A* tel que apy1*¥u = ap. Parconstructiononaa, = apy1%bpi1,
il en résulte que b,41 = wu. Ceci entraine par construction des suites (an) ,neN et (bn) mmeEN, que a, est

irréductible. Or a,|a, si bien qu’on a mis en évidence un diviseur irréductible de a.

Remarque 1.13.5.2 En considérant attentivement la preuve du lemme 1.13.5.1, on constate qu’on a montré que
dans un anneau principal toute suite croissante d’idéaux est stationnaire a partir d’un certain rang. Un anneau
possédant cette propriété est dit noethérien.

Théoreme 1.13.5.3 (fondamental de ’arithmétique) i) Pour tout élémenta € A, a # 0, il exist un entier
n € N des éléments irréductibles p; ,1<i<n deux a deux non associés, des entiers naturels co; ,1<i<n € N, et

un élément inversible u tels que :
n

a:u*pr‘i. 1

i=1

ii) La décomposition ci-dessus d’un élémenta € A, a # 0, est unique au sens ou si

d e
a:u*Hp?i:v*qui, 1
i=1 i=1
m = n et il existe une bijectiono : [1;d] — [1;d] tel que
V1<i<n, a; = Bou), pi€t qa(i) sont associés .

Remarque 1.13.5.4 On pourra étre surpris de voir ici que la décomposition en produit de facteurs premiers
(irréductibles) apparait comme une conséquence du lemme de GAUSS (cf. 1.13.2.3,) ou du lemme d’Euclide (cf.
1.13.2.6,) alors que souvent I’on présente ces deux résultats comme conséquence de la décomposition en produit
de facteurs premiers. On pourrrait montrer qu’en fait ces propriétés sont équivalentes pour un anneau et qu’en
particulier un anneau dans lequel le théoréme de BEZOUT est vérifié, les possede.

Définition 1.13.5.5 (Valuation p-adique) Le théoréme I.13.5.3.ii) assure que pour tout
a = u*pr e A\ {0},
i=1

I’entier naturel «; est bien défini. On le notera vy, (a) qu’on appellera valuation p;-adique de a.
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1.13.6 . —Algorithme d’Euclide

Il ne suffit pas que ’anneau A soit principal pour qu’on puisse mettre en ceuvre 1’algorithme d’Euclide,
celui-ci s’appuyant en effet sur la division euclidienne. Les anneaux Z et K[X] (cf. [11.4.2,) disposent néan-
moins de cette propriété. Nous allons introduire la notion d’anneau euclidien a seule fin de donner une dé-
nommination commune a ces situations et remarquer que les anneaux euclidiens sont principaux de maniere a
pouvoir utiliser toutes les ressources dévloppées dans le paragraphe I.13, a propos des anneaux principaux.

Définition 1.13.6.1 Etant donné un anneau commutatif intégre A, un stathme euclidien sur A est une applica-
tion

v A\ {0} > N

vérifiant :

V(a,b) € A x (A\{0}), 3(q,)r € A x A, a = bxq + ret(r = 0ouv(r) < v(b)), LI3.6.1.1

V(a,b) € (A\ {0}) x (A\{0}), v(b) < v(a*b). 113.6.1.2

Un anneau commutatif integre muni d’un stathme euclidien v est appelé anneau euclidien et on parle de
division euclidienne suivant le stathme v.

On adopte en général la terminologie usuelle suivante : a est le dividende b le diviseur q un quotient et r un
reste.

Exemple 1.13.6.2 a) ((Z,|-|))
L’anneau Z muni de la valeur absolue est un anneau euclidien .

b) ((K[X], deg(-)))
L’anneau K[X ] muni du degré deg(+) est un anneau euclidien (cf. I1L.4.)

) (K[X],val(-)))
L’anneau K[X] peut également &tre muni du stathme euclidien donné par la valuation val(-) donnant lieu a
la notion de division suivant les puissances croissantes.

d) (Entiers de GAUSS)

Remarque 1.13.6.3 On constate que dans la définition 1.13.6.1 aucun énoncé d’unicité du couple (g, r) n’est
donné contrairement & ce qui est le cas dans le cas de I'anneau Z ou méme pour ’anneau K[X] (cf. 111.4.2.)
Dans ces deux cas, le stathme euclidien considéré posseéde une propriété supplémentaire de « compatibilité » a
Iaddition |a + b] < |a| 4+ ||, deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) qui n’est pas exigé par les axiomes
1.13.6.1.1 et 1.13.6.1.2. On constatera que 1’anneau des entiers de GAUSS n’a pas de telle propriété et que
néanmoins une arithmétique similaire a celle des anneaux Z et K[ X|] peut y étre développée.

En particulier I’absence d’énoncé d’unicité dans la division euclidienne n’interdit pas de montrer que 1’an-
neau est principal comme nous allons le voir dans la proposition 1.13.6.4 qui peut servir de point de départ a
toute I’arithmétique de ces anneaux.

Proposition 1.13.6.4 Un anneau euclidien (A,v) (olt A est un anneau commutatif intégre et v un stathme
euclidien) est principal.
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Proposition 1.13.6.5 (Algorithme d’Euclide) Soit (A, v) un anneau euclidien

(cf. I.13.6.1.) Etant donnés deux éléments aq et ay de A, I'algorithme d’Euclide consiste en la donnée des suites

(an) meN (un) meN (Un) meN et (Qn) meN

définies par récurrence de la maniére suivante :

ug = 1
u =0 113.6.5.1
Vo = 0
v = 1;
pourtoutn € N, siapy; =0,
Unt+2 = Upt2 = Uny2 = qn = 0;
sinon, g, est un quotient de la division euclidienne de a,, par a,+1 €t any2 = Qn — Qn * Ap41 Un reste. On
pose alors :
Untz = Un = dn ¥ Untl [13.6.5.2
Un+2 = Unp —(qn*Unytl -
Alors :
i) Soit
vneN, a, = 0,
et on pose m := 0, soit
ImeN, ((am # 0)et (Vg>m, ag = 0)).
ii)

Vn € N, (n <m-—2 = D(an,ant1) = D(an+1,an+2)) :

d’ou il résulte que d est un PGCD de a,, et a,+1 si et seulement si d est un PGCD de a,, 11 et a2.

i)
VTLGN, Qp = Qo * Up + A1 *VUp .

iv) L’élément a., ¢ 4 est un PGCD pour ag et a1, U, et v,, des coefficients de BEZOUT (cf. 1.13.1.4.)

Exemple 1.13.6.6 On peut ' mettre en oeuvre 1’algorithme d’Euclide de la maniére suivante :

qn 427 Un  Un
179 1 0
11 0 1
16 3 1 -16
3 2 =3 49
1 1 4 —65

d’ou il résulte que
17T9AN11 = 1et4%179 — 65611 = 1.

1. On n’a jamais dit « on doit »
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Remarque 1.13.6.7 En considérant attentivement la proposition 1.13.6.5, on constaterait qu’il n’est nul besoin
de savoir a priori qu’il existe un PGcD dans 1’anneau A. En particulier nul besoin de savoir si I’anneau A
est principal ou non. I’algorithme d’Euclide établit directement I’existence du pGCD a partir de la division
euclidienne. Comme il donne également les coefficients de BEZOUT il permet de démontrer le théoréme de
BEZOUT sans recours au formalisme des idéaux. Reformuler le théoréme chinois des restes dans ce contexte
commencerait peut-étre a devenir moins séduisant moins encore si on s’avisait d’en donner une formulation
pour I’anneau K[X].
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1.14 . —Exercices

Exercice 1.14.1 [Loi de composition, (Magma)]
Cet exercice a été traité dans le premier TD d’algebre I (M303).

Dans tout cet exercice A est un ensemble muni d’une loi de composition associative (i.e. un magma
associatif (cf. 1.0.1.2.)) Pour tout (z,y) € A X A, on note simplement 2y leur composé qu’on appellera
également produit.

1) a) Soit n un entier > 2, et soient ay,...,a, des éléments de A. Pour calculer dans A le produit
ajas . ..ay, il faut mettre des parentheéses de facon a ne calculer, aux étapes successives, que des produits
de deux éléments de A. Montrer que le résultat ne dépend pas du choix d’un tel parenthésage; on le note
a1as ...0ap.

Indication : On pourra procéder par une récurrence sur n, et comparer deux tels parenthésages, I’'un ou le
dernier produit effectué regroupe les k premiers termes : (a; . .. ay)(ag+1 - - - an ), autre oit le dernier produit
regroupe les (k + 1) premiers termes (1 < k < n).

b) Poura € Aetpentier > 1, onnote a® le produita; ...ap ol a; = ag = ... = a, = a. Montrer qu’on

a
aPa? = a’*9 et (aP)? = aP? pour p, q entiers > 1.

2) a) Supposons que A possede un élément neutre, ¢’est-a-dire un élément e tel que ea = ae = a pour
touta € A. Montrer qu’un tel élément est unique ; on le note souvent 1 et on pose a® = 1 pour touta € A.

b) Etendre aux entiers p et ¢ > 0 les régles établies en question 1), b).

¢) Soient a,b,c des éléments de A tels que ab = bc = 1 ; montrer qu’alors a = c. En déduire que si a possede
un inverse b, cet inverse est unique ; on le note ¢~ !.

d) Prouver que si des éléments aq, . . ., a,, de A ont chacun un inverse, alors a; . . . a,, est inversible aussi, et
calculer son inverse.

e) Prouver que I’ensemble des éléments inversibles de A est un groupe pour la loi (a, b) — ab.

f) Sia estun élément inversible de A, on pose a=? := (a~!)P pour p entier > 1. Etendre les régles établies
en question 1), b) a tous les entiers p, ¢ € Z.

3) a) Soient x et y deux éléments de A qui commutent : zy = yz. Prouver que, quels que soient les
entiers p et ¢ > 1, 2P et y? commutent aussi, et qu’on a (zy)? = xPyP.

b) Etendre ces résultats aux entiers p et ¢ > 0 si A a un élément neutre 1, et a tous les entiers p et ¢ si z et y
sont inversibles.

¢) Si on prend pour A un groupe abélien avec une loi noté additivement (a,b) — a + b, on écrit 0
(plutdt que 1) pour I’élément neutre et on note nx au lieu de =™ (en particulier I’opposé de z, ¢’est-a-dire

I’inverse pour la loi +, est noté —z .)

a) Ecrire dans ces notations les résultats obtenus en question 1), question 2), question 3).
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b) Pour z, y dans A on pose alors z — y = = + (—y) ; prouver que c’est le seul élément z de A tel que
x=z+y;caleuler —(z —y), (z —y) + (&' —y'), (x —y) — (@' — ).

4) Pourn € N* et tout n-uplet a; ,1<;<,, d’éléments de A, on définit le produit des a; ,1<;<, qu’on note
a1 X ... X ay, parrécurrence : Sin = 1, le produit de I’élément ¢ est a lui-méme et pour tout n + 1-uplet
Aj ,1<i<n+1

(a1 X ... X apy1) = (a1 X ... X Gp) X Qpt1 -

a) Soit n un entier > 1, et (a;); ¢ r une famille & n éléments de A, ces éléments commutent I’un a 1autre.

Montrer que, quelle que soit la numérotation ¢4, . . ., 4, qu’on mette sur I (i.e.quelle que soit la bijection n + 4,
de {1,...,n} sur I ,) le produit a;, X ... X a;, esttoujours le méme; on le note H a; [on pourra procéder
icl

par récurrence sur n et comparer deux tels produits, tout d’abord dans le cas ot un élément b de A se trouve en
derniere position, puis dans le cas ot un élément b de A se trouve en £ position dans le premier produit, et
en (k + 1)“™ position dans le second, 1 < k < n .|

b) Soit] = U Ji; une partition de I (en sous-ensembles deux a deux disjoints non vides.) Montrer qu’on
ke K
a:
[o= I (1] @)
i€l ke K jey
Pour m entier > 1, ona
L = T
iel ier

¢) Supposons que A ait en outre un élément neutre 1 ; on pose alors H a; = 1 si I est vide; étendre les
i€l
regles précédentes aux cas oll /, ou I’'un des Jj, est vide.

d) Supposons que A soit un groupe abélien noté additivement; on écrit alors Z a; ; traduire dans ces
iel
notations les résultats précédents.

5) Soit X un ensemble. On munit ’ensemble AX des applications de X dans A de la loi (f, f') — ff’
ou ff'(z) = f(x)f'(x) pour tout x € X .

a) Montrer que la loi définie ci-dessus est la seule pour laquelle, pour tout x € XX, f — f(z) estun
morphisme.

b) Montrer que cette loi sur AX est associative et que A est un groupe pour cette loi si A est un groupe, un
groupe abélien si A est un groupe abélien.

¢) Si A estun groupe, et X un autre groupe, montrer que I’ensemble Hom (X, A) des homomorphismes de
groupes de X dans A est un sous-groupe de AX, pourvu que A soit abélien.
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6) (Groupe abélien)
On suppose que A est un groupe abélien et pour toutp € Z ettouta € A, onnotep-a := aP avec
les notations de question 2), f) et question 1), b).

Réécrire dans ce formalisme les résultats de question 1), b) et question 2), f).

Exercice 1.14.2 Quelle différence y-a-til entre 1.5.1.1) et [.5.1.ii) du point de vue des anneaux et de celui des
groupes. Comparer a la proposition A.5.1.

Exercice 1.14.3 Avec les notations I.7.1, montrer que pour tout /' muni d’une des structures algébriques 1.7.1.1)
ou I.7.1.iii), I’application

Hom(F, P) — [[Hom(F Ex), f = (p1of.....pnof)
k=1

est un isomorphisme pour la structure algébrique considérée.

Exercice 1.14.4 Avec les notations 1.7.1, si V1 < k < n, F; est un anneau,
(resp. une A-algebre,)

1) les applications i;, de la proposition 1.7.6 sont-elles des morphismes d’anneaux (resp. de A-algebres ?)

2) Que peut-on dire de Im iy, 7

Exercice 1.14.5 Démontrer le théoréme 1.9.19.
Exercice 1.14.6 Soit .
0 B——A—"5C =0
une suite exacte courte de groupes abéliens finis. On suppose que #(B) et #(C') sont des entiers premiers entre
eux. Montrer qu’alors la suite exacte courte est scindée.
Exercice 1.14.7
Exercice 1.14.8

Exercice 1.14.9 [Valuations p-adiques]

Soitp € P.

On peut, dans cet exercice, remplacer Z par n’importe quel anneau principal A et Q par son corps
des fractions K.

1) Pourtoutz € Q, z # 0, montrer qu’il existe un unique triplet

Ny

* — T _ _ _
) €T T ) xr T b) xr T .
(re,ng,dy) € ZXZxN telquex = p 7 ngANdy; =1, pAd, = letpAn, =1
xr
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On définit ainsi une application v, : Q — Z en posant

vp(x) == rz Vo € Q\ {0}etvy(0) := (+00).
Pour tout z € Q\ {0}, on notera

S(z) == {p € P; vp(x) # 0} et S(0) := P.

2) (Propriétés de v,)
Etablir les propriétés suivantes de vy, :

Vall)
Ve e Z, Yy € Z, x|y = Yp e P, vp(z) < v,(y).

Valy) Pourtouta € Z\ {0}, (resp. toutz € Q\ {0},) S(x) est un ensemble fini éventuellement vide et que

I'ona
T =€ H p*®@ e e {~1,1}.
pES()

Val3) La réciproque de Val;) est vraie.

Val,)
VeeQ,z€Z < vy(z) > 0Vp € P.

Val5)
VreQ, vy eQ, Vp e P, vp(ry) = up(x) + vp(y) et vp(z +y) > min(vp(z),vy(y))
avec égalité dans la derniere inégalité si v, (z) # vp(y).

Valg)

2 min(v,(z),v max(vp(x),v
V(z,y) € (Z\{0})",zAy = Hp Wp (@0 W) of [2, 9] = Hp ax(vp(2),0p(y))
pEP peP
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II . —Structure des groupes abéliens de type fini

II.0 . —Introduction

le but de ce chapitre (II,) est d’établir de maniere rigoureuse qu’un groupe abélien est essentiellement
constitué d’une partie du type Z”" et d’une autre qui est un produit de groupes cycliques. Un énoncé précis
sera obtenu au théoreme I1.6.4. il est dés lors nécessaire d’étudier les groupes abéliens libres (de type fini) (cf.
11.3.2,) d’une part, et les groupes abéliens de type fini et de torsion (i.e. finis,) (cf. I1.5.2.vi).) c

Les premiers ressemblent assez a des espaces vectoriels, mais qu’on ne sy ’laisse pas prendre : le théoréme
I1.4.6 semble déja suffisamment délicat a obtenir pour qu’on puisse douter que la situation de deux groupes
abéliens libres inclus 1’'un dans 1’autre soit aussi simple que celle de deux espaces vectoriels emboités. De fait
le résultat optimal qui pourra étre obtenu est celui dit du théoreme de la base adaptée (théoreme I1.11.12 qui est
tout de méme assez éloigné, de ce qui lui est cependant le plus proche a savoir le théoreme de la base incomplete
en algebre linéaire.

Les groupes abéliens de type finni et de torsion recevront quant a eux une description complete en termes
des plus élémentaires d’entre eux, a savoir les groupes cycliques, au théoréme II.10.5. le résultat en réalité
le plus susceptible d’étre utilisé dans le paragraphe I1.10 est le corollaire I1.10.7 qui permet de déterminer
quand deux groupes abéliens de type fini sont isomorphes. A noter que le théoréme I1.8.3 s’il est un ingrédient
clef de la construction aboutissant au théoreme de structure I1.10.5, est déja un résultat significatif en soi et qui
fournit une premiere description des groupes de torsion. Dans ce chapitre (IL,) les notations suivantes seront

couramment utilisées :

Notation I1.0.1 Pour tout n € Z, on notera Z/nZ ou méme simplement Z/n le quotient de I’anneau Z par
I’idéal nZ et
T : Z — Z/nlasurjection canonique.

Notation I1.0.2 (Eléments irréductibles, nombres premiers) On notera Pz ou simplement IP I’ensemble des
nombres premiers i.e. I’ensemble des éléments irréductibles de Z contenus dans N*.

Notation I1.0.3 (Valuations p-adiques) Pour tout nombre premier
p € Pettoutentier relatif a € Z, on note v,(a)
sa valuation p-adique définie comme en 1.13.5.5. On note encore
S(a) = {p € P; vy(a) # 0}
dont on rapelle que c’est un ensemble fini.

Notation I1.0.4 (Décomposition en produit d’irréductibles) Pourtouta € Z \ {0}, ona

a=ul[p* = J] p*“,ue€ 2 icu = +1(f113537)
peP p € S(a)

le produit ci-dessus étant en fait fini puisque v,(a) # 0 pour un nombre fini de p € P seulement.
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II.1 . —Groupes abéliens de type fini
Dans ce paragraphe (II.1,) A est un anneau commutatif.
Rappel I1.1.1 (Partie génératrice) Pour un groupe abélien (X, +) (resp. un A-module (X, +,-),) un sous-

ensemble S C X est une partie génératrice (cf. 1.4.2 (resp. A.4.2,)) si X = < S > . On dit alors que X est
engendré par S.

Remarque I1.1.2 Pour un groupe abélien X, et S C X, il est équivalent de dire que X est engendré par S en
tant que groupe abélien ou en tant que Z-module.

Lemme I1.1.3 Soient X un groupe abéliens (resp. A-module.)

i) Un morphisme de groupes abéliens

(resp. A-modules,) f : X — Y est surjectif si et seulement s’il existe une partie S de X telle que f(.S)
est une partie génératrice de Y ; si et seulement si 1’image par f de toute partie génératrice de X est une partie
génératrice de Y.

i) Toute partie’T' de X contenant une partie génératrice S est génératrice.

Exemple I1.1.4 a) Le groupe abélien Z est engendré par {1} ou {—1}.

b) L’anneau A lui-méme vu comme A-module comme en A.1.2.b) engendré par {1} ou par {u} pour tout
u e A*x.

c) Plus généralment, pour tout entier n € N, le groupe abélien
(resp. A-module,) Z™ (resp. A™,) (cf. 1.7,) est engendré par la famille ; ,1 <;<, Ol

ei = (0,...,0,1,0,...,0) ouencore g;(j) = 6/ V1<i<n,V1<j<n, .
d) Dans I'anneau A[X] des polyndmes a une indéterminée et a coefficients dans A,
la famille X™ ,, ¢

est une famille génératrice (cf. I11.2.5.v).a).)

Définition I1.1.5 (Groupe abélien (resp. Module) de type fini) Un groupe abélien
(resp. A-module,) X est de type fini s’il posséde une partie génératrice finie.

Exemple I1.1.6 a) On constate sur I’exemple I1.1.4.a) que Z est un groupe abélien de type fini et sur I’exemple
I1.1.4.b) que A est un A-module de type fini. De méme 1’exemple II.1.4.c) montre que Z" (resp. A™,) est un
groupe abélien (resp. un A-module) de type fini.

b) En revanche la famille X™ ,,, ¢ y de A[X] n’est pas finie. On pourrait cependant se demander s’il n’existe

pas une famille génératrice finie du A-module A[X] (que A soit un corps K ou non.) L’exercice A.8.4 apporte
une réponse a cette question.
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Définition I1.1.7 (Groupe monogene) Pour X un groupe abélien

(resp. A-module,) et r e X, le sous-groupe
(resp. sous- A-module,)

<{z}>={a-x,a € Z(resp. A)},

engendré par {z} est usuellement noté
Z-x (resp. A- x,)

ou méme simplement
Zx (resp. Az .)

En particulier pour @ € A, I'idéal engendré par {a} est noté Aa. Cette notation rappelle celle utilisée pour les
K-espaces vectoriels et qui consiste a noter Kv la droite engendrée par le vecteur v.
Si X =< {z} > ondit que X est monogéne.

Lemme I1.1.8 Etant donnés un groupe abélien (resp. un A-module,) X, un entier n € N* et un n-uplet
T ,1<i<n € X d’éléments de X, il existe un morphismes de groupes (resp. de A-modules,)

¢ Z™(resp. A") — X, g =

(ot Ies éléments €, ,1 < ; < n, sont les éléments introduits en 1I.1.4.c).) La généralisation de ce lemme donnée
en I1.2.10 assure méme que ¢ est unique.

Preuve : Si un tel morphisme existe,

n

Va; 11<i<n € Z"(resp, An), ¢)(Z aiEi) = Z a; - T; .
=1

i=1
Il est tout a fait élémentaire de voir que cette formule définit bien un morphisme.

Proposition I1.1.9 FEtant donné un groupe abélien
(resp. A-module,) X, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) X estde type fini.
b) Il existe un entierr € N, et un morphisme surjectif
p : Z'(resp. A") — X .

c) I existe un groupe abélien
(resp. A-module,) de type fini Y et un morphisme surjectifp : ¥ — X.

Preuve :
) (a)=Db))

Si X est de type fini, il posséde une partie génératrice fini S := {si,...,s,}. Il existe alors, en vertu du
lemme II.1.8 un morphisme de groupes

(resp. A-modules,)
o A" = X, = Sia<i<r

(ou €;) et défini comme dans I’exemple 11.1.4.c). 1l résulte alors du lemme I1.1.3.1), que ¢ est surjectif.
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ii) (b)=¢))
(cf. 1I.14.c).)

iii) (¢)= a))
Si Y est de type fini, il existe une partie génératrice finie S de Y. Sip : Y — X est un morphisme
surjectif, il résulte du lemme I1.1.3.i) que p(S) est une partie génératrice de X finie qui plus est.

Remarque I1.1.10 On constate avec la proposition ci-dessus qu’il est presque tautologique qu’un quotient d’un
groupe abélien

(resp. A-module,) de type fini est de type fini mais qu’on n’a rien affirmé concernant les sous-groupes (resp.
sous-A-modules.) Ceci semble d’autant plus contre intuitif qu’on sait depuis longtemps que la dimension est
croissante pour les K-espaces vectoriels. Des résultats positifs seront cependant exposés au paragraphe I1.4.

Proposition IL.1.11 Etant donné deux groupes abéliens
(resp. A-modules,) de type fini X; et Xo,

i) le groupe abélien

(resp. A-module,) X1 x X5 est de type fini;

i1) si X, et X sont des sous-groupes
(resp. sous- A-modules,) d’un groupe abélien
(resp. A-module,) X tels que X = X; 4+ Xo, X est de type fini;

iii) si X est un groupe abélien
(resp. A-module,) tel qu’il existe une suite exacte

05 X1 ——X 25X, -0
X est de type fini.

Preuve : Etant donnée une partie génératrice finie de X, on note X5 un ensemble de relévement de ces
générateurs dans X. Alors X est une partie finie de X, et si I’on note Yo := < Xs > le sous-groupe

(resp. sous- A-moduled)e X engendré par X5, tout élément de Xy posséde un relevement dans Ys. Ainsi, pour
toutx € X, p(x) posséde un relevementy € Ys. Il en résulte que

plz —y) = p(x) —ply) = 0,
c’est-a-direquex —y € i(Xy).

Il s’ensuit que X = Y2 + i(Xy) (cette somme n’ayant aucune raison d’étre directe en général.)
I1 suffit donc d’aplliquer le point ii).
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II.2 . —Groupes abéliens (resp. A-modules) libres

Définition I1.2.1 (Famille libre) Une partie L C X d’'un groupe abélien
(resp. A-module,) est libre si, pour tout entier n, tout n-uplet \; ,1<i<, € L d’éléments deux a deux dis-
tincts de L, tout n-uplet a; ,1 <<, d’éléments de Z (resp. A,)

Y aidi =0=Vi<i<n a =0.

i=1
Remarque I1.2.2 Dans la définition I1.2.1 ci-dessus, il revient au mé&€me de dire que

<L>= Z Z - A(resp. A - \) est une somme directe (cf. 1.4.8.ii) (resp. A.4.6.ii).))
XeL

Lemme I1.2.3 Soit X un groupe abélien (resp. A-module.)

i) si f : X — Y estun morphisme injectif de groupe abéliens (resp. A-modules) I’image de toute partie
libre de X est une partie libre de Y.

ii) Pour toute partie libre L de X tout sous-ensemble de L est libre.

Exemple I1.2.4 Dans l'anneau A[[X]] (cf. IIL1,) (ainsi d’ailleurs que dans le groupe abélien
(resp. A-module,) A[X],) la famille X" ,, ¢ v est libre.

Définition I1.2.5 (Base) Une partie B d’un groupe abélien
(resp. A-module,) X est une base de X si c’est une partie libre et génératrice.

Exemple I1.2.6 a) Dans les exemples II.1.4.b) a II.1.4.d) les partie génératrices qu’on a mises en évidence
sont en fait des bases.

b) SiA = Zz = < z > estun groupe monogene (cf. I.1.7,) {x} est tautologiquement une partie génératrice
de A, cependant, contrairement a ce qui se passe dans le cas des espaces vectoriels, il ne suffit pas que z # 0
pour que x soit une base de A. Les paragraphes IL.5 et A.7 précisent cette question en introduisant la notion
d’éléments de torsion.

Si X = Zi,<i<r €St une partie finie de X, le sous-groupe
(resp. sous- A-module,) < X > de X engendré par X est (cf. 1.4.8(resp. A.4.6,))

<X >= iAzl

i=1

La encore il est difficile de donner, en toute généralité, des conditions dans lesquelles cette somme est directe.

Remarque I1.2.7 La définition d’une base donnée ci-dessus n’est en rien différente de celle donnée pour les
K-espaces vectoriels. Plus précisément encore, une base d’un K-espace vectoriel £ est une base de F en tant
que K-module.

Si, comme nous allons le voir, les bases des groupes abéliens (resp. A-modules) bénéficient de bonnes
propriétés, leur plus grand défaut est, contrairement a la situation rencontrée pour les K-espaces vectoriels, de
ne pas toujours exister. Dans le groupe abélien (Z-module) Z /nZ, par exemple, n-«« = 0 pourtoutaw € Z/nZ.
Aucune famille de Z/nZ n’est donc libre.

Certains groupes abéliens (modules,) ne possédant donc pas de base, on est motivé a donner la définition
suivante :
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Définition I1.2.8 (Groupe abélien (resp. A-module,) libre) On  dira  qu’'un  groupe  abélien
(resp. A-module,) X est libre s’il admet une base.
Pour un groupe abélien il revient au méme d’étre libre au sens ci-dessus ou d’étre libre en tant que Z-module.

Exemple I1.2.9 Ainsi les modules considérés dans les exemples I1.1.4.b) a I1.1.4.d) sont des modules libres.
Bien entendu, si K est un corps un K-espace vectoriel est un K-module libre.

Lemme I1.2.10 FEtant donné un groupe abélien
(resp.  A-module,) X possédant une base B = Bisi<i<n, pour tout groupe abélien
(resp. A-module,)Y et tout n-uplet~y; ,1<i<n € Y d’élémentsdeY, il existe un unique morphisme de groupes
(resp. A-modules,)

X =Y, Bkt = Yii<i<n -

n
Preuve : Pourtoutx € X, il existe, puisque B3 est une base de X, a; 1<i<n € A, telquexr = Z a;fB;. Si
i=1

donc ¢ existe, nécessairement,

p(x) = ¢(Zaiﬁi) = Zai¢(ﬁi) = Zai%‘-

Ceci établit I’unicité de ¢.
Reste a voir que la formule ci-dessus définit bien, sans ambiguité un morphisme de groupes abélienss (resp.
A-modules.)

Remarque I1.2.11 i) Le lemme I1.2.10 est bien connu dans le cas des espaces vectoriels, et la preuve donnée
ici n’est pas sensiblement différente de celle qu’on peut donner pour les espaces vectoriels et les applications li-
néaires. Une fois encore des que l'on dispose d’une base pour un groupe abélien
(resp. A-module,) un certain nombre de résultats établis dans le cas des espaces vectoriels peuvent se transposer
aisément au cas des groupes abéliens (resp. modules.) Mais outre que 1’on ne dispose pas toujours d’une base, un
certain  nombre de résultats ne s’étendront pas au cas des groupes abéliens
(resp. A-modules.)

ii) Dans le lemme I1.2.10 on n’est pas obligé de supposer que la base B est de cardinal fini mais c’est essen-
tiellement la situation que nous allons rencontrer (cf. I1.12.2 pour un résultat plus général.)

LemmeII.2.12 Si f : X =Y est un isomorphisme de groupes, entre groupes abéliens
(resp. A-modules,) pour toute base B de X, f(B) est une base de Y.
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L3 . —Groupes abéliens
(resp. A-modules,) libres de type fini

Proposition 11.3.1 (Modules libres de type fini) Pour un groupe abélien
(resp. A-module,) X, les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X possede une base de cardinal finin € N*.

b) Il existe un isomorphisme
X = Z"™(resp. A™)

(cf. 11.1.6.a).)

c) X est un groupe abélien
(resp. A-module,) a la fois libre et de type fini.

Preuve :

i) (@=b)
Soit B := f; ,1<i<n Unebase de X ete; ,1<;<p labase de Z" (resp. A™) introduite dans I’exemple II.1.4.c).
En vertu du lemme 11.2.10, il existe un unique couple de morphismes de groupes (resp. A-modules,)

¢ X — ZM(resp. A"), Bi — €ia<i<n
et ¢ : Z"(resp. A") - X, e = Bia<i<n
Comme
Vi<i<n, ¥(¢(Bi) = B; = ldx ()
le lemme I1.1.8 assure encore que
P o ¢ = Idx .

Le méme argument assure que
¢ © w = IdZ"’(resp. Am) -

ii) (b)= a))
11 suffit d’appliquer le lemme I1.2.12.

iii) (a) = ¢))

Est tautologique.

iv) (¢)=a))
Soit B une base de X et S := {si,...,s.} une famille génératrice finie de X. Puisque B est une base,
pour tout 1 < i < r il existe une partie finie B; de B et une application

a; : B; — Z(resp. A)

tels que

si= Y ai(B)B.

B € B;

Or S étant une famillle génératrice de X, pour toutx € X, il existe un

r —upletz; ,1<i<r € Z(resp. A),

70



L3/S6 M305, Algebre II, 11.3.8 Université Paris Sud, 2019-2020

d’éléments de Z (resp. A,) tel que
r = Zl’isi .
i=1

Il en résulte que
T

r = > wiai(B)B .

i=1p3 € B,

T
Cela signifie exactement que | J B; est une famille génératrice de X. Comme c’est une union finie d’ensemble
i=1
finis ¢’est un ensemble fini. Comme de plus c’est un sous-ensemble de B c’est une famille libre en vertu du

lemme I1.2.3.ii). C’est donc une base de cardinal fini de X.

Définition IL.3.2 (Groupe abélien (resp. A-Module,) libre de type fini) Un groupe abélien
(resp. A-module,) X vérifiant les assertions équivalentes de la proposition I1.3.1 est dit libre de type fini.

Proposition I1.3.3 Etant donné un groupe abélien (resp. un A-module,) X, les assertions I1.1.9.a) a I11.1.9.c)
sont encore équivalente au fait qu’il existe un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de type fini L et un morphisme surjectif f : L — X.

Proposition I1.3.4 Soient (r,s) € N x N il existe un isomorphisme
¢ L7 =2 Z°(resp. ¢ : AT = A°
si et seulementsir = s.

Preuve : (cf. TD n° III, exercice B.)

Corollaire IL.3.5 Si X est un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de type fini, il existe un entierr € N et un isomorphisme

X = Z(resp. A") .
L’entier r est alors uniquement déterminé par X.

Définition I1.3.6 (Rang d’un groupe abélien (resp. A-module,) libre de type fini) Si X est un groupe abé-
lien

(resp. A-module,) libre de type fini, I’entier 7 donné par le corollaire I1.3.5 est appelé le rang de X noté
rg(X). Il est égal au nombre d’éléments d’une base de X.

Remarque I1.3.7 11 serait tentant ici encore de faire jouer au rang d’un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de type fini le role de la dimension d’un K-espace vectoriel mais le rang n’a malheureu-
sement pas d’aussi bonnes propriétés : par exemple deux groupes abéliens
(resp. A-modules,) Y C X de méme rang ne sont pas nécessairement égaux (cf. I1.12.3.question 3).)

Remarque I1.3.8 On pourrait penser que les groupes abéliens

(resp. A-modules,) libres de type fini ont tendance a se comporter comme des espaces vectoriels. Cependant
méme sous I’hypothese libre de type fini un certains nombre de résultats ne se transposent pas du contexte des es-
paces vectoriels a celui des groupes abéliens

(resp. A-modules :)

i) Une famille libre maximale n’et pas nécessairement une base (cf. I1.12.3.question 1).)
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ii) Un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) d’un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de type fini n’a pas nécessairement un supplémentaire (cf. II.12.3.question 2).)

iii) Une famille libre ne peut pas nécessairement se compléter en une base.

Les résultats positifs que nous pouvons cependant donner sont les suivants :

Proposition I1.3.9 Etant donné un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de type fini L, toute suite exacte

0 5Y —"“sx-P.1 50

de groupes
(resp. A-modules,) est scindée, (ct. 1.9.11.1);) ce qui entraine en particulier que Y posséde un suplémentaire
dans X isomorphe a L.

Preuve : Soit \; ,1<;<, une base de L. Le morphisme p étant surjectif, pour toutl < ¢ < rilexistep; € X,
tel que p(u;) = N En vertu du lemme IL2.10, il existe un unique morphisme de groupes
(resp. A-modules,)

s: L — X;)\i = i1 <i<or -

Comine,
V1<i<r p(s(N)) = pi) = A = Idp(N),

I’énoncé d’unicité dans le lemme I1.2.10 assure que
pos =Idg.
On laisse alors le lecteur établir, a partir des résultats du paragraphe 1.9 que I’on a un isomorphisme
X 2iY)®s(L).

Proposition I1.3.10 Soient L4 et Lo des groupes abéliens
(resp. A-modules,) libres de rangs respectifs r1 etrs.

i) Ly x Ly est libre de rang r1 + rs.

i) Si

0L — L — Ly — 0
est une suite exacte courte de groupes
(resp. A-modules,) L est un groupe abélien

(resp. A-module,) libre de rang r1 + 5.

iii) Soit L un groupe abélien
(resp. A-module,) tel que . = Ly & L. Alors L est libre de rang r1 + 2.

Preuve : On laisse le soin au lecteur de vérifier que les arguments qu’il connait bien dans le cas des espaces
vectoriels pour établir les points i) et iii) s’adaptent sans presque de modification au cas des groupes abéliens
(resp. A-modules.)

On déduit ii) de i), dans la mesure o1, dés qu’on a une suite exacte0 — L — L — Lo — 0,

Lo étant libre celle-ci sera scindée, en vertu de la proposition I1.3.9. Dans ce cas, en appliquant la proposition
1.9.13, on disposera d’un isomorphisme L. = L; x Ly permettant de conclure grace a i).
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Remarque I1.3.11 L’énoncé I1.3.10.ii) est sans doute 1’énoncé le plus proche du théoréme du rang que ’on
puisse envisager. Si f : X — Y est un morphisme de groupes, il s’en déduit une suite exacte

0 - Kerf — X — Imf — 0.

Orsi X et Y sont des groupes abéliens libres de type fini :
— Ker f est un groupe abélien libre de type fini comme sous-groupe de X (cf. 11.4.6;)
— Im f est un groupe abélien libre de type fini comme sous-groupe de Y.
Il résulte alors de 11.3.10.ii) que

rg(X) = rg(Ker f) + rg(Im f) . Im.3.11.1

Si bien entendu X et Y sont des K-espaces vectoriels pour K un corps, 1’égalité ci-dessus n’est autre que le
théoréme du rang.

Remarque I1.3.12 (Attention!!) Si le théoréme du rang semble valoir encore pour des groupes abéliens
(resp. A-modules,) libres de type fini, il faut prendre garde que ses corollaires fréquemment utilisés en algebre
linéaire ne sont plus tous valables dans le cas des groupes abéliens
(resp. A-modules,) méme libre de type fini.

i) (Morphisme surjectif)

Si f : X — X est un endomorphisme surjectif (ou méme f : X — Y un morphisme entre groupes
abéliens libres de méme rang) 1’égalité 11.3.11.1 assure que rg(Ker f) = 0, et donc que f est injectif (cf.
TD n° III, exercice A, question 2), b).)

ii) (Morphisme injectif)
Il n’est pas vrai en revanche qu’un endomorphisme

f + X — X injectif

(ou méme un morphisme f: X —>Y entre groupes abéliens

(resp. A-modules,) libres de méme rang) est nécessairement surjectif. L’égalité 11.3.11.1 entraine, en effet,
que rg(Im f) = rg(Y), mais ce qui n’assure en aucun cas que Im f soit égal 2 Y (cf. TD n° III, exercice A,
question 2), a).)

Nous avons déja remarqué (ct. I1.3.7,) que deux groupes abéliens
(resp. A-moduleS,) libres de type fini, emboités, fussent-ils de méme rang, ne sont pas nécessairement égaux.
Les paragraphes II.11 et C expliquent completement quelles peuvent étre les positions relatives de deux objets
dans ce cas.
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II.4 . —Sous-groupe (resp. sous-A-module,) d’un groupe abélien (resp. A-module,)
libre de type fini

Si Pon veut, dans ce paragraphe (IL.4,) tenir compte des généralisations des énoncés sur les groupes
abéliens, aux A-modules, il faut nécessairement supposer que A est un anneau principal (cf. 1.12.2.) On
pourrait juste penser que c’est une hypothese de confort et qu’on pourrait éventuellement ’affaiblir. La
preuve du lemme I1.4.1 montre déja qu’on aurait du mal a s’en passer mais la remarque I1.4.9 et surtout
la proposition I1.4.10 assurent définitivement qu’il n’en est pas question!

Lemme I1.4.1 Si L est un groupe abélien

(resp. A-module,) libre de rang 1 (¢f. IL.3.6,) et M un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) de L, alors M est un groupe abélien (resp. A-module,) libre de rang plus petit que
1.

Preuve : On dispose, en vertu du corollaire I1.3.5, d’un isomorphisme
¢ : Z(resp. A) = L.

Pour tout sous-groupe (resp. sous-A-module,) M C L, puisque ¢ est un morphisme, en particulier surjectif,
M = g[pL(M)].
En outre ¢(M) est un sous-groupe de Z (cf. L.5.1.ii),) (resp. sous-A-module de A (cf. A.5.1.ii).))
Or un sous-groupe de 7 est un idéal de 7. (resp. un sous-A-module de A un idéal de A (cf. A.3.2.b).)) 1l
existe donca € Z(resp. A) tel que
¢~ (M) = aZ(resp.aA )

Il s’ensuit que ¢(a) est une base de M si a # 0. Ainsi soit M = {0} soit M est le sous-groupe
(resp. sous- A-module,) de L de base ¢(a) donc de rang 0 ou 1.

Remarque I1.4.2 Une fois établi le lemme I1.4.1 ci-dessus, on imagine qu’on pourra obtenir un résultat ana-
logue pour des groupes abéliens
(resp. A-modules,) libres de rang quelconque par un argument de récurrence sur le rang.

Rappelons cependant que, si L est un groupe abélien (resp. A-module,) libre de rang r+1, (r étant un entier),
muni d’une base \; ,o<i<r , que D désigne le sous groupe (resp. sous-A-module,) de L engendré par { Ao}, et H
le sous-groupe (resp. sous-A-module,) engendré par {1, ..., A.},) D et H sont bien entendu supplémentaires
dans L. Cependant, pour un sous-groupe (resp. sous-A-module,) X C L, il n’est pas du tout certain, et méme
faux en général, que X soit somme directe de X N D, et X N H. Ce résultat est déja faux dans le cas des
espaces vectoriels méme si dans ce dernier cas, on peut adapter la situation en choisissant D convenablement,
c’est-a-dire en choisissant une famille libre que 1’on complétera convenablement. On ne dispose pas, dans le
cas des groupes abéliens (resp. A-modules,) (mé&me libres de type fini) d’un équivalent du théoréme de la base
incomplete et le mieux qu’on pourra espérer, dans le cas déja tres particulier des anneaux principaux, est exposé
aux paragraphe II.11 et C.

Sans choix particulier de la base A; ,o<i<, de L, le «découpage » L = D @ H, permet cependant d’obtenir
un « découpage » de tout sous-groupe abélien (resp. A-module,) X qui nous permettra de metre en ceuvre un
argument de récurrence :

Notation I1.4.3 Soitr € N* unentier et L un groupe abélien (resp. A-module,) libre de rang  + 1 et de base
i so<i<r - Soit D le sous-groupe (resp. sous-A-module,) de L engendré par {\o} et H par {\1 ..., A }.
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Lemme I1.4.4 Avec les notations ci-dessus on a deux suites exactes (cf. 1.9.1,) de groupes (resp. A-modules,)
scindées : )
0 D—L-—"5H >0 11.4.4.1

et )
0 H—2>L—-235D 0. 11.4.4.2

Preuve : 1l suffit de remarquer que, par construction, L = D & H, et d’appliquer le théoréme 1.9.15.

Remarque I1.4.5 On pourrait utiliser indifféremment ’'une ou 1’autre des suites exactes 11.4.4.1 ou 11.4.4.2
pour établir le théoreme I1.4.6 et I’on choisira de développer la construction a partir de I1.4.4.1. Néanmoins une
relecture attentive du paragraphe 1.9 montrerait que ces deux suites exactes sont en fait deux formulations d’un
méme résultat, a savoirque L = D & H et peuvent se déduire 1’'une de I’ autre.

Théoréme I1.4.6 Etant donné un groupe abélien (resp. A-module,) L libre de rang r € N, tout sous-groupe
(resp. sous-A-module,) M de L est libre de rang s avec s < r.

Preuve : On raisonne par récurrence sur I'entierr. Sir = 0,L = {0} et M = {0}, si bien que la conclusion
est immédiate.
Pourr € NsiL estlibre de rang r + 1, il existe un isomorphisme

L = 7" (resp. A™11)

ou, ce qui revient au méme (cf. I1.3.1,) une base \; ,o<i<, de L. On reprend les notations I1.4.3 et I’on considére
Ia suite exacte I1.4.4.1. Etant donné un sous-groupe abélien (resp. A-module,) M de L, P := p(M) est un
sous-groupe (resp. sous-A-module,) de H. Le groupe abélien (resp. A-module,) H étant libre de rang r, on
peut, par hypothése de récurrence, supposer que P est un groupe abélien (resp. A-module,) libre de rang s avec
s < 7. Soit donc p; ,1<i<s une base de P.

Choisissons des antécédents des p; ,1<i<s dans M i.e. 0; ,1<i<s des éléments de M tels que

(on dit parfois des relevements des p;.) Puisque I'image par p de la famille o; ,1<;<, est une base de P, donc
une famille libre, la famille o; ,1<;<s est une famille libre. Le sous-groupe (resp. sous-A-module,) S de M
engendré par {07 ..., 04} est donc un sous-groupe (resp. sous-A-module,) libre de rang s de M et de L.

Le groupe abélien (resp. A-module,) E := M N D est un sous-groupe (resp. A-module,) de D. Puisque
D est un groupe abélien (resp. A-module,) de rang 1, il résulte du lemme I1.4.1 que E est un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de rang < 1.

Si donc on établit (ce qui va étre fait dans le lemme 11.4.6.1,) que

M=FEaoS,

il résulte de la proposition I1.3.10.iii), que M est un groupe abélien (resp. A-module,) libre de rang inférieur ou
égaleas+1 < r+1.

Lemme 11.4.6.1
M =FE&S.
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S
Preuve : Pourtoutx € M, p(x) € P sibien qu’il existe a; 1<i<s tel que p(x) = Z a;p; si bien que :
i=1

p(z) *iaipi =0
i=1
< px) —iaip(ai) =0
i=1
& p(w—iaiai) = 0
i=1
= zfiami € Kerp =D.
i=1

Pourtoutx € M,ilexistedoncy € Stelquez == x—y € D.Orx € M,y € S C M donc
ze MND=F.

11 est immédiat de voir que
SNEcCSnD = {0}

si bien que
M=S¢FE.

Remarque I1.4.7 Une lecture attentive de la preuve du théoreme I1.4.6 et plus particulierement de la preuve du
lemme I1.4.6.1 permettra de se rendre compte, qu’un certain nombre d’arguments donnés ici semblent I’avoir
déja été, en particulier dans les preuves des propositions I11.3.9 et 1.9.13 ; ce qui pourrait laisser penser que 1’on
peut rédiger la preuve du théoreme I1.4.6 de maniere plus concise en faisant appel a ces résultats antérieurs :

En effet, en reprenant les notations de la preuve, considérons la restrictions ¢ := pj;r de pa M a valeurs
dans P := p(M).Lenoyaudegest E = M N D etl’on a donc une suite exacte

0 E —sM—25pP 0. 11.4.7.1

Le lemme II.4.1 dont il est bien entendu inenvisageable de se passer, assure alors que £ est un groupe
abélien (resp. A-module,) libre de rang inférieur ou égal a 1. Le groupe abélien (resp. A-module,) H étant libre
de rang r et P un sous-groupe abélien (resp. A-module,) de H, I’hypothese de récurrence assure que P est libre
de rang inférieur ou égal a . 11 suffit alors d’appliquer la proposition I1.3.9 pour conclure.

Corollaire 11.4.8 (du théoréme 11.4.6) i) Tout sous-groupe (resp. sous-A-module,) Y d’un groupe abélien
(resp. A-module,) de type fini X est de type fini.

Preuve : Si X est de type fini il existe (cf. I11.3.3,) un groupe abélien (resp. A(-module,) libre de type fini
L et un morphisme surjectif p : L — X. Alors I'image inverse p~'(Y) de Y dans L est un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) de L. Ce dernier étant libre de type fini, p~*(Y’) est encore libre de type fini en vertu
du théoréme I1.4.6. Or la restriction

Py p (YY) = N

est un morphisme surjectif ce qui entraine, en vertu de la proposition II.1.9 que Y est de type fini.
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ii) Etant donnée une suite exacte de groupes abéliens (resp. A-modules,)
0 N — X —Q — 0,

X est de type fini si et seulement si N et () le sont.

Preuve : Si X est de type fini, Q) I’est ausssi en vertu de la proposition I1.1.9 et N en vertu du point i).
L’assertion réciproque a été montrée dans la proposition 11.1.11.iii).

Remarque I1.4.9 On pourrait donner une réciproque au théoreme I1.4.6 dont nous n’aurons pas d’usage parti-
culier dans ce cours. Cependant soit A un anneau tel que tout sous- A-module d’un A-module libre de rang r est
un A-module libre de rang inférieur ou égal a . L’anneau A lui-méme étant un A-module libre de rang 1, tout
idéal de A étant un sous-A-module de A il est libre de rang plus petit que 1 ce qui signifie exactement qu’il est
principal.

On peut méme donner un énoncé plus fort :

Proposition I1.4.10 Réciproquement, si A est un anneau intégre tel que tout sous-A-module d’un A-module
libre de type fini est libre de type fini, alors A est principal.

Preuve : Considérons en effet un idéal 3 C A de A. En tant que sous-A-module de A lui-méme il est donc
libre de type fini c’est-a-dire qu’il posseéde une base €; ,1<ij<q . Sid > 1,

E1E2 —E92&€1 = 0

ce qui contredit le fait que {e1,e2} soit libre et entraine donc d < 1 ¢’est-a-dire J principal.
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IL.5 . —Ordre d’un élément,, exposant d’un groupe (cf. IV.2, A.7)

Dans tout ce paragraphe (IL5,) (4, +) est un groupe abélien. On note toujours - : Z x A — A laloi
externe définie en 1.6.6, et qui donne a A sa structure de Z-module (cf. A.1.11.i).)

Lemme IL.5.1 ( (cf. IV.2.1, A.7.1)) Pour tout
r € Aetm € Z,

il est équivalent que nx = 0, ou que le morphisme de groupes

7Z — A, m — mzx IL.5.1.1
se factorise en un morphisme
Z
1 Nimesma 11.5.1.2
Z/nZ — A.

Définition IL5.2 ( (cf. IV.2.2,A.7.2)) i) (Elément de torsion)
Si x et n vérifient les conditions équivalentes du lemme I1.5.1 ci-dessus, on dit que x est de n-forsion.
Onditque x € Aestdetorsions’ilexisten € Zn # 0, tel que x soit de n-torsion, i.e. tel que nx = O.

ii) (Partie de n-torsion)
Pour tout n € N*, on note
An] == {z € A; nz = 0}
le sous-ensemble de A formé des éléments de n-torsion de A.
On appellera A[n] la partie de n-torsion de A.
On dira que A est de n-torsion si A = A[n].

iii) (Ordre d’un élément)
Pour tout x € A, on dit que x est d’ordre n si le morphisme

Z/nZ — A, W — ma(cf.115.1.2)

est injectif ou, ce qui revient au méme, si nZ est le noyau Annz(z) du morphisme I1.5.1.1.
Sizestd’ordren # 0, n est aussi le nombre d’éléments de I’'image du morphisme IV.2.1.2 qui est encore
I’image du morphisme I1.5.1.1 ou bien encore le sous-groupe < x > de A engendré par z.

iv) (Exposant d’un groupe)
L’ensemble
Anng(4) = ﬂ Anng(z) = {n € Z;Vr € A, n-z = 0}
z €A
est un sous-groupe, ou de maniere équivalente un idéal de Z dont le générateur positif est usuellement appelé
exposant du groupe A.

v) (Partie de torsion)
On note
Torz(A) ou tout simplement Tor(A) := U Aln]
n € N*
I’ensemble des éléments de torsion de A qu’on appelle la partie de torsion de A.
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vi) (Groupe de torsion)
On dit que A est de torsion si
A = Tor(A).

vii) (Groupe sans torsion)
On dit que A est sans torsion si
Tor(A) = {0} .

Proposition I1.5.3 (Ordre et exposant (cf. IV.2.3, A.7.3)) i) L’exposant du groupe A est le Ppcm des ordres
des éléments de A. 11 s’ensuit, en vertu du théoreme de LAGRANGE, que si A est de cardinal fini, ce dernier est
un multiple de I’exposant de A.

ii) Un entier m est I’exposant du groupe abélien A, si et seulement si mZ est le noyau du morphisme naturel
Z — Endg.(A) . (cf. 16.8.)
iii) Pour A et B des groupes abéliens, si A C B, I’exposant de A divise celui de B.

iv) Pour tout morphisme de groupes f : A — Bettoutx € A, I'ordrede f(x) dans B divise I’ordre de x
dans A avec égalité si f est injectif.
Il s’ensuit que I’exposant de f(A) divise I’exposant de A avec égalité si | est injectif.

Proposition I1.5.4 (Propriétés de A[n] (cf.IV.2.4,A.7.4)) i) Pour tout n € N, A[n] est un sous-groupe de
A.

Preuve : (ctf. TD n° I, exercice A, question 1).)

ii) Pour B un groupe abélien, f : A — B un morphisme de groupes, et toutn € N,
f(A[n]) € Bln]et f[n] := flam : Aln] — Bin]
est un morphisme de groupes, qui est un isomorphisme des que f en est un.

Preuve : (ctf. TD n° I, exercice A, question 2).)

iii) Pour tout (p,q) € Z x Z sip et q sont premiers entre eux
Alpql = Alp] ® Alg] .

Preuve : (ctf. TD n° I, exercice A, question 3).)

iv) Side plus A est d’exposant pq alors A[p] (resp. Alq|,) est d’exposant p (resp. q.)

Proposition I1.5.5 (Propriétés de la partie de torsion cf. A.7.5) i) L’ensemble Tor(A) est un sous-groupe
de A.

Preuve : (ctf. TD n° I, exercice A, question 1).)
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ii) Le quotient A/Tor(A) et sans torsion.

Preuve : (cf. TD n° I, exercice A, question 4).)

iii) Pour tout groupe abélien B et tout morphisme f : A — B,
f(Tor(A)) C Tor(B) et firor(ay : Tor(A) — Tor(B)
est un morphisme de groupes qui est un isomorphisme dés que f en est un.

Preuve : (ct. TD n° I, exercice A, question 2).)

iv) Si A est d’exposant strictement positif (i.e. Annz(a) # {0},) A est de torsion.

Remarque I1.5.6 La réciproque du point I1.5.5.iv) n’est en revanche pas vraie en général : Par exemple pour
tout ¢ € Q/Z, b} € Zcest-a-dire que b% = 0 dans Q/Z. Cependant pour toutn € N*, a € Anng(l)
si et seulementsi a € nZ, ce qui entraine que

Annz(Q/z) ¢ () nZ = {0}.

n € N*

En revanche si A est de type fini, on a la proposition suivante :

Proposition IL1.5.7 ( (cf. IV.2.5, A.7.6)) Si A est de type fini (cf. II.1.5,) A est de torsion si et seulement si A
est d’exposant strictement positif.

Proposition I1.5.8 ( cf. IV.2.6) Un groupe abélien est de type fini et de torsion si et seulement s’il est fini.

Preuve : (cf. TD n° III, exercice D.)
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I1.6 . —Structure des groupes abéliens de type fini (cf. B.1)
Proposition 11.6.1 ( (cf. B.1.1)) Un groupe abélien libre (cf. 11.2.8,) est sans torsion (cf. I1.5.2.vii).)

Preuve : Soit L un groupe abélien libre de base B. Pour toutz € L,z # 0,a € Anng(x), (.e.a-x = 0.)
Or il existe une partie finie B, C B et une application & : B, — Z non identiquement nulle, tels que

r=> &B)B.

BEB

11 s’ensuit que ax = 0 entraine

> at(B)B = 0.

Or B, est une partie d’une famille libre donc est libre (cf. I1.2.3.ii).) Il s’ensuit que

VB € By, af(B) = 0.

L’élément x n’étant pas nul il existe 8 € B, tel que {(8) #¢ . Puisque Z est intégre, a{() = 0 entraine
a = 0 et finalement

Anng(z) = {0}

ce qui assure que L est sans torsion.

On peut enfin donner la réciproque attendue, dans le cas des anneaux principaux a la proposition I1.6.1 :

Théoreme 11.6.2 ( (cf. B.1.2)) Un groupe abélien A de type fini (cf. I1.1.5,) est libre (cf. I1.2.8,) si et seulement
s’il est sans torsion (cf. I1.5.2.vii).)

Preuve : Le fait qu’un groupe abélien libre est sans torsion découle de la proposition 11.6.1.

Réciproquement, soit A un groupe abélien de type fini et sans torsion. Il existe une partie génératrice finie
o y1<i<m de A. Par ailleurs pour tout a € Z, ac; = 0 entraine a 0, puisque A est sans torsion.
L’ensemble des parties libres de o; ,1<i<m , est donc non vide puisque {«; } est libre pour tout i. 1l existe donc
une partie libre maximale de «; ,1<i<m QU 0On peut noter, quite a renuméroter o; ,1<i<n N < M.

Notons B := Vect{ai 1<i<n } le sous-groupe de A engendré par {«;, ..., a,} qui est un groupe abélien
libre de rang n.

Lemme I1.6.2.1 Pourtoutn < k < m, il existe

ar € Z \ {0} tel que arcr, € B

Preuve (du lemme I1.6.2.1): Pourtoutn < k < m,lafamille {c; ,1<i<n } U {o} estliée par maximalité
n
de a; ,1<i<n . Il existe donc a; ,1<i<n, € Aeta € A non tous nuls, tels que Z a;o; + agay, = 0. Or

i=1
puisque o ,1<i<n estlibre, ar, # 0. De plus

n
apoy = 75 a;o; € B

=1
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Soit
m
a = H a;eth : A > A, x — a-x

i=n—+1
(ou les a; ,n+1<i<m sont définis par le lemme I1.6.2.1.) Notons que si o m, la démonstration est déja
terminée puisque A = B, mais qu’on peut n’en pas tenir compte en posant dans ce casa = 1 et poursuivre

comme nous allons le faire.

Lemme I1.6.2.2 L’application )\ définie ci-dessus est un morphisme injectif de groupes a valeurs dans B.
Preuve (du lemme I1.6.2.2): D’abord il est clair que \ est un morphisme.
Ensuite \(x) = 0 < ax = 0. Comme A est sans torsion et que a # 0, Ker A = {0}.
Enfin pour toutx € A, il existe x; i<i<m € Atelquexr = inai. Il s’ensuit que :
i=1

AMz) = ax

m
= Zaxiai
i=1
n m
= ainai—i— Z T;a0 .
i=1

i=n—+1

n m
Or az rio; € B par définition et Z ziao; € B en vertu du lemme I11.6.2.1. 11 s’ensuit que
i=1 i=n+1

Az) € B.

D’apres le lemme ci dessus, A induit donc un isomorphisme de A surImA C B. Or B étant un groupe
abélien libre de type fini, le théoréme II.4.6, entraine qu’il en est de méme de Im \ et donc de A.

Proposition I1.6.3 ( (cf. B.1.3)) Soit A un groupe abélien de type fini et Tor(A) son sous-groupe de torsion
(cf.11.5.5.0),)etp : A — L := A/Tor(A) la surjection canonique. Alors :

i) Le sous-groupe Tor(A) de A est de type fini.
Preuve : (cf. 11.4.8.1).)

ii) Le groupe abélien L est libre de type fini.
Preuve : Le groupe L est de type fini en vertu de la proposition II.1.9, est sans torsion grice a la proposition
I1.5.5.ii) et donc libre, de type fini, en vertu du théoreme I1.6.2.

iii) La suite exacte
0 — Tor(A) — A—2—>1L -0

est sindée (cf. 1.9.11.1),) si bien que p définit un isomorphisme
A = Tor(A)® L.

Preuve : Puisque L est un groupe abélien libre en vertu de ii), la suite exacte
0 — Tora(M) — M 21 -0

est sindée en vertu de la proposition I1.3.9. L’isomorphisme A = Tor(A) & L provient alors de la proposition
19.13.
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Théoreme I1.6.4 (Structure des groupes abéliens de type fini (cf. B.1.4)) Soit A un groupe abélien de type
fini (cf. I.1.5.)

i) Ilexiste un groupe abélienT' de type fini et de torsion (cf. I1.5.2.vi),) (i.e. en vertu de I11.5.8 un groupe abélien
fini,) et un groupe abélien libre de type fini (cf. I1.3.2,) L tels que

A=T x L.

Preuve : (cf. 11.6.3.iii).)

ii) Le couple (T, L) est unique au sens ot T est isomorphe au sous-groupe de torsion Tor(A) de A et s’il

existe L et Ly tels que
A=2TxL) &2 TxLsy

Ly et Ly sont isomorphe et ont donc en particulier méme rang.

Preuve : Soit T un groupe abélien de type fini et de torsion, L un groupe abélien libre de type fini et

f T x L = Aunisomorphisme .

) (Construction d’un morphisme g : L — A/Tor(A))
Le sous-groupe T C T x L (cf. 1.7.6,) est de torsion dans T' x L, son image f(T') est donc un sous-groupe
de Tor(A) en vertu du lemme I1.5.5.iii). Sip : A — A/Tor(A) désigne la surjection canonique Kerp =
Tor(A), si bien quep o f se factorise en un morphisme

g : (T'xL)/T — A/Tor(A).

Or le produitT' x L donne lieu, en vertu de la proposition 1.7.6 ou de sa reformulation dans le théoréme 1.9.15,
a une suite exacte
0T — TxL—- = 0L

rendant isomorphes L et T' x L/T. On peut donc considérer qu’on a un morphisme
g: L — A/Tor(A)telqueg o ¢ = po f.

1) (Un « morphisme de suites exactes »)
Ennotanth := fp, larestriction de f a'T', nous pouvons récapituler les informations dont nous disposons
dans le diagramme commutatif a lignes exactes suivant :

0 — T —J .y rxL —% L — 0

! | 2

3

0 - Tor(4) —— A —2 5 A/Tor(4) — 0.

—~

1) (g est surjectif et h injectif)
Orp o f étant surjectifetg o ¢ = p o f, g est surjectif. De mémei o h = f o jetf o j étant injectif,
h est injectif.

2. 1l est d’usage d’appeler un tel diagramme un morphisme de suites exactes mais il n’est vraiement pas nécessaire, dans I’immédiat
tout du moins, de s’encombrer 1’esprit avec une pareille terminologie.
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§) (g est injectif)
Pourtoutx € L,ilexistey € T x Ltelquex = q(y) . Il s’ensuit que g(x) = 0 entraine g[q(y)] = 0
c’est-a-dire que p[f(y)] = 0 donc
f(y) € Kerp = Tor(4).

11 s’ensuit que (cf. I1.5.5.iii),) y = f~'[f(y)] est de torsion dans T x L. Il en résulte, toujours en vertu de
loc. cit., que x = q(y) est de torsion dans L. Or L étant libre il est sans torsion (cf. IL6.1,) si bien que z = 0.
On en conclut que g est injectif.

q) (h est surjectif)
Quiconque connaitrait le lemme du serpent conclurait immédiatement du fait que g est injectif et f surjectif,
que h est surjectif®.
Soit donc xz € Tor(A), eti(x) qu’on peut continuer a noter x son image dans A. Autrement dit, soit x un
élément de torsion de A. Son image f~1(x) dans T x L est encore un élément de torsion ce qui entraine que
q[f ~1(x)] est de torsion dans L qui est sans torsion. Il s’ensuit donc que q[f ~!(z)] = 0, c¢’est-a-dire que

fHz) € Kerq =T
c’est-a-dire que f ~'(x) est un antécédent pour x par h ce qui assure que h est surjectif.

II) (Conclusion)
Il résulte de ce qui précéde que g et h sont des isomorphismes; ce qui prouve le résultat.

3. On ne supposera pas acquis ce résultat.
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II.7 . —Rang d’un groupe abélien de type fini

On a défini le rang d’un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de type fini en IL.3.6. On peut étendre cette définition au groupe abéliens de
type fini en général. Les résultats du présent paragraphe (I1.7,) s’appligent également aux A-modules de
type fini en prenant bien soint de faire I’hypothese que A est un anneau principal. Ce qui suit s’appuyant
essentiellement sur le théoréeme I1.6.4, si on en veut ’analogue pour les A-modules de type fini, il faut
utiliser le théoréme B.1.4.

Définition I1.7.1 (Rang d’un groupe abélien (resp. A-module,) de type fini) L’énoncé d’unicité 11.6.4.ii)
(resp. B.1.4.i1),) permet de définir le rang d’un groupe abélien
(resp. A-module,) de type fini X comme le rang au sens de la définition I1.3.6, de sa partie libre £(X) :=
X/Tor(X) et1’on notra

rg(X) = rg(L(X)).

On déduit de ce qui précéde, une nouvelle caractérisation des groupe abéliens
(resp. A-modules,) de torsion (cf. I1.5.2.vi) (resp. A.7.2.vi) :))

Corollaire I1.7.2 (du théoréme I1.6.4 (resp. B.1.4)) Un groupe abélien
(resp. A-module,) X de type fini, est de torsion si et seulement sirg(X) = 0.

La définition I1.7.1 ne prend tout son sens que si on dispose d’un énoncé similaire a la proposition I1.3.10,
or:

Proposition I1.7.3 Soient X, et X deux groupes abéliens
(resp. A-modules,) de type fini.

i) ((cf. IL3.10.i),))
Ona:
rg(X1 x Xa) = rg(X1) + rg(Xz).

Preuve : Ecrivons
X1 = T1 X Lleth = TQ X L2

grice a 11.6.4.1) (resp. B.1.4.1) avec T} de type fini et de torsion et L; libre de type fini (pouri = 1ou2.)Ona
alors
X1 X X2 = (Ll X LQ) X (Tl X TQ)

ou Ly x Ly estlibre de rang
rg(L1) + rg(L2) = rg(X1) + rg(Xa)

d’apres la proposition I1.3.10.1), et T1 x T est de torsion. Le résultat d’unicité I1.6.4.ii) (resp. B.1.4.ii),) permet
de conclure.
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ii) ( cf. IL3.10.iii))

Si X, et Xo sont des sous-groupes
(resp. sous- A-modules,) d’un groupe abélien
(resp. A-module,) X tels que

X = X1 © Xy,

rg(X) = rg(Xy1) + rg(Xz).

Preuve : 1l suffit d’utiliser I’isomorphisme
X = X1 X X2

donné par le théoréme 1.9.15, pour conclure grice au point i).

On aimerait également avoir 1’analogue du point I1.3.10.ii), ce qui sera obtenu dans la proposition I1.7.9. On
introduit d’abord quelques notations (cf. 11.7.4,) puis on énonce et on démontre les lemmes I1.7.6 a I1.7.8, qui
sont des cas particuliers de la proposition qu’on veut obtenir mais entrent également comme ingrédients dans
sa preuve.

Notation I1.7.4 Pour un groupe abélien
(resp. A-module,) X de type fini, on note toujours Tor(X) sa partie de torsion et I’on notera £(X) :=
X/Tor(X) qui est un groupe abélien

(resp. A-module,) libre de type fini. Le théoréme 11.6.4 (resp. B.1.4,) assure alors qu’on a toujours une suite
exacte :

0 = Tor(X) -2 X 24 £(X) = 0 11.7.4.1
ot jx = Idx|ror(x) estI'inclusion naturelle et px la surjection canonique.
Dans la suite on suppose que X est un groupe abélien

(resp. A-module,) tel qu’il existe une suite exacte :

0 N—sx 2 Q — Oavec N et @ de type fini. 11.7.4.2

Si N et Q sont de type fini X I’est aussi en vertu de la proposition II.1.11.iii).
Le lemme I1.5.5.iii) (resp. A.7.5.iii),) donne le carré commutatif

Tor (7)

Tor(N) Tor(X)
J(N) l l 3(X) 11.7.4.3
N —— X
qui donnent par factorisation un diagramme commutatif a lignes exactes :

0= Tor(N) -5 N 2, £(N) =0
Tor (i) l l l £00) 1.7.4.4
0 - Tor(X) 2= X 25 LX) =0

Lemme IL1.7.5 Le morphisme L(i) dans le diagramme I1.7.4.4 est injectif.
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Preuve: Pourtoutx € L(N)ilexistey € N tel quepn(y) = x. Alors

L@)pn(y)] = 0 < pxli(y)] = 0

ie.
i(y) € Kerpx = Imjx .

I existe donc z € Tor(X) tel quei(y) = jx(z). Orz € Tor(X) c’est-a-dire que z est de torsion i.e.
Ja € Z \ {0} (resp. A \ {0}), az = 0.

II s’ensuit que
i(ay) = ai(y) = ajx(z) = jx(az) = 0.
Puisque i est injectif, ay = 0 i.e. y est de torsion i.e.
Jw € Tor(N), y = jn(w).
Finalement

r = pn(y) = pylin(w)] = 0.

Lemme I1.7.6 Sous les conditions I1.7.4.2, si N et X sont libres et () de torsion,

rg(X) = rg(N).

Preuve : Puisque X est libre de type fini, choisissons une base x; ,1<i<, de X. Puisque () est de torsion,
Vi<i<wr Ja; € Z \ {0}(resp. A \ {0}), aiqg(zm;) = 0.

Il s’ensuit que q(a;x;) = 0, ie.
Vi<i<r ax; € N.

Puisque ; ,1<;<, est une partie libre de X, a;x; ,1 < ; < » est encore une partie libre de X. Le sous-module P
qu’elle engendre est donc libre de rang r. Or

PCNCX
ce qui entraine, en vertu du théoreme I1.4.6, que
r=rg(P) < rg(N) < rg(X) =r

d’oul finalement
rg(X) = rg(N).

87



L3/S6 M305, Algebre II, I1.7.9 Université Paris Sud, 2019-2020

Lemme I1.7.7 Sous les conditions de I1.7.4.2, si (Q est de torsion

rg(X) = rg(N).

Preuve : D’aprés le lemme I1.7.5, L(i) : L(N) — L(X) est injectif; notons donc
R = L(X)/L(N)etr : L(X) — R lasurjection canonique
si bien qu’on a une suite exacte :

L£(3)

0 = L(N) ——= L(N) —— R — 0. 1.7.7.1

Or
ropxoi=roL({E)opy =0

si bien qu’il existe un morphisme
t:Q — Rtelquet o ¢ = 1 o px;
en d’autres termes qu’on a le diagramme commutatif suivant a lignes exactes :

0o N —/s X -5 Q =0
PN p

o) l '

X
0 — L(N) ——= LX) —— R —=0.
Cette derniere condition entraine, puisque r o px est surjectif, que r est surjectif. Ceci entraine que R est

de torsion.
On peut alors appliquer le lemme I1.7.6 a la suite 11.7.7.1 qui donne alors

c’est-a-dire

Lemme I1.7.8 Sout les conditions de I1.7.4.2, si Q est libre (de type fini,)

rg(X) = rg(N) + 18(Q) .

Preuve : Si () est libre, la suite exacte
0 > N— X230 = 0(fI.742,)
est scindée (cf. I11.3.9;) on a donc un isomorphisme
X2N®Q

et le résulta découle alors du point I1.7.3.ii).
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Proposition I1.7.9 Soit X un groupe
(resp. A-module,) tel qu’on ait une suite exacte

0 > N— X230 = 0(fI.742,)

ou N et Q sont des groupes
(resp. A-moduless) de type fini, alors X est de type fini et

rg(X) = rg(N) + 18(Q) .

Preuve : Ecrivons une décomposition de

0 = Tor(Q) —2% Q —22 £(Q) — 0 (cf.IL7.4.1)

abélien

abéliens

ol L(Q) est libre et Tor(Q) de torsion. Cette suite étant scindée on peut en fait écrire une suite exacte

0 = £(Q) —— Q —1— Tor(Q) — 0(cf.19.9.)

Notons alors P := ¢~ [((L(Q))] si bien que g p donne un morphisme surjectifp : P — L(Q) de noyau

N (cf. 1.8.16.)
On a donc un diagramme commutatif a lignes et colonnes exactes :
0 0 0
1 _ 1 1
0o—- N ——» P 225 £@Q =0
Idy l Idx | p l l ¢
0o—» N ——s x L Q -0
0] g |
0 — R — Tor(Q) —0
1 1
0 0

ot I’isomorphisme R = Tor(Q) n’est autre que celui du corollaire I.8.15.iii).

11.7.9.1

En appliquant le lemme 11.7.7 a la suite exacte verticale centrale dans le diagramme 11.7.9.1, puisque R est

de torsion, on obtient
rg(X) = rg(P).

En appliquant alors le lemme I1.7.8 4 la ligne horizontale du haut dans le diagramme I1.7.9.1, puisque L(Q)

est libre, on obtient

rg(X) = rg(P) = rg(N) + rg(£(Q)) = rg(N) + rg(Q).
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II.8 . —Décomposition p-primaire (cf. IV.3, B.2)
Notation I1.8.1 ( cf. B.2.1) Pour un groupe abélien A, p € Petn € N, on note

Alp"] = {z € A; p"x = 0} sapartie de p" torsion (cf. IL.5.2.v),)

Définition I1.8.2 (Composante p-primaire (cf. IV.3.1, B.2.2)) Pour A un groupe abélienetp € P, la compo-
sante p-primaire de A est

Ap>] = Ap™)

n €N

qui est un sous-groupe de A en vertu de la proposition 1.3.12.iii).

Théoréme I1.8.3 (de décomposition primaire (cf. IV.3.2, B.2.3)) Etant donné un groupe abélien fini de car-
dinal n et d’exposantm (cf. 11.5.2.iv),)

Vp e P, Ap™] = A]pr(™] = A[pr™]; 11.8.3.1

de plus, on a des isomorphismes naturels (donnés par I’inclusion des sous-groupes :)

P Ap™) = 4; 11.8.3.2
p € S(m)

P Ap™) = A. 11.8.3.3
p € S(n)

Preuve : (ctf. TD n° I, exercice A, question 10).)

Corollaire IL8.4 ( cf. B.2.5) Etant donné un groupe abélien fini A d’exposant m, pour tout p € S(m), il
existex € A d’ordre p¥»(").

Preuve : Puisque A[p”P(m)] s’injecte dans A, en vertu du théoreme I1.8.3, et que I’ordre se conserve par injec-
tion (cf. I1.5.3.iv),) on peut supposer que A = A[p*»(")].

On remarque alors que, pour tout v € A I'ordre de x est p* avec k < wv,(m). L’exposant de A étant le
Ppcm des ordres des éléments de A (cf. 11.5.3.i),) il s’ensuit qu’il existe x € A d’ordre p”P(m).
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I1.9 . —Groupes cycliques (cf. IV.4, B.3)

Proposition I1.9.1 (Groupes cycliques (cf. IV.4.1, B.3.1)) Soit A un groupe abélien. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

a) A estfini et #(A) est I'exposant de A (cf. IL5.2.iv).)

ii) Aestfinietilexistea € A d’ordre#(A);

¢) Le groupe A est monogéne et fini.

d) Le groupe A est monogene (cf. 11.1.7,) engendré par un élément d’ordre d € N* (cf. I1.5.2.i).)

e) Ilexisted € N* et un isomorphisme
Z)d7 = A.

f) Le groupe abéllien A est d’exposantm # 0 et isomorphe a Z/mZ.

Preuve : Cet énoncé étant I’exact analogue de la proposition IV.4.1, certains arguments de preuve seront donnés
ici tandis que d’autres seront donnés dans la preuve de 1V.4.1 laissant le lecteur faire le parallele entre ces deux
preuves et les compléter.

i) (a)=ii))
(cf.1VA4.1.)

i) (i) = c))
(cf. 1VA4.1.)

iii) (¢)= d))

Immédiat.

iv) (d)=e))
(cf.1VA4.1.)

v) (e)=a))

Découle du fait que 17, 47, est précisément d’ordre d.

vi) (f)<e))

Est immédiat.
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Définition I1.9.2 (Groupes cycliques (cf. IV.4.2, B.3.2)) Un groupe vérifiant les assertions équivalentes de la
proposition I1.9.1 est un groupe cyclique. Un tel groupe est nécessairement abélien.

Proposition I1.9.3 (Sous-groupe cyclique (cf. IV.4.5,B.3.5)) Un groupe abélien A posséde un sous-groupe
cyclique isomorphe 4 7,/ dZ si et seulement si A contient un élément d’ordre d.

Proposition I1.9.4 (Théoreme chinois des restes (cf. IV.4.6, B.3.6)) Si A est un groupe cyclique d’exposant
m avecm = pq, p et q premier entre eux alors

A= Z/pZ x7/qZ .
Remarque I1.9.4.1 C’est exactement le théoreme I1.8.3 dans le cas cyclique.

Corollaire I1.9.5 ( (cf. IV.4.7, B.3.7)) Soit A un groupe abélien (x,y) € A x A d’ordresrespectifsp et q avec
p et q premiers entre eux, alors il existe z € A d’ordre pq.

Preuve : On a des morphismes injectifs

Z Z

ﬂpl \sne ot wa Nowsny (£ 119.3.)
Z)p —2— A Z)qg —s A

Le morphisme
ZxZ — A, (myn) —» mx+ny
se factorise donc en un morphisme
¢ ZlpxZL/q — A.

Or:
V(e B) = (mp(m), mq(n)) € Z/p x Z/q, ¢, B)

=4 mx + ny

|
o

Or
x € Alplety € Alq.

Comme Alp] et Alq] sont en somme directe (cf. I1.5.4.iii),)

mr+ny = 0
& mxr=0 et ny=0
& plm et g¢ln

& a=0 e [=0;

si bien que ¢ est injectif.
Enfin on dispose d’apreés le théoréme chinois des restes, d’un isomorphisme

v Z/(pg) = Z/pxZ/q.

Le composé ¢ o v est donc un morphisme injectif

Z/(pg) — A

ce qui donne, grice encore a 11.9.3 un élément d’ordre pq dans A.
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II.10 . —Théoreme de structure des groupes abéliens finis (cf. IV.11, B.6)

Notation I1.10.0 ( (cf. IV.11.0, B.6.0)) Dans tout ce paragraphe (II.10,) A est un groupe abélien fini d’exposant
m. Rappelons (cf. I1.5.8,) qu’il revient au méme de demander que A soit de type fini (cf. I1.1.5,) et de torsion (cf.
I1.5.2.vi).) En particulier A est d’exposant m > 0 (cf. 11.5.7.)

Proposition I1.10.1 (Existence d’un élément d’ordre maximal m (cf. IV.11.1, B.6.3)) II existe un élément
a € Adordrem

i.e. un sous-groupe de A isomorphe a 7./mZ.

Preuve: Ona:
A EB Alp*»(™)] (cf. 11.8.3.2.)
p € S(m)

On sait en outre, grage au corollaire I1.8.4, que, pour tout p € S(m), il existe z,, € A d’ordre pvr(m),
Puisque S(m) est un ensemble fini, un argument de récurrence et le corollaire I1.9.5 permettent de conclure.
Notation I1.10.2 ( (cf. IV.11.2, B.6.4)) Soit C C A un sous-groupe cyclique de A isomorphe & Z/mZ et

construit grice a la proposition I1.10.1 ci-dessus. On note @ := A/C si bien qu’on a une suite exacte :

0> C—sAa-230 0. 11.10.2.1

Proposition I1.10.3 ( cf. IV.11.3) Dans la suite exacte I1.10.2.1, si Q) et cyclique isomorphe a Z./dZ, la surjec-
tion canonique q posséde une section (cf. 1.9.11.1),) i.e. il existe un morphisme de groupes

5:Q — Atelqueqg o s = Idg .
On déduit alors naturellement (cf. 1.9.15,) de la suite exacte 0 — C SN R BN @ — 0unisomorphisme

A2 CxQ.

Preuve : Soity un générateur de () (par example I’'image de 1 par la surjection canonique
7 — Z/dZ .)
Soitx € A tel que q(x) = v, si bien que g(x) est d’ordre d. Notons n I’ordre de . On a alors :

dln|m . 11.10.3.1

Par ailleurs, q(dx) = dg(x) = 0, c’est-a-dire que
dz € Kerq = i(C) = Z/mZ.
Soit donc z un générateur de Ker q, il existe a € Z tel que

dr = az.
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Orx € M, sibien que mx = 0. Il résulte alors de I1.10.3.1 qu’il existe
k € Ztelquem = dk .

11 s’ensuit que
0 = ma = kdr = kaz.

Comme z est d’ordre m,
kaz = 0 = mlka,

c’est-a-dire que dk|ka, d’ol finalement
dla .

Il existe doncb € Z tel quea = db.
Soit alors w := x — bz. Il en résulte que

dw = dxr —dbz = dxr —az = 0 etdonc que

I’ordre de w divise d.
Le morphismeZ — A, 1 — w se factorise donc en un morphisme

s:Q = A,y — w.
Or
q(s(y)) = q(w) q(x —bz) = q(z) =y
d’ou puisque y est un générateur de @,
gos=1Idg.
Proposition I1.10.4 ( cf. IV.11.4) Dans la suite exacte I1.10.2.1, si

Q = [[z/dvz
k=1

est isomorphe a un produit de groupes cycliques alors la surrjection canonique ¢ : A — (@ posséde une sec-
tion s, qui induit un isomorphisme

A= CxQ=2Z/mLx]|]Z/dZ.
k=1

Preuve : Supposons donc qu’il existe
r € Netdy,i<k<r , telsque@ = H Z/de .
k=1

Notons allors

Vi<k<r,
y — (0,...,0,4,0,...,0)
(resp. xk : Q — Z/dZ
0,...,0,2,0,...0) — x,)
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le morphisme injectif (resp. surjectif) défini par la structure de produit de () comme en 1.7.6. On constate alors

presque immédiatement que
T

> ikoxk = Idg. 11.10.4.1
k=1
Soit
A = q in(Z/dy2)),

d’ou un diagramme commutatit :

0 0 0
+ + +

0> C Py 4, 2 7)dxZ  — 0

Ido l Ida|a, l l in
i

0> ¢ —— A ‘L4 Q S0

Puisque
C Cc A, C A,

I’exposant m de C' divise I’exposant de Ay, divisant lui-méme I’exposant de A encore égal a m ; si bien que m
est encore I’exposant de Ay,.
On peut donc appliquer la proposition I1.10.3 a la suite exacte

0= C—2 s Ay —2 5 7/dsZ — 0
du diagramme ci-dessus. Pour tout 1 < k < r il existe donc un morphisme
Sk - Z/de — Ay, tel queqr © S = Id 7)dWZ -

On définit alors :

ka
s = ZSkOXk :Q — A.
k=1

11 s’ensuit que :

T

gos = qo(Zskoxk)

k=1

s
= Ygeson
k=1

r
= E 1 O qk O S O Xk
k=1
T

= Zlk ° Xk
k=1
= Idg,

la derniere égalité étant 11.10.4.1.
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Théoréme I1.10.5 (de structure des groupes abéliens finis (cf. IV.11.5, B.6.13)) Etant donné un groupe abé-
lien fini A, il existe un unique entierr € N et un unique r-uplet dy, ,1<x<r € N tels que

A= [[2z/dZ, d > 1et VI <k <r—1, di|diss -
k=1

Remarque I1.10.5.1 11 est immédiat de constater que si les conditions ci-dessus sont satisfaites, d,. est I’expo-
sant de A.

Preuve :

i) (Existence)
SiA = {0},r = 0 convient.
Le groupe abélien A étant fini, on peut appliquer la proposition II.10.1 qui donne la suite exacte

0= C—"sA—-2 450 — 0(FfIL10.2.1,)

ou C = 7Z/mZ est un groupe cyclique.
Bien entendu, si Q@ = {0}, C = A et le résultat est établi.
Sinon, il résulte du téhoreme 1.9.19 que

#(Q) < #(A).

On peut alors faire l1h’ypothese de récurrence qu’il existe

r €N, dpja<k<r € N, di>1 telsqueQ = [[Z/diZet VI <k <r—1, dyldiss -
k=1

La proposition I1.10.4 permet alors d’écrire
A= QxC = [[2z/diZ x Z/mZ.
k=1
Le lemme 11.5.3.iv) assure alors que d,.|m ce qui achéve la preuve.
ii) (Unicité)
(cf. TD n° 1V, exercice A, TD n° 1V, exercice B)

Remarque I1.10.5.3 Bien entendu le théoreme I1.10.5 peut étre vu comme un corollaire du théoréeme B.6.13
puisque les arguments utilisés dans la preuve de ce dernier s’appliquent sans restriction aux groupes abéliens
considérés comme Z-modules.

On s’apercoit néanmoins qu’ici, comme ce sera le cas en IV.11.5, un certain nombre d’argument est simplifié
grace notamment a des résultats come le théoreme 1.9.19.

Définition I1.10.6 (Facteurs invariants (cf. IV.11.9, B.6.14)) Pour un groupe abélien fini A, les entiers
dk ;1<k<r donnés par le théoréme I1.10.5

ci-dessus sont appelés les facteurs invariants de A.
Il est d’usage de dire que lorsqu’on écrit alors

A=Z/hTx... xT/dT

on a mis A sous sa forme canonique.

96



L3/S6 M305, Algebre II, 11.10.8 Université Paris Sud, 2019-2020

Corollaire I1.10.7 ( (cf. IV.11.10, B.6.15)) i) Deux groupes abéliens finis sont isomorphes si et seulement si
ils ont mémes facteurs invariants.

Preuve : Soient A et B deux groupes abéliens finis. En vertu du théoreme 11.10.5.1), il existe
r € Netd,i<k<r telsque A =2 Z/d1Z % ... X Z/d,Z et V1 <k <71 —1, dpy1|ds -
Un isomorphisme B = A donne par composition un isomorphisme
B Z/dZ x ... x Z/d,Z.

Les dy, ,1<k<r sont alors les facteurs invariants de B grice a I’énoncé d’unicité B.6.13.2).
Réciproquement si v € N, dj, ,1<k<r , sont simultanément les facteurs invariants de A et B, les isomor-
phismes
A7/ x ... x Z/d,ZetB =2 Z/d\Z X ... X Z/d,Z

donne un isomorphisme
B A

grice a la proposition 1.4.9 par exemple.

ii) Deux groupes abéliens de type fini sont isomorphes si et seulement si ils ont méme rang (cf. I1.7.1) et
mémes facteurs invariants.

Preuve : Ecrivons, grice au théoréme I1.6.4,
A = Tor(A) & L(A)et B = Tor(B) & L(B)

ot Tor(A) et Tor(B) (resp. L(A) et L(B)) sont de type fini et de torsion (resp. libres de type fini.)
Si¢ : A = B estun isomorphisme

Tor(¢) : Tor(A) = Tor(B) (cf. IL5.4.ii) )

est un isomorphisme, ce qui assure, d’aprés le point i) que A et B ont les mémes facteurs invariants.
Les isomorphismes
A = Bet Tor(A) = Tor(B)

assurent, grage au théoréme B.1.4.ii) que L(A) et L(B) sont isomorphes, c’est-a-dire que A et B ont méme
rang.

Réciproquement si A et B ont les mémes facteurs invariants il résulte de i) qu’il existe un isomorphisme
¢ : Tor(A) = Tor(B) . SiL(A) et L(B) sont libres de type fini et ont méme rang, n ils sont tous les deux
isomorphes a Z" ce qui done, par composition, un isomorphisme

¢ : L(A) =2 L(B).
On vérifie facilement que le morphisme
v+¢ : A = Tor(M) @& L(A) - B = Tor(B) @ L(B), (z+vy) — () + é(y)

est un isomorphisme.

Exemple I1.10.8 a) Bien évidemment, étant donnés des entiers naturels a # b, Z/aZ et Z/bZ ne sont pas
isomorphes parce qu’il n’ont pas le méme nombre d’éléments et c’est le plus élémentaire des invariant qui se
conserve par isomorphisme.
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b) Il n’est nul besoin des résultats donnés ci-dessus pour établir non plus que Z/4Z et Z/27Z x Z/27Z ne sont
pas isomorphes, puisqu’il y a un élément d’ordre 4 dans le premier et qu’il n’y en a pas dans le second et que
I’ordre se conserve par isomorphismes (cf. I1.5.3.iv).) On pourrait aussi remarquer, ce qui revient un peu au
méme, que ces deux groupes n’ont pas méme exposant.

¢) Il commence & devenir délicat, en s’abstenant d’utiliser le corollaire I1.10.7.i), de déterminer si Z/27Z x
Z/27 x ZJAZ et Z/AZ x Z/AZ sont ou non isomorphes. Il n’est pas impossible qu’en analysant finement le
nombre d’éléments d’ordre respectifs 2 et 4 dans chacun d’entre eux on arrive finalement a les discriminer. Se
faisant, cela revient a analyser la 2"-torsion dans chacun de ces groupes et du coup a redémontrer (partiellement
peut-étre) dans un cas particulier le théoreme I11.10.5.

Bien entendu, le premier groupe ayant pour facteurs invariants (2,2, 4) et le second (4,4) il ne sont pas
isomorphes.

d) 1l se peut qu’on ait affaire a des groupes qui ne sont pas donnés sous forme canonique : par exemple Z /3Z x
Z/AZ et Z/2Z x Z/6Z. Le premier groupe n’est pas donné sous forme canonique alors que le second I’est.
En appliquant itérativement le théoréme chinois des restes on peut remettre ce groupe sous forme canonique
ici : Z/12Z. Les facteurs invariants du premier groupe sont donc (12) tandis que ceux du second sont (2, 6).
Ces groupes ne sont donc pas isomorphes (a noter qu’ici en réalité I’argument de b) s’appliquait sans qu’on ait
besoin d’avoir recours a des arguments sophistiqués.

e) (cf. TDn® 1V, exercice C, 11.12.5.)
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II.11 . —Le théoréme de la base adaptée et lalgorithme d’EUCLIDE-GAUSS (cf. C)

Le théoréeme 11.4.6 assure qu’étant donné un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de type fini L. (A étant bien entendu toujours un anneau principal,) tout sous-
groupe

(resp. sous- A-module,) M de L est libre de type fini et de rang inférieur a celui de L. En revanche
on n’a encore donné aucune réponse quant au fait de savoir dans quel(s) cas M pourrait posséder un
supplémentaire dans L, ou de maniére équivalente a quelle(s) condition(s) une base de M pourrait se
compléter en une base de L. On a parfois néanmoins abordé ces questions a travers des exemples (cf.
TD n° III, exercice C, question 1), ¢), TD n° III, exercice C, question 2), TD n° III, exercice C, ques-
tion 3).)

Le théoreme I1.11.12, dit de la base adaptée assure qu'un couple M C L de groupes abéliens, ou L est
supposé libre de type fini, posseéde une base adaptée au sens de la définition II.11.1. Le théoréme I1.11.12 peut
étre démontré sans préalablement supposer que le théoreme 11.4.6 a été établi, et dans ce cas il en redonne en
fait une preuve.

Nous allons cependant, dans ce paragraphe (II.11,) démontrer le théoréme II.11.12 de la base adaptée,
uniquement dans le cas des groupes abéliens ou a tout le moins dans le cas de A-modules lorsque A est un
anneau euclidien 1.13.6.1. La contrepartie a cette restriction concernant les anneaux, est que, la preuve qu’on
va donner ici du théoréme I1.11.12, est algorithmique et donne un moyen de construire effectivement une base
adaptée (cf. I11.11.9.)

On constatera (cf. I1.11.3,) que I’existence d’une base adaptée pour un couple M C L de A-modules (donc
en particulier de groupes abéliens,) n’est pas indépendante de 1’existence des facteurs invariants pour le groupe
quotient L/M. Linteraction entre ces deux questions sera développée davantage dans I’appendice C ol I’on
traitera la question d’existence d’une base adaptée pour un couple M C L de A-modules oli A est un anneau
principal quelconque.

Définition I1.11.1 (BAse adaptée) On dit qu’'un couple M C L de groupes abéliens
(resp. A-modules,) libres de type fini (cf. I1.3.2,) admet une base adaptée, s’il existe une base \; ,1<i<, de
L, unentier s < r, des éléments

d; 1<i<s € Z(resp. A) tel que d;\; ;1 < ; < s soit une base de M

et
V1 S ) S s — 1, di+1|di .

Remarque II.11.2 SiJ C A est un idéal, puisque A est principal, il existe a € Atel que I = Aa. Si

J # {0},a # 0Oestunebase deJ. Comme 1 est une base de A, c’est une base adaptée pour I C A. On peut
donc trouver une base adaptée dans cette situation.

Proposition I1.11.3 Si un couple M C L, posséde une base adaptée
(Nis1<i<r i i<i<s ) ws<r V1 <0 <5 — 1, diya|ds,
les éléments d; non inversibles sont les facteurs invariants de L /M (cf. I1.10.6, B.6.14.)

Preuve : Soit P := Z~*(resp. A”~°,) muni de sa base canonique (cf. IL.1.4.c),) €; ,s4+1 < i < r . SoOit

Q = Afdy x ... x AJds x P.
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Il résulte du théoréme 11.6.4 (resp. B.1.4,) que
Tora(Q) = A/dy x ... X A/dsetrg(Q) = r—s.
Définissons un Z(resp. A)-morphisme :

o: L — @
A 1A/di7V1§i§S7
ANi o — g,Vs+1<i<r, .

Alors :

Lemme I1.11.3.1 Le morphisme ¢ est surjectif et M est son noyau.

Il découle alors du lemme I1.11.3.1 ci-dessus et du théoreme de factorisation des morphismes (cf. 1.8.11,)
qu’il existe un isomorphisme

Y L/M = Qtelquey o m = ¢ourw : L — L/M est la surjection canonique .

Puisque
V1 S ) S S — 1, di+1|di,

il existe un unique 1 < t < stel que
d; € Z"(resp. A*) & i>t.
Comme pouri >t, A/d; = {0}, on en déduit que
Tora(Q) = A/dy x ... x A/d; .

La condition d;41|d; assure I’unicité de cette décomposition dans le théoréme I1.10.5.ii) (resp. B.6.13.2),) si
bien que les d; ,1<;<¢ sont bien les facteurs invariant de L /M.

Preuve (du lemme I1.11.3.1):

i) (Surjectivité de ¢)
Pour tout « € @, il existe un unique couple (v, ),

S
a; € HA/dietoq € Ptelquea = a4 + oy .
i=1

Or
T
Ja; n<ics € A, ar = (a1laja,,---5aslasa,) €t Jaispi<icr € A, ap = E aic; .
i1=s+1
On vérifie alors que :

T

¢(Z aiX;) = ¢(Z aiXi) + o( Z aiX;)
i=1 i=1 i=s+1
ap + o

= .
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ii) (Le noyau de ¢)
Pour tout

T
xr = Zai)\i e M,
=1

¢(x) = 0 entraine que

¢(i“i>‘i) = Oet ¢ Z aiXi) = 0

i=s+1
puisque Q = Tors(Q) & P .

T
La seconde égalité entraine E a;e; = 0 qui entraine
i=s+1

Vi<s+1<r,a; =0
puisque €; ,1 < s+1 < i est une base de P.

Par ailleurs ¢(Z a;iX;) = 0, équivaut a
i=1

V1 S ) S S, ailA/di =0
ce qui équivaut encore a
V1 S ) S S, di|ai

qui équivaut finalement a
Vi<1<s, ai\i € M.

Corollaire II.11.4 Si M C L posséde une base adaptée
(Ni<i<r > dii<ics ) rs<r V1 <0 < s — 1, diya|d;,
le s-upletd; ,1<i<, est unique (a association pres.)

Preuve : C’est bien entendu une conséquence de I’identification faite entre les d; ,1<i<s et les facteurs inva-
riants dans la proposition II.11.3 et I’énoncé d’unicité dans le théoréme I1.10.5.ii) (resp. B.6.13.2).)

Notation I1.11.5 Pour deux entiers naturels n et p, on note M,, ,(A) I’ensemble des matrices a n lignes et p
colonnes a coefficients dans A et M,,(A) := M,, ,(A) pourp = n I’ensemble des matrices a n lignes et n
collonnes a coefficients dans A.

Pour tous (m,n,p) € NxNxN, (M,N) € My, n,(A) x M, ,(A), le produit M - N est défini de
maniere usuelle.

En particulier (M,,(A), +, -) a une structure d’anneau (non commutatif en général) et on note GL,,(A) le
groupe des élément inversibles de M,,(A) qu’on apelle ordinairement le groupe linéaire.

On notera

Ol.,n S Mlyn(A)(resp. On71 € Mnl(A) )

la matrice dont tous les coefficients sont nuls.
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Lemme I1.11.6 Etant donné un A-module L libre de type fini et de rang n, muni d’une base \; ,1<;<n I’appli-
cation qui a tout endomorphisme
fe EndA(L) = HOInA(L, L)

de L associe la matrice M ( f) définie par

n

VI<j<n, fON) = Y M(f)ijhi

i=1

est un isomorphisme d’anneaux.
En particulier pour tout f € Ends(L) f est un automorphisme si et seulement si sa matrice M (f) est
inversible i.e.
[ € Auts(L) & M(f) € GL,(4).

Notation I1.11.7 Soitn € N* un entier et L un A-module libre de rang n rapporté a une base
Aisi<i<n - Onnote I,, € M, (A) la matrice identité. Pour M € M,, ,(A) :

i) ((Ligne;(M) «» Ligne;(M)))

I’opération sur les lignes de M symboliquement notée (Ligne, (M) <> Ligne; (M )) consistant a échanger la
i®me et la 5™ ligne, correspond a la multiplication & gauche par la matrice PZ(?) obtenue 2 partir de la matrice
I, en appliquant la permutation des lignes Ligne;(I,,) et Ligne;(I,), qui correspond (par I’isomorphisme
construit dans le lemme I1.11.6,) a I’automorphisme de L défini par

)\i}—>)\j,)\jHAi,VlngTl,k#i,k’#j,)\k}—))\k;

i) ((Ligne;(M) « Ligne;(M) + aLigne,;(M)))

I’opération sur les lignes de m symboliquement notée (Ligne; (M) < Ligne,; (M) + aLigne;(M)) consis-
tant a remplacer la "™ ligne par une combinaison linéaire de cette derniere et d’une autre ligne, correspond a
la multiplication & gauche par la matrice TiE?) (a), matrice de transvection obtenue a partir de I, par application
de la transvection (Ligne; (M) < Ligne;(M) + aLigne;(M)), correspondant & I’automorphisme de L défini

ar
P Aj—= Ajtad , VI<kE<n kE#j, M = A

iii) les opérations sur les colonnes correspondent, elles, a des multiplications a droite par les matrices Pi(?‘) et
trp(p)
1,7 (a).

Remarque I1.11.8 Les matrices Pi(,?) et Ti(,?) (a) introduites en I1.11.7.i) et I1.11.7.ii) correspondant a des au-
tomorphismes de L, sont donc inversibles.

I1.11.9 . —Description de I’algorithme

L’algorithme consiste a transformer une matrice M € M,, ,(A) par des opérations élémentaire sur les
lignes et les colonnes. Seules les opérations suivantes sont autorisées :

les permutations de lignes (Ligne, (M) <> Ligne;(M))

ou de colonnes (Colonne; (M) <> Colonne;(M)),
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les transvections de lignes (Ligne, (M) < Ligne, (M) + aLigne;(M) , i,j € {1,...,n}, a € A)
ou de colonnes (Colonne; (M) < Colonne; (M) 4+ aColonne; (M) , 4,5 € {1,...,p},a € A).

La multiplication d’une ligne et d’une colonne par — 1 .
(Ligne; (M) < —Ligne;(M)) et (Colonne; (M) < —LColonne;(M)) .

Comme dans 1’algorithme de Gauss habituel, les opérations élémentaires correspondent a la multiplication
par des matrices inversibles dans 1’anneau M,, (A4) (respectivement M,,(A)). Une suite finie d’ opérations élé-
mentaires autorisées transforment donc la matrice M en une matrice de la forme PMQ ou P € GL,(A) et
Q € GLp(4)

Tres précisément, il s’ agit, par une suite finie d’ opérations élémentaires autorisées, de transformer la matrice
non nulle

M = (mi,j)l <i<n € ./\/lmp(A) I1.11.9.1
1<j<p
en une matrice de la forme (quasi-diagonale)
di O 0
0 do O
D = ou
ds O
11.11.9.2
0 0
1 < s < min(n,p),
di 1<i<s € A
dylds|. . .|ds .

Tous les autres coefficients de D sont nuls.

Notation I1.11.9.3 L’anneau A étant euclidien on note
v:A\ {0} - N
le stathme euclidien (cf. 1.13.6.1.)
siA =7Z,VneZ\{0}, vin) = |n|;
siA = K[X], VP e K[X] \ {0}, v(P) = deg(P).

Pour toute matrice
M = (miyj)l <i<nm S Mn_’p(A),

1<j<p
on note
v(M) = min m;.i) .
()= mn (my)
1<j<p™”’

A chaque étape de I’algorithme, I’entier strictement positif v(M) décroit strictement, ce qui assure la fini-
tude de I’algorithme.

Définition I1.11.9.4 (Pivot) Un coefficient m; ; de M tel que v(m; ;) = v(M) s’appelle un pivot.

103



L3/S6 M305, Algebre IT, IL11.11 Université Paris Sud, 2019-2020

I1.11.10 . —Les étapes de I’algorithme
i) (Premiere étape)
a) On choisit un pivot m; ; que 1’on amene 4 la position (1, 1) grice aux transpositions
Ligne, (M) < Ligne,; (M) et Colonne; (M) <+ Colonne; (M) .
b) Pour j de 2 apetpour: de 2 an on effectue les divisions euclidiennes
mi,; = gimi1 + rjetmi1 = g¢mig + 1 ;
puis les transvections

Colonne; (M) < Colonne; (M) — g;Colonne; (M )et Ligne; (M) < Ligne;(M) — aLigne, (M) .

¢) On a alors
v(mi) < v(mii)etv(im;1) < v(imii)Vji>1leti>1.

Si tous les my ; et m; 1 sont nuls, on passe a la deuxieme étape ii).

Sinon on choisit I’un de ces coefficient non nul, on le place en position (1, 1) par une transposition, et on
recommence b).

Puisque v(m4 1) diminue strictement a chaque étape le processus s’arréte, et on arrive a une matrice de la

forme
mina O1,p71

) ou M’ € Mnfl_’pfl(/w. 1
On-1 M

ii) (Deuxiéme étape)

Si my ;1 divise tous les coefficients de M’, on passe a la troisieéme étape iii). Sinon, on choisit un coefficient
m; j qui n’est pas divisible par my 1 et on effectue I'opération Ligne; (M) < Ligne, (M) + Ligne;(M).
(Notons que le coefficient m; ; n’est pas modifié). On recommence alors la premiére étape i) a partir de i).b) :
divisions euclidiennes, transvections, transposition. On arrive a une matrice de la forme i).c).1 mais avec une
nouvelle valeur de v(m; 1) strictement plus petite.

Comme a chaque fois la valeur de v(m ;) diminue strictement, on arrive & une matrice de la forme

mi1 O1,p—1
oun M’ € Mn—l,p—l(A) 1
On-1,1 M’

et olt mq 1 divise tous les coefficients de M.
iii) (Troisieéme étape)

On applique les étapes i) et ii) a la matrice M’ ce qui ne modifie pas la premiére ligne et la premiére colonne.
En répétant un nombre fini de fois le processus, on arrive a la forme quasi-diagonale I1.11.9.2 souhaitée.
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Proposition IL.11.11 Etant donnés deux entiers n et p Ia donnée d’une matrice M comme en I1.11.9.1 équivaut
a se donner les coordonnées de p vecteurs de A™ (ou d’un A-module libre de rang n, rapporté a une base.) Soit
B le sous-A-module de A™ engendré par ces p vecteurs. Les multiplications autorisée a gauche de la matrice
M correspondent a des changements de base dans A™ tandis que les multiplications autorisées a droite de M
changent les générateurs de B en une autre famille de générateurs.

I1 s’ensuit, qu’au terme des transformations effectuées, le sous-A-module engendré par les colonnes de la
matrice D (I1.11.9.2) est encore B. Ces colonnes constituent alors manifestement une famille libre i.e. une base
de B et cette base est évidemment adaptéea B C A™ (cf. IL.11.1.)

Si donc les étapes de I’algorithme ne sont pas uniques, si méme les matrices P et Q) tellesque D = PMQ),
ne le sont pas non plus le s-uplet d; ,1<i< constituant les éléments diagonaux de D, est quant a lui unique en
vertu du théoréme I1.11.12. aux termes de la proposition I1.11.3, ce sont mémes des générateurs des facteurs
invariants (cf. I1.10.6,) du quotient A™ / B.

Théoreme 11.11.12 (de la base adaptée) Si M C L sont des groupes abéliens, et L est libre de type fini (cf.
I1.3.2,) alors M est libre de type fini et le couple

(L, M) posséde une base adaptée (X; 1<i<r ,di s1<i<s ) o<r V1 <0 < s — 1, diya]d;
(ce qui contient en particulier le fait que rg(M) < rg(L).) De plus le s-uplet d; ,1<i<s est unique.

Preuve : D’abord le théoréme I1.4.6 assure que M est libre de type fini et rg(M) < rg(L).
Ensuite, I’existence d’une base adaptée est assurée par la proposition I1.11.11.
L’unicité est finalement assurée par le corollaire I1.11.4.

Exemple I1.11.13 (Vecteur primitif) Soit M := (6 10 30) On effectue une suite d’opérations sur les
colonnes :

(6 10 30)
Colonnes(M) < Colonnes (M) — 5Colonne; (M),
Colonney (M) < Colonney(M) — Colonney (M) — (6 4
Colonne; (M) < Colonne; (M) — Colonnes(M) — (2 4 0)
Colonnes (M) - Colonney (M) — 2Colonne; (M) — (2 0

On obtient la matrice @) en appliquant la suite d’opérations élémentaires a la matrice I3 :

2 -5 =5
Q=|-1 3 0
0 0 1
On a donc
2 -5 =5
(2 0 0) = (6 10 30) -1 3 0
0 0 1
On a aussi
3 -5 -—15
Qt=1[(1 2 5
0 0 1
et donc
3 -5 -—15
(6 10 30) = (2 0 0) 1 2 5
0 0 1
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Remarque I1.11.14 Comparer I’exemple ci-dessus au corollaire C.1.4.

Exemple I1.11.15 Trouver une base de Z> adaptée au sous-groupe (sous-Z-module) F' engendré par les vec-
teurs

1 2
Y1 = 1 ety := [ -1
-1 0
1 2
Onaici¥Y = 1 —1| eten appliquantI’algorithme d’EUCLIDE-GAUSS, on voit que la suite d’opéra-
-1 0

tions élémentaires
Colonney (Y') «— Colonney(Y) — 2Colonne; (V) ,

Ligne,(Y) + Ligne,(Y) — Ligne, (V) ,
Ligne;(Y) < Ligne;(Y) + Ligne, (Y) ,
Ligne,(Y) < Ligne,(Y) + Lignes(Y) ,
Ligne;(Y') < Lignes(Y) 4 2Ligne, (Y)
10
transforment la matrice Y en la matrice D = [ 0 —1 |. On en déduit que
0 0
1 00 1 9
Y =P 'DQavecP™! = |0 1 1]etQ = .
0 1
1 2 3
1 0 0
Onaalors P= | 1 3 —1].Labase
-1 -2 1
1 0 0
{61 = 1 , €2 = 3 , €3 = -1 }
-1 -2 1

est donc adaptée au sous-groupe I’ : c’est une base de 73 et (e1, —e2) est une base de F.

Exemple I1.11.16 (Résolution d’un systéme Z-linéaire) Soit

b
A= (ai5) € Mpp(Z)et B := | 1 | € Mua1(Z).
bn
T1
On cherche a résoudre le systeme linéaire AX = B, avec X =
Zp

i) (Cas d’un systeme homogene)

L’ensemble F' de ses solutions est un sous-module de ZP. 1l est libre, de rang p — k ou k est le rang de la
matrice A. On écrit A sous la forme A = PDQ ™! ott D (cf. 11.11.9.2.) Le systeme s’écrit alors PDQ'X =
0,c’estadire DY = 0ou
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L’ensemble des solutions du systtme DY = 0 est le sous Z-module dont une base est (Yi+1,...,Y,) ol
Y est le vecteur colonne dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf la coordonnée d’indice j qui vaut 1.
Les vecteurs X; = QY; (k+1 < j < p) forment donc une Z-base de F. Si I’on préfére une représentation
paramétrique on peut écrire :

p
F = Z tiX5, | (s tp) € ZP7FY
j=k+1

ii) (Cas général)
Le systeme s’écrit alors sous la forme

C1
DY = C = : ,

Cn

ounC = P7'B.
Pour que le systeme soit compatible il faut et il suffit que

d1|61,...,dk|ck

Cht1 = ... = ¢ = 0.
Les solutions du systtme DY = C'sont de la forme

Cl/dl

ci/d
tht1
tp
oll tx41,...+, sont des entiers arbitraires. Les solutions du systtme AX = B sont alors de la forme
(Cl/d1>X1 + ...+ (Ck/dk>Xk + ter1 Xpr1 + -0 + thp

ol tgy1,...,tp sontarbitraires dans Z. On retrouve bien, comme dans le cas des espaces vectoriels" la structure
de "sous-module affine" de I’ensemble des solutions. (On parle plus volontiers, dans ce cas, d’espace principal
homogéne).

iii) On peut traiter ici, a titre d’exemple, la résolution de I’équation a1z + ... 4+ a,z, = b. ol aq,..., a, sont
des entiers premiers entre eux.
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II.12 . —Exercices

Exercice I1.12.1 Démontrer les points II.1.11.1) et IT.1.11.ii).

Exercice I1.12.2 Soit M/ un A-module et 53 une base de M. Pour tout A-module /N, définir une bijection entre
I’ensemble des applications de B dans N et I’ensemble Hom 4 (M, N') des morphismes de A-modules de M
dans N.

Exercice I1.12.3 Soitn € Z un entier strictement plus grand que 1.

1) Montrer que {n} est une partie libre maximale du Z-module Z mais n’est pas une base.
2) Montrer que le sous-Z-module nZ de Z n’a pas de supplémentaire dans Z.

3) Montrer que Z et nZ sont des Z-module libre de type fini et de rang 1.

Exercice I1.12.4 [Sous-groupes de Z/nZ]
1) Etant donnée une application f : F — F, rappeler rapidement pourquoi, si f est surjective,
VA C Ff(f71(A) = A.
2) Soit G un groupe abélien, H un sous-groupe de G, et 7 : G — G/H la projection canonique. No-
tons & (resp. F,) I’ensemble des sous-groupes de G contenant H, (resp. I’ensemble des sous-groupes de
G/H)
Montrer que les applications
T : & = F, K= n(K)etr* : F = &, L — n (L)
sont bien définies et inverses I’une de 1’autre.

3) Soitn € N*,
w: 4L — Z/nZ,x — xmodn

la projection canonique et L un sous-groupe de Z/nZ.
a) Montrer qu’il existe un unique d € N, tel que

dnet L = n(dZ) .

b) Construire un isomorphisme
7/d7 = (Z/nZ)/L .

On noten = de.

¢) Construire un isomorphisme
Z/eZ = L.

108



L3/S6 M305, Algebre II, I1.12.5 Université Paris Sud, 2019-2020

Exercice I1.12.5 [cf. IV.12.1]
1) Parmi les groupes suivants, lesquels sont isomorphes (justifier) :

G1 = Z/3Z x L/37. x T)2Z x L.25Z., Gy = Z./9Z x L.J27. x /25T, G5 = (Z/2TZ)* x Z/25Z,
Gy = Z/9Z x Z/5Z x Z,/10Z,

Lesquels sont cycliques ?

2) Déterminer les classes d’isomorphisme de groupes abéliens d’ordre 32, puis les classes d’isomorphisme de
groupes abéliens d’ordre 18.

3) Un groupe abélien G a un élément d’ordre 11 x 2% et au moins 26 éléments d’ordre 11. Quel est le plus
petit ordre possible du groupe ? Donner alors la structure (ou les structures possibles) pour cet ordre.

4) Déterminer a isomorphisme pres les groupes abéliens de cardinal 300.

5) Les groupes abéliens
Z)57Z X Z)57Z x Z/25Z et Z/257 x Z]/25Z

sont-ils isomorphes ?

6) (Groupes abéliens a 144 éléments)
Donner les classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal 144.

7) Soit A le groupe abélien Z /187 x Z /247 x 7Z./20Z .

Trouver les entiers k > 1etd; ,1<i<x > 2telsque:
— pourtout 1 <i <k, diy1]d; et

A2 Z/dZ x ... x Z]dpZ .

8) Soit G = Z/30Z x Z/25Z x Z]/125Z x Z/6Z. Donner les invariants du groupe abélien fini G. Combien
y a-t-il de sous-groupes d’exposant 5 dans G ?

9) On pose
A = 7/272 xZLJAZ X Z/AZ , B := Z/3Z X /97 ,C = Z/57 .

Trouver les entiers kK > letd; > 2pourl < i < ktels que d;41 divise d; pour tout 1 < ¢ < k et tels que

AXBxC = Z/dZ x...xL]dZ .

10) On admet que le groupe multiplicatif de I’anneau Z/p"Z est cyclique quand p est un nombre premier
impair. Trouver les entiers k > letd; > 2pour1 < ¢ < ktels que d;y; divise d; pour tout 1 < i < k et tels
que (Z/9NZ)* 2 Z/d1Z % ...Z/diZ.

11) a) On rappelle/admet que si p est un nombre premier impair et n > 1, le groupe (Z/p™Z)* des
éléments inversibles de Z/p™Z est cyclique. Donner son cardinal.
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b) Soit G = (Z/6615Z)*. Ecrire G sous la forme G = [[_, Z/d,;Z avec s un entier positif et d; des entiers
positifs et d;1|d; pour1 < i < s—1.

12) Soient p, g, r trois nombres premiers distincts. Combien y a-t-il de classes d’isomorphismes de groupes
abéliens d’ordre p x ¢3 x r*?

Donner la structure en termes d’entiers d; avec d;y1|d; de tous ceux possédant de plus un sous-groupe
d’ordre 73 et d’exposant r.

13) a) Onrappelle/admet que si p est un nombre premier impair et n > 1, (Z/p"7Z)* (groupe des éléments
inversibles de Z/p"Z) est cyclique. Donner son cardinal.

b) Soit G = (Z/(49 x 18 x 17)Z)*. Ecrire G sous la forme G = [[°_, Z/d;Z avec s un entier positif et d;
des entiers positifs tels que d;41|d; pour1 < ¢ < s— 1.
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Errata :

1. A la fin de la preuve de la proposition I1.10.3
il fautlire  «Le morphismeZ — A, 1 — w se factorise donc »
et non «Le morphisme A — M , 1 +— w se factorise donc » .

2. Laréférence B.7 au paragraphe II.11 est en fait C.

III .—Les anneaux de polynomes

Dans tout ce chapitre (IIT), (A, +4,%4,04,14) est un anneau (commutatif) (cf. 1.1.8,) qu’on supposera
méme assez vite integre (cf. 1.1.14,) et I’on ne finira méme par considérer, au paragraphe IIL5 que le cas
ou A est un corps.

III.1 . —D’anneau des séries formelles a coefficients dans A

On ne construit, dans ce paragraphe (I1I.1,) I’anneau A[[X]] des séries formelles a coefficients dans A que
pour servir de cadre a la construction de I’anneau A[X] des polyndmes & une indéterminée et a coefficients dans
A construit au paragraphe I11.2.

On n’aura malheureusement pas le loisir de sintéresser a 1’anneau A[[X]] pour lui-mé&me ce qui pourtant est
a la base de nombreux développements.

Définition III.1.1 On rappelle qu’une suite a valeurs dans A est une application N — A. On note le plus
souvent o, € A et on appelle n®" terme général I'image d’un entier n € N par la suite a.

Notation ITI.1.2 On rappelle que 1’ensemble des suites a valeurs dans A est usuellement noté AN . On notera
(¢n) smen € AN (resp. (vn) snen € AV) la suite définie par

YneN, ¢, := 0(resp.vg := 1la,VneN, n>1, v, :=0.)
Pour tout (o, 8) € AN x AN, on définit 1’élément o + 4v 3 € AN par:
(@tanB)n = an +a Bn 1.1.2.1

et

(akan B = D ok 4 Bk - 11122
k=0

Proposition IT1.1.3 Le triplet (AN, + 4n , * 4n ) est un anneau (commutatif si A I’est) d’élément neutre ¢ pour
laloi + 4n et pourlaloi * v .

Preuve : Il s’agit, en premier lieu , de montrer que (A, + 4n ) est un groupe abélien, ce qui est fait dans I’exer-
cice I1.7.1 et résulte également de la proposition 1.6.1.1).
On montre ensuite dans I’exercice IT1.7.2 que (A, + 4n , * 4n ) est un anneau commutatif.
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Définition IT1.1.4 (Anneau des séries formelles) L’anneau (A, + 4n, * 4v ) est appelé anneau des séries for-
melles a coefficients dans A.

Notation ITI.1.5 Pour touta € A, on définit I’é1ément i(a) de A" par :

i(a)o = aetVneN, n > 0 = i(a), = 0. MI.1.5.1

Pour tout o« € AN, on définit p(a) € A par:
pla) == ap . MI.1.5.2

Proposition I11.1.6 i)
poi=1Idy.

ii) L’application i est injective et I’application p surjective.

Preuve : Découle du point précédent.

iii) Les applications i et p définies ci-dessus sont des morphismes d’anneaux.

Preuve : Le fait que ¢ est un morphisme d’anneaux est démontré dans le I11.7.5. La vérification du fait que p
est aussi un morphisme est trés simple et laissée en exercice.

Notation ITL.1.7 Pourtouta € Aettouta € AN, onnote
a - a:=i(a) x4 «

qu’on finira par noter a*« en confondant A et I’image de ¢ qui sont isomorphes et méme a« si aucune confusion

ne devait en résulter.
On remarque, en tout cas que :

VneN, (a-a), = (i(a)xana) = axsay.

Proposition II1.1.8 On a alors :
Va € A, Vb€ A, V(an) men € AV, ¥(Bn) snen € A,

MOdl)
a-(a+488) =a-a+4a-f;
Mods)
(a4+abdb)-a=a- -a+nb-0;
Mods)
(a4 b)-a=a-(b-a);
Mody)
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Preuve : Ce n’est qu’un jeu d’écriture sur le fait que 1 est un morphisme d’anneaux.

Remarque ITL.1.9 Si A était un corps les propriétés I11.1.8.Mod;) a III.1.8.Mod,) assureraient que AV est
un A-espace vectoriel. Cependant dans le cas ot A est simplement un anneau on parle de A-module (cf.
A.1.1)) Le morphisme i : A — AN fait méme de AN une A-algebre (cf. A.1.6e)t sa structure de A-module
n’est autre que celle induite par sa structure de A-algebre (cf. A.1.8.b).)

Notation ITI.1.10 Pourtoutj € N,onnotes; € AN 1’élément de AN défini par :
(Ej)j = letVneN, n # j = (Ej)n =0.
Notons qu’on a immédiatement e = v.

Lemme III.1.11 Pour toutj € N,
Ej+1 = €1 * AN Ej

et par conséquent
V(j, k) e NXN, g %45 € = €j4k -

Preuve : C’est un exercice.

Notation IIL.1.12 11 est d’usage de noter X := &1, le lemme ci-dessus assurant que X7 = &;. L’anneau
(AN] 4+ 4v, * 4v ) est usuellement notté A[[X]] et appelé anneau des séries formelles a coefficients dans A. Un
élément (v, ) snen € AN est noté

+oo
a = g a, X"
n=0

cette notation ne devant cependant pas laisser croire qu’on ait pu écrire o« comme combinaison linéaire et par

conséquent trouver une base.
La notation A[[X]] ne recouvre pas seulement A™ en tant qu’ensemble mais bel et bien 1’anneau

N
(A ) +AN y kAN aC?U)
si bien que lorsqu’on écrit A[[X]] il n’est nul besoin de spécifier quelle est la structure d’anneau. Les éléments

¢ (resp. v )sont, bien entendu, notés 0 (resp. 1 .)

Proposition I11.1.13 i) Pour tout (an) men € AN o # (, il existe un entier naturel val(«) tel que

Qyal(e) #0etVneN, n < val(a) = a, = 0.
Preuve : Voir I’exercice I11.7.4.question 2).
ii)
V(a, B) € (AN \{(}) x (A"\{(}), val(axan B) > val(a) + val(B)

avec égalité dans le cas ol A est un anneau integre.

Preuve : Voir I’exercice I11.7.4.question 3).
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iii)
V(a, B) € (AN\{¢}) x (A"\{¢}), val(a+4n 8) > min (val(a) , val(3))

avec égalité dans le cas ot val(a) # val(f).

Preuve : Voir I’exercice 111.7.4.question 5).

Définition II1.1.14 (Valuation) Pourtouta € AN\ {¢}, on appellera valuation X -adique ou simplement de
a, I'entier val(a).

Remarque I11.1.15 a) On peut interpréter la valueation d’un élément v de AN \ {¢}, comme la plus grande
puissance de X divisant o. La définition de valuation donnée en III.1.14 est alors a rapprocher de la notion de
valuation p-adique donnée en 1.13.5.5, et on aurait affaire ici a la « valuation X -adique » en quelque sorte.

b) On peut prolonger I’application valuation de AN \ {¢} a AN en posant :
val(¢) = (+00).
Sitonnote N := N U {(—00), (+00)} val(-) est une application de AN a valeurs dans N.
On peut prolonger partiellement I’addition 4+ de N a N en posant :
Vn e N, n+ (+o00) = (+00) +n = (+00)

n+(-00) = (-00)+n = (-0)

(+00) + (+00) = (+00)

(—00) + (=00) = (-00).

On peut aussi prolonger la relation d’ordre sur N, en posant
VneN, (—o0) < n < (+00).
Avec ces définitions, les énoncés I11.1.13.ii) et II1.1.13.iii) sont vérifiés pour tout (o, 3) € AN x AN,

Proposition IT1.1.16 Si A est un anneau commutatif intégre il en est de méme de AN.

Preuve : Voir I’exercice 111.7.4.question 4).

III.2 . —Anneau des polyndomes a une indéterminée

On reprend les notations du paragraphe IIL.1.

Notation ITL.2.1 On notera AN < AN I’ensemble des éléments de AN qui sont des « suites presque nulles »
c’est-a-dire que AM-0 est I’ensemble des éléments (a,) ;nen € AN tel quiilexiste p € N, tel que
VvneN,n>p = «a, = 0.
Il est immédiat de constater que
Ce A0 v e ANVetVneN, g, € ANO.
Proposition IL.2.2 i) Pour tout (o) nen € A™NY, o # (, il existe un unique entier naturel deg(«v) tel que

Qdeg(a) #0etVn eN, n > deg(a) = a, = 0.
Preuve : Voir I’exercice II1.7.6.question 1).
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ii)
V(a, B) € AN x ANO deg(ax 4 B) < deg(a) + deg(p)
avec égalité dans le cas ol A est un anneau integre.
Preuve : Voir I’exercice 111.7.6.question 2).
iii)
V(a, B) € (AMO\{C}) x (AMON\{C}), deg(a+a18) < max (deg(a) , deg(f))
avec égalité dans le cas ou deg(a) # deg(p).

Preuve : Voir I’exercice II1.7.6.question 3).

iv) (Divisibilité)
Si A est un anneau intégre,

Va e AN g e ANO, (a|ﬂ et B # 0 = deg(a) < deg(pf) )

Preuve : Voir I’exercice 111.7.6.question 6).

Définition IT1.2.3 (Degré) Pour touta € AN \ {(}, I’entier deg(a) sera appelé degré de a.

Remarque I11.2.4 De méme que pour la valuation, on peut prolonger le degré 2 AN-0 en posant

deg(C) = (—o0)

(cf. TIL.1.15.b).) Les assertions I11.2.2.ii) et IT1.2.2.iii) sont alors vérifiées pour tout (c, 3) € AN0 x ANO

Proposition ITL.2.5 i) Le triplet (A™C + 4n , % v ) est un anneau (commutatif si A I’est), (intégre si A est
integre.)

Preuve : Voir I’exercice 111.7.6.question 4).

ii) Le morphismei : A — AY étant celui défini en II1.1.5.1, I'image de i est incluse dans AN-C et I’on a
Imi = {a € AY0; deg(a) = 0}.
Il s’ensuit quei : A — AN est un morphisme injectif d’anneaux.

Preuve : Voir I’exercice 111.7.6.question 7).
iii) L’ensemble ANO des éléments inversibles de AN s’identifie (c’est-a-dire est isomorphe en tant que

groupe abélien) a A .

Preuve : Voir I’exercice 111.7.6.question 8).
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iv) La loi externe - définie en III.1.7 se restreint 3 AN0 et vérifie encore les axiomes
II.1.8.Mod;) a IIl.1.8.Mod,).

Preuve : Est une conséquence presque immédiate du point ii).

v) La famille X™ ey est une base de ANV c’est-a-dire que :

a) (elle est génératrice)
pour touta € ANV jlexisted € N et un d-uplet a; ia<i<d € Atels que

d
a = g a;j - X7;
J=0

b) (elle estlibre)
pour toutn € N, toutn-upleta; 1<i<n € A

)

Zaj-Xj =(=>Vl<j<n,a; =0.

Preuve :

a) C’est presqu’uniquement un jeu d’écriture. On peut cependant donner un argument un peu plus formel par
récurrence. On remarque en effet que si deg(a) = 0,

a = i(a) = i(a)xamv = a-X".
Pourd € N,sideg(a) = d+ 1, on écrit
a=oa4- X+ 5
et I’on constate que deg(f) < d. Si on fait donc I’hypothése de récurrence qu’on peut écrire

d

p=73 B X

Jj=0

on peut décomposer a de maniére analogue ce qui prouve le résultat par récurrence sur le degré.

b) Exercice.

Notation ITL.2.6 Il est donc usuel de noter les éléments @ € AN .

deg(a

)
a = Z anj
=0

et 'anneau (AN0, + 4n , * 40 ) A[X].

De méme que pour ’anneau des séries formelles (cf. III.1.12,) la notation A[X] recouvre toute la structure
d’anneau de AM? si bien qu’il n’est n’ul besoin de spécifier que I’addition est donée par + 4n et la multiplica-
tion par *4n . L’élément neutre ¢ sera bien entendu noté 0 et I’élément unité v 1.
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Définition ITL.2.7 L’anneau A[X] est appelé anneau des polyndmes aune indéterminée a coefficients dans A.
Un élément de A est appelé polynome.

Exemple I11.2.8 Dans I’anneau A := Z/p?Z, pour p un nombre premier, les éléments

a = (1,p,0,...,0,... et 8 := (1,—p,0,...,0,...
de A0, On constate qu’alors

axa B = (1,0,—p%0,...,0,... = (1,0,...,0,... = v
alors qu’on a deg(a) = deg(f) = 1.
Proposition I11.2.9 (Propriété universelle de ’anneau des polynomes) Soient
f + A — B unmorphisme d’anneauxetb € B .

I existe un unique morphisme d’anneaux

¢y : A[X] — Btelque¢p(X) = bet f = ¢ 0 i

(oui : A — A[X] est le morphisme défini en I1I.1.5.1.)
Ceci entraine en particulier que :

deg(a) deg(a)
Vae AlX], o = Y axX" = ¢y(a) = D flon) xpb*. 11.2.9.1
k=0 k=0

Preuve :

i) (Unicité)
Un élémentb € B étant fixé, s’il existe un morphisme ¢y, : A[X] — B tel que ¢p(X) = b, nécessaire-
mentVn € N*| ¢p(X™) = b"™. Puisque ¢y, est un morphisme d’anneaux,

¢b(1A[X] =1 = d)b(v) =15 = ¢b(XO) = 1B
d’oti il résulte finalement :
Yn €N, ¢p(X™) = b". 1
Par ailleurs si on note - la loi externe définie en III.1.7, ¢, o i = f entraine :

Va € A[X],Vj € A[X],
VYa € A, Vb e A, p(a-atanb-B) =

(bb(i(a) * AN ¢+ gN Z(b) * gN ﬂ)
#u(i(a)) *B Pp(a) +5 Pp(i(b)) xB Pp(B)
= f(a)*B ¢p(a) +B f(b) *B p(B) .

L’application ¢y, est donc « A-linéaire » et I'image de la base { X" },,cn étant déterminée d’apreés 1, ¢y, est
nécessairement unique.
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ii) (Existence)

Il existe une unique application « A-linéaire » ¢y, : A[X] — Btelle queVn € N, ¢,(X™) = b™. Puisque
¢y est linéaire, en particulier Voo € A[X],V3 € A[X], pp(a+4vB) = ¢p(a) +5 ¢u(B) si bien que I'axiome
1.2.4.Anns) est satistait.

Par ailleurs :

deg(a)
Yo € A Z O(ka
acad) deg(a)+deg()
VB € AIX Z BeX® dp(axan B) = (> abm) X"
k=0 l+m=k
deg(a)+deg()
= Z f( Z arfm) x5 b*
k=0 l+m=k
deg(a) deg(B)
= Z flow) x5 b%) x5 ( Z f(Br) x5 b")
k=0
= ¢b(a) x5 p(B)

ce qui prouve que ¢y, vérifie I’axiome 1.2.4.Anng).
11 est enfin clair que I’axiome 1.2.4.Anny) est satisfait.

Notation ITL.2.10 Avec les hypothéses et notations de la proposition I11.2.9 ci-dessus, on notera A[b] I'image
de A[X] dans B par le morphisme ¢;.

Corollaire IT1.2.11 (Fonctorialité de I’anneau des polyndomes) En particulier, étant donné un
morphisme d’anneaux f : A — B, il existe un unique morphisme d’anneaux

fIX] : A[X] — B[X] caractérisé par : f[X]|(X) = X et f[X] 0o in =i o f

ce qui entraine en particulier que :

deg(a) deg(a)
Vo € A[X] Z Xt = fIX Z flar)X* . 11.2.11.1
k=0

Preuve : 11 suffit d’appliquer la proposition II1.2.9 au morphisme d’anneaux ig o f : A — B[X] et a I’élé-
ment X € B[X].

Exemple I11.2.12 Le corollaire I11.2.11 justifie un certain nombre d’opérations :

a) Sif : R — Cestl’inclusion naturelle du corps R des réels dans le corps C des complexes, le morphisme
fIX] : RIX] — ClX]

consiste simplement a considérer les coefficients d’un polyndme a coefficients réels comme des nombres com-
plexes.

b) En considérant I'inclusion Z C Q, on obtient également une inclusion Z[X] C Q[X] et comme dans
I’exemple a) elle consiste juste a considérer les coefficients entiers comme des nombres rationnels.
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¢) Soitg : C — C la conjugaison complexe. L’application o est bien un morphisme d’anneaux de C dans
lui-mé&me si bien qu’on peut lui appliquer le corrollaire II1.2.11 pour en déduire un morphisme

o[X] : C[X] — C[X] qui vérifie,
en vertu de II[.2.11.1 .
J[X](Zaka) = Za(ak)Xk
k=0 k

c=0

qu’on écrira de maniere plus usuelle :

4 d
> Xk =) @pxt,
k=0

k=0

d) Dans le cas ou I’on considere la surjection canonique 7, : Z — Z/nZ le morphisme 7, [X] associe, a
d d

un polyndéme P := Z ar X" a coefficients entiers, le polyndome P = Z ar modnX" dont les coefficients
i=0 i=0

sont des entiers modulo n. En particulier si n est un nombre premier on obtient un polyndme a coefficients dans

un corps et I’on peut appliquer tous les résultats du paragraphe I11.5

Corollaire II1.2.13 (Polyndmes a plusieurs indéterminées) Soit A un anneau commutatif et A[X] I’anneau
des polynémes 4 une indéterminée et a coefficients dans A. Puisque A[X] est un anneau, on peut construire
(A[X])[Y] I’anneau des polynémes a une indéterminée et a coefficients dans A[X| qu’on va simplement noter
A[X][Y]. C’est également une notation temporaire, qu’on va pouvoir encore simplifier au vu de ce qui suit.

En eftet, la suite d’inclusions )
LA[X]

A" A[X] A[X][Y)

permet de considérer A comme un sous-anneau de A[X|[Y]. Il existe donc, grice a la proposition IT1.2.9, un
unique morphisme d’anneaux
AlX] = AX]Y], X —» Y

respectant les inclusions ci-dessus. Ce dernier morphisme, permet, toujours grice a la proposition 111.2.9, de
construire un morphisme
AX][yl — AX]YT, (X,Y) = (Y, X).

On laisse le soin au lecteur de montrer que ce dernier morphisme est un isomorphisme d’anneaux. Cela
justifie la notation A[X,Y] = A[X][Y].
On peut dés lors définir par récurrrence

AlXy, . Xpy] = A[XG . X [Xga]

Pour ne nécessiter que des arguments plutdt formels pour étre définis, les anneaux de polynémes a plusieurs
indéterminées nécessitent cependant des outils un peu plus élaborés pour étre étudiés que les anneaux a une
indéterminée et en particulier quand A est un corps.

1.3 . —Evaluation et fonctions polynémes

Dans cette section (II1.3) A est un anneau.
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Proposition II1.3.1 (Evaluation) Pour touta € A, il existe un unique morphisme d’anneaux
evg @ A[X] = Alevy(X) = aetev, o i = Idg

et en particulier :

deg(a) deg(a)
Va e AlX], o = Y X" = eva(a) = Y apxa. 1.3.1.1
k=0 k=0

Preuve : 1l suffit d’appliquer la proposition I111.2.9 a I’identité de A et a I’élément a de A.

Notation II1.3.2 Etant donné un ensemble X, notons
F(X,A) ={f: X — A}
I’ensemble des fonctions f : X — Ade X avaleurs dans A .

Lemme I11.3.3 i) Pour tout ensemble X, on peut munir I’ensemble AX des applications de X dans A d’une
structure d’anneau (commutatif) par :

Ve AX Vge AN Va e A, (f+9)(x) == fla) +4 gla)et (fxg)(zx) == f(z)*ag(x) 1
Iélément neutre pour + (resp. *,) étant la fonction constante de valeurs 0 4 (resp. 14.)

Preuve : Voir la proposition 1.6.1.ii)

ii) La loi externe - définie sur A x AX par:
Vac A, Vfe AX Vee X, (a- f)z) = a- f(z) 1

vérifie les axiomes I11.1.8.Mod,) a I11.1.8.Mod,).

iii) L’application :

ja: A= AY a4 — a-1x 1
est un morphisme d’anneaux.
Proposition I11.3.4 Considérons I’ensemble A* des applications de A dans lui-méme muni de la structure +, *

définie en I11.3.2 et I11.3.3.

i) Il existe un unique morphisme d’anneaux :

¢ AX] > A, X — Ida| ¢ 0 ig = ja 1
et’on a alors :
deg(a) deg(a)
Va € A[X], a = Z arX®, pla) =z — Z arz® . 2
k=0 k=0

Preuve : Il suffit d’appliquer la proposition IT1.2.9 au morphisme ja etalds € A%,
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ii) Si- désigne la loi externe définie en II1.1.7 (resp. la loi externe définie en I11.3.3.ii).1), selon le contexte :

Va € A, Va € A[X], ¢p(a-a) = a-¢P(a). 1

Preuve : Vérification sans difficulté.

iii)
Va € A, Va € A[X], evy(a) = ¢(a)(a) = Z aa® 1

qu’on notera bien évidemment o(a).

Preuve : Idem.

Définition IT1.3.5 (Racine) Pour tout polyndme «« € A[X] on appelle racine de o dans A un élémenta € A
tel que : a(a) = 04.

Définition II1.3.6 (Fonctions polynémes) On appelle ensemble des fonctions polynémes 1’image du morphis-
me ¢ défini en 111.3.4.i).1, dans A* et fonction polynéme un élément de cette image.

Remarque I11.3.7 On pourrait se demander pourquoi on a bien pris soin de distinguer les polyndmes éléments
de A[X] des fonctions polyndmes leurs image dans A“. En effet :

a) Si Aestle corps R le corps C, et plus généralement un corps infini le morphisme ¢ défini en I11.3.4.1).1 est
injectif c¢’est-a-dire que si deux polynomes définisssent la méme fonction polyndme ils sont égaux.

b) En revanche si k est un corps fini, typiquement le corps F, := (Z/pZ,+, *) pour p un nombre premier,
on peut considérer le polynéme X? — X € I, [X]. La fonction polyndéme qu’il définit sur F, est la fonction

x +— xP —x qui est la fonction nulle. Or XP — X n’est pas le polyndme nul & savoir I’élément € A[X] défini
en II1.2.1.

II1.4 . —Le théoréme de la division euclidienne

Dans ce paragraphe (IIL4,) K est un corps et I’on s’intéresse a ’anneau K[X| des polyndmes a une
indéterminée et a coefficients dans K.

Proposition I11.4.1

VP e K[X], VQ e K[X], (P|QetQ ~ 0 = deg(P) < deg(Q)) -

Preuve : Résulte de 111.2.2.ii).
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Théoréme I11.4.2 (de la division euclidienne) Pour tout couple (A, B) d’éléments de K[X], B # 0, il existe
un unique couple (Q, R) d’éléments de K[X] tel que

A = B x Q + Retdeg(R) < deg(B) .

Preuve : (cf. I11.7.7.)

Remarque I11.4.3 a) On peut faire ici la méme observation que dans le cas des entiers relatifs a savoir qu’on a
unicité du couple ( quotient , rest ) dans I’énoncé du théoreme de la division euclidienne. Ce résultat d’unicité
se déduit de la propriété deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) (cf. I11.2.2.iii).) On a déja mentionné et on
rappelle encore que cet énoncé d’unicité n’est pas nécessaire pour établir que 1’anneau K[X] est principal . et
qu’elle n’est pas vérifiée, par exemple, par le stathme euclidien de 1’anneau des entiers de GAUSS qui n’en jouit
pas moin de toute les propriétés des anneaux principaux.

b) Les termes de dividende, diviseur, quotient et reste introduits en 1.13.6.1 sont bien entendu, utilisés dans le
cas de I’anneau K[X] et I’on peut méme, en vertu de a), parler du reste et du quotient.

Théoréme I11.4.4 (Structure des idéaux de K[X]) Une partieJ C K[X] est un idéal
(cf. 13.5,) de K[ X] si et seulement si :

3P € K[X],J = PKIX] = {P*Q; Q € K[X]} 1.4.4.1

c’est-a-dire que I’anneau K[ X est un anneau principal (cf. .12.2.)
Preuve :
i) SiJ = PK[X] :

VP, €37, 3Q, € K[X], Pr=PxQ,
VP, €73, dQs € K[X], P, =Px(Qo

= VA, EK[X], VAy € K[X]
Al*P1+A2>kP2 = Al*P*Q1+A2*P*Q2
= P*(Al*Q1+A2*Q2)
€ J

ce qui prouvve que J est un idéal.

ii) Réciproquement si J est un idéal non nul, soit A := {deg(P); P € J\ {0}}. L’ensemble A est une partie
non vide de N, et posséde donc un plus petit élément d . Soit P € J avec deg(P) = d. Puisque J est un idéal,
VQ € K[X], PQ € J si bien que si on note § := PK[X] I'idéal J est inclus dans J.

Pour tout S € 7, il existe un couple (Q, R) € K[X]| x K[X] tel que

S = PQ + Retdeg(R) < d.

Or
SeTANPQeJCI=R=5-—PQReT = deg(R) >douR =0

ce qui et entraine R = 0 et par conséquent. S = P(Q@Q € JetfinalementJ = J.
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Remarque II1.4.5 Dans la proposition précédente, et partant dans le théoréme I11.4.2 on ne peut pas omettre
I’hypothese que K est un corps. Prenons en effet A := K[X] alors A[Y] est I'anneau K[X, Y] dans lequel
I’idéal engendré par X et Y n’est pas de la forme 111.4.4.1.

IIL5 . —Propriétés arithmétiques de I’anneau K[ X]|

Dans tout ce paragraphe (IIL5,) K est un corps et I’anneau K[X] est I’anneau des polyndmes a une
indéterminée a coefficients dans K introduit au paragraphe II1.2. Son élément neutre que nous avons
jusqi’ci noté ¢ (resp. son élément unité v) seront dorénavant noté O (resp. 1.)

1l faut bien prendre garde que peu de résultats de ce paragraphe subsistent si ’on ne suppose pas
que ’anneau des coefficients est un corps et en particulier celui qui est a I’origine des autres a savoir le
théoréme I11.4.2 et son corollaire le théoreme I11.4.4.

On aurait pu, pour ce paragraphe (IIL.5,) se contenter d’établir I’existence d’une division euclidienne pour
I’anneau K[X] (cf. II1.4.2,) la proposition 1.13.6.4 assurant alors que 1’anneau K[X] est un anneau principal.
Deés lors, tous les résultats dévelopés au paragraphe 1.13 et relatifs a I’arithmétique des anneaux principaux
s’appliquent a K[X].

Nous allons cependant passé de nouveau en revue ces résultats en donnant le cas échéant des arguments de
preuve particuliers a I’anneau K[X] :

I’existence de PGCD et de PPCM (cf. 1.13.1 IIL1.5.1;)

le théoreme de BEzoUT (cf. 1.13.2.1 111.5.2.1;)

le lemme de GAUSS (cf. 1.13.2.3111.5.2.33)

le lemme d’Euclide (cf.1.13.2.6111.5.2.4;)

les applications a I’arithmétique modulaire (cf. 1.13.2.8 I11.5.3.1;)

le théoréme chinois des restes (cf. 1.13.4.4111.5.4.1;)

le théoreme fondamental de I’ arithmétique (cf. I.13.5.3 111.5.5.1.)

II1.5.0 . —Quelques remarques préliminaires

Certaines notions introduites dans le cadre général des anneaux principaux au paragraphe 1.13, revétent un
aspect particulier dans le cas de I’anneau K[ X], elle peuvent en fait étre précisées et explicitées :

Remarque I11.5.0.1 (Eléments inversibles) L’ensemble K[X]* des éléments inversibles de
I’anneau (K[X], 4, *) s’identifie au groupe K* des inversibles de K lui-mé&me (cf. I11.2.5.iii).)

Remarque I11.5.0.2 (Eléments associés) Par conséquent, deux éléments P et @ de K[X] sont associés (cf.
1.11.2,) si et seulement s’il existe u € K* tel que P = u * Q.

II.5.1 . —-PGCD et PPCM dans K[X]
Proposition II1.5.1.1 Pour tout entiern € N*, et toute partie

A= {P,...,P,} C K[X]
finie a n éléments :

i) (PGCD)
A posséde un PGCD (cf. 1.10.13.)
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ii) (Identité de BEZOUT)
Si D est un PGCD de A il existe un n-uplet (Uy, ..., U,) € K[X]" tel que :

n

D:ZUiR-. 1

i=1
(voir la proposition I.13.1.3 .)

Définition IIL.5.1.2 (Identité de BEZOUT) La formule II1.5.1.1.ii).1 est appelée identité de BEZOUT et les
polyndmes U; ,1<i<n coefficients de BEZOUT.

Remarque I11.5.1.3 L’hypothése que A est fini dans la proposition IT1.5.1.1 n’est pas indispensable et 1’on peut
tout a fait s’en passer comme le montre la preuve de la proposition 1.13.1.3

Proposition II1.5.1.4 Toute famille de polynémes admet un PPCM. (voir la proposition 1.13.1.6 .)

II1.5.2 . —Théoréme de BEZOUT,

lemme de GAUSS,
lemme d’Euclide
dans I’anneau K[ X

Théoréme I11.5.2.1 (de BEZOUT) Pour tout entier naturel n et toute partie A := {Py,...,P,} C K[X],
les assertions suivantes sont équivalentes :

a) D(A) = K* c’est-a-dire que les éléments de A sont premiers entre eux dans leur ensemble (cf. 1.10.11.)
b) NA = 1.

¢) Il existe un n-uplet de polynémes U; ,1<;<n tel que

n

(voir le théoréeme 1.13.2.1 .)

Remarque IT1.5.2.2 Le théoréme de BEZOUT II1.5.2.1 est le plus souvent appliqué pour deux éléments puisque
dans un certain nombre d’applications la condition utilisée est qu’une famille d’éléments soit constituée d’élé-
ments deux a deux premiers entre eux et non premiers entre eux dans leur ensemble. C’est notamment le cas
pour le théoréme II1.5.4.1 chinois des restes. C’est de toute facon la situation a laquelle on peut avoir acces de
maniere calculatoire a travers I’algorithme d’Euclide (cf. I11.5.6.1.)

Théoréme I11.5.2.3 (lemme de GAUSS) Etant donnés trois polynémes P, Q, R, si P et Q) sont premiers entre
eux, et P|QR alors P|R.
(voir le théoreme 1.13.2.3 .)

Théoréme I11.5.2.4 (lemme d’Euclide) Dans I’anneau de polynémes K[ X] tous les éléments irréductibles (cf.

1.10.6,) sont premiers (cf. 1.10.5.)
(voir le théoreme 1.13.2.6 .)
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Remarque I11.5.2.5 (Eléments irréductibles) Le théoréme I11.5.2.4 assure que les deux notions de premier
et d’irréductible sont équivalentes dans I’anneaux K[X| mais elle ne permet pas pour autant facilement de
donner 1’ensemble des polyndmes irréductibles de K[X]. Rappelons d’abord quelques résultats qui sont des
conséquences directes du fait que le corps K est en particulier un anneau integre :

i) (Intégrité)
L’anneau K[X] est integre.

ii) (Inversibles)
L’ensemble K[X]* s’identifie & K* qui dans le cas d’un corps s’identifie 8 K \ {0} qu’on peut encore
identifier a I’ensemble des polyndmes de degré O et ’on a ainsi :

VP e K[X], P € K[X]* & deg(P) = 0. 1

Lemme IIL.5.2.6 Pourtout P € K[X]deg(P) = 1 entraine P irréductible.

Preuve : En effet si
deg(P) = let3Q € K[X], 3R € K[X]|, P = Q=R

alors d’apres I11.2.2.ii) et 111.2.2.iii),
0 <deg(Q) <10 <deg(R) <1letdeg(Q)+deg(R) = 1 = deg(Q) = Ooudeg(R) = 0

ce qui, en vertu de II1.5.2.5.ii). 1 entraine (Q ou R inversible et donc P irréductible.

Remarque I11.5.2.7 (Polynomes irréductibles) Nous venons de montrer en I11.5.2.6 que les polyndmes de
degré 1 a coefficients dans un corps sont irréductibles mais il n’existe pas d’argument aussi élémentaire pour
dire qu’il n’en existe pas d’autres ou bien sous quelle(s) condition(s) il n’en existe pas d’autre. On peut certes
dire que si K est algébriquement clos les seuls polyndmes irréductibles sont les polyndmes de degré 1 mais
c’est pratiquement une définition et 1’on n’a donc pas donné beaucoup plus d’information.

a) (Le cas complexe)

Le théoreme de d’ Alembert-GAUSS assure justement que dans C[X] les seuls polyndmes irréductibles sont
les polyndmes de degré 1, c’esta-dire que C est algébriquement clos. Cependant la démonstration de ce théo-
réme fait intervenir des arguments d’analyse qu’on ne peut pas développer ici.

b) (Le cas réel)

On peut déduire de la situation sur C[X] que les polyndmes irréductibles de R[X] sont au plus de degré
2 en utilisant la conjugaison complexe. Néanmoins il existe aussi des polyndmes de degré 2 qui ne sont pas
irréductibles.

¢) (Le cas rationnel/entier)
La situation dans Q[X] est beaucoup plus compliquée, puisqu’on peut montrer qu’il existe des polyndmes
irréductibles de degré arbitrairement grand. (cf. TD n° V, exercice D et I11.7.13.)

IIL.5.3 . —Arithmétique modulaire sur K[X]|

Proposition IT1.5.3.1 Soit P € K[X] un polynéme irréductible (ou premier non nul ce qui revient au méme
en vertu du lemme d’Euclide (cf. I11.5.2.4,)) de degré d > 0. Alors :

i) L’anneau K[X]/PK[X] est un corps contenant K.

125



L3/S6 M305, Algebre II, I11.5.4 Université Paris Sud, 2019-2020

ii) De plus I’inclusion K C K[X]/PK[X] donne aK[X]/PK[X] une structure naturelle de K-espace vectoriel
qui est de dimension d.

Preuve : (Voir aussi le TD n° V, exercice B.) Notons
7 : K[X] - K[X]/PK[X], P — P
la surjection canonique dont on sait que c’est un morphisme d’anneaux.
i)
Va € K[X]/PK[X], 3Q € K[X],« = 7(Q) AN a # 0 = P Q.
Comme P est irréductible, il existe (U, V') € K[X] x K[X] tel que
PU4+QV =1=nPU+QV) =1= arn(V) =1

c’est-a-dire que tout o € K[X]/PK[X] o # 0 est inversible autrement dit que K[X]/PK[X] est un corps.
I est clair que I'injection naturellei : K — K[X] qui a tout élément A de K associe le polynéme constant
A est un morphisme d’anneaux. Il en va donc de méme de 7 o i.

VAEK, Yue K, nli(\)] = rli(n)] & Pli(A—p) .

Ordeg(P) = d > Oetdeg(i(A—p)) < 0, parconséquent, i(A\—p) = 0 = XA —pu = 0 c’est-a-dire que
7 o1 est injective et qu’on peut donc considérer que K est un sous-corps de K[ X]/PK|[X].

ii) On laisse le soin au lecteur de vérifier que
- KxK[X]/PK[X] — K[X]/P, (A a) — X a = 7i(\)]a
donne 4 K[X|/PK[X] une structure de K-espace vectoriel.

Vo € K[X]/PK[X], 3Q € K[X], o = 7(Q).

Or si R est le reste de la division euclidienne de Q par P, deg(R) < detw(R) = «. Il existe donc
)\j ,0<j<d—1 € K tels que

d—1
R =Y )X
j=0

(ot I’on revient ici & une notation plus conventionnelle et ot ’on note simplement A = i(\). ) Si bien que :

11 s’ensuit que la famille 7(X)7 .o < j < 4—1 est une famille génératrice de K[X]/PK[X].
Or si

d—1
a = () m(X)7,
j=0
d—1
enposant S := Zquj,onaﬁ(R) = a = 7(9) c’est-a-direque P|[R — S. Ordeg(R—S) < d—1 < d
si bien que R ’ SO = 0 c’est-a-dire que la décomposition 1 est unique et que par conséquent la famille

7(X)7 ,0 < j < a—1 est une base du K-espace vectoriel K[X]/P.
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II1.5.4 . —Théoréme chinois des restes sur K[ X]

Théoréme I11.5.4.1 (chinois des restes) Soient (P, Q) € K[X] x K[X] un couple de polynémes et M leur
Ppcm. On note

mp : K[X] — K[X]/PK[X], mg : K[X] — K[X]/QK[X]et 7y : K[X] — K[X]/MK[X]
les surjections canoniques, K[ X|/PK[X] x K[X]/QK|[X] I'anneau produit défini comme en 1.7.3, et

m K[X] — K[X]/PK[X]x K[X]/QK[X]
R — (7p(R),mq(R)) .

i) 1l existe un unique morphisme injectif d’anneaux y tel que le diagramme suivant soit commutatif :
K[X]
T l N T
K[X]/MK[X] —— K[X]/PK[X]x K[X]/QK[X].
ii) Si P et () sont premiers entre eux, -y est surjectif et est donc un isomorphisme.

Preuve : (cf. I11.7.8.)

Remarque I11.5.4.2 Bien entendu le résultat du théoreme I11.5.4.1 ci-dessus peut s’étendre a une famille finie
de polyndmes deux a deux premiers entre eux (cf. TD n° II, exercice B, question 5).)
III.5.5 . —Théoréme fondamental de I’arithmétique

Théoréme II1.5.5.1 (fondamental de arithmétique) Pour tout polynémes P € K[X], P # 0, il existe une
unique (a permutation pres) famille de polynémes irréductibles unitaires P; ,1<;<q deux a deux premiers entre
eux, une unique famille o; ,1<;<q €t un unique A € K tels que

d
P = )\HPZ-?.
=1

II1.5.6 . —Algorithme d’Euclide sur K[X]

Proposition II1.5.6.1 (Algorithme d’Euclide) Soient Py et P; des éléments de K[X| non tous deux nuls. On
définit une suite P,, par récurrence pour toutn > 2 :

—siP,.1 =0,P, :==0;

— sinon, P, est le reste de la division euclidienne de P,,_» par P,,_1.

Alors :

i) Il existe un entier naturel m, tel que P,, # 0 et pour toutn > m, P,, = 0.

ii) Pour tout entier naturel n, il existe un couple (U, V;,) d’éléments de K[X] tel que
P, =U,xPy + VpoxPr.
En particulier, il existe un couple (U, V') d’éléments de K[X] tel que

P, =UxPFP + VP 1
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iii) Si pour tout élément P € K[X], on note D(P) I’ensemble de ses diviseurs, pour toutn € N P, =0
ou
D(Pp) ND(Poy1) = D(Poy1) ND(Pos2)

en particulier
D(P,) = D(Py) N D(P). 1
(voir la proposition 1.13.6.5 .)

Preuve : Seul le point i) de cette proposition nécessite des arguments nouveaux par rapport a ceux donnés pour
I’anneau Z . ou dans le cas général pour les anneaux euclidiens dans la proposition 1.13.6.5.

Pourn > 2, si P, # 0, deg(P),, < deg(P),,_, (cf. II.4.2.) On en déduit, par récurrence, que P, est
soit nul, soit deg(P),, ,, < deg(P); — n. Le degré d’un polynéme étant un entier positif, nécessairement, soit
P, = 0 et dans ce cas, P, = 0 pour toutn > 1, soit pourn > deg(P), Pny1 = 0.

On vient donc de montrer que I’ensemble des entiers n tels que P, # 0, est une partie majorée de N et
possede donc un plus grand élément m.

IL.6 .—Etude des racines d’un polynome

Dans cette section (II1.6,) K est un corps si bien que tou les résultat du paragraphe (IIL5,) peuvent étre
utilisés.

Certain résultat du paragraphe II1.6 peuvent étre établis dans un cadre un peu moins strict que celui des
corps, notamment celui des anneaux integres, mais nécessiteraient des arguments techniques supplémentaires.
On se limitera donc au cas des corps.

Proposition II1.6.1 Pour tout polynéme P € K[X], a € K est une racine de P (cf. II1.3.5,) si et seulement
siil existe @ € K[X]tel que P = (X — a) *gx] Q-

Preuve :

i) (a est racine de P)

Supposons que a est une racine de P. Considérons le morphisme ev, : K[X]| — K défini par la proposi-
tion I11.3.1.

Un élément a € K est racine de P si et seulement si P € Kerev,. OrKerev, est un idéal de K[X] non
égal aK[X]. En effet, un corps contient au moins deux éléments distincts, il existe donchb € Kb # a, ce qui
implique que X — b ¢ Kerev,.

En vertu du théoréme IIL.4.4, Kerev, est engendré par un élément M. Comme Kerev, # K[X],
deg(M) > 0.0r X — a € Kerev,, ce qui implique que M divise X — a et que deg(M) < 1 d’aprés
la proposition IL4.1. 1l en résulte que X — a est un générateur de Ker ev,, donc qu’il existe @ € K[X] tel que
P = (X - a) *]K[X] Q

i) (X —alP)
Réciproquement si P = (X — a) *g[x] Q il est clair que P(a) = 0.

Corollaire IT1.6.2 (Nombre de racines d’un polynéme) Un polynéme P € K[X] non nul posséde au plus
deg(P) racines.

Preuve :

i) (deg(P) = 0)
Un polynéme constant non nul n’a pas de racines et le résultat est donc établi pour deg(P) = 0.
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ii) (deg(P) > 0)
Si P n’a pas de racines le résultat est établi. Si a est une racine de P, X — a|P (cf. II1.6.1,) ¢’est-a-dire qu’il
existe Q € K[X]telque P = (X — a) * Q. Il s’ensuit que

deg(Q) = deg(P) —1 < deg(P).

Si I’on fait donc Ih’ypothése de récurrence que @ a au plus deg(Q)) racines P qui a une racine de plus que Q)
en aura donc au plus deg(P) ce qui achéve la preuve en raisonnant par récurrence sur le degré des polynémes.

Proposition II1.6.3 (Groupe de racines de I’unité) Pour tout entier d € N* I’ensemble I'y C K* des ra-
cines du polynéme X% — 1 est un sous-groupe de K* et
cardl’'y < d.

Preuve : Le fait que #(I'y) < d est une conséquence immédiate du corollaire I11.6.2.
En suite il est clair que 1% = 1ie1 € T'4. De plus

Ve €Ty, zx2d™! = 1 A (297 = )71 =1
si bien que x posséde un inverse dans T 4. Enfin puisque (K*, %) est commutatif,

Ve €Ty, Vy €Ty, (xxy)? = 2%%y? =1 = zxy € Ty.

Proposition I11.6.4 (Polynomes dérivé) i) Il existe une unique application K-linéaire
K[X] — K[X], X™ = nX"" 1.
L’image d’un polynémes P par cette application sera notée P’ et appelée polynome dérivé.
ii) La dérivation définie ci-dessus satisfait a la régle de Leibnitz a savoir
(PQ) = P'Q + PQ' .
Preuve :

i) L’ensemble des X" |, cn étant une base du K-espace vectoriel K[X], et une application linéaire étant uni-
quement déterminée par I’image d’une base le résultat est clair.

ii) C’est une vérification trés élémentaire.

Proposition ITL.6.5 (Polyndmes a racines simples) Pour tout polynome P € K[X] si P et P’ sont premiers
entre eux les racines de P sont simples.

Preuve : Soita € K une racine de P. Alors il existe k € N* etQ € K[X]telsque P = (X —a)*Q.Ona
alors P! = k(X —a)*'Q+(X —a)*Q'. Si P et P’ sont premiers entre eux, il existe (U, V) € K[X]xK[X]
(cf. I111.5.2.1,) tel que

PU + PV =1 = (X -a)fQU + k(X —a)*'Q+ (X —a)*Q|V = 1.

Ork > 1 entraine que a est racine de (X —a)*QU + [k(X —a)*~1Q+ (X —a)*Q’]V donc racine du polynéme
constant 1 ce qui n’est pas. Par conséquent, k = 1 c’est-a-dire que a est racine simple.
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III.7 . —Exercices

Soit (A, +, ) un anneau commutatif dont on note 0 I’élément neutre pour + et 1 ’élément neutre
pour %. On note A" ’ensemble des suites a valeurs dans A ou encore de maniére équivalente 1’ensemble
des applications de N dans A. Pour tout ¢ € A", on note a,, le n®™ terme de « i.e. la valeur de a en
n € N. On reprends les notations données en IT1.1.2.

Exercice II1.7.1 [Addition]
Pour tout (a,b) € A" x AN, on définit ’élément o + 4 b € AV par (a +4vb), = ay, + by.

Montrer que (AN, + 4 ) ainsi construit est un groupe abélien dont on précisera I’élément neutre 2.
Dorénavant on notera simplement + pour + 4~ si aucune confusion n’est a craindre.

Exercice II1.7.2 [Multiplication]
Pour tout (a,b) € AN x AV, on définit a % 4 b par

(a*qnb)y = Zak *bp_p -
k=0

Montrer que :
1) 1’élément v € AN défini par
vg ;= letVneN, n>1 = v, := 0,

est un élément neutre pour * 4n ;

2)
V(a,b) € AN x AN x40 b = b xan a;

3)
V(a,b,c) € AN x AN x AN 4 w40 (b4anc) = axanb 440 axanc.

De méme on notera x au lieu de x4~ si aucune confusion n’est a craindre.

Exercice IT1.7.3 [Anneau] Enoncer et démontrer les propriétés de + 41 et % 4u qui font de

(AN) 4 4x , % 4v ) un anneau commutatif .

Exercice II1.7.4 [Valuation]

1) Rappeler ce que signifie que I’anneau A est integre.

On suppose, dans toute la suite de la ITL.7.4 que (A, +, *) est integre.

2) Pourtouta € AN, a # ¢, montrer qu’il existe un plus petit entier v € N tel que a,, # 0.
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On notera désormais val(a) ’entier v qu’on appellera la valuation de o et on adoptera les conventions
suivantes : val(¢) = (400), (+o0) < (+00), (+00) + (+0) = (4+00)

Vn €N, n+ (+00) = (+00) et n < (+00) .

3) Montrer que
Y(a,b) € AN x AV, val(a* 40 b) = val(a) + val(b) ;

4) En déduire que (AN, + 4n, * 4v ) est un anneau intégre.

5) Montrer que
Y(a,b) € AN x AN val(a 4 4vb) > min(val(a), val(b))
avec égalité si val(a) # val(b).

6) Montrer que
m = {a € AY; val(a) > 0}

est un idéal de AN dont on donnera une autre caractérisation.

Exercice II1.7.5 [Morphisme structural]
Pour tout a € A, on définit I’élément i(a) de A" par

i(a)o ;= aet¥neN, n > 0 = i(a), = 0.
Montrer que I’applicationi : A — AN ainsi définie est un morphisme injectif d’anneaux.
On note désormais
P = {a € AY:3n e N,YpeN, p>n = ap, = 0}

le sous-ensemble de A" des suites « presque nulles » autrement dit dont le terme est nul a partir d’un
certain rang.

Exercice II1.7.6 [degré]
On suppose encore que A est un anneau intégre.

1) Montrer que, pour touta € P,a # (, il existe un entierd € N tel que

ag # 0etVneN, n >d = a, = 0.

On notera désormais deg(a) ’entier d qu’on appellera le degré de a et on adoptera les conventions
suivantes : deg(C) = (—oc), (~00) < (—00), (—00) + (—00) = (—o0)

VneN, n+4 (—0) = (—o0) et n > (—o0) .

2) Montrer que
V(a,b) € P x P, deg(a*nb) = deg(a) + deg(b) .
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3) Montrer que
V(a,b) € P x P, deg(a+4vb) < max(deg(a),deg(d))

avec égalité si deg(a) # deg(b).
4) En déduire que (P, +4n, * 4v ) est un anneau commutatif integre.

5) Montrer que
my (= PNm

est un idéal de P (ot m est I'idéal de AN défini a la II1.7.4.question 6).)
6) Montrer que pour tout (a,b) € P x P,sibdiviseaeta # (,deg(b) < deg(a)

7) Montrer que I’'image du morphisme ¢ défini a la II1.7.5, est contenue dans P et que ¢ est donc un morphisme
injectif d’anneaux de A dans P. Caractériser les éléments de Im ¢ par leur degré.

8) Montrer que la restriction i := 4 4x de i & I’ensemble A* des éléments inversibles de A est un mor-
phisme bijectif de groupes de (A*, *) dans (P, * 4 )

Indication : on pourra penser a caractériser les éléments de P> en termes de degré.

Exercice II1.7.7 [Division euclidienne]

1) Rappeler ce que signifie I’assertion : A est un corps.

On suppose, jusqu’a la fin de II1.7.7 que A est un corps.
Soitb € P, b # (.

2) Montrer que pour touta € P, si deg(a) < deg(b), il existe (¢,r) € P x P tel que

a = bxang +4v Tetdeg(r) < deg(d).

3) Montrer que pour touta € P, si deg(a) > deg(b), il existe (s,¢) € P x P tel que

a = bxans +4v cetdeg(c) < deg(a).

4) Montrer finalement que, pour tout a € P il existe un unique (¢,r7) € P x P telque:

a = bxygng +4nretdeg(r) < deg(d).

Exercice IT1.7.8 [Théoréme chinois des restes dans K[X]]

Cet exercice particularise, au cas des anneaux de polyndmes sur un corps, les résultats obtenus pour
des anneaux généraux au TD n° II, exercice B, question 3), ou encore pour les anneaux principaux, dont
K[X] est un cas particulier, en 1.13.4.

Dans tout cet exercice, K est un corps commutatif et K[ X] I’anneau des polynémes a une indéterminée
sur k.

Pour tout couple (P, Q) € K[X]?, on notera Q mod P la classe de () modulo P c’est-a-dire I’ensemble
des Q' € K[X] tels que P|Q" — Q et

K[X]/P = {Q'mod P, Q' € K[X]}.

1) Montrer que K[X]/P est en fait ’anneau quotient K[X|/PK|[X] de K[ X] par I'idéal engendré par P.

132



L3/S6 M305, Algebre II, I11.7.10 Université Paris Sud, 2019-2020

2) Montrer que si P; et P sont deux éléments premiers entre eux de K[X], leur PPCM est leur produit.
Pour tout couple (P, P») € K[X], on notera K[X]/P; x K[X]/P, I’ensemble des couples (1, )
ay € K[X]/P; az € K[X]/P,, muni des lois :

(a1, 00) 4+ (B1, B2) = (a1 + B1,a2+ Ba2)
(a1, 00) * (B1,B2) = (a1*f1,a2%f2).

3) a) Pourtout (P, P2) € K[X]? montrer que K[X]/P; x K[X]/P> est un anneau dont on déterminera
I’unité et 1’élément neutre pour +.

b) Montrer que I’application

6: KIX]
Q

KX]/ P x K[X]/ P,

4)
—  (Qmod Py, Q mod P)

est un morphisme d’anneaux.

¢) Déterminer le noyau K de ¢ puis en déduire qu’il existe un morphisme d’anneaux injectif
v : KIX]/K — K[X]/P1 xK[X]/P, telque ¢ = v o7
ol 7 est la surjection canonique K[X] — K[X]/K.

d) Si P, et P, sont premiers entre eux, montrer que ¢ est surjectif; en déduire, dans ce cas, que 7y est un
isomorphisme ; décrire K plus précisément.

4) Soient a et b deux éléments distincts de & et P un élément de K[X].

Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b) si le reste de la division euclidienne
de P par X —a (resp. X — b, ) vaut 1.

Exercice I11.7.9 [Division euclidienne, applications]
1) (Division euclidienne de polynomes)

a) Effectuer la division euclidienne de X° + 13X* + 11X3 + 7X2 + 5X 4 3 par X2 + 1.

b) Calculerle PGCD de X6 +2X° 4+ 3X* +5X3 4+ 7X2 4+ 11X et 13X3 + 17X? + 19.

2) Soient k € N* et P € C[X].
a) Montrer qu’il existe

Pjo<j<k—1 € C[X]| P(X®) = Py(X*) + XP(X®) + ... + X" IP_ (XF) .

J

b) En déduire le reste de la division de P par X* — a,a € C.

c¢) (Exemple)
Déterminer le reste de la division de X3 — X7 + X4 — 1 par X° — 1.
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3) a) (Cours)
Soit K un corps. Enoncer (sans démonstration) le théoréme de division euclidienne dans K[X].

Soit maintenant P € K[X]. Soient a,b € K distincts et notons o := P(a),  := P(b).
b) Exprimer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b), en fonction de a, b, « et S.

¢) Dans C[X] ou R[X], donner le reste de la division euclidienne de (cos@ + X sin)” par X2 + 1.

Exercice II1.7.10 [Pgcd et Ppecm de polynomes]

1) (PGCD)
On considere les polynomes a coefficients réels

A= X>4+X*—-X3-2X?2_9XetB = X3 4+4X?+4X +3.

a) Déterminer le PGCD D de A et B, et trouver deux polyndmes U et V telsque UA+ VB = D.

b) Factoriser A en facteurs irréductibles, dans C[X], R[X] et Q[X].

2) (PGCD de polynomes)
On considere le polynome a coefficients réels

A= X*—4X3+2X2+8X —8.

a) Déterminer le PGCD D de A et du polyndme dérivé A’, et trouver deux polyndmes U et V tels que
UA+VA = D.

b) Factoriser A en facteurs irréductibles, dans C[X], R[X] et Q[X].
¢ Soit B = (X —1)%(X3—3).

a) Factoriser B en facteurs irréductibles, dans C[X], R[X] et Q[X] (on peut admettre, sans le démontrer,
que X3 — 3 n’apas de racine dans Q).

b) Donnerle PGCD de B et B’ (avec une phrase d’explication, mais sans long calcul).

3) Soient
m>1 n>1letd := mAn

des entiers.
a) a) Soit z € C, montrer que
(zm = letz" = 1) = 24 =1.

b) En déduire que
Xm—1AX"—1=X%-1.
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b) On suppose m > n et on note r le reste de la division euclidienne de m par n.
a) Montrer que le reste de la divisionde X™ — 1 par X™ — lest X" — 1.
b) Retrouver le résultat de la premiére question.
¢) Soit P € C[X].
a) Quelestle PGCDde P™ —let P —17
b) Montrer que, si m et n sont premiers entre eux, (P™ — 1)(P™ — 1) divise (P — 1)(P™" — 1).

d) Soit ¢ € N*. Donner une condition pour que 1 + X™ + ... 4+ X9%divise 1 + X™ 4 ... + X9,

4) Dans cet exercice, K est un corps commutatif et K[ X | désigne I’anneau des polynémes a une indéter-
minée sur K.

a) Montrer que I'intersection de deux idéaux de K[X] est encore un idéal de K[X].
b) Pour deux polynémes P et () non nuls, on note M/ un générateur de P x K[X] N Q * K[X].
a) Montrer que P|M, Q| M et que pour tout R € K[X]tel que P|R et Q|R, M|R.

b) En déduire que deg(M ) est minimal parmi les multiples communs de P et ).
On dira qu’un élément . € K[X] est un PPCM de P et Q s’il vérifie les conditions de a).

¢) Montrer que 1 € K[X] estun PPCM de P et () si et seulement si p est un générateur de P« K[X]|NQ =
K[X].

d) Que peut-on dire de deux PPCM pet p' de Pet @ ?

Exercice I11.7.11 []

Posons :
§
VP eQIX], P =Y a X', VpeP,
i=0
siP #£ 0 Vp(P) = minfzo(vp(ai))
S(P) == {p € P;Vp(P) # 0}
siP =0 Vp(P) = (400)
SP) = P.

On note encore v), la valuation p-adique (cf.1.13.5.5,1.14.9.) On peut, dans cet exercice, encore remplacer
Z par n’importe quel anneau principal A et Q par son corps des fractions K.

1) Pourtout P € Q[X] \ {0}, vérifier que :

Val[X]1)
VP eQ[X], P € Z[X] & V,(P) > 0Vp € P.
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Val[X]2) L’ensemble S(P) est fini.

Soient
deg(P) deg(Q)

P = Z a; X" et Q = Z b; X*
i=0 i=0
des éléments de Q[ X ]\ {O} etp € P.
2) Montrer que
V(P.Q) € (QIX]\{0})*, ¥p € P, Vp(PQ) = V,(P) + V(Q) .

3) (Contenu d’un polynéme)
deg(P)

On définit un invariant numérique associé a un polynéme P := Z a; X" € Z[X]\ {0} appelé contenu
i=0
du polynome P et noté C(P) comme le PGCD des a; ,o<i<deg(p) - Montrer qu’alors

¥(P,Q) € (ZIX]\ {0})°, C(PQ) = C(P)C(Q) .

Exercice I11.7.12 [Irréductibilité des polyndmes a coefficients entiers]

On note encore v, la valuation p-adique (cf. 1.13.5.5,1.14.9) et V,(-) 1a valuation p-adique d’un poly-
nome (cf. II1.7.11.) On peut, dans cet exercice, encore remplacer Z par n’importe quel anneau principal
A et Q par son corps des fractions K.Soit P € Z[X] \ {0}. On suppose qu’il existe

2
(Q.R) € (QXI\Q)"| P = QR.
1) Pour tout p € P, montrer qu’il existe a € Z \ {0}, tel que :
i) soit

Vo(aQ)

v

1
Oet VP(ER> > 0,
ii) soit
1
Vp(aR) > Oet VP(EQ) > 0.
2) En déduire qu’il existe
(QuR1) € (ZIX)\{-1:1})" | P = RiQ: .

3) Etablir finalement qu’un polynéme P € Z[X] \ {0} unitaire est irréductible dans Z[X] si et seulement si
il ’est dans Q[X].

Exercice IT1.7.13 [Polynomes irréductibles de Q[X]]
Soient a1, as, . ..,a,,n > 1 des entiers deux a deux distincts,

H=X-a)...X—a,) —1.

1) Montrer que H est irréductible dans Q[X] .

2) En déduire qu’il existe une infinité de polyndmes de degré n, irréductibles dans Q[X].
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IV . —Réduction des endomorphismes

Dans tout ce chapitre (IV,) K est un corps, F un K-espace vectoriel, v € Endg(E) un endomorphisme
K-linéaire de E et K[X| I’anneau des polyndmes a une indéterminée et a coefficients dans K.

IV.1 . —Le formalisme des K[X]-modules

Rappel IV.1.1 Soient £ un K-espace vectoriel et u € Endg(E) un endomorphisme x-linéaire de E. Pour
tout polyndme P € K[X], I'’endomorphisme P(u) € Endg(F) est I'image de P par 1’unique morphisme
d’anneaux

K[X] — Endg(F), X — u(cf.1I1.2.9 ;)

c’est-a-dire, pour
T T
P = ZaiXi,p(u) = Zaiui.
i=1 i=1

Le morphisme K[X] — Endg(F) ci-dessus est, en particulier un morphisme K[X]| — Endg,(F) qui
définit, en vertu de la proposition A.1.4, une structure de K[X]-module sur E. On constate qu’alors, la structure
de K[X]-module est donnée par :

VP eK[X],V2 € E, P - 2 = P(u)(x). IV.1.1.1

Il est d’usage de noter K[u] I'image du morphisme K[X] — Endg,(E) ci-dessus, qui est un sous-anneau
de Endg,(FE) et méme de Endg (E).

On montre dans le paragraphe (IV.1,) qui suit, qu’il y a en fait correspondance (bijective) entre les K[X]-
modules et les couples (E, u) ol E est un K-espace vectoriel et v € Endg (E) un endomorphisme K-linéaire
de E. Ce formalisme qu’il n’est pas indispensable d’utiliser dans un premier temps au moins, puisque nous
nous attacherons a formuler les énoncés principaux sans y recourir, permet néanmoins d’envisager les résultats
des paragraphe qui suivent, dans la perspective de I’appendices B et ainsi de les rapprocher des énoncés obtenus
dans le chapitre II

Proposition IV.1.2 i) Un ensemble E est un K[X]-module si et seulement si E est un K-espace vectoriel
muni d’un endomorphisme v € Endg(F) tel que pour toutv € E,

X -v = u(v) (cf. TD n° V, exercice E, question 1) .)

ii) Une application f : E — F est un morphisme de K[X]-modules si et seulement si E (resp. F,) est un
K-espace vectoriel muni d’un endomorphisme K-linéaire

u € Endg(FE), (mathrespv € Endg(F),)
f € Homg(FE, F) est une application K-linéaire telle que

fou =wv o f(cf. TDn® V, exercice E, question 2) .)
iii) Etant donné un K[X]-module E une partie F C E est un sous-K[X]-module de E si et seulement si

F est un sous-K-espace vectoriel de E stable par I'endomorphisme w € Endg (E) définissant la structure de
K[X]-module de E (cf. i),) i.e.

u(F) C F (cf. TDn® V, exercice E, question 3), a) .)
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iv) Un morphisme de K[X]-modulesq : E — Q est un quotient du K[X|-module E c’est-a-dire que g est
un morphisme surjectif de K[ X]-modules (cf. 1.9.4.1),) si et seulement si Ker q est stable par I’endomorphisme
u € Endg(F) définissant la structure de E si et seulement si il existe un endomorphisme v € Endg(E) tel
que

vog=gqou.

Preuve : Notons K := Ker q si bien qu’on a une suite exacte de K[ X]-modules :

0K —E—250Q = 0. 1

La suite 1 est encore une suite exacte de K-espaces vectoriels puisque les notions de noyau et d’image ne
concernent que les groupes abéliens sous-jacents.
Pour tout (z,y) € E x E,

y—z € K = u(x—y) € K (cf.iii),)
puisque K est un sous-K[X|-module de E. Il en résulte que
V(z,y) e EXE, (y—z) € K = qlu(z)] = qu(y)] puisque Kerq = K .
Pour tout o« € @ on peut donc définir
v(a) = qlu(z)|Vz € E, telqueg(z) = «

et I’on a alors
vVoqg=gqou.

On vérifie aisément la réciproque.

Définition IV.1.3 i) Etant donné un K[X]-module, E on parlera du K-espace vectoriel sous-jacent qu’on
notera F i pour désigner £/ uniquement muni de sa structure de K-espace vectoriel comme en IV.1.2.i). On
pourrra désigner I’endomorphisme u défini par I’action de X sur E sous le terme d’endomorphisme de structure.

ii) De méme pour un morphisme de K[X]-modules f : E — F, on pourra ddésigner sous le terme d’ap-
plication linéaire sous-jacente et noter fi, le morphisme de K-espaces vectoriels induit par f comme en
IV.1.2.i).

Lemme IV.14 Si(u,v’) € Endg(F) x Endg(FE) esttelqueuwovw’ = v’ = u' ou (i.e. u etu' commutent,)
pourtout P € K[X], Ker P(u’) est stable par u.

Preuve : C’est un résultat bien connu d’algebre linéaire et que le lecteur aura certainement déja démontré. 11
peut se reformuler en constatant que la condition de commutation entre u et v’ a, en particulier pour consé-
quence, que I’inclusion naturelle Ker P(u’) — E est un morphisme de K[X]-modules (cf. IV.1.2.ii),) si bien
que Ker P(u') apparait comme un sous-K[X]-module de E (cf. IV.1.2.iii),) et est donc stable par u. La structure
de K[X]-module sur E (et ses sous-modules) est donnée par u.

Notation IV.1.5 Etant donnés un K-espace vectoriel E et un endomorphisme K-linéaire . € Endg(F) on
dira que (F, u) (ou simplement E si ce n’est pas ambigu) est monogene engendré par x € F s’il existe

z € E telque E = Vect{{u"(z)} nen}.

A noter que cela signifie exactement que (F, u) est monogéne au sens des K[X]-modules (cf. I.1.7.)
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IV.2 . —Polynomes annulateurs (cf. IL.5, A.7)

Les polyndmes annulateurs, polyndémes minimaux d’un endomorphisme ont déja été étudiés en algebre li-
néaire. On aimerait cependant insister dans ce paragraphe (IV.2,) sur le parallele entre ces notions et celles
d’ordre d’un éléments dans un groupe abéliens et d’exposant d’un groupe abélien étudiées au paragraphe IL.5.
Ce parallele est bien entendu beaucoup plus que formel puisque I’on s’apercevra que les objet étudiés ici et ceux
respectivement étudiés pour les groupes sont des cas particuliers de ceux introduits pour les A-modules au para-
graphe A.7. Dans ce paragraphe (IV.2,) E est un K-espace vectoriel et v € Endg(E) un endomorphisme

K-linéaire de F, si bien que (E, u) est muni de la structure de K[X]-module étudiée au paragraphe IV.1.

Lemme IV.2.1 ( (cf. I1.5.1, A.7.1)) Pour tout
x € Eet P € K[X],
il est équivalent que P - x = 0, ou P(u)(z) = 0, ou que le morphisme de K[X]-modules
KIX] = E,Q+— Q -z = Q(u)(x) IvV2.1.1
se factorise en un morphisme
KIX]

| Q- Q-z = Qu)(2) V212
K[X]/PK[X] — E.

Définition IV.2.2 ( (cf. IL.5.2, A.7.2)) i) (Elément de torsion)
Si x et P vérifient les conditions équivalentes du lemme IV.2.1 ci-dessus, on dit que x est de P-forsion.
Onditque x € F estde torsion s’il existe P € K[X] P # 0, tel que x soit de P-torsion, i.e. tel que

P-z = Plu)(z) =0.

ii) (Partie de P-torsion)
Pour tout polyndéme P € K[X], on note

E[P] := KerP(u) = {z € E; P(u)(z) =0} = {z € E; P-2 = 0}
le sous-ensemble de E formé des éléments de P-torsion. On appelle E[P] la partie de P-torsion de E.

iii) (Polynome minimal en x)
Pourtoutz € E,onditque P € K[X] estun polynéme minimal en x si le morphisme

K[X]/PK[X] - E, P + P-2 = P(u)(z) (cf.1V.2.12)

est injectif ou, ce qui revient au méme, si PK[X] est le noyau Anng[x(x) du morphisme IV.2.1.1.

11 est usuel d’appeler le polynéme minimal en x qu’on note P, . le représentant unitaire de la classe
d’association des polyndmes minimaux en .

Le degré de Py, ,, est la dimension (en tant que K-espace vectoriel) de I'image du morphisme IV.2.1.2 qui
est encore I’image du morphisme IV.2.1.1 (cf. TD n° V, exercice C.)
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iv) (Polynéme minimal)
L’ensemble

AHHK[X](E)
= {P € K[X]; Vx € E, P(u)(x) =0}
= {P e KX];VeeE, P-x=0}

= ﬂ Anngpx(z)

est un idéal de K[X] (qui n’est autre que I’idéal annulateur Anng x| ((F, v)) du K[X]-module (£, u),) dont un
générateur unitaire est appelé polynome minimal de u et usuellement noté Py o, -
Un élément de Anngx|(E) est appelé polynéme annulateur de u.

v) (Partie de torsion)
On note

Torg x)(£) ou tout simplement Tor (E) := U E[P] = U Ker P(u)
P e K[X] \ {0} P e K[X] \{0}

I’ensemble des éléments de torsion de F qu’on appelle la partie de torsion de E.

vi) On dit que E est de torsion si
E = Tor(E).

vii) On dit que £ est sans torsion si
Tor(E) = {0}.
Proposition IV.2.3 (Polynémes minimaux (cf. IL5.3, A.7.3)) i) Le polynéme minimal

Priny, de u est le Ppem des polynémes minimaux Py, enz € E .

ii) L’idéal

ijnuK[X] = AHHK[X]((E,U))
{P € K[X]; Vx € E, P(u)(z) =0}
= {P € K[X];VzeE, P-z=0}

est le noyau du morphisme d’anneaux

K[X] — Endg(E), X > u.

iii) Si I est un sous-K-espace vectoriel de E stable par u (i.e. un sous K[ X|-module de (E?u),
(cf. IV.1.2.iii),))
Pminu‘F |Pminu .
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iv) Si F est un K-espace vectoriel, v € Endg(F') un endomorphisme k-linéaire de F' et f : E — F une
application K-linéaire telle que v o f = f o u, (i.e. un morphisme de K[X]-modules (cf. IV.1.2.ii),)) alors

vz € E, P11 pz

minv |+ minu
avec égalité si f est injective.
De plus, si f est surjective,
Pmin v |Pmin u

avec égalité si f est injective.

Proposition IV.2.4 ( (cf. I1.5.4, A.7.4)) i) Pour tout P € K[X], Ker P(u) = E[P] est un sous-K-espace
vectoriel de E stable par u i.e. un sous-K kX -module (cf. IV.1.2.iii),) de (E, u).

ii) Etant donnés un K-espace vectoriel F muni d’un endomorphisme v, un morphisme de K-espaces vectoriels
(i.e. une application linéaire) f : E — F vérifiantv o f = f o w (i.e. définissant un morphisme de K[X]-
modules (E,u) — (F,v) (cf. IV.1.2.ii),)) pour tout

P € K[X]f(Ker P(u)) = f(E[P]) C KerP(v) = F[P]

si bien que f définit un morphisme (de K-espace vectoriels mais encore de K[ X ]-modules et méme de K[ X ]/ P-
modules)
fIP] = fipp) + E[P] — F[P].

Ce dernier morphisme est un isomorphisme dés que f en est un.

iii) (lemme des noyaux)
Etant donnés des polynémes P, Q) et R dans K[X] tels que P = QR et Q) et R sont premiers entre eux,

Ker P(u) = KerQ(u) @ Ker R(u)
et de plus, les projections

g : KerP(u) — KerQ(u) et mg : Ker P(u) — Ker R(u) sont des polynémes en v .

Preuve : Puisque () et R sont premiers entre eux, il existe, d’apreés le théoréme de BEZOUT,
(A,B) € K[X] x K[X] tel que AQ+ BR = 1.

Il s’ensuit que :

Yo € E, (AQ)(u)(v) + (BR)(u)(v) = v, 1
puis que :
Vo € Ker (PQ)(u), (AQ)(w) o (AQ)(u)(v) = (AQ)(u) o (AQ + BR)(u)(v)
= (4Q)(u)(v) )
(resp. (BR)(w) o (BR)(w)(v) = (BR)(u)o (AQ + BR)(u)(v)
= (BR)(u)(v) )
En posant

g = (BR)(u) : Ker P(u) — KerQ(u) et g = (AQ)(u) : Ker P(u) — Ker R(u),

mq et wr sont, par définition des polynoémes en u. Le calcul 2 ci-dessus montre que w¢ et g sont des projec-
teurs. Enfin I’égalité 1 assure que

mQ + mr = ldker P(w)
ce qui acheve la preuve.
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iv) De plus si R = Ppjn. est le polynéme minimal de v sur F,

P = P, etQ:Pm

N U Ker P(u) N U Ker Q(u) *
v) S’il existe (x,y) € F x E de polynémes minimaux respectifs P et Q
(l'e Y Pnfmu = P et PHZJ[]’U, = Q 7)

il existe z € FE dont le polynéme minimal local est le Ppcm de P et Q.

Proposition IV.2.5 ( (cf. IL.5.7, A.7.6)) Si E est de dimension finie, (E,u) est de torsion si et seulement si
Phinu 7& 0 (ie. AnnK[X] (E) 7& {0})

Proposition I'V.2.6 ( cf. I1.5.8) Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) LeK[X]-module E est de type fini et de torsion
b) Le K[X]-module E est de type fini et Ppin,, # O.

¢) LeK-espace vectoriel sous-jacent E /i est de dimension finie.

Preuve :

) (a)< b))

Est pour ainsi dire tautologique.

i) (¢)= b))

Ce résultat peut, bien entendu, étre vu comme une conséquence du théoréme IV.7.2
(de CAYLEY-HAMILTON,) mais ce dernier, outre qu’il done un énoncé beaucoup plus précis, fait appel a des
constructions nettement plus élaborées que celles dont on a besoin ici.

En effet, si dimg £ = n, dimg Endg (E) = n?. Le sous-ensemble {u'} ,; < ¢ < »2 est donc une partie
liée du Kx-espace vectoriel Endg (E). I existe donc a; ,o<i<,> € K non tous nuls tels que

ce qui assure I’existence d’un polynéme annulateur non nul.

iii) (a) = ¢))
(cf. TD n° V, exercice E, question 4).)
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IV.3 . —Sous-espaces caractéristiques (cf. I1.8, B.2)

Définition IV.3.1 (Espaces caractéristiques (cf. I1.8.2, B.2.2)) Si P est un facteur irréductible de Py, il
existe un plus grand entier « (la valuation P-adique de Prip v,) tel que P%| Py .. On a alors

Ker P*(u) = U Ker P"(u)
neN

qui n’est autre que la composante P-primaire du K[X]-module E et qu’on appelle sous-espaces caractéris-
tiques de u associé au facteur P du polyndme minimal P, de v ou simplement a 1’élément irréductible
P.

Théoréme IV.3.2 ( (cf. I1.8.3,B.2.3)) Si Ppine = H P avec P; irréductible, P; et P; premiers entre eux
i=1
sii # j, (autrement dit si on a décomposé Py, en produits d’irréductibles dans I’anneau principal K[X] (cf.
1.13.5.3,)) on note
By := Ker P (u) = E[P{],
alors :

i)

Preuve : On peut bien entendu appliquer le lemme des noyaux IV.2.4.iii) qui, joint a un argument de récurrence,
donne ce résultat. On peut également le considérer comme une conséquence, dans le cas particulier des K[ X]-
modules du théoréme B.2.3.

ii) pourtoutl < ¢ < r Ej est stable paru ;
Preuve : C’est une conséquence du lemme IV.1.4 ou bien du fait que la décomposition donnée en i) F =

T
@ E; est en fait une décomposition en somme directe de K[X]-modules.
i=1

iii) le polynéme minimal de u|g, est P;*" ;
Preuve : C’est exactement I’énoncé B.2.3.iii).

iv)
m; + B — E; estun polynémeen u .

Preuve : C’est encore une conséquence de la proposition 1V.2.4.iii).

Remarque IV.3.3 Dans le théoreme ci-dessus on s’aperc¢oit qu’on a seulement 1’analogue de 1’isomorphisme
I1.8.3.2 puisque le polyndme minimal P, ,, est I’analogue de I’exposant du groupe abélien, i.e. un générateur
de I’idéal annulateur. Cependant, on ne dispose pas encore a ce point, d’un analogue du cardinal du groupe. Le
polyndéme caractéristique (cf. IV.6.1,) aura tendance a jouer ce role, surtout au vu du théoreme de CAYLEY—
HAMILTON (cf. IV.7.2,) qui pourrait alors s’interpréter comme un analogue du théoréme de LAGRANGE.

Exemple IV.3.4 Soit u un projecteur, u?> =

u;
Poiny = X?—X = X(X —1)dou E = Keru @ Keru —Idg .

143



L3/S6 M305, Algebre II, IV.4.1 Université Paris Sud, 2019-2020

IV.4 . —Endomorphismes cycliques, vecteurs cycliques, (K[ X ]-modules cycliques) (cf.
11.9, B.3)

Proposition IV.4.1 (Espaces cycliques (cf. 11.9.1, B.3.1)) Soient E' un K-espace vectoriel et u € Endg(F)
un endomorphisme K-linéaire de E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a)
E est de dimension finie dimg £ = deg(Puiny) (cf. IV.2.2.iv) .)

b)
E est de dimension finieet 3x € E, tel quedimg E = deg(Pgin.) -

¢) (E,u) est monogéne et le K-espace vectoriel E est de dimension finie.
d) (E,u) est monogéne, engendré parx € E et PZ, ~ # 0 (cf.1V.2.2.i).)
e) Ilexiste P € K[X], P # 0, tel que le morphisme d’anneaux
K[X] — Endg(E), X — u
induise un isomorphisme (aussibien de K-espaces vectoriels que de K[X|-modules,)

K[X]/PK[X] = E.

f) Le K[X]-module (E,u) est isomorphe a K[X]/Anngx|((E,u)) = K[X]/PuinuK[X] et Pyin K[X] =
ADDK[X]((E,U)) 7é { }0'

g) Ilexiste un entierd € N et un K[X]-morphisme

¢ : K[X] — (E,u) tels que {p(1), p(X),..., p(XI1)}

est une K-base du K-espace vectoriel E.

h) Ilexiste un entierd € N etunélémentr € E tels que {z,u(z),...,u?"(z)} est une base du K-espace
vectoriel E.

i) LeK-vectoriel E est de dimension finie et
dimK E = deg(Pmmu) .

j) Il existe une base du K-espace vectoriel E dans laquelle la matrice de u est :

0 0 0 0 —ap

10 00 —a

. . : . . : 1
0O 0 ... 1 0 —ad—2

0O 0 ... 0 1 —Qd—1
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Preuve : Cet énoncé étant I’exact analogue de la proposition 11.9.1, certains arguments de preuve seront donnés
ici tandis que d’autres seront donnés dans la preuve de I1.9.1 laissant le lecteur faire le paralléle entre ces deux
preuves et les compléter.

i) (a)=Db))
Notons d := dimg E = deg(Pminwu) €t€i,1 < i < ¢ une base de E. Pour tout
1 S v S dPni’,énu|Pminu

si bien que si on note jv le Ppem des Py} 1 < i < d, 14| Prinu-
Or:

d
Vy € E, Ja; 1<i<a € K", y = Zaﬂi
i=1

si bien que :
d
p(u)(y) = M(U)(Z aiEi)

d
= Z a;p(u)(€i)
i=1
=0
ce qui entraine donc que Py, |11 et donc finalement
Ho= Pminu .
De plus, il résulte de IV.2.4.v) que
dx € E17 tel quePnf,-,,u = U = Pminu .

Donc
dimg £ = deg(Py

inu) .
i) (b)=¢))
Soitz € E tel quedimg E = deg(P%,,) et F := Vect{{u" ()} ,n e v } le sous-espace monogeéne de
FE engendré par x. Alors :
dimg F' = deg(Py,,) = dimg E (cf. TD n° V, exercice C ;)
d’ou F = E.

iii) (¢)=d))
Immédiat.

iv) (d)=e))
(cf. TD n° V, exercice C.)

v) < e)

Est immédiat.
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vi) ()= g))

Notons
Y (B u) = KX/ PuinuK[X] = K[X]/AnnK[X]((E,u)), 7 K[X] = K[X]/PuinuK[X]

et
¢ = mo Y.
Or K[ X/ Ppin K[ X] est un K-espace vectoriel de dimension deg(Ppin.,) dont

(m(1), m(X),... ,w(Xdeg(P'""“”)*l)) est une base (cf. TD n° V, exercice C, question 2) .)

vii) (g)=h))
I1 suffit de prendre I’'image de la base

{1modP,..., X98P) =1 mod P}

par I’isomorphisme
(E,u) = K[X]/PninuK[X] = K[X]/Anngx((E,u)) .

)

viii) (h) = ¢))
Immédiat.

ix) (h) = a))

L’ensemble {z,u(z), ..., u"1(x)} est une base il existe donc un unique d-uplet

d—1
aio<i<d—1 tel queu®(z) = Z au'(x) .
i=0

Notons i
Pi=X"-) ;X" € K[X].
i=0
Alors :
VO<k<d-—1, P-uf(z) = P(u)[uk()]
d—1
= [w = au'][u(2)]
_ [ud-',-k - Z uz-l-k](z)
i=0
d—1
= uF[(u? =) aiu’)(2)]
=0
= 0.
11 s’ensuit, puisque {u*(2)} ,1 < 1 < a—1 est une base de E, que P(u) = 0 (i.e. est 'endomorphisme nul

de E.) Le polynéme P est donc un polynéme annulateur de w. Par ailleurs si
r .
Q = Z b; X* est un polynéme annulateur de u,
i=0

Vy € E, Qu)(y) = 0.
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En particulier :

Qu)(x) = 0
& szul(:r) =0
i=0
ce qui entraine
r>douV0<i<r, b =0

puisque {u*(x)} ,1 < k < a1 est une partie libre de E. Ceci assure que P est le polynéme minimal de u et donc
que
deg(Pmi,,u) = dimK E.

x) (£)<1i)
(cf. TD n°® V, exercice C.)

xi) (h) < j)
(cf. DOC n° III, n° III.1.exercice A.)

Définition IV.4.2 (Espaces cycliques (cf. I1.9.2, B.3.2)) Si un couple (E, u) vérifie les assertions équivalentes
de la proposition IV.4.1, on dit que :

i) (E,u) est un espace cyclique; ce qui équivaut en fait au fait que (E, u) est un K[X]-module cyclique au
sens de la définition B.3.2.

ii) On dit aussi que u est un endomorphisme cyclique.

iii) Si (F,u) est un espace cyclique, un élément z € E tel que E = Vect{{u" ()}, c v } est un vecteur
cyclique.

Remarque 1V.4.3 11 se peut qu’on trouve des définitions moins restrictives de vecteurs cyclique, typiquement
que la partie {u™(v) },, ¢ v soit génératrice sans exiger qu’une partie finie le soit. Cela permet de tenir compte
du cas ot Anngxj(M) = {0}, que nous avons exclu dans le cas des modules cycliques.

Définition I'V.4.4 (Matrice compagnon) Une matrice comme en IV.4.1.j).1 s’appelle matrice compagnon du
polyndme minimal
d—1

Pminu = Xd+zazXZ de u .
i=0
Proposition IV.4.5 (Sous-espace cyclique (cf. I11.9.3, B.3.5)) Soient

E unK — espace vectoriel et v € Endg(E) un endomorphismeK — linéaire de E .

Pour tout polynéme P € K[X], les données suivantes sont équivalentes :

a) Un sous-K-espace vectoriel F' C E stable par u (i.e. un sous-K[X|-module de (E,u),) tel que (F,u|r)
soit cyclique avec Ppjp up = P.

b) Unélémentx € E de polynéme minimal P

minu

égal a P.

147



L3/S6 M305, Algebre II, IV.4.7 Université Paris Sud, 2019-2020

Proposition IV.4.6 (Théoréme chinois des restes (cf. I1.9.4, B.3.6)) Si (F, ) est un espace cyclique de poly-
néme minimal
PQ avec (P, Q) € K[X] x K[X] premiers entre eux ,

alors
E = KerP(u) & KerQ(u) = E[P] @ E[Q]

et
Ker P(u)(resp. Ker Q(u) ) est cyclique de polynéme minimal P (resp. Q .)

Réciproqument si F' et G sont deux sous-espaces cycliques de E' de polynomes minimaux respectifs P et ()
premiers entre eux, la sommes F' + G et directe et le sous-espace F' & G est cyclique de polynémes minimal

PQ.

Preuve : (cf. TD n° VI, exercice C,) sachant que cet énoncé n’est autre en fait que le théoréeme chinois des
restes.

Remarque 1V.4.6.1 C’est exactement le théoréme IV.3.2 dans le cas cyclique.

Corollaire IV.4.7 ( (cf. IL.9.5, B.3.7)) Soient (z,y) € E x E de polyndémes annulateurs respectifs P et ()
premiers entre eux. Alors il existe z € E de polynéme annulateur P(Q).
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IV.S . —Valeurs propres, vecteurs propres, espaces propres
Lemme IV.5.1 Pour tout A € K les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L’endomorphismeu — Aldg n’est pas injectif;
b) ilexistex € E \ {0} tel queu(z) = Az ;
c) ilexistex € Etelque X — X\ = Ppjny soit le polynéme minimal de w en x (cf. IV.2.2.iii) ;)

d)
X — A\ Puinw -

Preuve :

) (a)< b))
Est tautologique.

i) (b) = ¢))
Siz # Oetu(xz) = v, X — A|P% .. Ordeg(P%. .) = 0,entraine qu’il existe € Ktel que px = 0,
c’est-a-dire que x = 0. Il s’ensuit donc que

T
Pminu

= X-\.

i) (¢)= d))
(cf. IV.2.3.i).)

iv) (d)= b))
Si X — | Prinu, il existe

k€ N*, et Q € K[X] tels que Ppiny = (X —A)*Q et X — X et Q sont premiers entre eux .
11 découle alors de la proposition I1V.2.4.iii) que
E = Ker Puinu(u) = Ker (u — Md.)* @ KerQ(u) .

OrKer (uMdg)® = {0} entraine E = Ker Q(u), ce qui entraine Ppin,, = Q et contredit I'hypothése.
Ainsi il existew € Ker (u — Aldg)* \ {0}. ainsi

(u—MNdg)’(w) = w # 0.
1l existe donc un plus grand entier ¢ < k, tel que
(u—Mdg)* # 0et (u— Mdg)*(w) = 0.

Posant
z = (u—Ndg)'(w), ona:z # Oetu(z) = Az .

Définition 1V.5.2 (Eléments propres) i) (Valeur propre)
Onditque A € K, est une valeur propre pour u s’il vérifie les conditions équivalentes du lemme IV.5.1. 11
est usuel de noter Sp(u) et d’appeler spectre de u 1’ensemble des valeurs propres de w.
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ii) (Vecteur propre)
Un vecteur x € FE vérifiant (de maniere équivalente) IV.5.1.b) ou IV.5.1.c) est appelé vecteur propre asso-
cié a la valeur propre \.

iii) (Espace propre)
Pour toute valeur propre A de u, on appelle espace propre de u associé a A le sous-espace Ker u — A\Idg de
E qui est I’ensemble des vecteurs propres de w associés a A (union {0}.)

Remarque IV.5.3 i) Bien entendu pour A une valeur propre de u, I’espace propre associé a A est un sous-
espace (stable par u) du sous-espace caractéristique associé a X — A (cf. IV.3.1.)

ii) Il se peut tout a fait que le spectre d’un endomorphisme « soit vide. En effet, le spectre de w est en bijection
avec les facteurs irréductibles de degré 1 de Ppyin o, (cf. IV.5.1.d).) Or, quitte a définir « comme 1’endomorphisme
associé a une matrice compagnon arbitraire (cf. IV.4.4,) on peut fixer arbitrairement le polyndme minimal de u.

Si donc on sait construire des polyndmes irréductibles de degré > 1, on sait construire des endomorphismes
sans valeurs propres.

Ceci n’arrive jamais dans C[X] (ol un polyndme est irréductible si et seulement si il est de degré 1 —
théoréme de D’ ALEMBERT—GAUSS —,) et par conséquent, tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel possede
toujours des valeurs propres.

En revanche on sait qu’il existe des polynomes de degré 2 irréductibles dans R[X]. On a méme montré au
TD n° V, qu’il existe des polyndmes irréductibles de tout degré dans Q[X].

iii) Pour peu qu’on I’ait défini, on peut encore donner une caractérisation des valeurs propres en termes du
polynoéme caractéristique de u IV.6.2.

Définition IV.5.4 On dit que u est diagonalisable si E est somme directe des espaces propres de u.
Proposition IV.5.5 L’endomorphisme v est diagonalisable si et seulement si

Phin« est scindé a racines simples ,
si et seulement si il existe un polynéme annulateur de u scindé a racines simples si et seulement si pour tout
1 <4 < r, larestriction u)p, au sous-espace caractéristique (cf. IV.3.1,) est diagonalisable, si et seulement si

les sous-espaces propres de u sont ses sous-espaces caractéristiques.

Définition IV.5.6 On dit que u est trigonalisable s’il existe une base dans laquelle la matrice de u est triangu-
laire supérieure.

Proposition IV.5.7 L’endomorphisme u est trigonalisable si et seulement si Ppjp,, est scindé.
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IV.6 . —Polynome caractéristique

Définition IV.6.1 (Polynome caractéristique) Pour tout endomorphisme u € Endg(FE), le polynéme carac-
téristique de u est le polyndomes

Prarw = det(XIdp —u) € K[X].

Lemme IV.6.2 Un élément A € K est une valeur propre de u (cf. IV.5.2.1),) si et seulement si Pyriy(A) = 0
i.e. \ est une racine de P4, .

Preuve : 1l suffit de remarquer qu’un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie est injectif
si et seulement si son déterminant est non nul et d’utiliser la caractérisation IV.5.1.a) des valeurs propres.

Lemme IV.6.3 1)
deg(Peyry) = dimg F .

ii) Si on écrit

d—1
Pearo = det(XIdE *’UJ) = Xd+zaiXi, d = dimKE,
=0
ona
ag-1 = —Tr(u)etag = (—1)%et(u) .

iii) SiE = F & G avec F et G stables par u,

Pczu‘u = Pcaru‘p : Pczu‘u‘c .

Preuve : (cf. D.18.1.)

Proposition IV.6.4 Si (E, u) est un espace cyclique (cf. IV.4.2,)

Pczu‘u = Pminu .

Preuve : (cf. DOC n° III, n° III.1.exercice C.)
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IV.7 . —Théoréme de CAYLEY-HAMILTON

Remarque IV.7.1 On va démontrer, dans ce paragraphe (IV.7,) le théoréeme de CAYLEY-HAMILTON qui
assure que le polynome minimal P, ., d’un endomorphisme u d’un K-espace vectoriel £ de dimension
finie (cf. IV.2.2.iv),) divise son polynome caractéristique P, . (cf. IV.6.1.) Ceci peut encore s’exprimer
par le fait que le polynéme F,,; ,, est un polynéme annulateur de u.

1) On verra au paragraphe IV.11 qu’on peut déduire le théoreme de CAYLEY—-HAMILTON du théoreme IV.11.5
de réduction de FROBENTIUS. Nous allons cependant en donner ici une preuve qui n’utilise pas le résultat précité
(cf. IV.7.2)

ii) (Le cas des espaces cycliques)

Dans le cas ol (E,u) est un espace cyclique (cf. IV.4.2.1),) le théoréme est une conséquence immédiate
de la proposition IV.6.4; cette derniere étant d’ailleurs un ingrédient essentiel de la preuve du théoréme de
CAYLEY-HAMILTON a partir de la réduction de FROBENIUS.

iii) On a vu que pour tout A € K, X est valeur propre de u si et seulement si (X, A)|Pyino (cf. IV.5.1.d).)
On a également vu en IV.6.2 que A est valeur propre de u si et seulement si (X, —A)| P Il en résulte que
Prinu €t Peary ont les méme facteurs irréductibles de degré 1 dans une décomposition en produit de facteurs
irréductibles.

Cependant il se peut que ces polyndmes possedent également des facteurs irréductibles qui ne sont pas de
degré 1 dont on ne peut rien dire a ce stade.

Il se peut également, et méme dans le cas ou les facteurs irréductibles seraient tous de degré 1, pour K = C
par exemple, que les facteurs irréductibles de degré 1 soient affectés d’un exposant sur lequel on n’a encore
guere de contrdle ici.

Dans le cas ttres tres particulier oit Py, €St scindé a racines simples i.e. produit de polynéme de degré 1
deux a deux premiers entre eux, le théoreme de CAYLEY—HAMILTON peut résulter des considérations précé-
dentes : c’est le cas ol u est diagonalisable (cf. IV.5.4.)

Théoreme IV.7.2 (de CAYLEY-HAMILTON) Pour tout K-espace vectoriel de dimension finie E, et tout en-
domorphisme K-linéaire v € Endg(E), Peyro(u) = 0 c’est-a-dire que Peyq, est un polynéme annulateur de
1 ou encore

Pminu|PczU'u .

Preuve : (cf. DOC n° III, n° III.1.exercice D.)

Corollaire IV.7.3 Pour tout P € K[X] irréductible,
P|Pminu < P|Pcaru-

On retrouve ici en particulier que les facteurs de degré 1 de Ppj,,, sont exactement ceux de Pp,,, ce qu’on
avait déja remarqué en IV.7.1.iii).

Corollaire IV.7.4 Il découle du théoreme IV.7.2 ci-dessus et du lemmme IV.6.3.i) que pour tout endomor-
phisme u € Endg(E),
—00 < deg(Pminu) < deg(Peary) = dimg E .

Corollaire IV.7.5 Le polynome Py, est scindé si et seulement si Py, est scindé.
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Corollaire IV.7.6 La proposition IV.5.7 peut alors se reformuler en disant que u est trigonalisable si et seule-
ment si Ppin., est scindé, si et seulement si P, est scindé.

Définition IV.7.7 (Multiplicité des valeurs propres) Pourtout A € K si \ est valeur propre de u, il existe un
unique

(my, Q) € N* xK[X]tel que Pegroy = (X —AN)™Q, X — et ) premiers entre eux .
L’entier m, est apelé la multiplicité de la valeur propre \.
Proposition IV.7.8 L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si P, (ou de maniére équivalente

Phin) est sindé et
YA € Sp(u), my = dimg Keru — Mdg .

Preuve : Exercice.
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IV.8 . —Blocs de JORDAN, endomorphismes nilpotents
Définition IV.8.1 (Endomorphisme nilpotent) Un endomorphisme v € Endg(E) de E est nilpotent

silexisten € N, telque v = 0.
On dit que u est nilpotent d’échelon d si d est le plus petit entier n tel que ™ = 0.

Lemme IV.8.2 Soitu € Endk(FE).

i) wu est nilpotent d’échlon d si et seulement si P, = x4,

ii) u est nilpotent d’échelon d et cyclique (ct. IV.4.2.ii),) si et seulement si

u est cyclique et dimg e = d .
iii) w est nilpotent d’échlon d si et seulement si u est nilpotent de rang d — 1.

Preuve : (cf. TD n° VII, exercice A.)

Proposition IV.8.3 Pour A € &, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) (E,u) est un espace cyclique de polyndme minimal (X — \)4™« (on rappelle (cf. IV.4.1.i),) que le degré
du polynéme minimal d’un espace cyclique est la dimension de cet espace ;)

b) w — Ald. est nilpotent d’échelon dimg E (ou de maniére équivalente de rang dimg E — 1 ;)

c) il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est :

A0 O 0 0
1 X 0 ... 00

Jaime 2N = [0 1A .00 1
0 0 O 1 A

d) il existe
a € N* tel que Ppiny, = (X — AN et dimg Ker (u — Mldg) = 1.

Preuve :

i) (@< b))

Est immédiat.
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i) (b)=¢))

Siv := u — Mdg est nilpotent d’échelon dimg F, il existe un éléments
r € Etelque v ™ F=1(z) #£ 0et pdmeF(g) = 0.

Deés lors
{Ve@)} 0 < £ < dimg E—1

est une famillle libre de E et partant une base, dans laquelle

0 0 O 0 0
1 00 0 0

la matricedevest [0 1 0 ... 00 , 1
0 0 O 1 0

si bien que la matrice de

0 0 0 0
1 X 0 0 0

u = Mdg + vestJiimg 5(A) = 0 1 A .. 0 01 dans cette méme base .
0 0 O 1 A

iii) (c)= b))

Laissé en exercice.
Définition IV.8.4 (Bloc de JORDAN) i) On pourra dire que le K-espace vectoriel E est de JORDAN de para-
metre A s’il vérifie les conditions équivalentes de la proposition IV.8.3.

ii) On appellera bloc de JORDAN de parametre A et d’échelon d une matrice J;(\) comme en IV.8.3.¢).1.

iii) On note usuellement Jy := Jy(0) un bloc de JORDAN de paramétre 0.

Corollaire IV.8.5 Si (E,u) est un espace de JORDAN de paramétre \ :

i) F est un K-espace vectoriel de dimension finie.

ii) A € Sp(u) est une valeur propre de u.

Lemme IV.8.6 Soit (E,u) un espace de JORDAN.

i) L’espace (E,u) est de paramétre 0 et d’échelon d si et seulement si u est nilpotent d’échelon d.
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ii) Si (F,u) est de paramétre A et d’échelon d, en notant
0 = MNdg,v :=u—9:

— 0 est diagonale;
— v est nilpotent d’échelon d ;

u=0+v;

dov =vod.

C’est la décomposition IV.9.3, de DUNFORD dans le cas particulier ol (E, u)

Proposition IV.8.7 Soient E et F' des K-espaces vectoriels

k k
Ein<i<k C Eet Fyicick C F telsque E = @DE; et F = (PF; .
=1 =1

i) Si
V1<:i:<k,3f; : E; — F;une application K-linéaire
il existe une unique application K-linéaire

[+ E — FtellequeVl <i<k, fijg, = fi.

On notera .
f=psi.
i=1

Matriciellement cela correspond exactement a I’écriture par blocs de la matrice de f ; autrement dit, si chacun
des E; est rapporté a une base B;, dans laquelle la matrice de f; est M;, du fait de la décomposition de E en

somme directe E = E;, B := |J B, est une base de E dans laquelle la matrice de f est
i=1 i=1
My 0 0 ... O
0 My 0 ... O
M = : . :
0 0 O M,

Preuve : (cf. A4.7,1.14.7.)

ii) SiI’on suppose de plus donnés un endomorphisme (une structure de K[ X]-module (cf. IV.1.2.i),))
u € Endg(F) (resp. v € Endg(F) ) tel queV1 < i <k,

— L est stable par u (resp. F; est stable par v,)

fi owg, = v o fi,
alors I’application linéaire f construite comme en i) vérifie f o uw = v o f (i.e. est un morphisme de
K[X]-modules (cf. IV.1.2.ii).))

Preuve : (cf. 1.14.8.)
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iii) Dans le cas particulierou E = F si

V1 < i <k, f; est nilpotent d’échelon d; (resp. diagonalisable )

k
[ = @B /i estnilpotent d’échelon max; < ; < 1.(d;) (resp. diagonalisable.)
i=1

Preuve : (cf. 1V.12.2.)
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IV.9 . —Décomposition de DUNFORD

Définition IV.9.1 (Décomposition de DUNFORD) On appellera décomposition de Dunford de (E, u)

un couple (§,v) € Klu] x K[u] vérifiant :

Dun,)
dov =vod,;
Duny) I’endomorphisme § est diagonalisable ;
Dung) I’endomorphisme v est nilpotent;;
Dun4)
u=9+v.

Proposition IV.9.2 Pour A € K, si X — A\|Ppiny (c’est-a-dire (cf. IV.5.1.d),) si \ est valeur propre de u,) on
note E'\ le sous-espace caractéristique (cf. IV.3.1,) associé a X — \. Alors

Ug, = )\IdEx + v
ou v est nilpotent i.e. u|g, a une décomposition de DUNFORD.

Preuve : Par définition méme de \, il existe k € N* et Q € K[X] tel que Ppin., = (X —N)*Q avec X — )
et ) premiers entre eux. Par définition ensuite de E) on a

(’UJ|E)\ 7)\IdE>\)k =0.

Théoréme I1V.9.3 (de décomposition de DUNFORD) Pour tout u € Endg(E), si (de maniére équivalente)
Phrinw 0u Peyryy est scindé, (E,u) admet une unique décomposition de DUNFORD.

Preuve : Ecrivons
T

Poinw = HPiai

i=1
ol les P; ,1<;<, sont des polynémes irréductibles deux a deux premiers entre eux. On en déduit une décompo-
sition de E en somme directe d’espaces caractéristiques :

E = (PE: avec E; = Ker P (u) = E[P{] (cf.1V3.2.)
i=1
Comme, par hypothése, Ppin,, est scindé, chacun des P; I’est, c’est-a-dire qu’il existe
Aiji<i<r € KtelqueVl <i<r, P, = X — ;.
On remarque alors que, pour tout 1 < 7 < r, (U‘Ei — )\Z—IdEi)ai = 0, i.e. est nilpotent d’échelon «;,
tandis que \;

IdEFE; est diagonal. L’existence d’un couple (9;,v;) satisfaisant I’énoncé du théoréme est donc établi pour cha-
cune des restrictions de u aux sous-espaces caractéristiques de u.
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T T
Alors, en vertu de la proposition IV.8.7 @ d; est diagonalisable tandis que € v; est nilpotent. Néanmoins,
i=1 i=1
en les construisant de cette maniére, il n’est pas immédiat qu’on obtienne des polyndémes en .
En revanche, si

m; : E — FE; estlaprojection de E sur E; parallélement a la somme @ E;,
1<) <r, g

il découle de 1V.3.2.iv), que 7; est un polynéme en u. 11 s’ensuit donc que
0 = Z T € K[u] .
i=1

Comme chaque E; est stable par 7; et que m; étant un projecteur, Ti|E, = Idg,, on a en fait

5 = émd&
=1

ce qui assure, en vertu du lemme 1V.8.7, que § est diagonalisable.
Posons alors v := u — § ce qui assure immédiatement que v € Klu)|. Par ailleurs il est presque immédiat

de montrer que
T

vV = @(U\El 7)\ZIdE1)

i=1
ce qui assure que v est nilpotent d’échelon max; < 1 < r(a;).

Comme § et v sont des polynémesenu,onad o v = v o §.
L’unicité vient du fait qu’un endomorphisme simultanément diagonalisable et nilpotent est nul.

Corollaire IV.9.4 Pour toutv € Endg(E),

uov =vou(=vod=9§ovetvorv =wvol.

Exemple IV.9.5 (8 (5)) est diagonalisable et (8 (1)) est nilpotent.

(5) =63 (o)

n’est pas la décomposition de dunford de (?) é) . La décomposition de Dunford de <3 1> est <§) é) + 0.

0 5
Remarque IV.9.6 Le théoreme 1V.9.3 nécessite que Pyiny OU Peyrq, soit scindé. Si K = C le théoréme
s’applique. Si K = R, ’endomorphisme uy donné par la matrice
cosf  —sinf (rotation dans R? ) ne vérifiepasug = 6 + v
sinf  cosf pas e = '

159



L3/S6 M305, Algebre I1, 1V.10.2 Université Paris Sud, 2019-2020

IV.10 . —Réduction de JORDAN

Dans ce paragraphe (IV.10,) on suppose que F est de dimension finie. Tout comme pour le théoréeme de

CAYLEY-HAMILTON (cf. IV.7.2,) on dispose des outils nécessaire pour établir I’existence d’une réduction
de JORDAN dans le cas des espaces cycliques (cf. IV.4.2.)

Ici encore, le théoreme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS permettra de déduire le théoréme IV.10.10
de la proposition IV.10.3 tout comme on pouvait déduire le théoréme IV.7.2 de la proposition 1V.6.4.

Définition IV.10.1 (Réduction de JORDAN) On dit qu’un
endomorphisme v € Endg(E) (ou méme le couple (F,u) )
admet une réduction de JORDAN s’il existe
des sous espaces E; ,1<ij<i de E et des éléments \; ,1<i<r € Kde K

tels que :

J1)

Jo) V1 < i <k, E; eststable par u ;

J3)
vVl <i<k, u|p, estde JORDAN de parametre \; et d’échelon dimyg F; .
Le point J3) équivaut & dire qu’il existe une base dans laquelle la matrice de u|g, est un bloc de JORDAN
Jdimg £, (\i). Par conséquent u admet une réduction de JORDAN si et seulement si il existe une base de F dans
laquelle la matrice de u s’écrit par blocs :

Ji, (M) 0 0 0
0 0 Ji,(A2) ... 0
0 0 0 coo Jag(Ak) -

On dira qu’une telle matrice est une réduite de JORDAN. On dira que J € M,,(K) est une réduite de JORDAN
pour une matrice A € M,,(K) si A et J sont conjuguées i.e. si

P € GL,(K), A = PJP™'.

On pourra écrire

k

(B,u) = @(Ei; 0;)
ouvli<i<k, 0, : FE; - E; est de JORDAN de parametre \; et d’échelon dimg F;.

IV.10.1.1
Notation IV.10.2 Il r’ésulte immédiatement du corollaire IV.8.5 que, si (E, u) posséde une réduction de JOR-

DAN comme en IV.10.1.1 V1 <4 < k, , \; est une valeur propre de u et que le couple (E;, 6;) est uniquement
caractérisé par \; et dimg F;.
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Etant donnée une réduction de JORDAN de (E,u) on notera, pour tout A € Sp(u), D(\) le uplet des
dimension dimgk F; tels que A = \; dans la décomposition IV.10.1.1; c’est-a-dire le uplet des échelons (taille
des matrices) des blocs de JORDAN de paramétre A. On pourra supposer les éléments de D () rangés par ordre
décroissant. On pourra méme supposer, que pour tout A € Sp(u) les D()) ont tous méme nombre d’éléments
7, quitte a donner la valeur 0 aux derniers éléments. On dira que

{(A DN} ox € spw)

est I’ensemble de parametres de la réduction.
Par exemple si u a pour réduite de JORDAN

OO OO O
OO OO
SO O+ OO
OO NO OO
SN~ O OO
W o OO oo

I’ensemble de parametre de cette réduction est
{(1,(2,1))(2,(2,0))(3,(1,0))} .

Proposition IV.10.3 (Existence dans le cas cyclique) Si (E,u) est un espace cyclique de polynéme minimal
(ou caractéristique (ct. 1V.6.4,)) scindé,

Pcaru = Pminu = H (X - )‘)dA7
A € Sp(u)

(E, u) posséde une réduction de JORDAN d’ensemble de paramétres

{A € Sp(u); (A (dr))}-

Preuve : 1l découle de la proposition 1V.4.6, que
E = @ Ker ((u — Nldg)®)
X € Sp(u)

ol
(Ker ((u — Mdg)™), UjKer (u—Idp)r)) €St cyclique de polyndme minimal (X — A

c’est-a-dire de JORDAN de parametre )\ et d’échelon dy.

Définition IV.10.4 (Réduction de FROBENIUS) On dit que (E, u) a une réduction de FROBENIUS s’il existe
r € N des sous-K-espaces vectoriels E; ,1<;<, de E et des polyndmes p; ,1<;j<r € K[X] tels que :

Frob,)
V1 < j <r, Ejeststableparu.

FI‘ObQ)
V1 <j <, (Ej,ug,) est cyclique de polyndme minimal f; .
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Frob3)

Frob4)
VI<j<r—1, py|p; -
Les polyndmes (i, ,1<j<, s appellent les invariants de similitude de (E, u) ou simplement de u (cf. IV.11.9.)
On constate immédiatement sur cette définition que

Pminu = M1 .

Remarque IV.10.5 i) Il faudra se reporter au théoréme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS pour garantir
qu’une telle réduction existe toujours pour un couple (E, u), cette derniére étant méme unique.

ii) Néanmoins si (F,u) est cyclique, il est pour ainsi dire tautologique qu’il est sa propre réduction de FRO-
BENIUS.

iii) Il est tout aussi immédiat de constater, que dans le cas ot (E,u) est cyclique, la proposition IV.10.3,
signifie en fait qu’une réduction de FROBENIUS détermine I’existance d’une réduction de JORDAN dans le cas
ol le polyndme minimal est scindé. Ce résultat se généralise comme suit (proposition IV.10.6.

Proposition IV.10.6 Supposons que (E, u) posséde une réduction de FROBENIUS (E; ,1<j<y, ftj <j<r ) €t
que p11 = Ppiny, soit scindé. Alors (E,u) posséde une réduction de JORDAN d’ensemble de paramétres

{vdrjn<j<r)}onesp

Vi<j<rop = ] (X-nhs.
A € Sp(u)

Preuve : 11 suffit d’appliquer la proposition IV.10.3 a chaque (E}, u|Ej) qui est cyclique ; et de constater que la
condition IV.10.4.Froby) entraine que VA € Sp(u), d» ; est une fonction décroissante de j.

Remarque IV.10.7 On remarque dans la construction ci-dessus (proposition IV.10.6 que
V1 <j <, dy;n’estautre que la valuation (X — X\) — adique de 1,

au sens ou elle a été définie en toute généralité pour les anneaux principaux en 1.13.5.5, ou plus précisément
pour le cas particulier des anneaux de polynéme en II1.5.5.

Proposition IV.10.8 Supposons que (E, u) posséde une réduction de JORDAN d’ensemble de paramétres
{Adrgo<i <)} onesp -
Alors si’on note D) ; le sous-espace de JORDAN de E correspondanta (A, d ;) dans la réduction de JORDAN,
B @ puen - [ -
A € Sp(u) X € Sp(u)
(Ej si<j<r  j 1<j<r ) est une réduction de FROBENIUS de (E, u).

Preuve : Le fait que les sous-K-espaces F; ,1< <, soient cycliques est encore une conséquence de la proposi-
tion IV.4.6.
Les vj ;1< <, satisfont a IV.10.4.Froby) puisque d ; est décroissante en j.
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Proposition IV.10.9 (réduction de JORDAN, réduction de FROBENIUS et isomorphisme) Soient
FE et F des K-espaces vectoriels de dimension finie

et
u € Endg(F) (resp. v € Endg(F)) un endomorphisme K-linéaire de E(resp. F .)

On suppose que (E,u) (resp. (F,v),) posséde une réduction de JORDAN de paramétres

Pg = {()‘7 (d%)\,l? SRR du)\,r))} ')A € Sp(u) (resp. Pp = {()‘a (du,/\ﬂ’ [ d%)\,s))} »A € Sp(u) -
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Lesespaces (E,u) et (F,v) ont méme ensemble de paramétres de JORDAN i.e. Pp = Pp .

b) Il existe un isomorphisme de K-espaces vectoriels
¢ : E — Ftelquep ou = v o ¢;

c’est-a-dire, dans le formalisme dévelopé au paragraphe 1V.1, et plus particuliérement en 1V.1.2.ii), un isomor-
phisme de K[ X]-modules
6 ¢ (Eu) = (Fv).

c) Les espaces (E,u) et (F,v) ont méme réduction de FROBENIUS i.e. ont mémes invariants de similitude et
leur polynéme minimal commun est scindé.

Preuve :

i) (a)=b))
Si P = Pr, onaen particulierr = s. Notons alors r le nombre commun d’éléments de
D(A) '\ € Sp(u) (I'CSp. D(A) ')A € Sp(v) )
Notons encore
EA,k (resp. F)\,k)

le bloc de JORDAN de paramétre \ et de taille d,, » . (resp. dy x ) dans la réduction de JORDAN de (E, u)
(resp. (F,v) ;) ces blocs pouvant éventuellement étre {0} ; ce qui permet néanmoins d’écrire :

E = © DB
X € Sp(u)k=1
(resp. F = b DLk
A € Sp(v)k=1

L’assertion a) entraine en particulier que Sp(u) = Sp(v) et de plus que
VA e Sp(u) = Sp(v), V1 <k <r, dyrxr = dyrk -

Les sous-espaces E j, (resp. F) 1) étant cycliques, par définition méme d’une réduction de JORDAN, il
existe
Tag € g

(resp. Ynk € F/\,kd)
tel que (@r ks - uter Ty )

: S of. IVA4.1
(resp. (Ynes - 0Dt (Y ( )
estune base de  Ej i
(resp. Fxr)
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Puisque, par hypothese, d, »,1; = dy x,, on peut définir

Dak - CExk — Fak
u'(Tak) > V(Yrk)0 < i < dyrs—1

(resp. ks Far — Exg
V(Yak) = UN(TAk)0 < i < dyas—1 -)

On a alors, par construction
drkoYar = Idp,, ,
Uakodar = Idg,, , 1
Prk OUEy, = VR, OUrk;

(cf. Probléeme n° II, exercice D, question 4), b)pour une justification compléte de la derniére égalité.)
Il existe alors, d’aprés la proposition IV.8.7.ii), un unique morphisme K-linéaire*

¢ : E —- F
(resp. Y : F = F)
tel que V) € Sp(u) = Sp(v),
Vi<k<nr, PlEr, = Oxnk
(resp. Vir e = Uak )

Il résulte alors de 1 que

pov =Idp, v o¢p =Idg,dou=1vo¥.

ii) (b)= ¢))
L’existence d’une réduction de JORDAN pour (E,u) (resp. (F,v),) donne, grice a la proposition IV.10.8
une réduction de FROBENIUS de (E, u) (resp. (F,v),) d’invariants de similitude

Vi<j<m, pe; = ] (X =Nt
A € Sp(u)
(resp.V1<j<s, pp; = ] (X—=XN%»)
A € Sp(v)

Ceci assure déja que
Puiny = pp1 (resp. Puiny = fip1 , ) est scindé.

Le point b) et le corollaire IV.11.10 assurent alors que

r=setV1<j<r ug; = pr; -

iii) (c)= a))
Comme ci-dessus une réduction de JORDAN permet de construire, grage a la proposition IV.10.8 une réduc-
tion de FROBENIUS. L’unicité dans la décomposition en produit de facteurs irréductibles (cf. 1.13.5.3,) assure

alors que
Sp(u) = Sp(v) et V1 < j <7, VA € Sp(u), du,x;j = dux; -

4. En observant bien les énoncés précités, on s’apercevrait qu’il s’agit méme d’un K[X]-morphisme.
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Théoreme IV.10.10 (de réduction de JORDAN) Soient E un K-espace vectoriel de dimension finien € N*|
u € Endg(F) un endomorphisme K-linéaire de E tel que son polynéme minimal Py, ,, (ou de maniére équi-
valente son polynoéme caractéristique P.,7) est scindé. Alors :

1) L’endomorphisme u admet une réduction de JORDAN.

Preuve : Le théoréeme IV.11.5 assure de I’existence d’une réduction de FROBENIUS pour (E,w). La proposi-
tion IV.10.6 permet alors de construire une réduction de JORDAN.

2) (E,u) posséde une unique réduction de JORDAN au sens des équivalences de la proposition IV.10.9.

Remarque IV.10.10.3 L’unicité dans le théoreme de réduction IV.10.10 est a rapprocher de la remarque
B.6.13.3. Les blocs de JORDAN dans la décomposition de JORDAN ne sont en effet rien d’ autres que les diviseurs
élémentaires (cf. B.6.10,) dans le cas particulier ou les facteurs irréductibles de 1’annulateur sont des polyndmes
scindés.

Corollaire IV.10.11 Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, on peut grace au théoréme IV.3.2, écrire
E comme somme directe de ses sous-espaces caractéristiques

out les P; ,1<i<x € K[X] sont les facteurs irréductibles du polynéme minimal Pp,,, (aussibien que du poly-
néme caractéristique Pe,,.) I 0’y a en toute généralité aucune raison que les E[P;] soient cycliques. Cependant
le théoréme IV.11.5 permet de décomposer chacun des E[P;] comme une somme directe d’espaces cycliques

E[P] = PE:,
j=1

ot E; ; est cyclique de polyndme minimal ji; ; avec ji;1 = F;.
Si I’on suppose, de plus que Py, est scindé,

VI<i<k 3\ € K, 3y € N, g = P, = (X —\)%.
11 s’ensuit, en vertu de IV.10.4.Frob,), que
VI<i<k V1<j<wr, 3dij € N, pij = (X —\)%7 .

Il en résulte que les sous-espaces F; j ;1 < i <k ,1 < j < r; Sont de JORDAN. L’énoncé1V.10.10.2) d’unicité
assure alors qu’il s’agit de Ia réduction de JORDAN de (E, u).

Remarque IV.10.12 Le corollaire IV.10.11 ci-dessus confronté a la proposition IV.10.6 fait apparaitre qu’on
peut déterminer la réduction de JORDAN de (E, u), pour peu qu’elle existe i.e. que le polyndme minimal soit
scindé, de deux manieres différentes :

i) Soit on applique le théoreme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS a (E, u) puis le théoreme IV.3.2 de dé-
composition en sous-espaces caractéristiques a chacun des sous-espaces stables de la réduction de FROBENTUS.
On peut d’ailleurs dans ce cas, se contenter de la proposition IV.4.6.

C’est 1a maniere dont nous avons procédé dans la proposition IV.10.6.
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ii) On peut d’abord décomposer I’espace (F, u) en une somme directe de sous-espaces caractéristiques, grice
au théoreme IV.3.2; et décomposer ensuite chacun d’eux en sommes directe de sous-espaces cycliques, grace
au théoréme IV.11.5.

C’est 1a maniere dont nous avons procédé dans le corollaire IV.10.11.

L’énoncé IV.10.10.2) d’unicité assure cependant que les constructions i) et ii) déterminent
I’unique réduction de JORDAN de (E, u).

Corollaire IV.10.13 (du théoréme IV.10.10 : Conséquences matricielles) Soitn € N*.

i) La proposition IV.10.9 assurent que deux réduites de JORDAN J et K € M,,(K) ayant mémes paramétres,
sont conjuguées i.e.
3P € GL,(K), K = PJP™*.

ii) Pourtout (A, B) € M, (K) x M,,(K), A et B sont conjuguées si et seulement si elles ont méme réduite
de JORDAN (i.e. des réduites de JORDAN ayant les mémes paramétres.)

iii) Si le polynéme minimal Pp,,, = ju1 de u est de la forme (X — \)% 1 autrement dit sij; a un unique
facteur irréductible qui est de degré 1,

V2SS = (X = NP dyy < dygo

oll [1j ,1<;j<r sont les invariants de similitude donnés par la réduction de FROBENIUS (cf. IV.10.4.) Alors Ies
sous-espaces cycliques E/; qui leur sont associés, sont de JORDAN et la réduction de FROBENIUS est déja une
réduction de JORDAN. Le polynéme minimal de E; est

dx.j
: 4
; —¢ i—fyt
e Sr VAT SE L] (R PUSESS
=1 5J
La matrice compagnon qui lui est associée est alors :
000 ... 0 (—1)dra =1 xdrs
100 ...0 (—1)®xs=2dy jADr
2
_ d)\7'73 d)\7'72
C’j:OlO' 0(1)]<de] 1
000 ... 1
Cette matrice est celle de u|; dans une base (z,u(z),...,u™i"H(z)).
En vertu de la proposition IV.8.3, un bloc de JORDAN
A0 0 0 0
1 X0 ... 00
Jj = 01 X ... 00 2
0 00 ... 1 A

qui correspond a une base (y, u(y) — Ay, ... (u — Aldg, )™~ (y)).
On constate néanmoins que si x est un vecteur cyclique alors

(w=A"z) = 0 = (X = N)DI[(X -\
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puisque précisément, si x est cyclique
v — .
minu‘Ej - Pmmu‘Ej .

La base
(x, u(x) — Az, ..., (u— )\IdEi)d*vffl(x))

est alors une base dans laquelle la matrice de u g, est J;.
On peut ainsi déterminer un changement de base permettant de passer de C; a J;.

iv) Dans le cas ou A = 0, i.e. u est nilpotent, la matrice compagnon (iii).1) C; et le bloc de JORDAN (iii).2)
coincident sans qu’il soit nécessaire de changer de base.

167



L3/S6 M305, Algebre IT, IV.11.1 Université Paris Sud, 2019-2020

IV.11 . —Théoreme de réduction de FROBENIUS (cf. I1.10, B.6)

On démontrera dans ce paragraphe (IV.11,) le théoreme IV.11.5 dit de réduction de FROBENIUS.
Une formulation beaucoup plus concrete de ce résultat est donnée au corollaire IV.11.7 :

Théoréme 1 Etant donnée une matrice M € M., (K) (carrée de taille n a coefficients dans un corps K.,) il
existe une matrice inversible P € GL, (K) telle que :

c; 0 00 0

0 C, 0 0 0
P'MP = ) )

0 0 00 C,

oupourtoutl < i < k,C; est une matrice dite compagnon i.e. une matrice de la forme

0 0 e 0 0 —ap
1 0 0 0 —a
0 0 ... 1 0 —aqd—2
0 0 0 1 —ag—1

L’entier  qui apparait dans I’écriture ci-dessus est exactement celui qui apparait dans le théoreme
de réduction de FROBENIUS, a savoir le nombre de sous-modules cycliques dans la décomposition.

11 est possible, a travers I’identification entre K[ X |-modules et K-espaces vectoriels munis d’un endo-
morphisme faite au paragraphe IV.1, de voir le théoréme de réduction de FROBENIUS comme un avatar
du théoreme des facteurs invariants (cf. B.6.13.) un tel point de vue pourrait certes étre suffisant pour
obtenir un résultat du type du corollaire IV.11.10 qui n’est qu’une reformulation du corollaire B.6.15.
Cependant, le caractere abstrait de ce point de vue ne permet pas d’en tirer directement de méthode
pour construire la réduite de FROBENIUS d’un endomorphisme qui serait concrétement donné par sa
matrice par exemple. Nous allons donc, dans ce paragraphe (IV.11,) adopter un point de vue spécifique
aux K-espaces vectoriels de dimension finie.

Notation IV.11.0 ( (cf. IL.10.0, B.6.0)) Dans tout ce paragraphe (IV.11,) K est un corps, E' un K-espace vec-
toriel de dimension finie et © € Endg(F) un endomorphisme K-Linéaire. Rappelons (cf. IV.2.6,) qu’il re-
vient au méme de demander que (F,u) soit un K[X]-module de type fini (cf. I.1.5,) et de torsion (cf.
1V.2.2.vi).) En particulier (cf. IV.2.6,) le polyndme minimal Pp;y ., €st non nul.

Proposition I'V.11.1 (Existence d’un vecteur cyclique maximal (cf. I1.10.1, B.6.3)) Soient
E un K-espace vectoriel de dimension finie

et
u € Endg(F) un endomorphisme K-linéaire de E .

Alors il existe v € E tel que le polynome minimal de w en x PF; . (cf. IV.2.2.iii),) soit le polyn6me minimal
Priny de u. 11 s’ensuit que C' := Vect{{u"(x)} €N } est un sous-espace de E stable par u et cyclique de
polynéme minimal Py, (i.e. un sous-K[X]-module cyclique de (E,u).)

Preuve : (cf. TD n° VI, exercice D.)
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On pourrait a ce point utiliser un analogue de la proposition II.10.4, puisque, comme dans le cas des groupes
abéliens finis on dispose d’un invariant qui décroit strictement dans les suites exactes. Plus précisément la
proposition IV.11.1 assure qu’on a des lors une suite exacdte comme en 11.10.2.1 ou B.6.4.1. La suite des K-
espaces vectoriels sous-jacents est alors exacte en vertu du point IV.1.2. On peut donc lui applicquer le principe
d’Euler-Poincaré (cf.1.9.19,) a savoir que la dimension du quotient dans la suite exacte est strictement inférieure
a la dimension du terme central. On pourrait alors montrer que cette suite est scindée.

On peut cependant ici employer un argument propre a la structure sous-jacente de K-espaces vectoriels des
K[X]-modules :

Notation IV.11.2 ( (cf. I1.10.2, B.6.4)) Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, v € Endg(FE) un
endomorphismes K-linéaire de £ de polyndme minimal Py ,,. Soit

C C F unsous-K-espace vectoriel de E stable par u

(i.e. un sous-K[X]-module de (F, u), ) cyclique de polyndéme minimal Py, - VA1.2.1

On a donné dans la proposition IV.4.1 un certain nombre de caractérisations équivalentes des espaces cy-
cliques. En particulier,

Jz € C, C = Vect{{u"(#)} nen}
ce qui signifie de maniere équivalente que le morphisme de K-espaces vectoriels
KIX] - E, X —» X2 = u(z),
est surjectif, a valeurs dans C et de noyau
P KX = PundK[X] = Anngx (z) .
On a donc un isomorphisme
K[X]/ Prin K[X] = K[X]/Prin o K[X] = K[X]/Anng x)(z) = C.

En vertu de la proposition IV.4.1, C est alors de dimension

d = deg(PZ. ) = deg(Pninv) Iv.11.2.2

min u

en tant que K-espace vectoriel et {z, u(z),...,u%"1(x)} en est une base.
On compléte cette base en une base

€ ,1<i<dimg £ avec V1 < ¢ < d, ¢; = ui_l(x) . IV.11.2.3

Notons €} ,1<i<dimyx E Sa base duale, si bien qu’on a, en particulier,

d—1
Vai o<ica € K, ey(Dan'(x)) = aa-1. IV.11.2.4
1=0
Soit enfin
S :={y € E;K[X]-y C Kereg}; IV.11.2.5

c’est-a-dire que S est I’ensemble des y € E tels que
VP € K[X], P(u)(y) € Kere}.
On va montrer que S est un supplémentaire de C' en tant que K-espace vectoriel stable par u ; ce qui revient

en fait & montrer que c¢’est un supplémentaire de C' en tant que K[X]-module.
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Proposition IV.11.3 ( cf. [1.10.3) i) L’ensemble S (cf. IV.11.2.5,) est un sous-K-espace vectoriel de E stable
par u (i.e. un sous-K[X]-module de (E, u).

Preuve : Bien entendu( € S si bien que S # (). Pour tout
(y1,92) € Sx 8, tout(Ai,As) € K[X]| xK[X], tout P € K[X],
eq(P-(A1-y1+A2-1)) = ei((PA1)-y1+ (PAs) - y2)

= eg[(PA1) - 1] + eq[(PA2) - o]
= 0;

si bien que
A+ Ay €8

assurant que S est un sous-K[X]-module de E.
ii) Les espaces C' et S étant come en IV.11.2.1, (resp. IV.11.2.5,)

cnsS={0}.

Preuve : Soity € SNC. En particuliery € C' si bien qu’il existe

d d
a; <i<d € Ktelquey = Zaiei — Zaiui_l(y).
1=1 i=1

Par ailleurs, puisquey € S, pour toutn € N,

eg(X"-y) =0
Alors : )
VO<j<d-1, 0 = ey(X7-y)
d
= ed(uj[z a;u'" ! (v)])
4 1=1 N
= e} (Z a;uti—t (v))
i=1
= ad_j .

Il s’ensuit que y = 0.

iii) L’application
¢ : K[X] - E*, P — e}oP(u)

est un morphisme K-linéaire dont Ie noyau est K[ X | Pypin -

Preuve :
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x) (¢ est K-linéaire)
Puisque u est un endomorphisme K-linéaire de E, pour tout P € K[X], P(u) est encore un endomor-
phisme K-linéaire de E et

¢(P) = ejo P(u)
est donc bien une forme K-linéaire sur E i.e. un élément de E*.

V(P, Q) € K[X] x K[X],

V(a,b) € K x K,
vy € E, P(aP +bQ)(y) = ei((aP +bQ)(u)(y))
= ey((a ()+bQ w)(y))
= ej(aP(u)(y) +bP(u)(y))
= a(ejo P(u) ( + bleg 0 Q(u))(y)
= ad(P)(y) +bs(Q)(y)
d’ou il résulte que
p(aP +bQ) = ag(P) + bp(Q) -
T) (K[ ] minu C Ker¢)
En outre, pour tout P € K[X|Puinw, Pminu|P si bien que P(u) = 0, ce qui entraine
d(P) = ejoP(u) =0
et donc
K[X]Pinu C Ker .
Soit P € Ker¢.
P (P(u)(ei) = P-E; € Kerep)
el o P(u) = 0. En particulier, pour tout1 < i < d,
eq(P(u)le]) = 0.
Ore; € C,etC est stable paru donc P(u)(e;) € C, si bien que
Vi1<i<d, P-e; = P(u)(e;) € CnKerej. 1

§) P-e; €5)
Orpourtoutj € N ‘
Xj-e = u(e) € C

puisque C' est stable sous u, si bien qu’il existe
;i j,1<j<d € Ktelquer -e; = Zai,jej .
Par conséquent :

es(X7-P(u)(e;)) = efl§(XjP)‘- )
eq(P - [X;'@i])

= e§(P~[Zai,jej])
= Za”edp e;]

= 0 d aprés1).1.
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Puisque Ker e} est un K-espace vectoriel, il découle de 1 que, pour tout @ € K[X],
Q- (P-e;) € Kerej

c’est-a-dire que
K[X]-(P-e;) C Kerej.

Il s’ensuitque P -e; € S'.

b) (P(U)|C =0)
OrP-e; € C,etdaprésii), CNS = {0}. Donc

P(u)(e;) = P-e; = 0. 1
Comme e; ,1<;<q est une base de C, il s’ensuit que P(u)‘c = 0.
H) (Pminu|P)
I1 s’ensuit que
Pminu‘C|P .

Or C est précisément construit de sorte que
Pminu = Pminu‘c

ce qui termine la preuve.

iv) Le morphisme ¢ étant construit comme dans le lemme iii) il existe un unique morphisme K-linéaire injectif
¢ tel que le diagramme suivant, ou la fleche vertical est la surjection canonique, soit commutatif :

Kx] —2—» E*

9
K[X]/(K[X]Pminu)

Preuve : Remarquons que K[X]Pypin,, est un idéal de K[X] donc un sous-K[X|-module de KkX Iui-méme.
C’est donc aussi (cf. IV.1.2.iii),) un sous-K-espace vectoriel de K[ X . Ceci peut également se déduire du fait,
que dans iii), on a identifié
K[X] Ppin+ au noyau d’une application K-linéaire.

I1 suffit désormais d’appliquer la factorisation des morphismes de r-espaces vectoriels a ¢.

5. Nil'un ni I'autre d’ailleurs n’étant de K-dimension finie alors qu’ils sont de type fini come K[X]-modules.
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v) Notons _
F :=Im¢ C E* (cf.iv) ;)

Ie sous-espace S étant comme en IV.11.2.5 :

S =Ft={yeE;VfeF fly) = 0}.

Preuve :

¥) (S C FY)
Pourtouty € S, pardéfinition K[X]-y C Kere} c’est-a-dire que pour tout P € K[X], P-y € Kere}
c’est-a-dire que
ea(P-y) = 0 & ej[P(u)(y)] = 0 & ¢(P)(y) =0
c’est-a-dire que
S c (*Im¢) = (*Im¢) = FL.

) (Ft C9)
Pour touty € F*, pour tout P € K[X], ¢(P)(y) = 0 c’est-a-dire que e;[P(u)(y)] = 0 ou encore
P .y € Kere}; ou encore, de maniére équivalentey € S, ce qui achéve la preuve.

vi) Les espaces C et S étant come en IV.11.2.1, (resp. IV.11.2.5,)

dimg S + dimg C = dimg E .

Preuve : On déduit de iv) que
dimg Im ¢ = dimg K[X]/K[X]Prinw -

Or K[X]/K[X]Pninv, est un K[X]-module cyclique au sens de la définition IV.4.2, si bien qu’en vertu de la
proposition IV.4.1,
dimg K[X]/K[X]Pninw. = deg(Puiny) = d = dimg C'.

C’est un résultat connu de dualité dans les espaces vectoriels que
dimg F + dimg F+ = dimg E

et qui permet de conclure.

Proposition IV.11.4 ( cf. 11.10.4) Etant donnés un K-espace vectoriel E de dimension finie, un endomorphis-
meu € Endg(FE) Kkk-linéaire de E, C' un sous-espace de E stable par u et cyclique de polynéme minimal
Prinu, C posséde un supplémentaire stable par u.

Preuve : On construit un supplémentaire S de C comme en IV.11.2.5, puis on applique IV.11.3.ii) et IV.11.3.vi)
pour montrer que C' et S sont supplémentaire.
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Théoreme IV.11.5 (de réduction de FROBENIUS (cf. IL.10.5, B.6.13)) Soient F un K-espace vectoriel de di-
mension finie etuw € Endg(E) un endomorphisme K k-linéaire de E. Alors :

1) (Existence)

Le couple (E,u) posséde une réduction de FROBENIUS au sens ol nous I’avons déja définie en IV.10.4
et que nous rappelons ici : I existe un entier r € N, Fj; ,1<;<, des sous-K-espaces vectoriels de E, et des
polynémes i; 1<j<r € K[X] tels que :

Frob,)
V1 < j <r, Ej eststable paru .
FI‘ObQ)
V1i<j<r (Ej u| ;) est cyclique de polynéme minimal yi; .
Frobs)
E = PE; .
j=1
FI‘Ob4)

VI<j<r—1, pjylp; -

Preuve : On a vu IV.2.6 que u posséde un polynéme minimal Py, € K[X] non nul.

La proposition IV.11.1 assure alors qu’il existe un sous-espace cyclique C de E de polynéme minimal Py, ,
ce qui signifie un sous-K-espace vectoriel C' de E, stable par u et de dimension deg(Ppin,)-

La proposition IV.11.4 assure alors que C' posséde un supplémentaire S dans E, tel que S est stable par u.
Le K-espace vectoriel S étant de dimension strictement inférieure a celle de E, on peut faire I’hypothése de
récurrence que (S, u|g) posséde une réduction de FROBENIUS.

Il existe donc Sy , <2<, des sous-K-espaces vectoriels de S stables par u cycliques de polyndmes minimaux

respectifs (15 ,2<j<r avec

S = @SzetVQS]ST*l, ‘LLj+1|,LLj.
2=j

On montre le résultat en posant
E1 = CetVQSer, Ej = Sj

pour peu qu’on montre que fia| Pyin.. Or par hypothése de récurrence, pio est le polynéme minimal P, s, de
la restriction de v a S3. Or, par définition du polynéme minimal de u

Vo € E, Ppinu(u)(z) = 0

donc
Yz € EQ, Pmmu(’u,)(l') =0& Vzre EQ, Pmmu(u‘E2>($) =0

ce qu prouve que
M2|Pminu .
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2) (Unicité)
L’entier r et le r-uplet u; ,1<j<, sont uniques et ne dépendent que de I’endomorphisme u.

Preuve : On suppose
ka S
r = @r - @
i=1 j=1
avec E;, Fj stables paru etu; = u|g,,v; = up, cycliques;

Wi = Puiny, vérifieV1 <i<r—1, pi1|p
et v; Prinv,; VérifieV1 < j <s —1, vj11|y;,

c’est-a-dire que
(Ei,pi)n<i<ret (Fjv5)n<j<s
sont des réduction de FROBENIUS de (E, u).
On a alors, d’apreés la proposition IV.4.1 :

idimKEi = idimK F; donci:deg(ui) = zs:deg(yj). 1
i=1 j=1 i=1 j=1

Supposons que
Wi s1<i<r # Vji1<j<s -
Alors il existe i tel que pi; # v; et notonst le plus petit entier tel que j1y # V.
Alorst > 1 ; en effet
H1 = Pminu = V.

Lemme 2).2
Vi<k<t-—1, rg(ut(u)‘Fk) = rg(,ut(u)‘Ek) .
Lemme 2).3
VE 2t pe(u) g, = me(u)p = 0.
En particulier s () = 0. Or Prinwy, = Vi, donc
l/t|,ut .
On échange les rdles de u; et v; pour obtenir
pe|ve

Finalement u; = vy ce qui contredit I’hypotheése et assure donc que

Hi1<i<r = Vj,1<j<s -
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IV.11.6 . —Preuves des lemmes 1V.11.5.2).2).2 et IV.11.5.2).2).3
Preuve (du lemme IV.11.5.2).2).2): Par hypothese sur ¢

d—1
b = Vg = deZagXe.
=0

D’apres la proposition IV.4.1, il existe x € Ej, (resp.y € F}) tel que

{up(2)} 0 <o < a1 (resp. {vp(1)} o< e < a1 )

est une base de E}, (resp. Fy)

d—1 d—1
() = Y agui(r) et vily) = Y awi(y) .
=0 =0

Il résulte de cette relation que, si I’on définit
¢ : Ex — Fy, uf;(x) — vﬁ(y),
¢ est un isomorphisme de K-espaces vectoriels (puisqu’il envoie une base sur une base) et de plus
Vz € By, dlur(z)] = vk[o(2)] -
On peut réécrire cette derniere identité, puisque
U = U|g, et vy = U,

Vz € By, dlu(z)] = ulp(2)]

(ce qu’on pourrait résumer par le fait que ¢ est en fait un isomorphisme de K[X]-modules (cf. IV.1.2.ii).))
Il s’ensuit que

¢ o ptyg, = Mg, © ¢
ce qui prouve le résultat.
Preuve (du lemme IV.11.5.2).2).3): tout d’abord
Vt <k <7, |
et puy, est le polyndme minimale de uy, = wg, sibien que :

pe(w) g, = me(us,) = m(ug) = 0. IvV.11.6.1

Puisque les E; ,1<;<r et F; ;1<j<s sont stables par u donc par (),
u(B) = Pu(E:) = Puu(Fy)
i=1 j=1

d’ou il résulte que
T

rg(ue(w) = 3 rg(u(u)p,) = 3 re(ue(w)y,)

i=1 j=1
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Ceci se réécrit, en vertu du lemme IV.11.5.2).2).2,

T S

ng(“t(“)mi) = ng(ﬂt(u)|pj).

i=t j=t

En utilisant IV.11.6.1, il vient

S

rg(pe(w)p,) = 0

j=t
ce qui assure
Vt<k<s, ,ut(u)‘Fj =0.

Le corrollaire qui suit reformule 1’énoncé d’existence IV.11.5.1) en termes de réduction de matrices :

Corollaire IV.11.7 SoientK un corps,n € N* unentieret M € M., (K) une matrice carré de taille n. Alors
il existe une matrice carré inversibles de taillen, P € GL, (K) telle que
0
0

0
0
P'MP =

0O 0 00 ... C

ot pourtoutl < i < k, C; estune matrice compagnon i.e. une matrice de la forme

00 ... 00 —ao
10 ... 00 —a
oo : (cf.IVA4.1j).1.)
0O 0 ... 1 0 —ad—2
0 0 0 1 —ag—1
Preuve : Considérons la matrice M comme la matrice d’un endomorphisme K-linéaire u de £ := K™. Le

théoréeme IV.11.5.1) donne une décomposition de E/ en somme directe

E = EBE
i=1

de sous-K-espaces vectoriels stables par u ce qui correspond a une écriture de la matrice de u par blocs. Chaque
bloc est la matrice d’un endomorphisme cyclique de F; et I’on peut donc trouver, (cf. IV.4.1.j),)une base dans
laquelle c’est une matrice compagnon.

Le corollaire qui suit est une conséquence de I’énoncé d’unicité IV.11.5.2) et correspond presque mot pour

mot au corollaire B.6.15 (voir aussi le corollaire I11.10.7.)

Corollaire IV.11.8 Soient K un corps,n € N* unentieret (M,N) € M, (K) x M, (K) un couple de ma-
trices carrées de tail n. Les matrices M et N sont semblables

(ie3P € GL,(K), M = P7'NP)

si et seulement si le r-uplet de polynémes (i; ,1<i<, défini par le théoreme IV.11.5 est le méme pour M et N.
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Définition IV.11.9 (Invariants de similitude (cf. I1.10.6, B.6.14)) Le corollaire ci-dessus conduit a nomer
le r — uplet p; 1<i<r € K[X]

les invariants de similitude d’un endomorphisme ou d’une matrice.
Ces invariants ne sont ni plus ni moins que les facteurs invariants dans la décomposition d’un module de
torsion (cf. B.6.14.)

Corollaire 1V.11.10 ( (cf. I1.10.7, B.6.15)) Etant donnés des K-espaces vectoriels E et F' de dimension finie
u € Endg(F) (resp. v € Endg(F) ) un endomorphisme K-linéaire de E (resp. I’ ,)

et
f+FEF — Ftelquef ou = v o f,

(i.e. un morphisme de K[ X]-modules (cf. IV.1.2.ii),)) f est un isomorphisme (de K-espaces vectoriels aussibien
que de K[ X]-modules) si et seulement si (E,u) et (F,v) ont les mémes invariants de similitude.

Corollaire IV.11.11 (de la proposition IV.6.4) Soient 1, ,1<i<, les invariants de similitude de w (cf. IV.11.9,)
alors : ,
Pcaru - H M -
i=1

Preuve : Le théoreme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS permet d’écrire

ol les I; ,1<;<, sont stables par u et cycliques de polyndmes minimal respectif p;.
En appliquant la proposition IV.6.4 a chacun des sous-espaces cycliques E;, on obtient

V1 SiST, Pcaru‘Ei = Pminu‘Ei = Hq -

11 résulte alors du lemme 1V.6.3.iii) que :

r r r
Pearuw = HPcaru‘Ei = HPminu‘Ei = H,U/i- IV.11.11.1
i=1 i=1 i=1

Remarque IV.11.12 Lorsqu’on considére (E, «) muni de sa structure de K[X]-module, I’inclusion IV.5.3.1)
correspond a I'inclusion E[X — A] C E[(X — A)*] . On a vu, au paragraphe B.6, I'importance du role joué
par E[P] lorsque P est un élément irréductible. Dans ce cas, en effet, si k := K[X]/(K[X]P) est le corps
résiduel en P, E'[P] est un k-espace vectoriel de dimension finie.
SiP=X-A\
k= KIX)/(K[X](X - ) = K

et alors dim, - = dimg - s’interpréte comme la dimension sur K de I’espace vectoriel sous-jacent. Dans
le cas ol le polyndme minimal Py, ., de u est scindé, la proposition B.6.11 se réinterpréte comme suit (cf.
IV.11.13)

La difficulté, dans le cas out P, n’est pas scindé, provient de ses facteurs irréductibles ou plus exactement
des corps résiduels x := K[X]/(K[X]P). Cependant si K = R, un facteur irréductible de Pyin,, quin’et pas
de degré 1 sera de degré 2, et I’on aura alors
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Proposition IV.11.13 Si le polynéme minimal Pp;,, de u est scindé, ’entier r donné par la réduction de
Frobenius (cf. IV.11.5,) est le maximaum des dimension des sous-espaces propres de u.
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IV.12 . —Exercices
Exercice IV.12.1 [cf. I1.12.5]

1) Soient P;, P>, P; trois polynomes irréductibles distincts sur un corps K.

Combien y a-t-il de classes de similitude de matrices a coefficients dans K ayant comme polyndme minimal
Py P§ P5 et comme polyndme caractéristique P2 Py P ?
Pour chacune d’elles, donner les invariants de similitude.

k
Exercice IV.12.2 Soient F un K-espace vectoriel et E; ,;<;<) des sous-espaces de E tels que ¥ = PE;.

i=1
Soit

k
V1<i<k, fi : E; — FE;unendomorphismede E; et f := @fi .
i=1

Montrer que si
V1 < i <k, f;estnilpotent d’échelon d; (resp. diagonalisable )

[ est nilpotent d’échelon max; < ; < (d;) (resp. diagonalisable.)

180



L3/S6 M305, Algebre II, A.0.0 Université Paris Sud, 2019-2020

Appendices

A . —A-modules, A-algebres
A.0 . —Introduction

Dans tout ce paragraphe (A), A est un anneau commutatif. (cf. 1.1.8.)

Si I’on confronte

— les propriétés 1.6.6.1 a1.6.6.4;

— les propriétés 1.6.14.1 a1.6.14.4;

— les propriétés 111.1.8.Mod;) a I11.1.8.Mod,) ;

— et éventuellement les souvenir qu’on peut (ou qu’on doit sans doute) avoir de 1I’axiomatique des espaces

vectoriels,
on s’apercoit que, dans la forme au moins les diverses situations mentionnées ci-dessus sont régies par une
axiomatique tres voisine.

Cela ne suffit pas nécessairement a motiver I’introduction d’une définition générale dont le seul mérite
serait d’englober les définitions particulieres précédentes dans un cadre commun. Si en effet, cette définition
générale n’était pas de nature a produire des résultats par elle-mé&me mais nécessitait de revenir aux situations
particulieres pour justifier le moindre énoncé, elle s’avérerait d’une utilité finalement assez médiocre.

La notion de A-module que nous allons introduire ici n’est ni tout a fait de la premiére espéce qui ferait
découler la totalité des résultat sur les groupes abéliens, les espaces vectoriels et les idéaux de résultats généraux
sur les A-modules, ni de la seconde espéce, ¢’est-a-dire absoluement stérile et inopérante.

Ni miraculeuse ni vaine, cette définition donne un cadre confortable pour formuler un certain nombre
d’énoncés.

Conceptuellement les A-modules et leurs morphismes ne sont pas trés différents des espaces vectoriels et
applications linéaires. On ne dispose cependant pas pour les A-modules lorsque A est un anneau quelconque
des résultats de classification relatifs aux K-espaces vectoriels. En particulier I’un des premiers invariants de
I’algebre linéaire, a savoir la dimension, qui dans le cas des K-espaces vectoriels de dimension finie caractérise
(a isomorphisme pres) un K-espace vectoriel, n’a que de trés vagues analogues dans le cas des A-modules, tout
comme des résultat tels que les théorémes de la base incompléte ou du rang . ..

On conseil de revenir a cette remarque une fois qu’on aura établi les résultats du cours qui suit. En effet
quand on aura constaté I’ampleur du travail nécessaire a donner un théoréme de structure des A-modules, ne
serait-ce que lorsque A est un anneau principal, on aura mesuré, du moins je I’espere, combien, s’il n’y a aucune
crainte a avoir quant a la définition de A-module, il faut en revanche étre précautionneux quant au énoncés que
I’ont peut établir concernant ces objets.

On ne doit pas non plus céder au découragement, en découvrant qu’on a été capable de ne produire des
énoncés que relativement aux anneaux principaux qui, comme chacun sait, ne sont qu’une partie des anneaux
qu’on est amené a rencontrer méme en arithmétique. Les anneaux de corps de nombres en particulier ne sont pas
tous principaux et I’on pourrait trouver particulierement décevant de ne méme pas disposer, a la fin de ce cours,
des outils susceptibles d’aborder ces objets, pourtant usuels pour les arithméticiens. On peut néanmoins garder
quelque optimisme quant a ce sujet dans la mesure ol le pas qu’il faudrait franchir, ce que nous ne ferons pas
dans ce cours, consiste a passer des anneaux principaux aux anneaux de Dedekind. Des théoremes de structures
des A-modules pour A un anneau de Dedekind existent encore, et peuvent se déduire des résultats sur les
anneaux principaux qui constituent I’essence de ce cours. La marche qui permet de passer de I’un a I’autre n’est
pas si haute que cela en définitive, pour peu qu’on ait soigneusement étudié les anneaux de Dedekind et leurs
propriétés.

On aurait pu passer sous silence les définitions et propriétés élémentaires des A-algebres. Cependant puis-
qu’on va voir que I’axiomatique des A-modules correspond « a remplacer » les coefficients entiers relatifs dans
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la construction de la proposition 1.6.6 par des coefficients dans un anneau arbitraire, on se doute bien que les
résultats établis pour les anneaux notamment en 1.6.13.1 doivent avoir leurs analogues lorsqu’on remplace Z
par un anneau arbitraire. On pourrrait dire que « les A-algebres sont aux anneaux ce que les A-modules sont
aux groupes abéliens » ; cette formulation un peu vague étant précisée notamment en A.1.11, A.2.11, A.3.10,
A.4.9,
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A.1 .—A-modules, A-algebres (cf. I.1)

Définition A.1.1 (A-module) Etant donné un anneau commutatif A, un A-module est un triplet
(M, +nr, -0 ) (simplement noté (M, +, -) ou méme M, )
tel que :

Modg) Le couple (M, +) est un groupe abélien (cf. 1.1.3;)
- AXx M — M, appelée application de structure vérifie :

MOdl)
V(a,z,y) EAXMxM,a-z+y = a-z+a-y;
M0d2)
V(a,b,x) E AXAXxM,a+b-x = a-z+b-x;
Mods)
V(a,b,z) EAXAX M, axb-xz = a-(b-x);
Mod,)

VeeM,1-z = x.
On dira aussi que les lois + et - munissent M d’une structure de A-module.
On dira souvent que (M, +) est le groupe abélien sous-jacent au A-module M.

Exemple A.1.2 Les remarque faites en introductions (cf. A.0,) attestent qu’on a déja rencontré des exemples
de A-modules, sans nécessairement avoir axiomatisé la notion :

a) (K-espace vectoriel)
Si K est un corps, un K-module n’est rien d’autre qu’un K-espace vectoriel.

b) (Anneau)
Un anneau A posseéde une structure naturelle de A module données par

it AXA = A, (a,z) » a-x = axx
qui est la méme construction qui fait de tout corps K un K-espace vectoriel.

c) (Idéal)
Pour la méme structure que ci-dessus, tout idéal de A est également un A-module (cf. 1.6.14.)

d) Les propositions 1.0.2.7 et 1.6.1.1) sétendent aux A-modules au sens ol, pour un A-module M et un en-
semble E, I’ensemble M ¥ est muni d’une structure naturelle de groupe (cf. 1.0.2.7.ii)) (au sens oti ¢’est la seule
telle que f — f(x) soit un morphisme.) De méme on constate que la loi externe donnée par

W(a, f,x) € Ax ME X B, (a- f)(z) = a- f(x)
est la seule qui fasse de f — f(z) un morphisme de A-modules pour tout z.

e) On adéjaremarqué en II1.1.8 que pour un anneau A, I’anneau A[[X]] des séries formelles est un A-module.
On a montré un résultat analogue pour I’anneau A[X | des polyndmes 2 une indéterminée a coefficients dans A
en II1.2.5.iv). Cet exemple et en fait un cas particulier de la construction envisagée en A.1.8.b).
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Notation A.1.3 Pour un groupe abélien M, on notera Endg, (M) (cf. 1.2.8,) I’ensemble des endomorphismes
de groupes de M, i.e. I’ensemble des morphismes de groupes de M dans lui-méme.

On rappelle que (End(;r (M), +, o) a une structure d’anneau (cf. 1.6.3,) (qui n’est pas commutatif en géné-
ral.)

La proposition A.1.4 qui suit généralise le corollaire 1.6.8.

Proposition A.1.4 i) Etant donné un A-module (M, +,-), (M, +) est un groupe abélien et I’on a vu (cf.
1.6.3,) qu’alors Endg, (M) a une structure naturelle d’anneau (non commutatif.) A Ia structure de A-module
sur M on associe un morphisme d’anneaux

¢7(M,+,-) A — EndGr(M)
de A a valeurs dans I’anneau (Endg, (M), +, o), en posant, pour touta € A,

doa+(a): M — M
r = a-x.

Preuve : Posons
¢ = b4,y : A = Endgr(M), a = (z+—a-x).

L’axiome A.1.1.Mod,) assure que ¢(a) est un morphisme de groupes. L’application ¢ ainsi définie est donc
bien a valeurs dans Endg,(M).
L’axiome A.1.1.Mods) assure que

¢ : (A, +) = (Endg,(M),+)
est un morphisme de groupes c’est-a-dire que ¢ satisfait I’axiome 1.2.4.Anns).
Enfin l.axiome A.1.1.Mods) (resp. A.1.1.Mody),) assure que ¢ satisfait a I’axiome 1.2.4.Anng) (resp.
1.2.4.Anny).)
ii) Réciproquement, étant donné un groupe abélien (M, +) muni d’un morphisme
¢ (A, +,%x) = (Endge(M),+,0),

il existe une unique structure de A-module -4 »s sur M telle que

¢(M7+,‘¢,M) = ¢.

Preuve : Réciproquement supposons donné un groupe abélien (M, +) et un morphisme d’anneaux
¢ : (A +,%) = (Endgr(M), +,0).
Supposons qu’il existe une structure de module - sur M telle que
Y = ¢(M,+,‘) = 9.

Pourtouta € A, ettoutx € M,
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La structure - existe et est donc uniquement déterminée. Reste a prouver qu’elle vérifie bien les axiomes
A.1.1.Mod;) a A.1.1.Mod,). On peut dégager de la preuve de i) le tableau suivant, mettant en correspondance
les axiomes :

-« » @
A.l1.1.Mod;) « » ¢ est a valeurs dans Endg, (M)
A.1.1.Mody) « & » 1.2.4.Anns) I

A.l1.1.Mods) «
A.1.1.Mody) «

» 1.2.4.Anng)
» 1.2.4.Annz7)

teeee

iii) Si(M,+,-) est un A-module

‘o4, M =

Preuve : Est tout a fait formel en considérant le tableau ii). 1.

Remarque A.1.5 i) Si M est un A-module, pourtoutz € M, ,ona:
OA X = OM .

Grace a la proposition A.1.4, ceci est immédiat car I’image de 04 dans
(Endgr (M), +) est nécessairement ”application nulle (cf. 1.2.3.1).)

On peut aussi donner une démonstration directe de ce fait, qui reprend évidemment I’argument utilisé pour
prouver 1.2.3.1) : On a en effet, pour toutxz € M,

Oa-x = (04+404)

Le fait que 1’on puisse “simplifier” I’égalité 04 - 24+ 04 -2 = 04 -  par 04 - z, vient de ce que (M, +) est
un groupe.

ii) De méme pourtoutx € M,
(7114) L= =X,

(ott —1 4 désigne ’opposé de 14 dans le groupe (A, +4) et —z 1’opposé de z dans le groupe (M, +).)

iii) Enfin pour touta € A,

a-Op = O
ce qui découle du fait qu’on peut, grice a la proposition A.1.4, voir a comme une homothétie de M et donc
comme un endomorphisme du groupe abélien (M, +).

Définition A.1.6 (A-algebre) Si f : A — B est un morphisme d’anneaux (cf. 1.2.4) on dit que B ou le
couple (B, f) ou méme le morphisme f est une A-algébre. Le morphisme f est appelé morphisme structu-
ral.

Si B est un anneau commutatif on dit de B, (B, f) ou f que c’est une algébre commutative.

On peut ici encore, si I’on oublie le morphisme structural parler de

I’anneau sous-jacent a ’algeébre f : A — B.

Exemple A.1.7 (Exemples de A-algébres) a) Pour tout anneau A, I’identité de A donne a A une structure de
A-algebre i.e. (A,Id4) est une A-algebre.
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b) La proposition 1.6.11 assure que tout anneau A est une Z-algebre et ce d’une seule maniére.

¢) Soit K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension finie.

Le corps K s’identifie “naturellement” a I’ensemble des homothéties de E, c’est-a-dire qu’a tout A € K, on
associe I’endomorphisme de E défini par x — Az pour tout x € FE. On définit ainsi une structure “naturelle”
de K-algébre sur End(E).

Exemple A.1.8 a) L’exemple A.1.2.b) peut étre réinterprété a la lumiére de la proposition A.1.4. En effet un
anneau commutatif (A, +, %) est, en particulier, un groupe abélien et, pour tout a € A, I’application

A— A, z— axx

est un endomorphisme du groupe abélien (A4, +) (cf. 1.6.13,) i.e. un élément de
Endegr((A4,+)).
On vérifie que I’application

A — Endgr((4,4)),a = (x — axx)

est un morphisme d’anneaux. On définit ainsi une structure de A-module sur A dont on vérifie aisément que
c’et exactement celle définie en A.1.2.b).

b) Plus généralementsi f : A — B estun morphisme d’anneaux, (on dit alors que (B, f) est une A-algébre
(cf. A.1.6,)) le morphisme B — Endg,(B) défini comme ci-dessus composé avec le morphisme f est un
morphisme d’anneaux A — Endg,(B) qui donnt donc & B, en vertu de la proposition A.1.4, une structure de
A-module.

Plus explicitement, on constate sans difficulté, que celle-ci est donnée par la loi externe

- : Ax B — B, définiepara-b := f(a)*pb.
On remarquera que I’exemple a) est un cas particulier de ce qui précede en prenant

B=Aetf=1d4: A — A.

¢) Un cas particulier de I’exemple b) est celui ot J C A estunidéal de Aet B = A/J. La surjection
canonique 7 : A — B fait, bien entendu de B une A-algébre, mais on se limitera souvent, & considérer la
structure de A-module sur B.

Dans le cas ol A = Z est I’anneau des entiers relatifs, et n € 7 cela revient a ne considérer Z/nZ, que
comme un groupe abélien, en oubliant sa structure d’anneau.

d) Sif : A — B estunmorphisme d’anneaux (ou ancore une A-algébre,) et (M, +,-?) un B-module, M
est muni d’une structure naturelle de A-module -# définie pour tout a € Aettoutz € M par:

az = fla)Pux.
Elle provient du morphisme A — Endg,(M) obtenu en composant le morphisme

B — Endg,(M) définissant la structure de B-module sur M et le morphisme d’anneaux f .
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La proposition suivante permet de donner une description alternative et peut-étre plus habituelle que celle
donnée en A.1.6, des A-algebres. Elle fait également le lien avec I’exemple A.1.8.b).

Proposition A.1.9 i) Soit B un anneau commutatif muni d’une loi de composition externe
‘B AxB — B

telle que (B, +p, - g) soit un A-module.
Alors il existe un unique morphisme d’anneaux f : A — B tel que

f (A +a,-4) = (B, +8,B)
soit aussi un morphisme de A-modules (ott A est vu comme A-module a travers I’identité 1d 4 (cf. A.1.2.)

Preuve : S’il existe un morphisme d’anneaux f : A — B, nécessairement f(14) = 1p. Pourtouta € A,

fla) = flaxala)
= fla-ala)
= a-p f(la)

= a-BlB.

Ceci définit bien une unique application f : A — B. Reste a prouver que c’est bien un morphisme; ce
qui est laissé en exercice.

ii) Une A-algébre f : A — B a une structure canonique de A-module, donnée, pour tout (a,b) € A x B,

par:
a-pb:= f(a)*xpb.

Avec cette structure,
f (A +a,-4) = (B,+B,B)

est un morphisme de A-modules, (ot A est vu comme A-module a travers I’identité 1d 4,

Preuve : (cf. A.1.8.b).)
Les procédé i) et ii) sont inverses 1’un de I’autre .

Remarque A.1.10 Nous avons alors envisagé les algebres comme des anneaux bénéficiant d’une structure
supplémentaire, a savoir un morphisme structural; on peut aussi considérer les A-algébres comme des A-
modules (cf. A.1.8.b),) munis d’une structure supplémentaire, a savoir une structure d’anneau compatible, en
un certain sens, a la structure de A-module. Avant d’expliquer comment ces deux constructions se déduisent
I’une de I’autre et comment en réalité elles recouvrent la méme notion, remarquons que ainsi définies de deux
manieres différentes, pourrait se poser pour les algebres la question de la cohérence de certaines définitions.
Le noyau par exemple d’un morphisme d’algebre pourrait étre vu comme le noyau au sens des morphismes
d’anneaux, tout comme le noyau au sens des morphismes de A-modules et il ne serait pas certain, a priori, que
le terme noyau désigne alors le méme objet. En réalité dans ce cas particulier la notion n’est autre que celle
héritée de la structure de groupe abélien sous-jacente.

Tout d’abord, étant donné un anneau commutatif A, un ensemble B est une A-algebre si, de maniere équi-
valente :

i) Il existe un morphisme d’anneaux f : A — B (ce qui entraine implicitement que B est un anneau ;)
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ii) B est un anneau qui posséde une structure de A-module;

On dira que le morphisme structural i) et la loi externe ii) se déduisent I’'un de I’autre.

Remarque A.1.11 i) La proposition 1.6.6 assure en fait qu’un groupe abélien a une structure naturelle (i.e.
unique) de Z-module.

ii) Tout anneau A est canoniquement une Z-algebre, i.e.

il existe un unique morphisme de structure f : Z — A.

Preuve : Voir la proposition 1.6.11.

iii) Les proposition A.1.9 ci-dessus et A.1.4 conduisent a une exact analogue de la remarque 1.6.13.

Si¢ : A — B estle morphisme structural de B, ¢ : A — Endg,(B) le morphisme donnant la struc-
ture de A-moduleet u : B — Endg,(B) défini comme en 1.6.13, on a encore un diagramme commutatif de
morphismes d’anneaux :

A —%, B
N l n 1
Endg,(B) .

iv) Il se peut qu’on ait déja rencontré la notion de K-algebre dans le cas ou K est un corps qu’on aura alors

vraisemblablement définie comme un anneau ayant une structure de K-espace vectoriel. Ceci correspond exac-
tement aux remarques faites ci-dessus.
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A.2 . —Morphismes (cf. 1.2)

Définition A.2.1 Etant donnés deux A-modules (M, +nr,0) et (N,+n,-n) on appelle morphisme (homo-
morphisme) de A-modules (ou simplement morphisme si le contexte est clair, ou méme application linéaire)
une application f : M — N, telle que:

Mods) f : (M,+n) — (N, +n) est un morphisme de groupes (cf. 1.2.1;)

Modg) pourtouta € Aettoutx € M,

flavz) = an f(z).
De maniére équivalente, f : M — N est un morphisme de A-modules si et seulement si pour tout
(a,b) € Ax Aettout (x,y) € M x M,

fle-vz+mb-my) = an flz)+nb-N f(y).

On pourrait noter Hom 4 _mod (M, V) I’ensemble des morphismes de A-modules de M dans N, néanmoins
la notation la plus utilisée est encore Hom 4 (M, N).

Définition A.2.2 (Morphisme de A-algebres) Soit A un anneau
f:A— Betg: A — Cdeux A-algebres .

Un morphisme d’anneaux (cf. .2.4) u : B — C estun morphisme de A-algébressiu o f = g autrement
dit, si I’on a un triangle commutatif de morphismes d’anneaux :

A
fl g

B —— C.
On note Hom 4_a1¢ (B, C') I’ensemble des homomorphismes de A-algebres de B dans C.

Lemme A.2.3 ( (cf. 1.2.5)) Etant donnés un anneau A,

i) Pour tout A-module (resp. toute A-algébre) X, I'identité Id x, de X est un morphisme de A-modules (resp.
de A-algebres) de X dans lui-méme.

ii) Pour
f:X - Yetg:Y — Z
des morphismes de A-modules,
(resp. de A-algébres,) le composé g o f est un morphisme de A-modules

(resp. de A-algébres,) de X a valeurs dans Z.
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Définition A.2.4 (Isomorphisme (cf. 1.2.6)) Etant donné un anneau A, un morphisme f : X — Y de A-
modules (resp. de A-algeébres) est un isomorphisme s’il existe un morphisme (de A-modules
(resp. de A-algebres,))g : Y — Ztelque:

fog=1Idyetg o f = Idx.
On notera
Isom4_mod(X,Y") (resp. Isoma_aleg(X,Y") ) (ou simplement Isom 4 (X,Y") ou méme Isom(X,Y")

si le contexte est clair) I’ensemble des isomorphismes de X dans Y.

Proposition A.2.5 (Morphisme bijectif (cf. 1.2.7)) Etant donnés deux A-modules (resp. A-algébres) X etY,
une application f : X — Y estun isomorphisme de A-modules (resp. A-algébres) si et seulement si c’est un
morphisme bijectif.

Preuve : Si f est un isomorphisme, f est évidemment une bijection.
Réciproquement, supposons que f est une bijection. Il existe alors une bijection ensembliste réciproque
g : Y — X, ie. une application telle que

fog=1Idyetg o f = Idx.

Puisque f est dans tous les cas un morphisme de groupes, il en est de méme de g grice a la proposition
1.2.7. Si f est un morphisme d’algébres, donc en particulier d’anneaux, la proposition loc. cit. assure encore
qu’il en est de méme de g. Ne reste donc qu’a vérifier :

i) (A-module)
Si f est un morphisme de A-modules :

Vae A, YyeY, gla-y)

I
Q
—~
~ R
—~

T =
Yo
Q9
—~
RS
==
z
zz

ce qui assure que g est un morphisme de A-modules.

ii) (A-algeébres)
Si f est un morphisme de A-algebres, notons alorsu : A — X etv : A — Y les morphismes structu-
raux respectits de X etY. On a alors, puisque f est un morphisme f o u = wv, si bien que

gov=gofou=u;

ce qui assure que g est un morphisme d’Algébres.

Définition A.2.6 (Endomorphisme/Automorphisme (cf. 1.2.8)) Pour un A-module
(resp. une A-algebre,) X,

i) (Endomorphismes)
Un morphisme f : X — X de X dans lui-méme est appelé endomorphisme.
On note

End4—mod(X) (resp. End 4—aig(X) ) (ou simplement End 4 (X) ou méme End(X) )

I’ensemble des endomorphismes de X.
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ii) (Automorphisme)

Un morphisme f : X — X est un automorphisme si c’est a la fois un isomorphisme et un endomor-
phisme. Il revient au méme, grice a la proposition A.2.5, de dire que f est un endomorphisme bijectif.

On note

Aut a—moa(X) (resp. Aut 4_a1g(X) ) (ou simplement Aut 4(X) ou méme Aut (X))

I’ensemble des automorphismes de X.

Exemple A.2.7 a) Pour un A-module M, I’identité Idp; est un automorphisme.

b) Pour tout A-module M et tout a € A, ’application de M dans lui-méme = +— a - x (qu’on pourrait
appeler homothétie de rapport a) est un endomorphisme de M qui est méme un automorphisme si et seulement
sia € A* estinversible. Lidentité Id s, n’est autre que I’homothétie de rapport 1.

Exemple A.2.8 (Automorphismes de A-algebres) a) Pour une A-algeébre f : A — B, I'identité Idp est
un automorphisme.

b) L’inclusion du corps R des nombres réels dans le corps C des nombres complexes fait de C une R-algebre.
La conjugaison complexe est un automorphisme de la R-algebre C.

c) La situation ci-dessus peut étre vue come un cas particulier d’une question plus générale consistant a étu-
dier les automorphismes d’une K-algebre L ou K et L sont des corps et ' C L. Cette construction sera
abondamment étudiée dans le cadre de la théorie de Galois notamment mais pas dans le cadre de ce cours.

Proposition A.2.9 Etant donné un anneau A et des A-algébres (B, f) et (C, g), une applicationu : B — C
est un morphisme de A-algebre au sens de la définition A.2.2 si et seulement si v est un morphisme de A-
modules et un morphisme d’anneaux pour la structure qui lui correspond par la proposition A.1.9.

Preuve: Notons f : A — Betg : A — C les morphismes structuraux des A-algebres B et C. L’appli-
cation u est un morphisme d’algébres au sens de la définition A.2.2, si u est un morphisme d’anneaux et si, de
plus,u o f = g. Notons -p (resp. -¢) la loi externe sur B (resp. C) déduite de f (resp. g.) Alors pour tout
(z,y) € B x B,ettout(a,b) € A x A,

u(f(a)*px+p f(b) *5 Y)
ulf(a)] xc u(z) +c ulf(b)] *cy
g(a) xc¢ = +c g(b) *c y

= acxtcbcy

ula-px+pb-py)

ce qui prouve que u est bien un morphisme de A-modules.

Réciproquement si -p (resp. -¢) désigne la structure de A-module sur B (resp. C,) onnote f : A — B
(resp. g : A — () le morphisme d’anneaux qui s’en déduit par la proposition A.1.9. Si u est un morphisme
de A-modules, u est, en particulier, un morphisme de groupes

(B,+5) — (C,+¢) .
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C’est aussi un morphisme d’anneaux par hypothése. La seule chose a vérifier est donc la compatibilité aux
morphismes structuraux. Or, pour touta € A :

u[f(a)] = u[f(a)+*p 15]
= wufa-p1p]

a-cu(lp)

a-cle

g(a) xc lc

= g(a)

ce qui prouve quew o f = g et achéve la preuve.

Méme si nous n’en ferons sans doute pas un usage immodéré dans ce cours, il est bon, dans un souci de
cohérence, de mentionner que les constructions que nous avons faites a partir des algebres dans I’exemple
A.1.8.b) s’étendent aux morphismes :

Proposition A.2.10 Etant donné un morphisme de A-algébres
u: (B, f) = (Cyg)

(cf. A.2.2,) ¢’est un morphisme de A-modules pour les structures définies en A.1.8.b).
C’est méme un isomorphisme de A-algebres si et seulement si ¢’est un morphisme de A-algébre et un
isomorphisme de A-modules.

Remarque A.2.11 i) De méme qu’on a vu en A.1.11.i) qu’il n’y a aucune différence entre groupes abéliens
et Z-modules la proposition 1.6.10 établit qu’il n’y a en fait aucune différence non plus entre leurs morphismes,
autrement dit qu’un morphisme de ghroupes entre groupes abéliens n’est rien d’autre qu’un morphisme de
Z-modules.

ii) Etant donnés deux anneaux A et B, u : A — B est un morphisme d’anneaux si et seulement si u est un
morphisme de Z-algebres.

Preuve : Soient A et B deux anneaux dont on notera f4 et fp les structures canoniques de Z-algebres dont
I’existence et 1’unicité ont été établies en A.1.11.ii).
Soitw : A — B un morphisme d’anneaux. Alors

uofqg : Z — B

est un morphisme d’anneaux de Z a valeurs dans B. Or d’apreés A.1.11.ii), un tel morphisme est unique il
s’ensuit que
uo fa= fp;
ce qui prouve que u est un morphisme de Z-algebres.
Réciproquement un morphisme v : A — B de Z-algebres est, par définition, un morphisme d’anneaux.
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Proposition A.2.12 i) Pour M et N des A-modules, I’ensemble
Hom (M, N) des morphismes de A-modules de M dans N

a une structure naturelle de A-module.

Preuve : On sait que Hom 4 (M, N) a déja une structure de groupe abélien : en effet M et N sont par définition
des groupes abéliens (cf. A.1.1.Mody)) et tout morphisme de A-modules de M dans N, est en particulier un
morphisme de groupes (cf. A.2.1.Mods).)

On rappelle que la loi + est donnée sur Hom 4 (M, N) par (f + g)(z) = f(x)+n~ g(x) . On définit
maintenant une loi externe
- Ax Homy(M,N) — Homu (M, N)

par
(a-f)(z) = a-n f(z).

On laisse le soin au lecteur de constater qu’on définit bien ainsi une structure de A-module.

ii) Etant donné un morphisme de A-modules f : M — N, on définit pour tout A-modules P des applica-
tions :

Homa(f,P): Homu(N,P) — Homa(M,P)
u +— uo f

Homy (P, f): Homyu(P,M) — Homyu(P,N)
v — fouw.

qui sont des morphismes de A-modules.

iii) Pour tout A-module M 1’application
Homa(A,M) — M, f — f(1)

est un isomorphisme de A-modules.

Notation A.2.13 Pour un A-module M on voudra peut-&tre parfois noter M* := Homa (M, A) (out A est
muni de sa structure de A module définie en A.1.2.b) ou de maniére équivalente en A.1.8.a).)

On sera tenter d’appler M* le dual de M ; puisque dans le cas ou A est un corps et M par conséquent un
espace vectoriel on retrouve effectivement la construction de I’espace vectoriel dual. Les éléments de M * seront
aussi usuellement appelés formes linéaires. 11 faudrait cependant bien se garder de croire que le A-module M *
jouit des mé&mes agréables propriétés que dans le cas des espaces vectoriels (cf. TD n° I, exercice B.)

Pour un morphisme de A-modules f : M — N, on notera

f* = Homa(f,A) : N* = Homu(N,A) — M* = Homu (M, A)

(la notation Hom 4 (f, P) bien que tout a fait explicite n’en restant pas moins assez lourde !)
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A.3 . —Sous-modules, sous-algebres (cf. 1.3)

Définition A.3.1 (Sous-module) Etant donné un A-module (M, 41, -ar) on appelle sous- A-module (ou sim-
plement sous-module) de M un sous-ensemble K de M tel que les lois 4+ et

- définissent une structure de A-module sur K. Autrement dit la loi +,; (resp. -ps) se restreint & K x K
(resp; A x K,) donnant a (K, +ar|x x i *M|Axk) une structure de A-module.

En particulier (K, 4+ |k x i) €st un sous-groupe de (M, +) (cf. 1.3.1.)

Exemple A.3.2 a) Etant donné un A-module M, les parties {0} et M de M sont des sous-modules de 7.

b) On rappelle (cf. A.1.2.b),) qu'un anneau A posseéde une structure naturelle de A-module sur lui-mé&me. Une
partie J de A est alors un sous-A-module de A si et seulement si ¢’est un idéal (cf. 1.3.5.)

¢) SiK estun corps, une partie J de I’anneau K[X] est un sous-K[X |-module de K[X] si et seulement si ¢’est
un idéal de K[X] si et seulement s’il existe un polyndme P € ‘K[X]tel que I = PK[X].

d) Sif : a — Bestune A-algebre (cf. A.1.6,) toute sous-A-algebre g : A — C de B est naturellement
un sous-A-module de B pour les structures considérées dans I’exemple A.1.8.b).

e) (cf. TD n® V, exercice E, question 3), a),) pour une description des sous- K kX -modules d’un K[ X]-module
quelconque.

Définition A.3.3 (Sous-algebre) Etant donnés un anneau A et une A-algébre f : A — B, on dit qu’une
partie C
subset B de A est une sous-A-algébre de B si C est un sous-anneau de B (cf. 1.3.3,) et si le morphisme
structural f est a valeurs dans C.

Il revient au méme de demander que I’inclusion canonique C' — B i.e. la restriction de resIldgC de Idp
a C' soit un morphisme d’algebres.

Par extension (cf. 1.3.3,)sii : B — C est un morphisme injectif de A-algebres on dira parfois aussi, par
abus de langage, que C' est une sous-A-algebre de B.

Exemple A.3.4 (Exemples de sous-algébres) L"anneau QQ (resp. R) est une sous-algébre de R (resp. C) méme
si I’injection étant I’inclusion canonique on omet presque toujours de la noter.

Proposition A.3.5 (Sous-algebre/sous-module) Une partie C C B de B est une sous-A-algébre de B au
sens de la définition A.3.3, si et seulement si c’et a la fois un sous-anneau au sens de la définition 1.3.3 et un
sous-module au sens de la définition A.3.1.

Proposition A.3.6 (Caractérisation des sous-modules (cf. 1.3.9)) Etant donné un A-module M et K un sous-
ensemble, de M, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) K est un sous-A-module de M.
b) K est un sous-ensemble non vide de M tel que pour tout (a,b) € A x A ettout (v,y) € K x K,
a-ypyr+mubyy € K.

¢) La restriction
ldyg : K - M

de I’identité Id 5y 4 K est un morphisme de A-modules. Ceci signifie implicitement que K posséde une structure
de A-module.
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Remarque A.3.7 On exprimera usuellement la propriété A.3.6.b) en disant que K est stable par combinaisons
linéaires a coefficients dans Ace qui est une terminologie déja bien connue dans le cas ou A est un corps, M
par conséquent un A-espace vectoriel et K un sous-espace vectoriel de M.

Exemple A.3.8 a) Si N est un sous-A-module de M et P un sous-A-module de N alors P est un sous-A-
module de M.

b) Si N et P sont deux sous-A-modules d’un module M, N N P est un sous-A-module de M. Noter qu’en
général, N U P n’est pas un sous-A-module de M (cf. A.3.9.iii).)

Proposition A.3.9 (Le treillis des sous-modules (cf. 1.3.12)) Etant donnés deux sous-A-modules (resp. sous-
A-algébres)
Y C XetZ C X d’un A-module (resp. d’une A-algébre) X :

i) 'Y N Z estun sous-module (resp. une sous-algébre) de X ;

ii) Plus généralement pour ) un ensemble non vide de sous-modules (resp. de sous-algébres) de X, (Y est
y
un sous-module (resp. une sous-algebre) de X.

iii) 'Y U Z est un sous-module (resp. une sous-algeébre) de X si et seulementsiyY C ZouZ C Y.

iv) Si (Yn) ,neN est une suite de sous-modules (resp. de sous-algebres) de X telle que
V(p,q) eENxN, Ir € NY, C VyetY, C Y,

alors U Y est un sous-module (resp. une sous-algébre) de X.
neN
Un cas particulier est celui ot (Yy,) ,nen est croissante, i.e.

VpeN,VgeN,p < q¢g=Y, CY,

car alors
Vp e N, Vg e N, Yp C Ymax(p,q) et }/q - Ymax(p,q) .

Remarque A.3.10 i) (Sous-groupe)

Une partie J de Z, est un sous-Z-module si et seulement si c’est un idéal de Z si et seulement si c’est un
sous-groupe de Z si et seulement si il existed € Ztelque J = dZ.

Plus généralement pour tout groupe abélien A, une partie B C A de A est un sous-groupe de A si et
seulement si c’est un sous-Z-module de A.

ii) (Sous-Z-algebres)

Etant donné un anneau A, (ou de maniére équivalente, en vertu de A.1.11.ii), une Z-algebre,) une partie B
de A est un sous-anneau si et seulement si c¢’et une sous-Z-algebre.
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A.4 . —Intersection, somme, engendrement (cf. 1.4)

Corollaire A.4.1 (de la proposition A.3.9 (cf. 1.4.1)) Etant donnés un anneau commutatif A, un A-module
(resp. une A-algébre) X, et S C X une partie de X, I’ensemble ) des sous-modules (resp. sous-algebres) de
X contenant S posséde un plus petit élément

<S8 >= ﬂ Y.
Yey

Définition A.4.2 (Sous-module (resp. sous-algebre) engendré (cf. 1.4.2)) Avec les notations du corollaire
A.4.1, le sous-module (resp. la sous-algebre) < S > s’appelle le sous-module engendré, (resp. la sous-algébre
engendrée,) par S. On dit que S est une partie génératrice de < S > .

Exemple A.4.3 ((cf. 14.3)) a) <0 >= {0}.

b) Pour tout sous-module N de M,
<N>= N.

c¢) Tout sous-Z-module de Z, (resp. sous-K[X]-module de K[X] (cf. IIL.5,)) i.e. tout idéal de Z (resp. K[X],)
est engendré par un seul élément i.e. est principal.

d) Si K est un corps et E' un K-espace vectoriel, pour tout S C FE, < S > n’est autre que le sous-espace
vectoriel engendré par S usuellement noté Vect{S } dans le cadre de I’algébre linéaire.

11 se peut également que pour un A-module M avec A un anneau qu’i n’est pas nécessairement un corps, et
S C M, onnoteVect{S} =<5 >.

Lemme A.4.4 (descriptions du sous-module engendré (cf. 1.4.6)) Etant donné un A-module M , pour tout
X C M,toutx € M,z € <X >sietseulements’ilexister € N, x;,1<i<, € X, eta; 1<i<r € Atels
que

r = Zai ST . A4.4.1
i=1
Lemme A.4.5 (Somme (cf. 1.4.7)) Etant donné un A-module M et X un ensemble de sous-modules de M,
< UX>={reN;ersi,Vlgigr,EXeX,sieX}. A4.5.1

Autrement dit :

VeeM,ze< |JX>e IreNVI<i<rdX; € X, 3 € Xio =) a. A4S52

XeXx =1

Définition A.4.6 (Somme (cf. 1.4.8)) Avec les notations du lemme A.4.5 :

i) (Somme)
( U Y) s’appelle la somme des X pour X appartenant 2 X qu’on notera Z X.
XeX Xex
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ii) (Somme directe)
On dit qu’on a une somme directe si dans la décomposition A.4.5.2 I’entier r, les X; et les z; # 0, sont

uniques. On notera alors
P x =< >
Xex Xex

iii) (Supplémentaires)
Pour un A-module M et deux sous-modules N et P, si M = N @& P, onditque N et P sont supplémen-
taires I’'un de I’ autre.

Proposition A.4.7 (Propriété universelle des sommes directes (cf. 1.4.9)) Etant donnée un a-module M et

N une famille de sous-modules telle que la somme Z N = @ N est directte, pour tout ensemble

NeN NeN
de morphismes

{fN:N%P}aNEN7

oll P est un A-module, il existe un unique morphisme

f @ N — PtelqueVN e N, fiy = fn.
Ne~N

Remarque A.4.8 ( (cf. 1.4.10)) i) De méme que dans le cas des groupes abéliens, pour M un A-module, N et
P des sous-modules, N et P sont en somme directe ou encore supplémentaires I’un de 1’autre si et seulement si

M =N+ PetNnP ={0}.

ii) Pour deux sous-modules IV et P de M, le sous-module N + P engendré par N U P est ’ensemble des
r+yavecr € Nety € P.

iii) Plus généralement, pour N; ,1<;<, (r € N*)un r-uplet de sous-modules de M, Notons
T
S = ZNi = Ny +...+N,.
i=1
Alors pourtoutz € M, x € S sietseulement s’il existe un r-uplet

T
T 1<i<r » Vi<i<r x; € N; telque ¢z = in.
=1

iv) Etant donnéun A-module M et N un ensemble de sous-modules de M, onnote S := > N. Alors pour
NeN
toutz € M,z € S sietseulements’il existe un entier r € N, un r-uplet N; ,1<;<, € N de sous-modules

appartenant 3 A, un r-uplet

r
T 1<i<r » Vi<i<r x; € N; telque ¢ = in.
=1

11 convient de bien remarquer que, méme si ’ensemble A/ n’est pas fini, la somme Y. N est ’ensemble
NeN
des sommes finies d’éléments des N € N.

Ainsi, par exemple la famille X" ,, ¢ y est génératrice pour I’anneau K[X| vu comme K-module (cf.
II1.2,) mais ne I’est pas pour I’anneau K[[X]] des séries formelles, toujours vu comme K-module (cf. IIL.1.)
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v) Ici encore I’existence d’un supplémentaire pour un sous-module N d’un A-module M n’est pas assurée en
général ; puisqu’en particulier elle n’est déja pas assurée dans le cas des Z-modules (cf. 1.4.10.ii).) Ici encore le
théoreme 1.9.15 établit I’équivalence entre existence d’un supplémentaire de N et d’une section de la surjection
canonique M — M/N.

vi) (Espaces vectoriels)

Bien entendu, on sait que dans le cas ol A est un corps un A-module M est un espace vectoriel. Dans le cas
ou M est de dimension finie, on connait bien le théoréme de la base incomplete qui assure en particulier que
tout sous-espace vectoriel de M admet un supplémentaire.

Remarque A.4.9 i) Si(A,+) estun groupe abélienet S C A une partie de A, le sous-groupe de A engendré
par S au sens de la définition 1.4.2 est exactement le sous-Z-module de A engendré par S au sens de la définition
A42.

ii) De méme si (A, +, *) est un anneau commutatif et S C A une partie de A, 1’idéal engendré par S au sens
de la définition 1.4.2 est exactement le sous-A-module de A engendré par S au sens de la définition A.4.2. On

comparera notamment les formules 1.4.6.2 et A.4.4.1.

iii) La somme (resp. somme directe) d’un ensemble de sous-Z-modules définie en A.4.6 est exactement la
somme (resp. la somme directe) définie pour les sous-groupes en 1.4.8. 1a définition
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A.5 . —Images directes, images réciproques, noyaux (cf. L.5)

Proposition A.5.1 (Image directe/réciproque (cf. 1.5.1)) Soit

f + X — Y un morphisme de A-modules (resp. de A-algébres )

i) (Image réciproque)
Pour tout sous-module (resp. idéal,) Z de Y, I'image réciproque

fHZ) = {z € X; f(a) € Z}
est un sous-module (resp. un idéal) de X.

ii) (Image directe)
Pour tout sous-module (resp. sous-algeébre) Z de X, I'image directe de Z

f(Z)={yeY;3x e Z ,y= fla)}

est un sous-module (resp. une sous-algebre,) de'Y.

Définition A.5.2 (Noyau/Image (cf. 1.5.2)) Etant donné un morphisme de A-modules (resp. de A-algebres,)
f + X — Y, onappellera noyau (resp. image) de f

Kerf := {z € X | f(x) =0n} = fT'({On})resp. (Im f := {f(2), 2z € X} = f(X)))

Remarque A.5.3 (Noyau/Image (cf. 1.5.3)) i) (Image)

La notion d’image d’un morphisme a été définie pour les groupes et les anneaux (cf. 1.5.2.ii),) ainsi que pour
les A-modules et les A-algebres (cf. A.5.2.) Un A-module (resp. une A-algebre,) étant, en particulier un groupe
abélien (resp. un anneau,) il conviendrait de se demander si toutes ces définitions sont compatibles entre elles.
En réalité il est immédiat de constater QUE I'image d’un morphisme de quelques sorte que ce soit, est en fait
li’mage au sens ensembliste de 1’application sous-jacente et qu’elle ne dépend donc pas du type de morphisme
considéré. En revanche cette image peut jouir de propriétés différentes suivant le morphisme auquel on a affaire,
voir a ce propos les propositions .5.1 et A.5.1.

ii) De la méme maniere la notion de noyau est définie en 1.5.2.i) et en A.5.2 et I’on pourrait se demander si
toutes ces définitions sont compatibles. Il faut encore constater que toutes les structures algébriques considérées
(anneaux, modules, algebres,) sont en particulier des structures de groupes et leurs morphismes des morphismes
de groupes. Les diverses définitions de noyaux n’en sont alors qu’une seule et méme corresponddant a la
définition de noyau d’un morphisme de groupe.

Corollaire A.5.4 (de la proposition A.5.1 : noyau/image) Pour un morphisme de A-modules
f + M — N, lenoyau (resp. I'image) de f est un sous-module de M (resp. N.)

Proposition A.5.5 (Injectivité/surjectivité (cf. 1.5.4)) Un morphisme de
A-modules (resp. de A-algébres ) f : X — Y
est injectif (resp. surjectif) si et seulement si

Kerf = {0} (resp. Imf = Y .)
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Définition A.5.6 Si
1 : N — M est un morphisme de modules injectif, il induit un isomorphisme N = Imi ;

si bien que N est isomorphe a un sous-module de M. On dira parfois méme par abus de langage que N (ou
méme (N, i) pour plus de précision) est lui-méme un sous-module de M.
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A.6 .—Z-modules, K[X]-modules

Dans le cadre de ce cours les exemples fondamentaux de A-modules sont constitués par les Z-modules,
qui sont exactement les groupes abéliens et par les K[ X ]-modules. Les anneaux Z et K[ X] étant principaux on
disposera, pour ces objets (et leurs morphismes) des théorémes notamment exposés dans I’appendice B et qui
peuvent se particulariser pour les groupes abéliens (resp. K[X]-modules,) comme aux chapitres IT et IV.

Exemple A.6.1 (Le cas des groupes abéliens) i) Tout groupe abélien (G, +¢) est
canoniquement un Z-module, i.e. il existe une unique structure de Z-module - sur (G, +¢).

Preuve : (cf.1.6.6.)

ii) Etant donnés deux groupes abéliens G et H, une application f : G — H est un morphisme de groupes
si et seulement si f est un morphisme de Z-modules.

Preuve : (cf.1.6.10;)
iii) Si G estun groupe abélien une partie H de G est un sous-groupe si et seulement si ¢’est un sous-Z-module.
Preuve : (cf. A.3.10.i);)

iv) Etant donnés des groupes abéliens G, K, et H et des applications
i: K - Hetp : G — H,

]l > N— G- 3H 51

est une suite exacte courte au sens de la définition 1.9.1 si et seulement si
0> K—~G—L3H >0

est une suite exacte courte au sens des Z-modules.

Exemple A.6.2 (Le cas des K[X]-modules) Voir le paragraphe IV.1.
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A.7 . —Torsion, annulateurs (cf. IL.5, IV.2)
Dans ce paragraphe (A.7,) A est un anneau integre et )/ un a-module.
Lemme A.7.1 ( (cf. IL5.1,IV.2.1)) Pour tout

x € Meta € A,

il est équivalent que a - * = 0 ou que le morphisme de A-modules

A—- M, b— b-x A7.1.1
se factorise en un morphisme
A
+ Nbb-a A7.12
Ala — M.

Définition A.7.2 ( (cf. I1.5.2,1V.2.2)) i) (Klément de torsion)

Si x et a vérifient les conditions équivalentes du lemme A.7.1 ci-dessus, on dit que x est de a-torsion.

On dit que x € M est de torsion s’il existe a € A a # 0, tel que x soit de a-torsion, i.e. tel que
a-z = 0.

il) PourT C A, lapartie de T-torsion de M notée M [T est le sous-ensemble de M défini par
M[T) = {z € M;Va€eT, ax = 0};

M estde T-torsionsi M = MIT).
Pour a € A, on parlera simplement de la partie de a-torsion qu’on notera M|a] au lieu de M[{a}] de M
pour la partie de {a}-torsion et on dira simplement que M est de a-torsion pour {a}-torsion.

iii) (Idéal annulateur)
Pour tout x € M, on appelle idéal annulateur de x et on note

Anny(z) = {a € A; ax = 0}
le noyau du morphisme A.7.1.1.

iv) Plus généralement pour toute partic P C M, (pas nécessairement un sous-module,) on appelle idéal
annulateur de P et on note

Amny(P) == {a € A;Vz € P, ax = 0} = ﬂ Anny(x) .

x € P
Avec cette définition
Anny(x) = Anng({z}) .
Ann 4 (M) est appelé idéal annulateur de M.
v) (Partie de torsion)
On note
Tora(M) := {x € M; Anny(xz) # {0}} = U M]a]
a€ A\ {0}

i.e. I’ensemble des éléments de torsion de M qu’on appelle la partie de torsion de M.
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vi) (Module de torsion)
On dit que M est de torsion si
M = Tora(M) .

vii) (Module sans torsion)
On dit que M est sans torsion si
Tora(M) = {0}.

Proposition A.7.3 (Idéaux annulateurs (cf. I1.5.3,IV.2.3)) 0) Pour tout x € M, Ann4(x) est un idéal de
A. Pour toute partie P C M, Ann 4(P) étant une intersection d’idéaux, c’est encore un idéal. C’est pourquoi
on rencontrera le terme d’idéal annulateur aussi bien pour un élément x, une partie P ou M Iui-méme.

i)
Anng(M) = ﬂ Ann(z)
e M
est un idéal et an particulier
Ve e M, Anng(M) C Anng(z) .

ii) Pour un A-module M, Ann 4 (M) est le noyau du morphisme
A — Endg,(M) (cf. A.1.4))
définissant la structure de A-module de M.
iii) Pour des parties P C N C M de M,
Anng(N) C Anny(P).
iv) Pour tout morphisme de A-modules f : M — P et toutes partie Q C M de M,
Anng(Q) € Anna(£(Q))
avec égalité si f est injectif.
v) Tout A-module M est un A/Ann 4 (M )-module.
vi) Pour toute partie P C M, si < P > est le sous-A-module de M engendré par P,
Anng(< P >) = Anna(P)
et la structure de A-module sur < P > se factorise a travers A/ Ann 4 (P) . En particulier,

Ve € M, Anna(z) = Anna(Ax).
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vii) Pour toutes parties P C M etN C M,
Amny(PUN) = Anna(P) N Anna(NV) et Anng(P) + Anna(N) € Annga(PNN).

En particulier si
N C MetP C M

sont des sous-A-modules de M,
Anny (N 4+ P) = Anny(N) N Anny(P).

Plus généralment, pour tout ensemble N de sous-modules de M,

Ann g ( Z N) = ﬂ Anny(N).

NeN NeN

Proposition A.7.4 (Propriétés de la torsion (cf. I1.5.4,1V.2.4)) i) Pour toutT C A, MIT] est un sous-A-
module de M.

ii) Pour toutes partiesT C U C A,
M[U] ¢ MI[T].

iii) PourtousT C AetU C A,
M[TUU] = M[T] N TrspMU = (M[U])[T) et M[T] + M[U] Cc M[TNU].

iv) PourtoutT C A, si(T) désigne I’idéal engendré par T,

et la structure de A-module sur M [T se factorise en une structure de A/(T)-module.

v) Pour tout idéal 3 C A, I'application qui 4 tout morphisme f : A — M associe f(1) induit un isomor-
phisme de A-modules
Homyu(A/J, M) = M][J] (cf. A.8.6.question 2), a) .)

vi) Pour tout morphisme de A-module f : M — P, ettoute partie T C A, la restriction de f a M[T] est
a valeurs dans P[T] et définit un morphisme de A-modules (et méme un morphisme de A/(T')-modules)

En particulier, si f est un isomorphisme

est un isomorphisme.

vii) Pour toute partieT C A de A,
T C Anny(M[T))

ce qui entraine encore, puisque I’annulateur de M est un idéal, que

(T) C Anna(M[T)) .
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viii) Pour toute partie P C M,
P C M[Anna(P)]

ce qui entraine encore, puisque M [Ann 4 (P)] est un sous-A-module de M,

< P>C M[Anny(P)].
ix) SiJ etJ sont comaximaux, on a un isomorphisme naturel

M[OINJ] & M[J|e M[3].

Preuve : (cf. A.8.6.question 1).)

x) Sideplus, Anng(M) = TNJ

J = Anna(M]

(=)

DetI = Anny (M|

=

Preuve : (cf. B.7.1.)

Proposition A.7.5 (Propriétés de la partie de torsion cf. IL5.5) i) Tors (M) est un sous-A-module de M.

Preuve : Ici on a besoin de I’hypothése A intégre : Comme on a toujours
0 e TOI‘A(M),TOI‘A(M) 7& 0.

Pour tout (x,y) € Tora(m) x Tora(M), et tout (a,b) € A x A, ilexiste (c,d) € (A\{0}) x (A4\{0}),
tel que
cox =d-y=20.
II s’ensuit que
cd(ax +by) = adex +bedy = 0

c’est-a-dire que cd € Anny(ax + by). Or A étant intégre

cd # 0,

ce qui entraine que

Anny(ax + by) # {0}
si bien que

axr +by € Tora(M).
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ii) Le quotient M /Tor 5 (M) est sans torsion.

Preuve: Notonsp : M — @Q := M/Tora(M) la surjection canonique. Pour tout (a,y) € AXQ, il existe
x € M telquey = p(zx). Ainsiay = 0, si et seulement si

plax) = ap(x) = 0

si et seulement si
ax € Kerp = Tora(M) .

Il existe doncb € A \ {0}, tel que abx = 0.
Sia # 0,ab # 0 (A est intégre,) si bien que

x € Tora(M) = Kerp

ce qui entraine
y =plx) =0.
Il s’ensuit que () est sans torsion.

iii) Pour f : M — P un morphisme de A-modules, la restriction de f a Tors(M) est & valeurs dans
Tor 4 (P) si bien que f se restreint en un morphisme de A-modules
Tora(f) = fiTora(ar) Tors (M) — Tora(P) .
En particulier si f est un isomorphisme,
Tora(f) : Tora(M) = Tora(P)
est un isomorphisme.

iv) SiAnny(M) # {0}, M est de torsion.

Preuve : En effet, d’aprés A.7.4.viii) M C M [Anna(M)]. Par ailleurs M[Anna(M)] C  Tora(M).
Comme par définition, Tor (M) C M,

M = Tora(M).

Proposition A.7.6 ( (cf. IL5.7,IV.2.5)) Si M est de type fini, M est de torsion si et seulement si
M = M[Anns(M)] = Tora(M)
si et seulement si Ann 4 (M) # {0}.

Preuve : La premiére équivalence est immédiate et le sens réciproque de la seconde vrai sans hypothése sur M
et établi en A.7.5.iv).
Supposons donc M = < S > de type fini ou S C M est un ensemble fini. Or il découle de A.7.3.iii), que

Anny (M) = Anny(S) = ﬂ Anny(s) .
De plus pourtouts € S,s € M = Tor(M) si bien que Ann4(s) # {0}. Il existe donc

as € Anna(s), as # 0.

Puisque A est intégre,

a = H as # O0eta € ﬂAnnA(s) = Annjs(M).

se s ses
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A.8 . —Exercices

Exercice A.8.1 Dans le contexte de I’exemple A.3.2.d), tout sous-A-module de B est-il nécessairement une
sous-A-algebre de B 7

Exercice A.8.2 Compléter la preuve de la proposition A.3.6.

Exercice A.8.3 Soient A un anneau comutatif, M un A-module et (Mn) ,neN une suite de sous-modules de
M ayant la propriété suivante : Pour tout (p,q) € N x N, il existe r € N tel que

M, C M.etM, C M,.
Montrer qu’alors

U~

MeN

est un sous-A-module de M.

Exercice A.8.4 Soit S une partie finie de A[X] et < S > le sous-A-module de A[X] engendré par S. Montrer
qu’il existe un entier n € N, tel que, pour tout P € < S >, deg(P) < n. En déduire que A[X] n’est pas un
A-module de type fini.

Exercice A.8.5 [Homomorphismes]
1) Etant donné un morphisme de A-modules f : M — N, et P un A-module vérifier que
f* : Homa(N,P) — Homus(M,P), u — u o f

est un morphisme de A-modules.

2) Etant donnée une suite exacte de A-modules
0 N——M-—230Q — 0,

pour tout A-module P, on définit

p*: Homa(Q,P) — Homu(M,P)
U —— uUOop

eti*: Homus(M,P) — Homu(N,P)
v o—> uoig

comme ci-dessus. Montrer qu’alors la suite
0 — Homa(Q, P) —>— Hom (M, P) ——— Homu(N, P)
est une suite exacte de A-modules. Donner une condition suffisante pour que
0 — Homa(Q, P) —>— Homu(M, P) ——— Homs(N,P) — 0

soit une suite exacte courte.
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3) Soient M, N, P des A-modules.
a) En notant
p: MxN — M, (z,y) = xetq: MXxN — N, (z,y) — y
les projections montrer que
Homyu (P, M x N) — Homu(P,M) x Homa(P,N), f — (po f,qof)
est un isomorphisme de A-modules.
b) En notant
i: M —> MxN,z+— (,00etj : N > MxN,z — (0,x)
montrer que
Homy (M x N, P) — Homyu (M, P) x Homa(N,P), f — (foi,foj)
est un isomorphisme de A-modules.
Exercice A.8.6 [Torsion]
Soit A un anneau commutatif et // un A-module. Pour tout 7' C A, on rappelle que

M[T) = {z € M;Va€eT, ax = 0}.

1) Etant donnés deux idéaux J et J de A, montrer que J +J = A entraine

M[IN3) = M[3] & M[J].

(]

2) a) SoitT C Aunidéal et M un A-module. Montrer que I’application
Homyu (A, M) — M, f — f(1)

induit un isomorphisme
Homyu (A/3, M) = MI7].

b) Réinterpréter le résultat ci-dessus dans le cas des groupes abéliens i.e. A = Z.

¢) Peut-on redémontrer question 1) en utilisant la a) et ’A.8.5?
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Exercice A.8.7 [Le «lemme du serpent »] Dans cet exercice les ensembles considérés sont des groupes abéliens
ou des K-espaces vectoriels (K étant un corps) ou méme des A-modules. Les morphismes sont des morphismes
pour la structure considérée. La notation

0> N—sM—L3Q >0

que I’on appellera suite exactesignifie que :
— ¢ : N — M estinjectif;
— p: M — @ estsurjectif;
— Kerp = Imi.
Dire que le carré :
M —Ls N
est commutatif signifieraque gou = vo f.

1) Vérifier que dans la situation d’une suite exacte
0> N——M-—L3Q >0

on a un isomorphisme naturel M /Imi = @Q qu’on abrégera généralementen Q = M /N en identifiant N a
I’image de 3.

Soit le diagramme

0> N, —" % M Py 0 =0
o TN
0— N, —2 M, —25 Qs —0

ou tous les carrés sont commutatifs.
Notons

I .= Kerf,J := Kerget K := Kerh.
2) Montrer qu’il existe des morphismes
w:Il — Jetv:J — Ktelsquek ov = p; o jetjou =i o1.
le diagramme (x) se compléte en un diagramme :

0
I

0 0

. { 4

0O— I — J K
0— Nl — M Ql
1 | o [

0= Ny —2% M, —224 Qy =0

—0

ou tous les carrés sont commutatifs.
On note

¢c: Ny = C:=Ny/Imf,d: My —» D := My/Imgete : Q2 — E := Q2/Imh

les surjections canoniques.
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3) Montrer qu’il existe des morphismes

w:C — Detx : D — Etelsquew oc =doisetx od = e o ps.

le diagramme (**) se compléte en un diagramme :

0
1
0— I
0— N1
(%) = f
0— N2
C
1
0

ou tous les carrés sont commutatifs.

0
u + v
J
J
i1 M, p1
g
2 M, P2
d
w D T
1
0

4) Montrer qu’il existe un morphisme 6 : K — C'tel que

Kerd = ImvetIméd = Kerw .
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B . —Modules de type fini sur un anneau principal

B.0 . —Introduction

Dans ce paragraphe (B) A est encore un anneau principal.

Notation B.0.1 Dans la suite, A étant un anneau principal, pour tout élément a € A, on notera A/a I’anneau
quotient A/Aa de A par I’idéal principal Aa. On noteraw, : A — A/a la surjection canonique.

Rappel B.0.2 (Eléments associés) On rappelle (cf. 1.11.2,) que deux éléments a et b d’un anneau intégre A
sont associés si
alb et bla

si et seulement si ils engendrent le méme idéal i.e.
Aa = Ab,

si et seulement si
J(u,v) € A* x A*, a = buetb = av.

Larelation d’association est une relation d’équivalences dont les classes correspondent bijectivement aux idéaux
principaux de A et donc aux idéaux de A si A est principal.
On sait que les Ppem et Pged en particulier sont définis comme des classes d’association.

Notation B.0.3 (Eléments irréductibles) On note P4 (ou simplement IP) un ensemble d’éléments irréductibles
de A tel que P4 contienne un et un seul représentant de chaque classe d’association.
— Dans le cas ou A est I’anneau Z des entiers relatifs il est usuel de prendre pour Pz ’ensemble des
nombres premiers.
— Dans le cas ol A est I’anneau K[X] des polyndmes & une indéterminée a coefficients dans un corps K,
il est usuel de prendre pour Pk [X] I’ensemble des polynomes irréductibles unitaires.

Notation B.0.4 (Valuations p-adiques) Pour tout irréductible
p € Pettouta € A, onnote vy(a)
sa valuation p-adique (cf. 1.13.5.5.) On note encore
S(a) = {p € P; vp(a) # 0}

dont on rapelle que c’est un ensemble fini.
On remarque que :

i) Pour deux irréductibles p et g associés, ettouta € A, vy(a) = v,4(a) ; autrement dit, la valuation p-adique
ne dépend pas du choix d’un représentant de la classe d’association de I’élément irréductible p. Ainsi en notant
p I’idéal engendré par n’importe quelle élément de cette classe on pourrait noter vy, en lieu et place de v,.

i) Unélément u € A, estinversible si et seulement si

VpeP, vy(u) = 0.
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iii) Plus généralement deux éléments a et b sont associés si et seulement si
Vp eP, vy(a) = vp(b) .

Dans un anneau principal un idéal J correspondant a une classe d’association d’élément de A, on peut tout a
fait noter v, (J) et parler de la valuation p-adique d’un idéal comme celle de n’importe laquelle de ses bases.
On pourait montrer qu’il s’agit en fait de la plus grande puissance de 1’idéal p contenant J.

Notation B.0.5 (Décomposition en produit d’irréductibles) Pourtouta € A \ {0}, ona

a = u H pr(@) = H pr@ e AX (cf. 1.13.5.3 )
peP p € S(a)

le produit ci-dessus étant en fait fini puisque v,(a) # 0 pour un nombre fini de p € P seulement.

Notation B.0.6 (Corps résiduel) Soit p un élément irréductible de A, ce qui signifie, dans le casou A = Z,
un nombre premier p. On note x, := A/p (ou simplement « s’il n’y a pas d’ambiguité sur 1’élément p,) qui
est un corps (cf. 1.13.3.1,) et méme le corps F,, = Z/pZ danslecasou A = Z.

Il est d’usage d’appeler k,, le corps résiduel en p.
B.1 . —Modules de type fini sur un anneau principal (cf. I1.6)

Proposition B.1.1 ( (cf. IL.6.1)) Si A est un anneau intégre, un A-module libre est sans torsion.

Preuve : Méme preuve que pour I1.6.1.

Dans le théoréme qui suit (B.1.2,) I’hypothése A principal est absolument indispensable puisque la preuve
fait apparaitre que c’est un corollaire du théoreme I1.4.6 pour lequel on n’a constaté ne pas pouvoir se
passer de I’hypothése A principal.

Théoreme B.1.2 ( (cf. I1.6.2)) Si A est un anneau principal et M un A-module de type fini (cf. II.1.5,) M est
libre (cf. I1.2.8,) si et seulement s’il est sans torsion (cf. A.7.2.vii).)

Preuve : On peut sans presqu’aucune modification adapter la preuve du théoreme I1.6.2 en remplacant les
coefficients dans 7 par des coefficients dans I’anneau A. On remarquera que I’utilisation, a la fin de la preuve,
du théoreme I1.4.6, est déterminante et requiert I’hypothése que A soit principal.

Proposition B.1.3 ( (cf. I1.6.3)) Soient A un anneau principal et M un A-module de type fini, Tor 4 (M) son
sous-module (cf. A.7.5.i),) de torsionetp : M — L := M/Tora(M) la surjection canonique. Alors :

i) Tor, (M) est un A-module de type fini.
Preuve : (cf. 11.4.8.1).)

ii) L est un A-module libre de type fini.

Preuve : La preuve est, mutatis mutandis la méme que celle de I11.6.3.ii).

212



L3/S6 M305, Algebre II, B.1.6 Université Paris Sud, 2019-2020

iii) La suite exacte de A-module
0 — Tora(M) — M —2—1L -0
est scindée d’ou il résulte qu’il existe un isomorphisme

M = Tora(M)® L.

Preuve : La preuve est, mutatis mutandis la méme que celle de I1.6.3.iii).

Théoreme B.1.4 (Structure des A-module de type fini sur un anneau principal (cf. I1.6.4)) Soit A un an-
neau principal. Etant donné un A-module M de type fini,

i) Il existe un A-module de type fini et de torsion T et un A-module libre de type fini L tels que

M =T x L.

Preuve : (cf. B.1.3.iii).)

ii) Le couple (T, L) est unique au sens ot T' est isomorphe au sous module de torsion Tor o(M) de M et s’il
existe L1 et Lo tels que
M =2TxLi 2Tx Ly

Ly et Ly sont isomorphe et ont donc en particulier méme rang.

Preuve : 11 suffit d’adapter la preuve de 11.6.4.ii).

Proposition B.1.5 Soit M un A-module de type fini. Toute suite (Mn) ,neN croissante de sous-modules de M
est stationnaire a partir d’un certain rang ; c’est-a-dire qu’il existep € N tel que pourtoutq > p, My = M.

Preuve : Etant donnée une suite (Mn) ;neN croissante de sous-A-modules de M, la proposition A.3.9.iv) as-
sure que

M = UM"
n €N

est un sous-A-module de M. Or, d’aprés le corollaire 11.4.8.i),M est de type fini. 1l existe donc une partie
m; 1<i<r € M génératrice de M. Pour tout1 < ¢ < rilexistedoncn; € N tel quem; € M,,. Notons
s = maxj < ; < r(n;). Puisque la suite (Mn) meN €st croissante,

Vi<i<r, M, C M,

si bien que
Vi<i<r,m; € M.

Ils’ensujtqueM C M. On adonc, pour toutt > s,
mCc My, c My ¢ M

ce qui prouve le résultat.
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Remarque B.1.6 On dit usuellement d’un module qui posséde la propriété démontrée ci-dessus pour les A-
modules de type fini sur un anneau principal, qu’il est noethérien. Cette propriété est vraie pour des classes
d’anneaux plus générales mais ce sont des résultats dont nous n’aurons pas besoin dans ce cours.

On peut remarquer que le résultat, établi pour un A-module de type fini quelconque, dans la proposition
B.1.5, I’a déja été pour I’anneau A lui-méme (vu comme A-module) (cf. 1.13.5.2.) On dit, dans ce cas, que
I’anneau A est noethérien. Il y a bien d’autres aneaux noethériens que les anneaux principaux et leur étude est
tout a fait pertinente, mais également tout a fait au-dela du cadre de ce cours.

B.2 . —Décomposition p-primaire (cf. I1.8, IV.3)
Notation B.2.1 ( cf. IL.8.1) Etant donné un A-module M etp € P, on note :
i)
Pp:M—> M,x — px
la multiplication par p qui est un endomorphisme du A-module M ;
ii)
ne N, Mp"] == M[{p"}] = M[Ap"]

qu’on pourra appeler la partie de p”-torsion de M (cf. A.7.2.ii);)
On constate immédiatement que
Mp] = Kerp

et plus généralement, pour toutn € N,
M([p"] = Kerp"

ou p” est la composée de n applications égales a p.

Définition B.2.2 (Composante p-primaire (cf. I1.8.2,1V.3.1)) Pour M un A-module et tout p € P, on ap-
pelle composante p-primaire de M le sous-module de M

M) = | M.

n €N

Théoreme B.2.3 (de décomposition p-primaire (cf. I1.8.3, IV.3.2)) Soit M un A-module de type fini et de
torsion. On note Ann 4 (M) son idéal annulateur (cf. A.7.2.iv).) On sait (cf. A.7.6,) que Anng(M) # 0 et
pour toutp € P, on note v,(Ann 4 (M)) sa valuation p-adique (cf. B.0.4.) Alors :

i)
Vp € P, M[p™] = Mp'rAmattil];
i)
M = H M[p’up(AnnA(]\/I))];
peP
iii)

Vp € P, Anny(v,(Anna(M))[p)] = Aptr(AnnalD)
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Preuve : Soitwy; un générateur de I'idéal Ann 4 (M). Alors
Vp € P, vp,(Anna(M)) = vp(wn) -

De plus I’ensemble
S(AnnA(M)) = S(wM) = {p S ]P); vp(wM) 75 0}

estfinietl’ona:

wMo = u H prren)
p € S(Anna(M)) B.2.3.1
Anny (M) = N Apvr(@n)

p € S(Anna(M))

On peut donc raisonner par récurrence sur le nombre d’éléments de S(Ann 4 (M)).
#(S(Anny(M))) = 1 Danscecasilexistep € Petk € N* telsquewy = p*. Comme on a toujours

M C M[Anna(M))] (cf. A.7.4.viii) ,)
et que, par définition M [Anny (M) C M,ona:
M = M[Ama(M)] = Mp¥] = M[prv(dma0n)]

ce qui prouve ii) dans ce cas. Le point iii) est alors tautologique ou presque.
#(S(Anna(M))) > 1 Soient

W
p € S(Anny(M)) et wg, = % - I1 gre(em) |
P g € S(Amna(M)\{p}

Comme on a toujours M = M[Ann,(M)], que p et w,) sont premiers entre eux, (i.e. les idéaux
Aw(y et Apvr(Anna(M)) sont comaximaux,) on a :

M = M[AnnA(M)] = M[AW(p)pUp(AnnA(M))] _ M[Aw(p) N Apvp(AnnA(]M))] )
1l résulte alors de la proposition A.7.4.ix) que
M= Ml © Mt
et de la proposition A.7.4.x), que

AIIIIA(M[W]( ) = Aw(p) et AnnA(M[p’Up(AnnA(M))]) — Ap’Up(AnnA(M))

p)

ce qui permet d’appliquer I’hypothése de récurrence a M [w(,] et de conclure.

Remarque B.2.4 i) Lasome

M = HM[p’UP(AnnA(]\/I))]
peP

dans I’énoncé du théoreme B.2.3 ci-dessus est finie puisque

{p € P; v,(Anna(M)) # 0}

est un ensemble fini.
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ii) On aurait pu, écrire la preuve du théoréme ci-dessus, en remarquant d’abord que
M = M[Anny(M)] (cf. A7.6 ;)

qui donne alors, grace a la proposition A.7.4.v) un isomorphisme
M = Homy(A/Anna (M), M) .

Ce dernier isomorphisme donne encore, en vertu du théoréme chinois des restes (cf. 1.13.4,) un isomorphisme%

M = Homy( H A/prrAnna(M) ppy
pekP

C’est a ce point de la preuve, que I’on fait appell une premiere fois a un argument de récurrence, qui pourrait
sans cela paraitre escamoté.

On peut ensuite utiliser le A.8.5.question 3), b), en remarquant bien qu’on a ici affaire a un produit fini, pour
écrire :
M = H HomA(zﬁl/pvp(A’“““(M))7 M) .
peP
On peut alors, a nouveau appliquer la proposition A.7.4.v) pour conclure.

Corollaire B.2.5 ( cf. I1.8.4) Pour un module M de type fini et de torsion, pour toutp € P, ilexistex € M,
tel que
Anng(z) = ApvrAnma(M))

Preuve : Siv,(Anna(M)) = 0,
Anny(0) = A.

Siv,(Anna(M)) # 0, on peut chercherz € M [pUr(Anna(M))] grice a B.2.3.ii) et donc supposer que
Anng(M) = ApPr(Anna(M))

grice a B.2.3.iii).
Alors, pour toutx € M, Annys(M) C Anna(z), c’est-a-dire qu’il existe
w(z) tel que Anng(z) = A-w(x) et w(z)|pvrArnad))
c’est-a-dire qu’il existe
k(z) < vp(Anna(M)) tel que Anny(z) = A -pF@)

Or M = < M > c’est-a-dire que
M = Z A-x

r e M
ce qui entraine, d’apreés la proposition A.7.3.vii),

A. p’up(Al’lnA(M)) Ann (M)

ﬂ Anny(A-x)

x e M

= ﬂ Anng(z)

x € M
= A-PPCM, ¢ m(z € M)

- A. pmaxz e M (k(z))
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d’or il d’écoule que max, ¢ nr (k(z)) = vp(Anna(M)), ce qui prouve qu’il existe

x € M tel que Anny(z) = A . pUrAnna(M))

Proposition B.2.6 Si M est un A-module de type fini et de torsion, pour tout

n € Nyn > vp(Anna(M)) = Mpp"] = M[p”p(AnnA(M))]_

Preuve : Pourn > v,(Anna(M)),

M[pvp(AnnA(M))] C M[p™] C M (cf. A.7.4.ii).)

11 s’ensuit que
Amns(M) € Amna(M[p")) € Anng(Mp a0
Or d’aprés le théoréme B.2.3.iii), Ann o (M [p?r(Arna(M)]) = Apve(Anna(M)) ] en résulte que

Anny(M[p")) = Apup(AnnA(M)),

ce qui entraine
M[pn] c M[pvp(AnnA(M))].

Corollaire B.2.7 Si M est de type fini et de torsion

Mp®] = M[prAmaliiet M = T M[p™].
peP

Preuve : C’est une conséquence de la proposition B.2.6 et du théoréme B.2.3.ii).

B.3 . —A-modules cycliques (cf. I1.9, IV.4)

Proposition B.3.1 (A-modules cycliques (cf. IL9.1,1V.4.1)) Etant donné un A-module C, les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

a) C estde type fini engendré par un singleton {x} avec x de torsion (cf. A.7.2.i).)

b) Il existe un isomorphisme
A/Anny(C) = Cet Anng(C) # 0.

c) Ilexisteunidéal 3 C AdeA,J # {0} et unisomorphisme de A-modules

A)3 = C.
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Preuve :

i) (@=b)
Si C est engendré par {C'}, par définition le morphisme

f:A—=>C,aw ax
est surjectif. Son noyau est, par définition Ann 4 (z) ce qui donne un isomorphisme de A-modules
A/Anng(z) = C.
Or Anns(C) = Anng(x) en vertu de A.7.3.iii).

i) (b)=¢))

Est immédiat.

iii) (c)= a))

Le A-module A/J est engendré par I'image de 1, ce qui donne un générateur de C' par isomorphisme.

Définition B.3.2 (A-Modules cycliques (cf. 11.9.2,1V.4.2)) Un A-module vérifiant les assertions équivalentes
de la proposition B.3.1 est un A-module cyclique.

Remarque B.3.3 On remarque que, dans le cas ou
A = Z (resp. K[X])

est I’anneau des entiers relatifs, (resp. des polynémes a une indéterminée a coefficients dans K,) un A-module
cyclique est exactement un groupe cyclique (cf. I1.9.2,) (resp. un espace cyclique (cf. IV.4.2.))

Lemme B.3.4 Un module cyclique C' est de torsion si et seulement si Ann 4 (C) # { }0.

Proposition B.3.5 (Sous-module cyclique (cf. 11.9.3,IV.4.5)) Un a-module M posséde un sous-module cy-
clique isomorphe 4 A/7J si et seulement si

Jr € M, Anny(z) = 7.
Proposition B.3.6 (Théoreme chinois des restes (cf. I1.9.4, IV.4.6)) Soit A un anneau principal. Etant donné

un élémentd € A
AJd = I A/ @
p€EP

Remarque B.3.6.1 C’est exactement le théoreme B.2.3 dans le cas cyclique; c’est-a-dire le cas ou le mor-
phisme A/(JNJ) < M est injectif et définit donc, grice au théoréme chinois des restes un morphisme in-
jectif A/T x Ay — M.

Corollaire B.3.7 ( (cf. I1.9.5,1V.4.7)) Soit M un A-module de type fini et de torsion avec
Anng(M) = Awyp .
Soit (a,b) € A x A premiers entre eux, tels que

ab = wys .
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alors : Si
Ax,y) € M x M, Anny(x) = Aaet Anny(y) = Ab

il existe
z € M tel que Anny(z) = Aab.

Preuve : Les arguments donnés dans la preuve du corollaire 11.9.5 s’adaptent mutatis mutandis puisque I’argu-
ment essentiel est en fait le théoréme chinois des restes.

Proposition B.3.8 Soient A un anneau principaleta € A, a #* 0. Pour deux A-modules N et (), les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

a) Il existe une suite exacte courte

0= N——sA4/a—L>Q — 0.

b) Il existe
(b,c) € Ax Atelquebc = a, N =2 A/b, Q = AJc.

Le sous— A-module i(N) de A/a est alors le sous-A-module engendré par 7, (c). C’est aussi le noyau du
morphisme
Ala = Ala, z — bz

c’est-a-dire A/a[Ab].

Preuve : Les arguments donnés pour le cas ot A = 7, dans I’exercice 1I.12.4 s’ adaptent mutatis mutandis au
cas d’un anneau principal quelconque. On redonne cependant ici les arguments essentiels :

) (a)=b))

En confondant, & isomorphisme prés, N et i(N), N est un sous-A-module de A/a. La surjection canonique
7, © A — A/a étant un morphisme surjectif, N = m,[r;1(N)] etw; 1 (N) est un sous-A-module (un idéal)
de A. Il existe doncc € A, tel que ;1 (N) = Ac. Il en résulte que :

i(N) = ma(Ac) . I

Puisque {0} C N,
Aa = Kerm, = 7, ({0}) € 7, (N) = Ac

si bien que c|a et que :
b € A, ,bc = a. 2

Le noyau Ker p o 7w, du morphisme surjectifporm, : A — Q est

Kerpom, = {x € A; p[r.(x)] = 0}
= {z € A; m.(x) € Kerp}
= {z € A; m(z) € i(N)}
= 77'(1_1(]\[)

= Ac.
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I1 suffit désormais d’appliquer ap o 7, le corollaire I1.8.13 pour obtenir un isomorphisme :

Q = Alc. 3

Considérons le morphisme
y: A= A,z — cx. 4

Alors
a0y : A —> N

est un morphisme surjectif. Son noyau est donné par :

Kermooy = {z € A; v(x) € Kerm,}
= {z € A; cx € Aa}
= {x € A;3Jy € A, ,cx = ay} 5
= {x € A; 3y € A, , cx = bey}
= {z € A;3y € A, ,x = by}

= Ab.

En appliquant, cette fois au morphisme 7, o <, le corollaire 1.8.13, on obtient un isomorphisme :

N = A/b. 6

Les points 1, 2, 3 et 6 prouvent le résultat demandé.

ii) (b)= a))
Supposons donnés trois éléments a, b et c de A tels que a # 0 etbc = a. Le morphisme vy déja considéré
eni).4esttel que Kerm, oy = Ab (cf. i).5.) On an déduit, grice a la proposition I.8.11, un morphisme injectif

i: A/b — Ajatelquei o m, = W, © .

Notons alors
p: Ala = (A/a)/i(A/D)
la surjection canonique. On laisse le soin au lecteur de montrer que le noyau du morphisme surjectif p o m, est
Ac, ce qui entraine, grice au corollaire 1.8.13, que

Ale = (Afa))i(A/b).

Proposition B.3.9 [’anneau A étant toujours principal, Avec les notations de la proposition B.3.8, la suite est
scindée si et seulement si b et ¢ sont premiers entre eux.

Preuve : Sib et c sont premiers entre eux, I’existence d’une section (d’ailleurs unique) est établie dans au
B.7.2.

B4 . —p-gradué

Lemme B.4.1 (Propriétés de M [p"]) Soit M un A-module. Pour tout élément irréductible
peP:

i) Pour toutn € N, M|[p"™] est un sous-A-module de M (cf. A.7.4.i).) C’est méme un A/p™-module, et en
particulier, M [p] est un A/p-module, c’est-a-dire un A/p-espace vectoriel puisque A/p est un corps.
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ii) Pourtout (m,n) € N x N,
m < n = Mp"| C Mp"

(cf. A.7.4.ii).)

i)
V(m,n) € Nx N, (M[p"]))[p™] = M[p™»™")] (cf. A.7.4.ii) .)

iv) Pour tout morphisme de A-modules f : M — P ettoutn € N, f définit par restriction un morphisme
de A-modules
flp"] « Mp"] — P[p"] (cf. A.7.4.vi),)

qui est un isomorphisme dés que f en est un.

v) (Torsion et annulateur)

vp(Anng(M)) = 0 = YneN, Mpp"] = {0}.

Preuve : On a toujours Ap™ C Anny (M [p"]), sid est un générateur de Ann 4 (M [p"]), il s’ensuit que
dlp"ie.d = p°, 0 < n.
Orsi M[p™] # {0}, Anna(M[p"]) # A, c’est-a-dired ¢ A*, ouencore! = v,(d) > 0.

Or
Anng (M) € Anna(M[p"]) = Ap*

si bien que
= up(pf) < vp(Anna(M))

ce qui entraine le résultat par contraposée.

vi) S’il existe deux sous-A-modules N et P telsque M = N & P, alors, pourtoutn € N,
Mp"] = N[p"] ® P[p"];
s’il existe des A-modules N et P telsque M = N x P,

VneN, M[p"] = N[p"] x P[p"].

Preuve : Puisque -[p™] est le noyau de p™, ceci résulte de la proposition 1.9.18.1).

221



L3/S6 M305, Algebre II, B.4.4 Université Paris Sud, 2019-2020

Notation B.4.2 Etant donné un A-module M, un élément irréductible p € Petunentiern € N* on note
gr,, ,(M) (ou méme gr, (M) s’il ne peut y avoir de doute quant a p,) le module quotient

gt (M) = M[p"]/M[p"~']
qu’on appelle parfois le gradué associé a la filtration M[p‘] ;¢ ¢ n .
Remarque B.4.3 En fait nous n’utiliserons, la plupart du temps que gry ,,(A/), (qui n’est autre que M{p],)
hormis dans des énoncés comme la proposition B.6.12, dont on peut d’ailleurs se passer dans le cas des groupes
abéliens et des K[X]-modules. Dans ce contexte on peut donc également se passer du lemme B.4.4 et se conten-
ter de B.4.1.
Lemme B.4.4 (Propriétés de gr,, ,(M)) Soit M un A-module etp € P un élément irréductible.

i) Pourtoutn € N* gr, (M) := MIp"]/M[p"~'] est un r,-espace vectoriel, qui est de dimension finie
si M est de type fini.

Preuve : 11 suffit de remarquer que, pour tout

r € gr, (M), px = 0, sibien quele morphisme A — End(gr,, ,(M))
définissant la structure de module sur gr,,, (M) se factorise a travers k, = A/p.
i)

V(m,n) e N* xN*, n < m = gr, (M) = gr, ,(M[p™]) (cf. B.4.1.iii) .)

iii) Pour tout morphisme de A-modules f : M — P, ettoutn € N*, f induit un morphisme de k,-espaces
vectoriels

8r,p(f) ¢ gr, (M) — gr, ,(P)
plus précisément, grnyp( f) est I'unique morphisme rendant commutatif le diagramme :
0— Mp'l — Mp' — gr,, (M) —0
flen l flp"] l l 8T, (f) 1
0— Pp'l — Ppl — gr,,(P) —0

Si f est un isomorphisme, gr,, ,(f) est aussi un isomorphisme.

Preuve : 1l résulte du lemme B.4.1.ii) et B.4.1.iv) qu’on a un carré commutatif dont les morphismes horizon-
taux sont injectifs :

Ennotants q : P[p"] — gr, ,(P) la surjection canonique, on constate immédiatement que

go flp"loi=gqojo fprl] =0
si bien que ¢ o Trsppfn se factorise a travers gr,, ,(M) = MIp"]/M[p"~'] c’est-a-dire qu’il existe un
morphisme de A-modules
grnp(f) ¢ grn (M) — gr, ,(P)
tel que le diagramme 1 soit commutatif. Il n’est pas difficile de constater que gr,, ,(f) est aussi un morphisme
de rp-espaces vectoriels.
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iv)
vp(Anng(M)) = 0 = Vn e N, gr, (M) = {0} (cf. B4.1.v).)

v) (gradué et somme directe/produit)
Si M est un A-module tel qu’il existe deux sous-A-modules N et P tels que M = N & P, alors, pour
tout élément irréductiblep € A ettoutn € N*| il existe un isomorphisme naturel

grn (M) = gr, ,(N) x gr, ,(P).

Preuve : Pourn € N*, notonsq : M[p"] — gr, (M) la surjection canonique dont le noyau est M [p"~!].
Pour X = N ou P, q(X[p"]) est isomorphe a

X[p"]/(Kerq N X[p"]) = X[p"]/(M[p"~' N X[p"]) = X[p"]/X[p"~"] = gr,(X). I

Pour tout x € gr, (M), il existe u € n[p"] tel que q(u) = . D’aprés B.4.1.vi), il existe
(v,w) € N[p"] x P[p"] tel quew = v+ w si bien que x = ¢(v) + q(w). On a ainsi montré que :
grnp(M) = q(N[p"]) + q(P[p"]) 2

ou encore, ce qui revient au méme, grice aux isomorphismes 1 que le morphisme

8 p (V) X g1y, (P) = g1, (m)M, (v,w) = g(v) + g(w)

est surjectif.
Il revient au méme de montrer que ce dernier morphisme est injectif ou que la somme 2 est directe. Pour
tout (v,w) € N[p"] x P[p"]

q) +qw) = 0 & qv+w) =0 & v+w € Kerg = Mp"1].

11 s’ensuit que

1

P rto+w) =0 p" o+ p"lw = 0.

Or v € N[p"] (resp. w € P[p"],) donc p"~'v € N[p"] (resp. p"~‘w € P[p"].) La décomposition de
M [p"] en somme directe B.4.1.vi), et p" v + p"~lw = 0 entrafnent

n— n—1

p" v = 0etp"tw = 0

c’est-a-dire
v € N[p"l N M[p"_l] etw € Pp"] N M[p"_l],

qui équivaut a
v € Np" Hetw € Pp™ 1,

qui entraine finalement
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Proposition B.4.5 Soit C' := A/d un A-module cyclique (cf. B.3.2.)

i) Sid = p*, ¢ € N*, il résulte de la proposition B.3.8, que :

VneN* n<t = C}p"] = A/p” |
n>¢ = Cp"| = C;
il s’ensuit que :
VneN*, n</{t = grnyp(C) g,
n>( = gr,, (C) = {0}.

ii) Il résulte alors des énoncés, B.4.1.vi) et B.4.4.v), des énoncés B.4.1.v) et B.4.4.iv) ainsi que du lemme B.3.6
que, pourd € A quelconque :

Vn € N*,
VpeP, n<u(d = C]p"
n>uv(d) = C[p"]

A/p™ 1
A/p @ ;

1R

et il en résulte que :
Vn € N*|
VpeP, n<uy(d) = gr,,~C)
n>uwy(d) = gr,,(C

[l 1R
=
iS]
)

{0}

B.5 .—A/d-modules injectifs
Lemme B.5.1 (A-modules, A/d-modules) Soitd € A,d # 0.
i) Si
M est un A/d-modules, c’est en particulier un

A-module a travers le morphisme structural mg : A — A/d (cf. A-1.8.d),)

la loi étant donnée para - x = w4()a - x.

ii) Sif: M — N estun A/d-morphisme c’est un A-morphisme si M et N sont munis des structures de
A-module décrites en i).

iii) Si M est un A/d-module de type fini il est aussi de type fini en tant que A-module (avec la structure décrite
ci-dessus) : En effet si M est un A/d-module de type fini, il existe un entier r € N et un A/d-morphisme
surjectif A/d" — M. Ce dernier est également un A-morphisme qui composé avec le A-morphisme (déduit
demgm : A" — A/d" donneun A-morphisme A" — M.

iv) Si M est un A/d-module tout sous-A/d-module de M est un sous-A-module de M.

v) Il découle alors du point iv) ci-dessus et de la proposition B.3.8 qu’un idéal de A/d est isomorphe 4 A/a
avec a|d et que le quotient A/d/A/a est isomorphe 4 A/b avec ab = d.
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Lemme B.5.2 Soitd € A, d # 0, a € A avec ald. On considére A/a comme A/d-module grage a
sa structure de A/d-algébre A/d — A/a (cf. A.1.8.b).) Pour tout b € A avec b|a, le morphisme naturel
A/b — A/a doné par la proposition B.3.8 est aussi un A/d-morphisme qui fait de A/b un sous-A/d-module
de A/a.

Alors pour tout A/d-morphisme f : A/b — A/d, il existe un morphisme

g : Ala — Ajdtelquegianp = f.

Preuve : On peut écrire a = bc, et I’on a alors, d’apres la proposition, B.3.8, la suite exacte

0> A/b — AJa — A/c — 0. B.5.2.1

La construction qui suit va en fait nous permettre de nous ramener au cas ol A/a = A/d en « remplacant »
en quelque sorte la suite B.5.2.1 par la colonne centrale du diagramme B.5.2.3. Notons p : A/d — AJa la
surjection. L’image réciproque de A/b par ce morphisme est un sous-A/d-module de A/d donc en fait un
sous-A-module de A/d qui, toujours d’aprés la proposition B.3.8 est de la forme A/ avec b'|d. De plus la
fleche induite ¢ : A/b — A/b étant encore surjective, b|b’. Le noyau de ces deux fléches est le méme (cf.
1.8.16,) égal 4 A/a’. On en déduit un isomorphisme sur les quotients A/c. On a les relations de divisibilité

aa’ = d,ba’ = b ,bc = aetbc =d. B.5.2.2

On peut synthétiser la construction précédente, qui n’est autre que celle donnée en I.8.15.iii), dans le diagramme
a lignes et colonnes exactes suivan :

0 0 0

\ | |
0— A/d — AN —2— A/b =0

A ¢

0— A/d — A/d _r Ala —0 B.5.2.3
1 Lo
0 — Ale —— AJec —0
4 {
0 0

La donnée du morphisme f : A/b — A/d donne un morphisme f’ := foq : A/Y — A/d qui s’an-
nule sur A/a (ou en d’autres termes vérifie Aj/a C Ker f’.)

I découle de la proposition B.3.8, que A/b" est engendré (tant comme sous-A-module que comme sous-
A/d-module) de A/d par mq(c). Or A/ est précisément I’annulateur Ann 4 /4(7a(b’)) de m4(b") dans A/d.
Puisque f' est un A/d-morphisme,

ma(c) € Annyq(ra(b')) = f'(malc)) € Anng q(ma(d')) -
Il existe donc o« € A/d tel que
f'(ma(c)) = ama(c).
Il existe un unique A/d-morphisme
g AJd = AJd, 1~ a.

Il est immédiat de constater que g’|A/b, = f’ ce qui entraine en particulier que A/a C Ker¢'. Il existe donc
un unique A/d-morphisme
/

g: Ala — Al/dtelqueg o p = ¢ .

C’est finalement un exercice de montrer que g4/, = f.
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Proposition B.5.3 Soitd € A,d # 0, alors pour tout A/d-module de type fini M et tout morphisme injectif
de A/d-modulesi : A/d — M il existe un morphisme de A/d-modules

r: M — Ajdtelquer o i = Idsq -

Preuve :

i) (Construction d’une suite (M,,) ,nen)
Soit donc donné un A/d-module de type fini M et un A/d-morphisme injectifi : A/d — M. Le mor-
phisme i définit un isomorphisme
i: A/d =2 My = Im(3)
dont on note ro le morphisme réciproque.

Supposons donnés
My so<k<n des sous-A/d-modules de M

et
Tk Jo<k<n des morphismes M}, — A/d

tels que
VOSkgn—l, M, C Mk+1 » Th+1|0,, = Tk et 7p+1 01 = IdA/d;

(Mo, o) étant construit comme précédemment. S’il existex € M \ My, et un A/d-morphisme
Tnt1 @ My, + A/dx — A/d tel que Tntlins, = Tn€bTnyr 04 = Ida,a,

on pose
Myy1 == M, + A/dx sinon M1 = M, .

i) (La suite (M) ,,cn stationne)

La suite (Mn) ,neN construite ci-dessus est croissante (c’est d’ailleurs une notion purement ensembliste qui
ne concerne pas les éventuelles structures de modules.) Or on a remarqué en B.5.1.iii), que si M est de type
fini comme A/d-module il I’est encore comme A-module. De plus, en vertu de B.5.1.iv), les (Mn) ;neN sont
également des sous-A-modules de M. La proposition B.1.5 assure, puisque A est un anneau principal, que Ia
suite (My,) ,nen est stationnaire A partir d’un certain rang p.

iy (M, = M)
SiM, # M,soitx € M \ MyetD := A/dx le sous-A/d-module de M engendré par x. Le noyau du
A/d-morphisme
Ald - M,1 — x

est I” annulateur Ann 4/ 4(x) de x dans A/d. On en déduit un A/d-isomorphisme
D = A/d/Annyq(x) .

Or A/d/Ann 4 4(x) est un certain quotient A/a de A/d (i.e. avec a|d) en vertu du point B.5.1.v). On a donc
un A/d-isomorphisme f : A/a — D. OrD N M, est un sous A/d-module de D dont I’image inverse par
f est un sous-A/d-module de A/a et donc de la forme A/b avec b|a, toujours en vertu du point B.5.1.v).

Or le lemme B.5.2 assure que f|a,, © Ty, e prolonge a A/a ce qui entraine que ry, se prolonge a M, + D
ce qui contredit que M, # M, et finalement que M,, # M.
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iv) Si M, = M on dispose sur M d’un A/d-morphisme

rp : M — Ajdtelquer, o i = Idyq .

B.6 . —Théoreme de structure des A-modules de torsion (cf. I1.10, IV.11)
Notation B.6.0 ( (cf. I1.10.0, IV.11.0)) Dans ce paragraphe (B.6,) A est un anneau principal.

Définition B.6.1 On dira dans cette section B.6 qu’un A-module M posseéde une décomposition canonique s’il
existe un entier r € N, et des idéaux Jj ,1<i<, strictes (i.e. différents de A) et non nuls, de A, tels que

M = A/J; x ... x AT etV1<k<r—1,T, C Jpt1.
On appellera r et le r-uplet J, ,1<i<, les parametres de la décomposition.
Remarque B.6.2 i) Dans la définition ci-dessus, si dj, ,1<i<, désigne des éléments de A, tels que
Vi<k<r T = Ady,

la condition J; C Jgy1 équivaut & dy41|dk. En revanche sans hypothése suplémentaire, on ne peut pas
envisager d’énoncé d’unicité vraiement strict, puisqu’on comprend bien que dj et udy pour n’impporte quel
élément inversible u € A*, jouent le méme rdle.

ii) On remarque qu’un module M possédant une décomposition canonique est de type fini (cf. II.1.5,) puisque
{14/3,} 1 < < estune famille génératrice de M.

iii) On remarque encore que, si M posséde une décomposition canonique, Vo € M, J1 C Anna(x) (ce qui
s’écritdyx = 0, si d; est un générateur de J;.) Or

Anng (M) = ﬂ Anny(z),

r e M

sibienque J; C Anna(M).
Finalement, A/J; C M donne la suite d’inclusions

J1 C Amny (M) C Anny(A/T1) = T

le dernier module étant cyclique (cf. B.3.2.)
Il en résulte que M est de torsion (cf. A.7.2.vi),) et d’idéal annulateur

Anna(M) = 77 .

iv) Dansle casou M = {0}, M posseéde une décomposition canonique de parametres r = 0, qui est une
convention cohérente avec le reste des énoncés.

v) Dans le cas ou G est un groupe abélien, une décomposition canonique s’écrira
G2 Z/dZ x ... x Z/d,Z.

Les points ii), et iii) entrainent alors que G est fini d’exposant d; .
Voir le paragraphe IV.11 pour une interprétation de ces résultats en termes de K[X]-modules.
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Le but de ce paragraphe (B.6) est d’établir le théoréme B.6.13 qui constitue une réciproque aux points
B.6.2.ii) et B.6.2.iii) de la remarque ci-dessus.

Le cas du A-module nul, {0} ayant été traité en B.6.2.iv), on peut supposer, dans la suite, que M est un
A-module non nul, de type fini (cf. II.1.5,) et de torsion (cf. A.7.2.vi).)

La premiere étape de la démonstration consiste a construire un sous-module cyclique (cf. B.3.2,) C de M
isomorphe 2 A/Ann4 (M), ot ce qui revient au méme a construire un élément © € M tel que Anny(x) =
Ann 4 (M). C’est la proposition B.6.3.

Dans le cas des groupes abéliens cela signifie qu’on met en évidence dans M un élément dont 1’ordre est
exactement 1’exposant de M.

Proposition B.6.3 (Existence d’un sous-module cyclique maximal (cf. I1.10.1, IV.11.1)) Pour M un
A-module non nul de type fini et de torsion, il existe un A-morphisme injectifi : A/Anns(M) — M ouce
qui revient au méme un élément

x € M telque Anna(z) = Anny(M).

Preuve : En notant
Q = {p € P;v(Anna(M)) # 0},

en vertu du corollaire B.2.5, pour tout
setinpQ, il existe x, € M tel que

Anny(zp) = ApPrAnna(M))
Le corollaire B.3.7 et un argument de récurrence sur le nombre d’éléments de S(Ann4(M)) (dont on rapelle
que c’est un ensemble fini) permettent de conclure.
Notation B.6.4 ( (cf. I1.10.2, IV.11.2)) En vertu de la proposition B.6.3 ci-dessus, et en notant
C = A/Annys(M)et Q = M/C,

on dispose d’une suite exacte : )
0> C—5M—250Q —0. B.6.4.1

Lemme B.6.5 Si M est un A-module de type fini et de torsion, dans la suite exacte B.6.4.1 il en est de méme
pour Q.

Preuve : La proposition I1.1.9 assure que @) est de type fini. Il découle du lemme A.7.3.iv) que Ann(Q) #
{0} si bien que Q est de torsion.
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Remarque B.6.6 A I'inverse de ce qu’on a constaté dans le cas des groupes abéliens (Z-modules) au para-
graphe I1.10 et dans le cas des K[X]-modules au paragraphe IV.11, on ne dispose pas, dans le cas général,
d’un argument « a la EULER-POINCARE » Il ne serait pas impossible, et ce peut étre un exercice intéressant,
de généraliser par exemple les proposition I1.10.3 et I1.10.4 au cas A-modules sur un anneau principal A. Ce-
pendant il manquerait un invariant (le cardinal dans le cas des groupes abéliens, la K-dimension dans le cas des
K[X]-modules) qui prendrait une valeur sur le quotient ) dans la suite exacte B.6.4.1, strictement inférieure a
celle qu’il prendrait sur M.

On disposera en fait d’un tel invariant (voir proposition B.6.8, mais bénéficiant d’une propriété plus faible,
a savoir qu’on peut montrer qu’il prend une valeur sur @ strictement inférieure a celle qu’il prend sur M a la
seule condition que la suite B.6.4.1 soit scindée ; autrement dit que

M=CoQ

On ne peut donc déduire ce résultat d’un argument de récurrence et I’on doit le montrer a priori; ce qui est fait
a la proposition B.6.7.

Proposition B.6.7 Pour M un A-module de type fini et de torsion, la suite B.6.4.1 posséde une rétraction
c’est-a-dire qu’il existe un A-morphisme

p: M — Ctelquep o i = Id¢

ce qui donne un isomorphisme
M=Z2Caeq.

Preuve: Le A-module M étant de torsion c’est encore un A/Anny(M)-module et il en est de méme du
A-module C dans la suite exacte B.6.4.1. On constate qu’alors i est un A/Ann 4 (M )-morphisme et il suffit
d’appliquer la proposition B.5.3.
Proposition B.6.8 Si la suite B.6.4.1 est scindée, i.e.
M = C© Q alors max(dim,, Q[p]) < maig(dim,{p M]p)) .
pE

peP

Preuve : Pour tout élément irréductible p € P, il résulte du lemme B.4.1.vi) que :

Mlp] = Cp] x Qlp]. B.6.8.1
Or Anng(M) = Awy, et il existe un ensemble fini S(Ann 4 (M)) d’éléments irréductibles deux a deux
non associés tel que
wy = H pvp(AnnA(Ib[)) )

p € S(Anny(M))

Puisque C =2 A/Anns(M) = A/wa, le théoréme chinois des restes donne un isomorphisme

O =~ H A/pvp(AnnA(Ib[)) )
p € S(Anna(M))
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Il résulte alors, toujours du lemme B.4.1.vi), que pour tout irréductiblep € P,
Clp] = I A4/¢“p.
g € S(Anna(M))

Or
V(p,q) EPxP, p # q = VYneN, VymeN, gr, (A/¢™) = 0.

1l résulte alors du lemme B.4.5.i) :

Vp € P, (Anng(M)) = dim,, Clp] = 1

S
S(Anny(M)) = dim,, Clp] = 0.

p €
p ¢
En utilisant la décomposition p-primaire de M (cf. B.2.3.ii)e)t le lemme B.4.1.vi),

¥p € P, M[p] = [T MigreBmmaCOp)
g € S(Anny (M))

d’our il découle que :
VpeP, p ¢ S(Annu(M)) = Mp] = {0}.
Il résulte alors de B.6.8.1, B.6.8.2 et B.6.8.3 que :
VpeP, p e S(Anny(M)) = dim,, Q[p] = dim,, Mp] -1
p ¢ S(Annu(M)) = dim,, Q[p] = dim,, Mp] .
On en déduit finalement que :

;Innea%}(dim,ﬁp Qlp) < glez%(dim,% M]p]) .

Lemme B.6.9 Soit M un A-module possédant une décomposition canonique de paramétres
r € NetJg 1<k<r -

Alors il existep € P tel que
V1 <k <r dimg, A/Tplp] = 1.

Preuve : On sait déja, d’apres le lemme B.4.5.ii).2, que
V1 <k <r dim,, A/di[p] < 1.

Or
J. # 0etJ,. # A(ct. B.6.1.)

Il en résulte qu’il existe p € P tel que
0 < vp(3) < (400).

Puisque
Vi<k<r—1,7; C 7,
VI<k<r, 0 < v,(Jx) < (+0).

Le résultat découle alors du lemme B.4.5.ii).1.
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Définition B.6.10 (Diviseur élémentaires) Pour M un A-module de type fini, et (r,Jj ,1<x<, ) une décom-
position canonique de Tor 4 (M), les pU»(F8) p € PP, non inversibles, sont appelés diviseurs élémentaires de
M.

Proposition B.6.11 Etant doné un A-module M possédant une décomposition canonique de paramétres
r € Net Jg ,1<k<r €,

= dim,,, M([p]) .
r = max(dimy, Mip))

Preuve : On a déja remarqué (cf. B.6.2.ii), B.6.2.iii),) que sous ces hypothéses M est de type fini et de torsion
et que Anny (M) = J,.

Le théoréme de décomposition B.2.3.ii) assure qu’il existe un sous-ensemble fini S(Ann(M)) C P tel
que pour toutp € S(Anna(M)), v,(Anna(M)) # 0, et

M — H M[p’up(AnnA(M))]
p € S(Anna(M))

etpourtoutp ¢ S(Anns(M)), ettoutn € N, M[p"] = {0}. Il s’ensuit que

ax(dim, M = a dim, M . B.6.11.1
ma(dime, Mp)) = max - (dim, Mp])

Le lemme B.4.1.vi) permet alors d’écrire :

dim,, M = dim,, A/J .
(i, Mp) = max Z iy, A/Jx[p])

max
p € S(Anna(M))
Or d’aprés le lemme B.4.5.ii).2, dim,,, A/J[p] < 1, si bien que :

ax(dim,, M = a dim, M <r. B.6.11.2
max(dimg, Mlp)) = max - (dimg, Mp]) < -

Or le lemme B.6.9 affirme qu’il existe p € P tel que
V1 S k S T, dimﬁp A/jk[p] =

ce qui acheve la preuve.

Proposition B.6.12 Etant doné un A-module M possédant une décomposition canonique de paramétres
r € Net Jp,1<k<r €,

alors
Vp € P, ¥n € N, dim,, grmp(M) = #({k € [L;r]; vp(de) < n})
ou bien encore

Vp € P, Vn € N*, dim,, gr,, 1, ,(M) — dim,, gr,, ,(M) = #({k € [1;7]; v,(dx) = n}).

Preuve : C’est une conséquence du lemme B.4.4.v) qui permet d’écrire
VpeP, Vn e N, gr, (M) = [] er,,(4/3)

et du lemme B.4.5.ii).2.
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Théoréme B.6.13 (de structure des A-modules de torsion (cf. I1.10.5, IV.11.5)) Soit M un A-module
de type fini (cf. I1.1.5,) et de torsion (cf. A.7.2.vi).)

1) Ilexiste un entierr € N, et des idéaux strictes, non égaux a A, et non égaux a {0} Jj ,1<k<, de A, tels
que M est isomorphe, en tant que A-module au produit

A/jl X ... X A/j,.etV1 <k<r-—1, 373, C jk+1.
2) L’entierr et le r-uplet d’idéaux Jy, ,1<y<, satisfaisant aux conditions de 1) sont uniques.

Preuve :

1) (Existence)
On rappelle que si M = {0} on prendrar = 0.
Si M est un A-module non nul, de type fini et de torsion, on peut appliquer la proposition B.6.3 qui donne
la suite exacte _
0+ C——M—"5Q — 0(fB64.1,)

o C = A/Anna(M) est un A-module cyclique.
Bien entendu, si @ = {0}, C = M et le résultat est prouvé. Sinon, on sait, en vertu de la proposition
B.6.7, que la suite ci-dessus est rétractée. 11 s’ensuit que

M= C x Q.
Il en résulte, en vertu de la proposition B.6.8, que

max(dimy, Q[p]) < max(dimy, M[p]).

En raisonnant par récurrence sur max, ¢ p(dim,,, -[p]), on peut donc supposer le résultat établi pour Q) et
conclure, pour peu qu’on se convainque, que si max, ¢ p(M|[p]) = 1, I’énoncé découle du théoréme B.2.3 et
du théoréme chinois des restes.

2) (Unicité)

La proposition B.6.11 caractérise complétement I’entier r dans une décomposition canonique en termes du
A-muodule M lui-méme.

La proposition B.6.12 permet pour toutp € Pettoutl < k < r,de déterminerv,(J) ce qui détermine
completement les idéaux Ty, ,1<p<r -

Remarque B.6.13.3 L unicité de la décomposition du A-module M consiste en fait, une fois 1’entier  déter-
miné grice a la proposition B.6.11, & décomposer chacun des A/J), grice au théoréme chinois des restes. 11
est alors nécessaire et suffisant d’établir I'unicité des diviseurs élémentaires (cf. B.6.10,) v, (Jx) qui sont bien
déterminés grice a la proposition B.6.12. On constatera en IV.10.10.3 que dans le cas des K[X]-modules ces
diviseurs élémentaires ne sont rien d’autres que les blocs de JORDAN et qu’on a alors d’autres arguments pour
prouver leur unicité.

Dans le cas des K[X]-module I"unicité des facteurs invariants peut étre établie a priori et I’unicité des
diviseurs élémentaires en découle.

Dans le cas général envisagé dans ce paragraphe, on procede en fait dans 1’ordre inverse et c’est 1'unicité
des diviseurs élémentaires qui entraine I’ unicité des facteurs invariants.
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Définition B.6.14 (Facteurs invariants (cf. I1.10.6, IV.11.9)) Pour un A-module de type fini M, les idéaux
Tk yi<k<r donnés par le t¢horeme B.6.13 et tels que

Tora(M) = A/J; x ... x A/7,

s’appellent les facteurs invariantsde M.
Lorsqu’il existe un choix « canonique » de générateurs des idéaux Jj, ,1<k<, (dans Z des entiers > 1, dans
K[X] des polyndmes unitaires,) ces générateurs sont, par abus de langage, appelés facteurs invariants de M.

Corollaire B.6.15 ( (cf. IL.10.7,IV.11.10)) i) Deux A-modules de type fini et de torsion M et P sont iso-
morphes si et seulement si ils ont les mémes facteurs invariants.

ii) Deux A-modules de type fini M et P sont isomorphes si et seulement si ils ont méme rang et mémes
facteurs invariants.

Preuve : Adapter la preuve du corollaire 11.10.7.

Remarque B.6.16 Etant donné un A-module M = L(M) @ Tor(M), on pourrait étendre la définition de
facteurs invariants a la partie libre L(M) de M. En effetsirg(M) = n,ona

L(M) = A" = (A/{0})".

En autorisant les facteurs invariants & étre nuls. Si Tor (M) a r facteurs invariants on obtient une suite de n + r
idéaux

Tk yi<k<nsr tellequeVl <k <n, J; = {0}etVl1<k<n+4+r—1,T; C Tpq1.
On peut alors déduire du corollaire B.6.15 et du théoreme B.1.4, que deux A-module de type fini sont
isomorphes si et seulement si ils ont mémes facteurs invariants avec la définition étendue donnée ci-dessus.

B.7 . —Exercices

Exercice B.7.1 [Annulateur]
On rappelle que I’annulateur Ann 4 (P) pour P C M, est lidéal défini par

Amny(P) = {a € A;Vx € P, ax = 0}.
Soient J et J des idéaux de A.

1) Montrer que
J C Anmna(M[J)etJ C Anna(M[J)) -

On suppose désormais que J et J sont comaximauxie. J+J = A.

2) Montrer qu’alors
A =747 = Anunyg(M[3]) + Annas(M[J]) .

On suppose de plus désormais que Anns (M) = TNJ.

3) Montrer que
M = M[Amns(M)] = M[INJ] = M[J] & M[J].
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4) Montrer que
INJ = Anna(M[J]) N Anng (MJ]) -

5) Conclure finalement que
J = Anna(M[J])) ety = Anna(M[J]) -
Exercice B.7.2 [Suites exactes]
Supposons donnée une suite exacte

0 — Zja——A—L37Z/b — 0.

1) Quevaut #(A)?
2) Montrer que pour tout z € A, abr = 0 (on pourra chercher a donner deux arguments distincts.)

3) FEtantdonées deux sectionss et t : Z/b — A de p, montrer que s—t définit un morphisme Z/b — Z/a;
et en déduire que si a et b sont premier entre eux, p posséde au plus une section.

4) On suppose désormais que a et b sont premiers entre eux et on note (u,v) € Z x Z un couple d’en-
tiers tel que au + bv = 1.

a) Montreer que
b:A— A,z — bux

est un projecteur a valeurs dans ¢(Z/a) et en déduire une rétractionr : A — Z/a de i. Que peut-on dire d’une
autre rétraction v’ de i ?

b) En déduire un isomorphisme de groupes
A X Z/a x Z)b.
Exercice B.7.3 Considérons I’anneau A := Z/67Z et M le A-module A lui-méme (cf. A.1.2.b).) Déterminer

Tor 4 (M), est-ce un sous-A-module de M 7

Exercice B.7.4 [Résolution d’un groupe commutatif de type fini]

1) Soit K un corps et E un K-espace vectoriel admettant une famille génératrice finie. Montrer qu’il existe
alors un unique entiern € Ntel que K" ~ E.

2) Soit G un groupe commutatif admettant une famille génératrice finie.

a) Existe-t-il nécessairement un entier n € N tel que Z" soit isomorphe a G'?

b) Montrer qu’il existe un couple d’entiers (n,m) € N? tel que la suite courte
0 —Z" —72"—G—0

soit exacte.
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¢) Le couple d’entiers (n,m) de la question précédente est-il unique ? Donner une condition nécessaire et
suffisante sur (n,m) € N? pour qu’il existe une suite exacte courte

0—2Z" — 72" — G — 0.

Soit A un anneau commutatif et A/ un A-module.

3) a) Montrer que les Z-modules sont les groupes commutatifs et que les K -modules sont les K -espaces
vectoriels si K est un corps.

b) Reformuler les résultats des deux premieres questions dans le langage des A-modules.

¢) Montrer qu’il existe un anneau commutatif A et un module M admettant une famille génératrice finie tel
qu’il n’existe pas de couple d’entiers (n, m) € N tel que la suite

00— A" — A" — M — 0

soit exacte (on pourra étudier A = Q[z, y] et M le Q[z, y]-module Q muni de I’action induite par xm = 0 et
ym = 0 pour toutm € M).
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C . —Théoreme de la base adaptée. (cf. I1.11)
C.0 . —Introduction

On a établi, au paragraphe II.11 I’existence d’une base adaptée pour un couple de A-module M C L
dans le cas ot A est un anneau euclidien (cf. 1.13.6.1,) et ou L est un A-module libre de type fini (cf. 11.3.2.)
Rappelons d’abord (cf. II.11.1,) que

Définition C.0.1 (base adaptée) On dit qu’un couple de A-modules M C L admet une base adaptée, s’il
existe une base \; ,1<;<, de L, un entier s < 7, des éléments

d; )1<i<s € A tel que d; \; 1 <i<s soit une base de M

et
V1 S ) S S — 1, di+1|di .

Dans toute la suite de cet appendice (C,) on supposera que A est un anneau principal.

On démontre (théoreme C.1.8,) le théoreme dit de la base adaptée dans le cas d’un anneau principal quel-
conque, sans faire,, comme au paragraphe II.11 ’hypotheése que A est un anneau euclidien. Le résultat obtenu
ici, est donc, en un certain sens, plus général que celui obtenu en II.11.12. Cependant on ne donne ici aucun
procédé algorithmique (contrairement a I1.11.9) permettant de construire une base adaptée.

On a déja mentionné au paragraphe I1.11 que le théoréme de la base adaptée précise en fait le théoreme 11.4.6
en caractérisant de quelle maniére son disposés deux A-modules emboités M C L pour peu que L soit libre de
type fini. Cepandant en observant atentivement la preuve du théoréme C.1.8 et notamment la proposition C.1.6
etle lemme C.1.7, qui en sont les ingrédients principaux, on constate qu’on ne fait jamais I’hypothese que M est
libre et méme de type fini. Il s’ensuit qu’on obtient de cette maniere une preuve alternative du théoreme 11.4.6.
On obtient également un résultat plus précis que 1’on connaissait cependant déja dans le cas ot rg(L) = 1
grace au lemme I1.4.1.

On a également mis en évidence a la proposition II.11.3 le lien qui existe entre une base adaptée pour
le couple M C L et les facteurs invariants du quotient L/M. On précisera encore davantage ce lien au
paragraphe C.2.

On continuera, dans ce chapitre a utiliser les notations déja utilisées dans les chapitres précédents.

Notation C.0.2 A étant un anneau principal, pour tout élémenta € A, on notera A/a 1’anneau quotient A/Aa
de A par I’idéal principal Aa.

Onnoteraw, : A — A/ala surjection canonique.

De méme pour tout n € Z, on aura tendance a noter Z/n pour Z/nZ et w, : Z — Z/n la surjection
canonique.

Notation C.0.3 Etant donné un A-module M,

i) On appellera formes A-linéaires ou méme tout simplement formes linéaires sur M un morphisme de A-
modules f : M — A.Danslecasou A = Z est’anneau des entiers relatifs, on emploira parfois le terme
de formes linéaires entieres.
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ii) On notera
M* := Homa (M, A) (cf. A2.13 )

I’ensemble des formes linéaires sur M.
On rappelle que M* a une structure naturelle de A-module (cf. A.2.12.)
On pourra appeler M ™ le module dual de M.

iii) Pour L un A-module libre de rang r et de base \; ,1<;<,, pourtout1 < j < 7 onnotera )\j L - A
I’unique morphisme (cf. II.1.8,) défini par
VI<i<r Ai(\) = 6.

3

Bien entendu, par analogie avec la situation des espaces vectoriels, on peut appeler A} ,1<;<, la base duale de
Aiy1<i<r -

C.1 . —Ecxistence et unicité d’une base adaptée

Dans tout ce paragraphe (C.1,) A est un anneau principal.

Lemme C.1.1 Soient L un A-module libre de type finietxz € L \ {0}. Les conditions suivantes sont écqui-
valentes :

a) Ax a un supplémentaire dans L.

b) Il existe une forme linéaire
f: L — Atelleque f(z) = 1.

¢) L’élément x peut étre complété en une base de L.

d) L’élément x est indivisible i.e.

Ay,d) € LxA x =dy = d e A*.
e) Le module L/Ax est sans torsion.

Preuve :

D) (a)< )

11 suffit de remarquer que L étant libre (sans torsion suffirait), x n’est pas un élément de torsion et est
donc une base de Ax. Si cette base se compléte en une base B de L, Vect{B\ {x}} est évidemment un
supplémentaire de Ax.

Réciproquement si Ax posséde un suplémentaire M, ce dernier est un sous-A-module de L. Si L est libre
de type fini, il en est de méme de M (cf. I1.4.6;) puisque A est un anneau principal. Si B est une base de M,
B U {x} est clairement une base de L.

i) (¢)=b))
Si x se compleéte en une base de L, il existe une unique application linéaire f : L — Atelleque f(x) = 1
et f(8) = 0Vp € B, oul’onacomplété z: de sorte que BU {x} est une base de L.
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iii) (b)= a))

La forme linéaire f : L — A est alors surjective : en effet pour touta € A,

flaz) = af(x)

En notant K := Ker f, on a une suite exacte courte
0K L1545 0.

Comme A est un A-module libre de type fini, cette suite est scindée (cf. I1.3.9,) i.e. il existe

MorsAL telque f o s = Idy .

On peut méme ici choisir s définie par s(1) := x. D’ou il suit que s(A) = Aux. Il résulte alors du théoréme
1.9.15 que
M=K & Ax.

iv) (e)= a))
On a une suite exacte
0= Az — L—L—L/Az — 0.

Puisque L/Ax est sans torsion il est libre d’apreés le théoréme B.1.2. La suite exacte ci-dessus est donc scindée
en vertu de la proposition I1.3.9. Il existe donc un morphisme

s : L/Ax — Ltelquep o s = Idp ag.,

et d’apres le théoréme 1.9.15,
L = Az @ s(L/Ax) .

v) (@a)=e)

si Ax possede un supplémentaire S, il résulte du théoréme 1.9.15, qu’on a une suite exacte
0> Az — L—L55 50
Sim : L — L/Ax est la surjection canonique,
Kerm = Kerp,
si bien que p se factorise en un morphisme injectif
MorgL/AxS telquep o ™ = p.

Or S est un supplémentaire de Ax donc un sous-A-module de L, donc libre de type fini en vertu du théoréme
I1.4.6. Puisque ¢ est injectif, L/ Ax est isomorphe & un sous-A-module de S qui, en vertu du théoréme loc. cit.
est encore libre de type fini, donc sans torsioN.
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vi) (e)=d))
Soitp : L — L/Ax la surjection canonique. Soient (d,y) € A x L tel que x = dy. Il s’ensuit alors
que
dp(y) = p(dy) = p(z) = 0.
Orxz # 0,doncd # 0. IIs’ensuit, L/Ax étant sans torsion, que p(y) = 0ie y € Ax. Il existe donc
u € Atelquey = uz, d’ou il découle que

y = duy & y(l—du) = 0.

Or
r#0=y #0

et comme L est libre, donc sans torsion,
1—du =0

c¢’est-a-dire que d est inversible.

vii) (d) = e))
Laissé en exercice.

Remarque C.1.2 L’hypothese, libre de type fini faite sur L dans le lemme C.1.1, n’est pas indispensable pour
montrer I’équivalence entre C.1.1.a) et C.1.1.b). Il suffit de supposer que L est sans torsion.

Définition C.1.3 (Vecteur primitif) Si z € L vérifie les assertions équivalentes du lemme C.1.1, on dit que
x est un vecteur primitif du A-module libre de type fini L.

Corollaire C.1.4 Soient L un A-module libre de type fini et de rang r,
Xiyi<i<r unebasede L , a; ,1<i<n € A, premiers entre eux dans leur ensemble,

alors il existe une base de [ dont .

Z a;\; est le premier vecteur .

i=1
Remarque C.1.5 Soit M C L un couple de A-module libres de type fini possédant une base adaptée

()\i a<i<r > d; ,199) ws<r V1 <i<s—1, diyq1|d; . (cf. C.0.1,)
Soit f : L — A un morphisme de A-modules, i.e. une forme linéaire dans ce cas particulier (cf. A.2.13.)
Alors pour tout z € M, ds|f(x). Eneffet,z € M si et seulement si
da; ;i<i<s € A, & = iaidi)\i;
i=1

ce qui entraine que
fl@) = aidif(N) -
i=1
Or, par définition de la base adaptée

(N <i<r > dii<ics ) rs<r V1 <0 < s — 1, diya|d;,
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V1 <i<s, ds|d;
d’otr il résulte que ds|f ().
L’élément d est donc un minorant de ’ensemble £ := {f(z),z € M, f € L*}. C’est méme un plus
petit élément puisque la forme linéaire f définie sur L par

fQg) =1, V1<i<r i # s, f(\) =0,

vérifie f(dsAs) = ds.

L’élément d; € E est en particulier un élément minimal pour la divisibilité. Cela signifie que pour tout
a € E,sialds,alors dgla i.e. ds et a sont associés (a défaut d’étre égaux.) Bien, entendu, qui peut le plus peut
le moins, et €tre un plus petit élément entraine bien évidemment d’étre un élément minimal pour la divisibilité.
En revanche il est techniquement possible de montrer que F possede des éléments minimaux pour la divisibilité,
quand il serait nettement plus délicat de montrer qu’il posseéde un plus petit élément. Finalement I’existence
d’élément minimaux pour la divisibilité, plus facile a atteindre que celle de plus petit élément, sera suffisante
pour la construction que nous avons en vue dans ce paragraphe.

Proposition C.1.6 Soient M C L des A-modules et
E = {f(x),z e M, feL}.
Alors E est un sous-ensemble de A possédant des éléments minimaux pour la divisibilité.

Preuve : Pour tout f € L*, f(M) est un sous-A-module de A, c’est-a-dire un idéal de A. Choisissons un
élément fy € L*. L’idéalTJy := fo(M) est principal et donc engendré par un élément fo(xo), zg € M.

Si fo(xo) n’est pas minimal dans E, il existe { f1}L* etx € M tels que fi(x) divise strictement fo(zo) ;
autrement dit f1(x)|fo(xo) et f1(x) et fo(xo) ne sont pas associés ou encore n’engendrent pas le méme idéal.
Il existe alors x1 € M tel que

jl = fl(M) = Afl(acl) .
Si fo(zo) est minimal on pose 31 := Jy.
On peut ainsi construire, par récurrence, une suite (Jn) ,neN d’idéaux : supposant construits

Tk jo<k<n desidéaux tels que Ty, = Afi(xr), fr € L™, o, € M,

avecJ, C Jk+ 1etJpi1 = Ty sietseulement si fi,(xy) est minimal dans E. Alors si f,,(x,,) est minimal
dans E, on pose
for1r = fon, Tne1r = TpetTppr = Ty

Sinon il existe f,,+1 € L* etz € M, tel que f,,+1(x) divise strictement f,,(x,,) et I’on posera alors

Jnt1 = fn+1(M)-

On constate qu’alors
frn1(@nt1)| faer (@) (@)
ce qui entraine
J, C jnJrl
Pinclusion étant stricte dés que f,+1(x) divise strictement f,,(x.,).
La suite (Jn) ,necN ainsi construite est donc une suite croissante d’idéaux. Alors :
Lemme C.1.6.1 La suite (Jn) ,neN est stationnaire a partir d’un certain rang, c’est-a-dire qu’il existe { € N

tel que pour toutm > {,J3,, = J,.

La maniére dont on a construit (3n) ,nen assure alors que f¢(xy) est minimal dans E.
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Preuve (du lemme C.1.6.1): C’est un cas particulier de la proposition B.1.5 et un résulta qu’on a déja établi
enl.13.5.2.
On peut encore justifier ce résultat en constatant que, la suite (jn) ,neN étant croissante

J = an
n €N

est un idéal. Comme A est principal, il existea € AtelqueJ = Aa. Orilexisten € N,telquea € J,. 1l
en résulte, puisque J,, est un idéal, que J C 7J,, . On a donc

(S

VWWeN ¢ >nJ, C T, CTCITy.

Lemme C.1.7 Soient M C L des A-modules,
E = {f(x),z e M, f e L}
et(f,x) € L* x M tel qued := f(x) est minimal dans E.

i) Pourtoutg € L*,

f(@)lg(z) .

Preuve : L’ensemble
3 = {g(x),g € L*}

est un idéal de A. En effet, pour tout couple (g,h) € L* x L* de formes linéaires sur L, et tout couple
(a,b) € A x A, ag + bh est encore une forme linéaire sur L et

(ag + bh)(z) = ag(z) + bh(x)

ce qui prouve, J étant non vide (f(x) € J,) que J est un idéal de A. Puisque A est principal, il existe un
élément

g(x), (g,z) € L" x M telqueJ = Ag(zx) .
Or si g(z) divise strictement f(x) la minimalité de f(x) est contredite. f(x) et gg(x) sont donc associés i.e.
f(z) est générateur de J.

ii) Pourtouty € M,

f@)f(y) -

Preuve : L’ensemble
J:={fly),y € M},

est un idéal de A qui n’est autre que f(M). On a en fait déja établi dans la preuve de la proposition C.1.6 que
f(z) est un générateur de 3. Cependant si f(y) est un générateur de J, (J est principal,) alors f(y)|f(x). Mais
f(y) ne peut diviser strictement f(x) sans quoi ce dernier ne serait pas minimal dans E.
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iii) Si L est libre de type finiet M # {0}, ilexistey € L tel quex = dy et par conséquent f(y) = 1,y
est un vecteur primitif au sens de C.1.3.

Preuve : Soit )\; ,1<i<, une base de L. Pour tout1 < ¢ < r notons
AL = AN o 8

qu’on pourrait appeler la base dual de \; ,1<;<, moyennant de vérifier que c’est bien une base de L* (ce qui
n’est pas forcément nécessaire pour prouver ce lemme.)
On peut écrire

T
r = E TiNi s Tiyi<i<r € A

i=1
11 vient alors
V1<i<r A(z) =

et par conséquent
ks
= A(@)i
i=1

Or d’apres le point i),
V1<i<r d\(z).

1l existe donc
Yin<i<r € AtelqueVl <i<vr, z; = X (z) = dy; .

En posant
-
y = Z%Ai,
i=1

on a bien évidemmentx = dy .
SiM # {0},d # 0, (il existe au moins une forme linéaire prenant une valeur non nul sur M, I’un des \}
en particulier.) On a alors

d = f(z) = fdy) = df(y)
qui entraine, puisque A est intégre

fly) = 1.

Théoreme C.1.8 (de la base adaptée) Soit M C L un couple de A-modules avec L libre de type fini et de
rangr € N.

1) Il existe une base adaptée
(Nisi<i<r  divi<ics ) ws<r V1 <0 < s — 1, diy1|d;

pourM C L.

2) Les données (s,d; 1<i<s ) sont uniquement (2 association prés) déterminées par les facteurs invariants du
module quotient L /M.
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Preuve : Le point 2) n’est autre que le corollaire I1.11.4.
Nous allons prouver I’existence d’une base adaptée par récurrence sur le rang r de L.
r =0L = M = {0}, et le résultat est établi.
— Soientr € N, Lderangr+1etM C L.SiM = {0}, ] est Ia seule base de M et le résultat est
établi.
Si M # {0}, notons
E = {f(x), fe L,z € M}.

D’apres la proposition C.1.6, E/ posséde un élément minimal

d= flx), fe L',z e M.

Il résulte alors du lemme C.1.7.iii) qu’il existe y € L tel que x = dy et tel que y soit un vecteur
primitif (cf. C.1.3.)
Remarquons alors que f : L — A est surjective et qu’en notant K := Ker f son noyau, on dispose

d’une suite exacte courte :

0= K — L—1— A = 0.(cf Cl.Lii).)

On dispose méme d’une section
c:A—L,aw~ ay.

Il en résulte que :
L =Ay & K. C.1.8.1

Le lemme qui suit permet de terminer la preuve :

Lemme C.1.8.2
M= Az & (MNK).

Or on sait, puisque y est un vecteur primitif, que K est un A-module libre de rang r. En posant N :=
M N K, on peut faire I’hypothése de récurrence que N C K posséde une base adaptée

(Kisi<ic<r ,di<i<s ) ss<r » V1 <0< s—1, diga]d; .

Alors (k; y1<i<r ,y) est une base de L. En posant :

V1 < ) < S, )\i = K;
)\s+1 =Y
ds+1 = d

Vs+2<i<r+1, i = Ki_1r

on a construit une base adaptée pour M C L moyennant de montrer que :

Lemme C.1.8.3
d = ds+1|ds;
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Preuve (du lemme C.1.8.2): Montrons d’abor que
cof : M — Ax

est un projecteur (surjectif®.) En effet on a bien (o o f)? = o o f. Par ailleurs il découle du lemme C.1.7.ii)

que,
Vze M, f(z) = d|f(z)

d’ou il découle que
o[f(z)] € Ady = Ax.

Comme par ailleursz € M eto[f(x)] = X, on en déduit que
o[f(M)] = Ac.
Le lemme 1.9.8 permet de conclure.
Preuve (du lemme C.1.8.3): Notonse := ds+; N ds unPgedded = dsi etds. Il existe donc un couple
de coefficients de BEZOUT (u,v) € A x A tel que
dst1u + dsv = e, e|dete|ds .

Par construction
ds>\5 € M et ds+1>\5+1 e M

d’oll
dst1ulst1 + dsvds € Met AJ +A; € L™,
Or:
(N1 F A (dsr1uds i1 +dsv)s) = Ajpq(dsy1udsir + dsvds) + AS(dsp1udst1 + dsvs)
= d5+1u>\:+1()\5+1) +dsvAs(As)
= d5+1u + dsv
= e.

Il en résulte que e € E. Par minimalité de d, e|d entraine d|e, et comme e|d;, il vient finalement

d|d, .

Remarque C.1.9 Le cas ot rg(L) = 1 dans le théoréme C.1.8 ci-dessus était déja traité dans le lemme
II.4.1. On n’en a cependant pas besoin pour 1’argument de récurrence. On constatera d’ailleurs que la preuve du
théoréme C.1.8 consiste a affiner celle du théoréme 11.4.6.

6. C’est le genre d’argument qu’on a déja donné dans la preuve de la proposition 1.9.9 par exemple.
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C.2 . —Une autre preuve du théoréme de la base adaptée C.1.8

Etant donné un A-module @ de type fini et de torsion on peut montrer (cf. B.7.4q)u’il existe des A-modules
libres de type fini tels qu’on ait une suite exacte

0O M — L —Q —0
ol () apparait comme le quotient L /M. La proposition II.11.3 assure alors que si I’on connait une base adaptée
(Nisi<i<r  divi<ic<s ) ws<r V1 <0 < s =1, diyq|d;

de M C L,les d;,1<i<s sont des générateurs des facteurs invariants de ). Le théoréme C.1.8 donne donc une
preuve alternative de I’énoncé d’existence B.6.13.1) par un procédé différent.

On peut donc l1égitimement se demander si I’on ne peut pas a I’inverse établir I’existence d’une base adaptée
pour un couple M C L avec L libre de type fini, connaissant le théoréme de structure des A-modules de type
fini et de torsion B.6.13. C’est ce que nous allons montrer dans ce paragraphe, a titre de curiosité certes, parce
qu’il n’est pas totalement indispensable de disposer de plusieurs preuves d’un méme résultat. D’autant que le
paragraphe II.11 peut tout & fait lui-méme donner une preuve algorithmique du théoreme C.1.8.

Notation C.2.1 Dans la suite L est un A-module libre de type fini (cf. I1.3.2,) et M un sous-A-module de L.

Onnote ) := L/M, le quotient de L par M si bien qu’on a une suite exacte courte :
0 M—"sL-230 =0 C2.1.1
(oui := Idppretqg : L — L/M est la surjection canonique.)
Notons

r = rg(L) € N.

Lemme C.2.2 Si Q = A/d est cyclique, il existe une base \; ,1<i<, de L telle que q(\1) est un élément
inversible de I’anneau A/d.

Preuve : Puisque ¢ : L — Q@ est surjectif, il existe § € L tel que q(§) = 14/4. Dans une base p; ,1<i<r

de L, & s’écrit
r
£ = Zzim .
i=1
Soient a un Pged des x;,
.
Yi<i<r telqueVl <i<vr, z; = ay;etn = Zyi,ui .

i=1

Il s’ensuit que ¢ = amn, ce qui entraine

la/d = q(§) = aq(n) . C.2.2.1

Les coordonnées de 1) dans la base j1; ,1<;<, sont premiére entre elles dans leur ensemble ce qui entraine (cf.
C.1.4,) que n peut étre complété en une base

()\1 = 7],)\2,...,)\7«) de L.

L’égalité C.2.2.1 assure bien que (A1) est inversible dans A/d.
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Lemme C.2.3 Le A-module ) = A/d étant toujours cyclique et la base \; ,1<;<, étant construite comme

dans le lemme C.2.2 :

i)
V2<i<r da; € A, Wi = ANi—a\ € M.

Preuve : Puisque q(\1) est inversible dans A/d,
V2<i<wr Ja; € A, q(N) = aig(\)

11 s’ensuit que
V2<i<r, q()\i—ai)\l) =0 \—a\ € M.

ii) En posant (i1 = A1, [4; ,1<i<, €st une base de L.
Il existe donc une base [1; ,1<i<, de L, telle que q(j11) est inversible dans A/d et

V2<i<r p € M.

Preuve : La famille yi; ,1<i<, est libre : Soit b; ,1<i<r € A,

=1
= (bl — Z biai))\l + Z bz>\z = 0.
1=2 1=2

Puisque )\; ,1<i<, est une famille libre, on en déduit que

V2<i<r, b = Oet(by—ay b)) = VI<i<r b =0.

=2

La famille p; ,1<;<, est manifestement génératrice de L.

Lemme C.2.4 SiQ = A/d est cyclique, la base 1; ,1<;<, construite au lemme C.2.3 est adaptée (cf. C.0.1,)

pourM C L.

Preuve : Pourtout( € M, on écrit

r
i=1

0 = q(
= Z:Eiq(ui)

= @iq(m) .
Or q(p1) est inversible dans I’anneau A/d, si bien que

x1q(p1) = 0 = d|xy .

1l en résulte que (dp, fi2, - - -, fir) est une base de M ce qui prouve que pi; ,1<;<, est adaptéea M C L.
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Proposition C.2.5 On suppose que le module @ = L/M dans la suite exacte C.2.1.1 est de torsion. Comme
L est de type fini, () est également de type fini et I’'on a :

Q = A/d1 X ... X A/d5+1

ol les d; ,1<i<s+1 sont des générateurs des facteurs invariants donnés par le théoréme B.6.13.
Ecrivons une suite exacte :

0 R—25Q—15A4/d - 0 C.2.5.1
ol I’on a naturellement
s+1
R = [[A/d. C252
i=2

i) Soit P := ¢ '[j(R)]. Larestriction
p:=gqp: P — RdeqaP

est un morphisme surjectif de noyau M. On obtient un diagramme a lignes et colonnes exactes :

0 0 0
Lo |
IM P
O— M —— P —— R — 0
Id]\ll 4 IdL\PJ/ lj
0o M — L —5 Q =0 I
OJ( ul lt
0 — AJd = A/d —0
{ {
0 0

Preuve : Le corrollaire 1.8.16 assure que la suite horizontale du haut est exacte. Lisomorphisme en bas a droite
entre les quotients est donné par le corollaire 1.8.15.

ii) Il existe une décomposition
L=H®D,P=H®e®&dD.

Preuve : On I’obtient en appliquant le lemme C.2.4 a la suite verticale du centre dans le diagramme 1).1.

iii) Sion pose
K :=MnNHalorsM = K & diD.
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Preuve: Onady(Q = 0. Notons ¢ une base de D. Alors

q(d10) = diq(d) = 0

c’est-a-dire que
di6 € Kerq = M .

Pour tout§ € M, puisque £ € P, il existe un unique couple (¢,n) € diD x H telque§ = ¢ + .
Or

n=&-yY=neM
si bien que
ne K=HnNM.

iv) On a une suite exacte :
0K — H — R —0. 1

Preuve : Les décompositions

P =H & diD (ct.ii),)
et

M = K & diD (cf. iii) ,)

ainsi que la suite horizontale du haut dans le diagramme i).1, donnent un diagramme a lignes et colonnes
exactes dans lequel les deux colonnes de gauche sont scindées :

0 0
{ {
0> K — H —5 § =0
Idm - Idp |y l l w
0— M M p 25 RS0
{ { {
0— dlD = DlD — 0
{ {
0 0

Puisque K C M = Kerp, p se factorise a travers S := H/K, ce qui donne le morphismew : S — R
vérifiantw o v = p. Cette derniére condition, entrainant, puisque p est surjectif, que w I’est aussi. Puisque
le morphisme sur la ligne du bas du diagramme ci-dessus est un isomorphisme, le lemme du serpent assurerait
automatiquement que w est injectif. Cependant on peut le montrer « a la main » : En effet, pour tout{ € S, il
existe) € H telqueé = v(y) . Alorsw(§) = 0, équivaut a

wlv(@)] =0
qui équivaut encore a p(v)) = 0. Il s’ensuit que
Y € Kerp = M.

Ory € H,doi
v eK=MNH

248



L3/S6 M305, Algebre II, C.2.6 Université Paris Sud, 2019-2020

On en déduit que

ce qui donne la suite exacte demandée.

v) Lecouple M C L possede une base adaptée (cf. C.0.1.)
Preuve : On raisonne par récurrence sur le nombnre de facteurs invariants du quotient Q = L/M.
Dans le cas ou () n’a qu’un facteur invariant, i.e. est cyclique le résulta est Ie lemme C.2.4.
Si on suppose L de rang r + 1, puisque L/P = A/d (cf. i).1,) il découle de la proposition IL.7.9 et méme
du lemme I1.7.7 que rg(P) = rg(L) = r + 1. Il découle alors de la décomposition ii)
P=H®dD

querg(H) = r.

Pour s € N, si Q a s + 1, facteurs invariants, le A-module R défini en C.2.5.2 a s facteurs invariants.
L’hypothése de récurrence appliquée a la suite exacte construite en iv).1 permet de construire une base \i2r + 1
de H tels que (daAz, . . .,dst1As+1) soit une base de K.

Soit alors A\1 une base de D, la décomposition

L =D & H (cf ii),)

assure que \; ,1<i<r+1 est une base de L.
Enfin la décomposition
M = did & K (cf. iii),)
assure que
(did1,da)a, ... ds1 st
est une base de M.

Proposition C.2.6 Dans le cas général i.e. ou () est quelconque (de type fini bien siir) mais pas nécessairement
de torsion, on a une décomposition de () en partie libre et partie de torsion donnée par le théoreme B.1.4 :

0 = Tor(Q) —2—Q —5— £(Q) — 0 C.2.6.1

(ot Tor(Q) est de torsion et L(Q) est libre.)
On note enfin :

P = ¢ '[j(Tor(Q))], p := qp : P — Tor(Q). C.2.6.2

i) On a alors le diagramme a lignes et colonnes exactes suivant :

0 0 0
b, , !
0O0—- M —— P —— Tor(Q) — 0
Ile _ IdL\Pl lj
0o M ——s L —5 Q — 0 1
b |
0 — L(Q) = L£L@Q) —0
1 3
0 0
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Preuve : Le corrollaire 1.8.16 assure que la suite horizontale du haut est exacte. Lisomorphisme en bas a droite
entre les quotients est donné par le corollaire 1.8.15.

ii) Lecouple M C L aune base adaptée (cf. C.0.1.)

Preuve : La suite exacte verticale centrale dans le diagramme i).1 est scindée puisque le dernier terme L£(Q)
est libre de type fini. On peut donc écrire

L=PaLQ).

Or dans la suite exacte horizontale du diagramme i).1, le quotient P/M = Tor(Q) est de torsion, ce qui
permet d’appliquer le résultat C.2.5.v) qui donne une base adaptée pour le couple M C P. Elle ce compleéte
(en prenant une base arbitraire de L£(Q)) en une base adaptée pour M C L.

250



L3/S6 M305, Algebre II, iv) Université Paris Sud, 2019-2020

D . —Rappels sur les formes linéaires alternées et les déterminants

Ce paragraphe a essentiellement pour but de rappler certaines notations et convention concernant les déter-
minants permettant d’en user librement dans le paragraphe IV.6 consacré a I’étude du polyndme caractéristique
d’un endomorphisme. La plupart des résultats rappelés ici est certainement connue du lecteur, aussi les preuves
ont-elles été omises. Dans toute cette section, F est un K-espace vectoriel de dimension finie d € N* ou

K est un corps de caractéristique différente de 2. On note S, le groupe des permutations sur I’ensemble
[1;d] C N.

Définition D.1 (Forme d-linéaire alternée) On appelle forme d-linéaire alternée sur E une application

f:E':=Ex..xE = K,

telle que pour tout d-uplet (v1, ..., vq) d’éléments de E, tout entier 1 < i < d, tout élément v} . 5 et tout
couple (A, V) € Kx K,
flor, oo + XN va) = Af(vy ey 0iy.0,04) + N f(vr,.o, 000 04) 5 D.1.1

et pour toute permutation s € Sy,

fusy, -5 vs@) = o(s)f(v1,...,va) s D.12

(ol o(s) désigne la signature de la permutation s.)
On notera A% E 1’ensemble des formes d-linéaires alternées sur E.

Remarque D.2 Sid = 1, on remarque immédiatement que
A'E = E*.
On supposera, dans toute la suite de ce paragraphe (D), que d > 2.

Lemme D.3 Soit f € AYE, et (v1,...,vq) un d-uplet d’éléments de E tel qu’il existe 1 < i < j < d tels
quev; = v;. Alors
flvr,...,uq) = 0.

Proposition D.4 L’ensemble A? E est un K-espace vectoriel et

dimg AE = 1. D.4.1

Proposition D.5 Etant donnés deux K-espaces vectoriels E et F' de méme dimension d, on note
A? : Homg(E,F) — Homg(AF, A% E)
I’application définie par u > A% (u) ot

Ve AYF Y(v1,...,vq) € B4 [(AY () ()]0, ... v4) == f(u(vr),... u(vq)), D.5.1

ii) Cette application vérifie pour E, F, G des K-espaces vectoriels de méme dimension d et
u:FE — F,v: F — G des morphismes :

At (wou) = A% (u) o A% (v).
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iii) Avec les notations précédentes, si v est I'inverse de u, alors A% (u) est inversible et
Al (v) = A4 (u) 7L,
iv) Pour tout morphisme v : E — F, A% (u) est un morphisme (application linéaire) de A% F' dans A% E.

Remarque D.6 On pourrait simplement noter A¢ (1) = f o si cette notation n’était abusive pour d # 1, et
si cela ne pouvait conduire a des confusions. Cette notation peut cependant aider 2 comprendre le comportement
de A% (u) vis-a-vis de la composition et de I’inverse notamment, trés analogue a celui de u* .

En revanche, il faut bien prendre garde au fait que en général A% (u +v) # A% (u) + A% (v)!

Définition D.7 (Déterminant d’un endomorphisme) Pour tout
u : E — FavecdimF = dimF = d,
on appelle déterminant de u I’ application
Al(w) : A'F - AE.

PropositionD.8 i) Siu : E — E estun endomorphisme alors A? (u) est un endomorphisme de A% E qui
est de dimension 1. L’application A? (u) est donc une homothétie uniquement caractérisée par son rapport
k € K. Le scalaire k est aussi appelé déterminant de u et noté det(u).

i) Siwu et v sont des endomorphismes de I la proposition D.5.ii) a pour conséquence que
det(vou) = det(u)det(v) = det(uow).

De méme, la proposition D.5.iii) a pour conséquence que, si u est un automorphisme de F (i.e. un endomor-
phisme inversible,)
det(u™!) = (det(u))™'.

Il s’ensuit que la restriction de I’application det(-) au groupe linéaire GL (F) définit un morphisme a valeurs
dans le groupe (K*, x).

Remarque D.9 Attention : II faut bien noter que le déterminant d’'un endomorphisme u de E est indépendant
du choix de toute base sur E.

Définition D.10 (Déterminant d’un systeme de vecteurs) Une base

(e1,...,eq) de E étant fixée,
a tout d-uplet (v, . .., vq) de vecteurs de E, on peut associer un unique endomorphisme v de E défini par :
u(e;)) == vi,i<i<d-
On appellera déterminant du systéme de vecteurs (v1, . ..,vq) dans la base (ey, . .., eq) et on notera

dete, ... e, (v1,...,vq) = det(u)

le déterminant de u au sens de la définition D.7.

Remarque D.11 i) Il s’ensuit immédiatement que pour tout endomorphisme « de E,

det(u) = det(ehm,ed)(u(el), oouleq)) .

252



L3/S6 M305, Algebre II, D.15.1 Université Paris Sud, 2019-2020

ii) L’identité D.5.ii) a pour conséquence que, si
(e1,...,¢eq) et (e],...,e}) sont deux bases de F,

et (v1,...,vq) un systéme de vecteurs quelconque,

/

det(e, ey (V1s.. . 0q) = detie, (€], ... eq) - det(eg,...,e;)(?}h ce )

Remarque D.12 (Attention :) Le déterminant d’un systéme de vecteurs, en revanche, n’a de sens que
par rapport a une base donnée.

Lemme D.13 Pour tout d-uplet
d’éléments de E et tout d-uplet

d’éléments de E*, on pose

6(z,y) = Z o(s) ]___[ (@s(i), Yi) D.13.1
s €Sy i€ [1d]
(ouV(z,y) € E X E*, (z,y) = y(x).)
Alors pour tout (x, y) comme ci-dessus, ¢ vérifie les propriétés suivantes :
ii)
§(z,y) = Z o(s) H (T, Ys(i)) -
s € Sq i € [1;d]
iii) Poury fixé, §(-,y) est une forme d-linéaire alternée sur E.
iv) Pour z fixé, §(x, ) est une forme d-linéaire alternée sur E*.
v) Pour tout endomorphisme u de E,
S(u(x),y) = det(w)d(z,y) uu(z) = (u(x1),...,u(zq)).)
vi) Pour tout endomorphisme v de E*,
d(x,v(y)) = det(v)d(z,y) (ouv(y) = (v(y1),...,v(ya)) -)
vii) Pour tout endomorphisme u de E (resp. v de E*,)
o(u(x),y) = d(x,u”(y)) resp. (z,v(y)) = 6(v*(z),y).)

viii) Six est une base de E ety sa base duale 6(z,y) = 1.

ix) Six (resp.y) est un systéme Iié,
6(z,y) = 0.
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x) Sixz := (x1,...,24) est und-uplet de vecteurs de E etb := (by,...,bq) une base de E,
dety(z) = 6(x,b%),

(o1 b* est la base duale deb.)

Corollaire D.14 Etant donnée une base b de E et I’application qui 4 tout systéme d-uplet d’éléments de E, v
associe dety,(v) est une forme d-linéaire alternée sur E.

Corollaire D.15 Etant donné un endomorphisme u de E,
det(u) = det(u"), D.15.1
(ou u* désigne le dual de u ,) pour toute base B de E, si

M = (mij)1<i<d

est la matrice de u dans la base B :

det(M) = det(u) = Y a(s) J[ Misw = det(* M) D.15.2
s €84 i € [1;d]

Corollaire D.16 i) Un endomorphisme u de E est inversible si et seulement si det(u) # 0.

ii) Etant donnée une base (e1,...,eq) de E, un systéme (v1,...,vq) de vecteurs de E est une base si et
seulement si

det(elvn-,ed)(vlv SRR Ud) ?é 0.

Proposition D.17 Supposons donnée sur E une forme bilinéaire non dégénérée ¢. Alors tout endomorphisme
u de E ¢-orthogonal vérifie

det(u)® = 1.
D.18 . —Exercices

Exercice D.18.1 [Déterminants par blocs]
Pour tout n € N* onnote [,, € M, (K) la matrice identité. Dans la suite p et ¢ sont dans N*.

1) Soient
A e My(K)et B € My(K).

a) Calculer en fonction de det(A) et det(B)
A 0 I, 0
det((o Iq))et det((0 B)) .

b) En déduire det( ) en fonction de det(A) et det(B).

A
0 B
Indication : Utiliser la multiplicativité du déterminant.
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2) Soient
A e MyK), B e M(K)etC € M, 4K).

a) Calculer det( (61 IC) ) en fonction de det(A).
q

b) Pour
A C
M = (0 B> € Myiq(K),

calculer det(M) en fonction de det(A) et det(B).
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L3/S6 M305 Algebre 11
TDn°1

Groupes abéliens

Exercice A : (Torsion dans un groupe abélien)
Soit A un groupe abélien noté additivement. Pour tout entier n» > 1, on note

Aln] == {x € A; nz = 0} et Tor(4) := UA[n]

1) Montrer que les
Aln] ,n e n et Tor(A)

sont des sous-groupes de A.
2) Soitf : A — B unhomomorphisme de groupes. Montrer que pour tout . > 1,
f(A[n]) C BIn] puis que f(Tor(A)) C f(Tor(B))
avec égalité si f est un isomorphisme.

3) Sipetq sont des entiers premiers entre eux, montrer que tout élément de A[pq] s’écrit de maniére unique comme somme
d’un élément de A[p] et d’un élément de A[Q)] ; autrement dit que

Alpg] = Alp] @ Alg]-
4) Montrer que A/Tor(A) est sans torsion i.e.

V(n,z) e Nx A/Tor(A), n-z = 0 < n = 0ouzxz = 0.

On suppose désormais que A est fini, on note n le cardinal de Aetn = p{'p5* - - - po~ la décomposition de n en facteurs
irréductibles (donc ¢; > 1 pour touti =1,--- 7).

5) Pour tout entier m € N, si v,(m) dénote la valuation p-adique de m, alors

Alm] = PA[p™™].
plm
Si p est un nombre premier, on note A[p>°] le sous-ensemble de A des éléments dont ’ordre est une puissance de p.

Ap™] = {a € A;3s € N, | [<a>a| = p°} .

6) Montrer que A[p>°] est un sous-groupe de A.
7) Montrer que A[p™] # {0} si et seulement si p est I'un des p;.
8) Plus généralement, montrer que A[p°] est I'unique p-Sylow de A. En déduire le cardinal de A[p°°].
Soit
7 @PAPp>*] — A
P

(@p)p > 2y

9) a) Soit (z,), € Ker 7 et soit ¢ un nombre premier. Montrer qu’il existe k& € N tel que z, € A[q"] et k¥’ premier a
gtelque z, € A[K'].

b) En déduire que 7 est injective.



10) Montrer que 7 est surjective et en déduire que

A= E_I?A[pé’o]

Exercice B: Soient A et B deux groupes abéliens et Hom (A, B) ’ensemble des morphismes de A dans B.

1) Vérifier rapidement que Hom (A, B) a une structure de groupe abélien.

2) Montrer que
Hom(Z/mZ,A) =2 Alm]| := {a € A; ma =0}

(on donnera explicitement un isomorphisme.)

3) Montrer que
Hom(Z/pZ,Z/qZ) = Z/dZ oud = (pAq).

4) Montrer que Hom(Z/mZ,Z) = 0.

5) Montrer que Hom(Z, Z/mZ) est isomorphe a Z/mZ.

6) Si
k ¢
A = H Az et B = H Bj
i=1 j=1
¢ ¢ k
sont des groupes abéliens, montrer que Hom (A4, H Bj) estisomorphe & H Hom (A, B;) etque Hom(H A;, B) estisomorphe
j=1 j=1 i=1
k
a H Hom(A;, B).

i=1
Indication : On pourra se borner a le montrer pour deux facteurs.

Exercice C : 1) Comment I’exercice B permet-il de retrouver le résultat de 1’exercice A, question 3) ?

2) De quel énoncé connu peut-on rapprocher ce dernier résultat ?
Exercice D : Soient .
0> N——M-—L3Q >0

une suite exacte courte de groupes abéliens, i un groupe abélienet f : R — () un morphisme de groupes.

On note
r: RxM — R, (z,y) = zetq: RxM — M, (z,y) — y.

Enfin on note
P = {(z,y) € RxM; f[r(z,y)] = pla(z,y)]} -
1) R x M étant muni de sa structure produit, montrer que P en est un sous-groupe.

2) Montrer que, si f est injectif,
Q‘p P - M

induit un isomorphisme
P = p7l[f(R)].

3) Montrer que r|p est un morphisme surjectif de noyau isomorphe a IV et qu’on a donc une suite exacte

0—>N—>PT‘—P>R—>O.
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Anneaux idéaux

Exercice A : (Rappels et compléments sur les idéaux)
Soient A et B deux anneaux commutatifset f : A — B un morphisme d’anneaux.

1) On suppose que f est surjectif.
a) Montrer que si J C A est un idéal de A alors f(J) est un idéal de B.
b) Montrer que si J est un idéal de A contenantKer f alors
F7Hf@) =7,

¢) Endéduire que I’application J — f(J) réalise une bijection croissante entre 1’ensemble des idéaux de A contenant Ker f
et I’ensemble des idéaux de B.

2) On ne suppose plus que f est surjectif.
a) SiJ C Aestunidéal de A, le sous-ensemble f(J) C B est-il toujours un idéal de B ?
b) SoitJ un idéal de B. Montrer que f~*(J) C A est unidéal de A et que A/f~*(J) s’identifie 2 un sous-anneau de B/J.
¢) En déduire que si J est un idéal premier de B, alors f~1(J) est un idéal premier de A.
d) SiJ C B estunidéal maximal de B, le sous-ensemble f~! (J) C A est-il nécessairement un idéal maximal de A ?

Exercice B : (Autour du théoréme chinois)
Soit A un anneau commutatif. Si J,J C A sont des idéaux de A, on pose :

J+3 ={a+bla € Jetb € J} etTJ := {arbi +---+arbp|a;, € Tetd; € J} .

1) Montrer que si J, J sont des idéaux de A alors J + J, JJ et J N J sont des idéaux de A.
2) Soient J, J des idéaux de A.

a) Montrerque JJ C IJNJ

b) Onsupposeque J+J = A. Montrerque JJ = TN J.

¢) Donner un contre-exemple a cette égalité si J + J # A. (On pourra choisir A = 7).

d) Soient £ et £ des idéaux tels que

JCR,JCL, ANL CINJetR+-L C T+J.

Montrer qu’alors

3) Soient J et J des idéaux de A. On note
Py A — A/Jetp3 A — A/ﬁ
les surjections canoniques et
q:A— A/TXA/J,z — (pg(z),pg(z)) .
a) Vérifier que ¢ est un morphisme d’anneaux ; montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux

i A/(INJ) = A/Tx A/Jtelquei o pyny = ¢

et que ¢ est injectif.



b) Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux
g3+ A/J — A/(3+3)telque gy o py = pyyg (resp.qy + A/J — A/(T+3J)telque gy o py = p343)

et que ¢y et gy sont surjectifs.
Soit
p: A/IxXA/F = A/O+3), (@.8) = g3(a) —g3(B) -

¢) Montrer que p est un morphisme surjectif de A-modules.
d) Comparer Kerp et Im et conclure.
e) Que devient la conclusionde d) si J+J = A ? Montrer qu’on a alors un isomorphisme
AJIF =2 A/Tx A/J.
4) Reformuler les résultats des questions précédentes dans le cas out A est un anneau principal.

5) Soient K un corps et P € K[X]. On écrit la décomposition de P en facteurs premiers dans K[X], P = P;*'--- P/*
avec e; > 1 pouri < £. Montrer que

KIX]/(P) = KX]/(P") x --- x K[X]/(P;*) -

Exercice C : (L’anneau Z[j] des entiers d’EISENSTEIN)
On note
c:C —>C,a+ibw— a—ib
la conjugaison complexe. On note
24T
j=e3d3 €C
qui vérifie

2 =1,14+7+35% = 0eto(j) = j°.

1) Montrer que si le polyndme 1 + X + X2 € Q[X] a une racine dans Q celle-ci est entiere et en déduire que j n’est pas
rationnel.
2) On note Z[j] le sous-anneau de C défini par
Z[j] == {a+bj, (a,b) € Zx L}

muni des lois d’addition et de multiplication induites par celles de C.

Montrer que Z[j] est un Z-module (groupe abélien) libre de rang 2 et en donner une base.

3) Soit
N:C—o>R,zm z-0(2).

Montrer que N se restreint en une application encore notée N : Z[j] — N vérifiant
Va € Z[j]\ {0}, N(a) > TetV(a,f) € Z[j] x Z[j], N(aB) = N(a)N(B) .

4) Déterminer le groupe U := Z[j]* des éléments inversibles de Z[j].
On admettra dans la suite que, pour tout z € Cil existe « € Z[j] telque N(z —a) < 1.

5) Montrer que I’anneau Z[j] est principal.

6) Soitp := 1—j € Z[jl.
Montrer que p est irréductible dans Z[j] et divise 3.
Indication : on pourra calculer N (p).

7) Onnote x := Z[j]/(Z[j]p).
Que peut-on dire de I’anneau « 7 Montrer que la composée du morphisme

Z — 7Z[j], a — a+ 0j etde la surjection canonique Z[j] — Z[j]/(Z[j]p)

se factorise en un isomorphisme
Fs := Z/3Z = k.

8) Pourtouta € Z[j], on notera désormais v(«) sa valuation p-adique i.e. le plus grand entier naturel k tel que p*|.
Rappeler rapidement pourquoi

Y(a, B) € Z[j] x Z[j], v(aB) = v(a) + v(B) et v(a+ B) > min(v(x),v(B)) .
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Groupes abéliens libres, groupes abéliens de torsion

Exercice A : (Partie libre/génératrice)
Soit M un groupe abélien (ou un A-module pour A un anneau principal) de type fini.

1) a) Une partie libre maximale de M est-elle génératrice ?
b) Une partie génératrice minimale de M est-elle une base ?

2) Unendomorphisme f : M — M,
a) injectif est-il toujours surjectif ?

b) surjectif est-il toujours injectif ?

Exercice B : (Rang d’un groupe abélien libre de type fini)
Soientr € N* ets € N* des entiers

A =2 7" et B =& Z° des groupes abéliens libres de type fini;

On suppose donné un isomorphisme ¢ : A = B dont on pourra noter v : B = A I’isomorphisme réciproque.
Soit enfin p € P un nombre premier et

F, = (Z/pZ,+, %) le corps a p éléments.

1) Montrer que
A" = {px,x € A} (resp. B’ := {pz, xz € B})

est un sous-groupe de A (resp. B.)

2) Montrer que
A" := AJA’ (resp. B” := B/B') estun F,-espace vectoriel

isomorphe a F,," (resp. F),* .)

3) ennotant
w4 A — A" (resp.mp : B — B”)lasurjection canonique ,

montrer qu’il existe un unique ¢” : A” — B’ etun unique ¢ : B” — A” morphismes de F,-espaces vectoriels (i.e. ap-
plications [F,-linéaires) rendant les carrés suivants commutatifs :

A s B B Y o4

R
d)” w//

A" —— B B —— A"
4) Montrer que ¢” et )" sont des isomorphismes inverses I’'un de I’autre et en déduire que r = s.
Exercice C: (Groupes abéliens libres et Q-espaces vectoriels)
1) Soit f : Z™ — Z" un morphisme de groupes.
a) Montrer que Ker f et Z™ /Ker f sont des groupes abéliens libres.

b) Soit fig : Q" — Q™ I'application Q-linéaire dont la restriction a Z" est f. Montrer que rg(Ker f) = dimg Ker (f|g)
et que rg(Z" /Ker f) = dimg Im (fiq).



¢) Montrer que Ker f admet un supplémentaire dans Z".

2) Soit
G = {J; c Z4; r+2y+3z = 0et 2y + 5t = 0} .

Montrer que G est un groupe abélien libre de rang 2. Déterminer une base de G ainsi qu’un supplémentaire de G dans Z*.

3) Soit
H:={z € Z’;2x+y+52 = Oet 4z +3y = 0} .

Montrer que H est un groupe abélien libre de rang 1. Déterminer une base de H ainsi qu’un supplémentaire de H dans Z3.
Exercice D : (Groupes abéliens de type fini et de torsion)

1) Rappeler pourquoi un groupe abélien fini est de type fini et de torsion.
Soit G un groupe abélien de type fini et de torsion. Soit S := {s1,..., s,} une partie génératrice de G.

2) Rappeler pourquoi, pour tout 1 < ¢ < rs; est d’ordre fini d;.
3) Montrer que le morphisme

T
7" - G, (n,...n.) — g Nn;S;
i=1

induit un morphisme surjectif

ﬁZ/diZ - G.

i=1

4) En déduire que G est fini.

Exercice E : (Groupes abéliens de type fini)
Soit A un groupe abélien.

1) Prouver que, si A est de type fini, tout quotient de A est encore un groupe abélien de type fini.
2) Prouver que, si A est de type fini, tout sous-groupe de A est encore un groupe abélien de type fini.
3) Etant donnée une suite exacte courte

0 —-B —A—C—=0

ou B et C sont des groupes abéliens de type fini, montrer qu’il en est de méme de A.

Exercice F : Dans le cours, la proposition suivante a été démontrée.

Proposition F.1 Soit G un groupe commutatif fini de type fini et H un sous-groupe de G. Alors H est de type fini.

L’objectif de cet exercice est de faire remarquer que la généralisation de cette proposition aux groupes non-commuta-
tifs n’est pas vraie. Pour cela, on introduit la notion suivante.
Définition F.2 Un groupe G (non-nécessairement commutatif) est de type fini s’il admet une partie génératrice de cardinal fini;

c’est-a-dire s’il existe une famille (g;);c; de cardinal fini telle que G = < g;|i € T >¢.

Soit G(Z) le groupe des bijections de Z dans Z. Soit S.(Z) le sous-groupe de G(Z) des bijections de support fini;
c’est-a-dire I’ensemble des bijections f telles qu’il existe N € N tel que f(z) = zsiz ¢ [-N,N|. Si f € G.(Z), on
appelle support de f le plus petit entier N vérifiant la propriété ci-dessus.

1) En considérant le plus grand des supports d’une famille de cardinal fini d’éléments de &.(Z), montrer que S.(Z) n’est
pas de type fini.
Soit G le sous-groupe de S(Z) engendré par G.(Z) et par le décalage d : n — n + 1.

2) Pourtout N € N, montrer que I’ensemble des bijections de support [—N, N| est engendré par les permutations de la
forme (n,n + 1) pour —-N < n < N —1.

3) Montrer que pour toutn € N, (n,n + 1) appartienta <d, (0,1) >¢.

4) En déduire que G est de type fini mais que son sous-groupe S.(Z) n’est pas de type fini.
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Facteurs invariants et bases adaptées

Exercice A : (Décomposition canonique des p-groupes abéliens)
Soit p un nombre premier, et G un p-groupe abélien de cardinal p* k£ € N*.

1) Rappeler pourquoiil existe r € Netay ,1<xp<r tels que

G = Z/p™ x ... x Z/p" etV1<k<r-—1, agt1 < a.
On dira que G admet une « décomposition canonique » (7, ax ,1<k<r )-

On notera
p:G—=G,rw— px

la multiplication par p dans G. On suppose désormais que GG a deux décompositions canoniques
(ryak 1<k<r ) €t (8, bk 1<k<s ) , (r n’étant pas nécessairement égal a s .)

Soient

u = #({i € [Lir];a; = 1})etv = #({i € [L;8]; b; = 1}).
2) Montrer que #(Imp) < #(G).

3) Ecrire des décompositions canoniques de Im p données par (7, ax ,1<k<r ) €t (s, b ;1<r<s )-

4) Montrer que

AR [ U S ] (L

1<4i< ra;>1 1<i<wb;i>1

5) Montrer finalement par récurrence sur #(G) qu’un p-groupe abélien G posseéde une unique décomposition canonique.

Exercice B : (Décomposition canonique pour un groupe abélien fini quelconque)
Soit G un groupe abélien fini.

1) Rappeler pourquoi il existe

r € Netngi<k<r telsque G = Z/ny X ... xZ/n, , V1 <k <r—1, nglng
On dit alors qu’on a une décomposition canonique de G : (7, nj ,1<k<r )-

Dans la suite, on suppose donnée une décomposition canonique (r, 1y ,1<x<, ) pour G.

2) Soit p un nombre premier tel que p|n; (vp(n1) > 0.) Montrer que I’entier 7 peut &tre caractérisé en terme de la décom-
position canonique du p-groupe G[p>°] et utiliser les résultats de I’exercice A pour montrer que 7 ainsi que les v, (ng) ;1 < & < »
sont uniquement déterminés par G.

3) En déduire I’unicité d’une décomposition canonique pour un groupe abélien G fini quelconque.

Exercice C : (Structure des groupes finis(cf. TD n° VII, exercice C.))
1) Parmi les groupes suivants, lesquels sont isomorphes (vous devez justifier votre réponse) :

G1 =7/AZ x 7,/257

Gy =7/57 x 727 x 7./ 27 x T./5Z.
G =7/57 x TJAZ x 7./57.

Gy =(Z/257)% x Z/5Z

Lesquels sont cycliques ?



2) Combien y a-t-il de classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal 1400 et possédant au moins un sous-groupe
non cyclique d’ordre une puissance de 2 ? Donner leurs invariants (ou diviseurs élémentaires).

3) Soient r, s et t trois entiers positifs. On désire calculer en fonction de r, s et ¢ les invariants (dy,ds,...,d;) du
groupe abélien
A = Z/rL X L)L X LIZ .
a) Quevautd; ?

b) Calculer de deux manieres le nombre d’éléments d’ordre divisant dj et montrer que k < 3 et que d3 est le Pged de r, s
ett.

¢) Montrer que
dy = PPCM((rAs),(sAt),(tAT)) .

4) Montrer que si A et B sont des groupes abéliens finis et

Ax A = Bx B, alors & AB.

Exercice D : Soient
v = (1,4,2,5), va := (3,7,11,6), vs := (4,13,10,2), vy := (5,11,9,7)

des éléments de Z*.
Déterminer le sous-groupe A de Z* engendré par les éléments v; ,1<;<4 ¢ est-2-dire donner une base adaptée pour A.

Exercice E : Déterminer a isomorphisme pres les groupes abéliens de cardinal 300.

Exercice F: Cet exercice reprend les étapes de I’étude des sous-groupes d’un groupe abélien libre de type fini de
maniere effective.

Soit A le groupe abélien libre Z? et B le sous-groupe de A engendré par les éléments b; = (—4,12) etby = (—8,12).
On désire calculer les facteurs invariants (diviseurs élémentaires) de A/B.

1) Donner un homomorphisme f de A dans Z tel que I’image de B soit maximale.
2) On note d un générateur de f(B). Donner un élément a3 de A tel que daz soit dans B et tel que f(az) = 1.

3) Calculer une base a; du noyau de f. Calculer I’intersection B’ du noyau de f avec B et exprimer un générateur de B’
d’une part en fonction de a; et d’autre part dans le systeme générateur de .

4) Calculer les facteurs invariants de A/B.

Exercice G : 1) Soit A = Z? et B le sous-groupe de A engendré par b; = (14,2) et by = (2, 4). Calculer une base de A
adaptée a B. Donner la structure du quotient A/B.

2) Soit G un groupe abélien (noté additivement) et possédant deux générateurs a et b tels que
14a + 2b = Og et 2a + 4b = O¢g .

Montrer que G est isomorphe a un quotient d’un groupe d’ordre 52 dont on donnera la structure.

Exercice H: Soite; = (ai,...,a,) un élément de Z" tel que le Pged des a; vaille 1 7
Montrer qu’il existe une base (eq, .. ., e,) de Z™ dont le premier vecteur est e;.
Que peut-on dire du quotient Z™ /Ze; ?
Adapter I’exercice en ne supposant plus que le Pged vaut 1.

7. Un tel vecteur est dit primitif et un certain nombre d’autres propriétés des vecteurs primitifs sont étudiées dans le cours en C.1.3.
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Anneau de polyndmes

Exercice A : Soit A un anneau commutatif intégre.

1) Montrer que A est un corps si et seulement si A[X] est principal.
2) En déduire que A[X, Y] et Z[X] ne sont pas principaux.

Exercice B : (Idéaux maximaux, polyndmes irréductibles)
Soit A un anneau commutatif.

1) Soit K un corps et P € K[X] un polynéme a une indéterminée a coefficients dans K. Montrer que 1’idéal PK[X]
{P=*Q, Q € K[X]} est maximal si et seulement si P est irréductible.

2) Montrer que le résultat de la question 1) se généralise & n’importe quel anneau principal, & savoir que si A est un anneau
principal, un idéal J de A est maximal si et seulement s’il existe un élément irréductible p € A tel que J

Ap.
3) Dans cette question A := Z[X] I’anneau des polynomes a une indéterminée a coefficients dans Z.

a) Déterminer ’ensemble A* des éléments inversibles de A.

b) Vérifier que le polyndme X2 + 1 € A est irréductible.
¢) Montrer que, pour tout P € A, il existe un unique couple (Q, R) € A x A tel que

P =Qx(X?+1) + Retdeg(R) < 1.
Dans la suite on a toujours A = Z[X], p est un nombre premier,

Ii=(X?+1)*xA = {(X?+1)«xP,Pc A}, J = {(X*+1)xP+pxQ, (P,Q)c Ax A}.

4) et I’on suppose de plus que p = 7. On note alors
polynomes a une indéterminée sur .

(Z/7Z,+, «) le corps a 7 éléments et F7[X| ’anneau des
a) Montrer que le polyndme X2 + 1 est irréductible dans F7[X].
b) Onnote k := F7[X]/(X?+ 1) * F7[X]. Montrer qu’on a un isomorphisme

AT =k

et en déduire que J est maximal dans A.

Exercice C : (Le K-espace vectoriel K[X]/PK[X])

Soient K un corps, P € K[X] un polyndme a coefficients dans K et

7 : K[X] — K[X]/PK[X]la surjection canonique.

Montrer que :

1) K[X]/PK[X] est un K-espace vectoriel ;
2)

(m(1),m(X), ..., m(X*eF)71)) en est une base;



3)
par conséquent dimg K[X]/PK[X] = deg(P) .

Exercice D : (Le critere d’Eisenstein)

Soit A un anneau principal et p un élément irréductible de A. Onnote7 : A — k := A/plasurjection canonique et
m[X] : A[X] — k[X]le morphisme entre les anneaux de polyndmes qui s’en déduit (qui consiste a réduire les coefficients
modulo p.) On note K le corps des fractions de A. On pourra ne considérer quelecasou A = ZetK = Q.

Soit P := X"+ ap_1 X" ' +---a1.X +ap € A[X] un polyndéme unitaire non constant a coefficients dans A.
On note v, les valuations p-adiques (cf. 1.14.9,’1I1.7.11.)
On dit que P est p-Eisenstein si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i) Pour touti < n — 1, p divise a; (i.e. v,(a;) > 0.)
ii) p? ne divise pas a (i.e. v,(ag) = 1.)

1) Montrer que pour tout P € A[X], tout Q € A[X], P est p-Eisenstein et Q|P entraine 7[X](Q) = +Xd°8(®@),

2) Pour tout

deg(@) deg(R)
PeAX],Q = Y bX' €AX],R:= > &X' €Al
1=0 1=0

montrer que P = @ * R, P est p-Eisenstein deg(Q) > 0, deg(R) > 0 entraine v, (by) > 0etvy(co) > 0.
3) Déduire de ce qui précede que pour P € A[X], P est p-Eisenstein entraine P est irréductible.

4) Montrer finalement qu’il existe des polyndmes irréductibles de tout degré dans K[X].

Exercice E : (K[X]-modules)
Soit K un corps.

1) Montrer que F est un K[X]-module si et seulement si, E est un K-espace vectoriel muni d’un endomorphisme u tel que
pourtoutv € E, X -v = u(v).
On parlera pour F du K-espace vectoriel sous-jacent.

2) Décrire les morphismes de K[X]-modules (en termes d’applications K-linéaires.)

3) FEtant donné un K[X]-module E, décrire :

a) Les sous-K[X]-modulesde FE,
b) Les quotients de F.

¢) Les suites exactes courtes _
0> N—E—"5,0 >0.

4) Montrer qu’un K[X]-module E est de type fini et de torsion si et seulement si le K-espace vectoriel E est de dimension
finie.
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Lemme des noyaux, espaces cycliques

L’exercice A est un exercices d’application du théoréeme de décomposition de DUNFORD (cf. cours 1V.9.3;) I’exercice B

permet a nouveau de mettre en ceuvre des méthodes utilisées dans le DOC n° V; I’exercice C et ’exercice D per-
mettent de prouver un certain nombre de résultats qui seront utiles pour établir les derniers théorémes de réduction de
ce cours a savoir le théoréeme de réduction de FROBENIUS (cf. cours IV.11.5,) et le théoréme de réduction de JORDAN (cf.
cours 1V.10.10.) I’exercice D permet, en particulier d’établir la proposition IV.11.1 qui est ’exacte analogue des pro-
positions I1.10.1 et B.6.3 lesquelles constituent la premiere étape de la preuves des théoremes I1V.11.5 I1.10.5 et B.6.13
respectivement.

Exercice A : (Décomposition de DUNFORD)

1) Soit A la matrice

et f ’endomorphisme de R? associé.

a) Factoriser le polyndme caractéristique de A.
b) Déterminer les sous-espaces propres et caractéristiques de A.

¢) Démontrer qu’il existe une base de R? dans laquelle la matrice de f est

B =

O O =
O = =

0
1
1
et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP~!,

d) Ecrire la décomposition de DUNFORD de B (justifier).

e) Pourt € R, calculer exptB.

f) Donner les solutions des systemes différentiels

Y' = BY et X' = AX .

2) Trouver la décomposition de DUNFORD de la matrice/endomorphisme

I
Il
o o Q
o QR
™R W

Exercice B: (P(u) = > P(\)u;)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et v € Endg(E).

1) Onsuppose u diagonalisable et on note \q, ..., A, ses valeurs propres supposées deux a deux distinctes.
a) Montrer qu’il existe des endomorphismes w1, . . . , u, tels que pour tout polynéme P € K[X], on ait :
p



b) Montrer que pourtout 1 < i < p, il existe un polyndme P; tel que u; = P;(u).

2) Réciproquement, soit v, u1,...,u, € Endg(E)etAi,..., A, € Ktels que
VP e KIX], P(u) = Y P(\)u; .

Montrer que w est diagonalisable et
Sp(u) C {A1,..., A}

Exercice C : Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et = un endomorphisme de . Soit F' (resp. (G) un sous-espace
cyclique de E pour u de polyndme minimal P (resp. Q). On suppose que P et () sont premiers entre eux.

Montrer que F' et G sont en somme directe et que la somme F' & G est cyclique. Quel est son polyndme minimal ?

Exercice D : (Sous-espace cyclique)
Soient K un corps, £ un K-espace vectoriel de dimension finie et f/ € Endk(E) un endomorphisme de E. Si z est un
élément de £, on appelle polynome minimal de f en 1 (cf. cours IV.2.2.iii),) le polynéme unitaire P, ; € K[X] de plus
petit degré tel que P, (f)(z) = 0.

1) Montrer que pour tout x € F, il existe un unique polyndme minimal en x et que Py ¢ divise le polynome minimal
B min f de f .

2) On suppose dans cette question que K est infini.

a) Montrer que si F1, - -+, F, sont des sous-espaces vectoriels de E tels que £ = Ul F; alors il existe 1 < 7 < ntel
que F; = E.

b) En déduire qu’il existe z € E tel que P?

min

¥ soit le polyndme minimal Py, ¢ de f.
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TD n® VII

Réduction de FROBENIUS

Exercice A : (Endomorphismes nilpotents)
Soitu € Endg(E).

Montrrer que :

1) westnilpotent d’échlon d si et seulement si Pyin, = X d
2) w estnilpotent d’échelon d et cyclique si et seulement si
u est cyclique et dimg £ = d .

3) w estnilpotent d’échelon d si et seulement si w est nilpotent de rang d — 1.

Exercice B : Soit IV un espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme de V. On suppose que V = &}, V;
ou les sous-espaces vectoriels V; sont des sous-espaces stables par u, cycliques pour « de polynome minimal respectif x, =,
x(r —1), (z —1)%

1) Quelle est la dimension de V' 7

2) Donner les invariants de similitude de V' et écrire une décomposition de FROBENIUS de w.

Exercice C : 1) Soient Py, P, P3, P4 des polynémes unitaires de Q[z] irréductibles et distincts deux a deux.
Donner le nombre de classes de similitude des matrices a coefficients dans Q

de polyndme caractéristique Peyy = + Py PSPy P}
(décomposition de P en facteurs irréductibles) et
de polynome minimal P, = PPiPyP; .
On justifiera en énoncant en particulier le théoréme utilisé sur les invariants des classes de similitude.

2) Soient P;, P>, P; trois polynomes irréductibles distincts sur un corps K.

a) Combien y a-t-il de classes de similitude de matrices a coefficients dans K ayant comme polyndme minimal Py P$ P et
comme polyndme caractéristique Py P3 Py ? Pour chacune d’elles, donner les invariants de similitude.

b) Onprend K =Qet P, =22+ 1, P, = o + 1 et P; = 2 — 1. Parmi les classes de similitudes précédentes, quelles sont
celles pour lesquelles la dimension de I’espace propre associé a la valeur propre 1 est supérieure ou égale a 3 7

Donner la matrice de Frobenius associée a une telle décomposition de Frobenius
Indication : il ne doit donc apparaitre que des matrices compagnons.

Exercice D : (Endomorphismes anti-involutif)
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f/ € Endg(FE) un endomorphisme de E anti-involutif ; c’est-a-dire
vérifiant f2 = —Id.

1) Donner un exemple d’un tel endomorphisme sur R?.
2) Montrer que f n’admet pas de valeurs propres réelles. En déduire que la dimension de E est paire.
3) Montrer que pour tout x € F, le sous-espace vectoriel Vect{gﬁ7 f (x)} est stable par f.

4) Montrer que si F' C FE est un sous-espace vectoriel de E stable par f et si x est un élément de F tel que Vect{x, f (x)} N
F # {0},alorsx € F.

5) En déduire que si dim E' = 2n, il existe des vecteurs e1, - - - , e, de F tels que (e1, f(e1), -, en, f(en)) soit une base
de E. Quelle est la matrice de f dans cette base ?

Exercice E : Soit K un corps commutatif.

1) Combien y a-t-il de classes de similitude de matrices de Mg (K) telles que Im A = Ker A 7

2) Combien y a-t-il de classes de similitude de matrices nilpotentes de A € M5(K) telles que le rang de A? soit 2 ?
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TD n° VIII

Réduction de JORDAN

Exercice A : Déterminer les invariants de similitude des matrices sous forme réduite de JORDAN suivantes :

2 10 0 2.0 0 0 2 10 0
020 0 02 10 020 0
A=1d0 010l Z= o0 2 1= |00 21
00 0 1 00 0 2 000 2

Exercice B : Soit V' un espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme dont la matrice est la suivante dans
une base B = (e1, -+ ,e14) ¢

0 000OO0OO0OO0OO0OTO0ODTOTO OO OTQO0OO0
100 00O0OOOOOOTGO0OO0OO
01000O0O0OO0OO0OOOGOOOQO
001 00O0OO0OO0OO0OTO0OO0OOTO0OO0
0 000OO0OO0OO0OO0OTO0ODOTO OO OTQO0OO0
0 000O1O0O0OO0OO0ODO0OO0OTU 0T OO
0 000OO0O1O0O0OO0OO0OO0OTO0OTO0OOQO
0 000OO0OO0OO0ODTO0OO0OOOO0OTO0OTOQ 0
0 000O0OO0OOODTI1ITO0O0O0OO0OO0OOQO
0 000O0OO0OOODOOTO0OO0OO0OTO0OO
0 000OO0OO0OO0OO0OTO0ODTOO OO OTQO0OO0
0 000OO0OO0OO0OO0OTO0ODTOO OO OTQO0OO0
0 000OO0OO0OO0ODTO0OO0ODOOOTO0OTO 0
0 000O0OO0OO0ODO0OO0OOO0OOT1OQO

Répondre aux questions suivantes dans I’ordre désiré (en justifiant et en limitant les calculs) :
1) Calculer le polyndme minimal de u.

2) Ecrire la décomposition de FROBENIUS de (V,u) : V =
dspoplusil’V; en précisant la valeur de r et la valeur des polyndmes minimaux de la restriction de u a V.

3) Calculer la dimension des noyaux de u® pour s entier.

Exercice C: (Réduite de JORDAN lorsque P, est connu)

1) Soit V un espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme de V. On suppose que le polynome caracté-
ristique de u est +(X — 2)*(X + 3) et que le noyau de u — 21d est un plan.

Quelles sont les formes possibles de la réduite de JORDAN ?

2) Soit V' un espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme de V. On suppose que le polyndme caracté-
ristique de u est (X — 1)3(X + 1)? et que le noyau de u — Id est un plan.

Quelles sont les formes possibles de la réduite de JORDAN ?

3) Soit VV un espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme de V. On suppose que le polyndme caracté-
ristique de u est (X + 1)*(X?2 — 1)? et que le noyau de « + Id est de dimension 3.

Quelles sont les formes possibles de la réduite de JORDAN ? Donner les invariants de similitude pour chacune.

Exercice D: (Matrice semblable a son double)
Soit A € M, (C).

1) Montrer que si A est semblable a 24 alors A est une matrice nilpotente.



2) Montrer que pour tout k& € N, le bloc de JORDAN J, est semblable a 2.J.

3) En déduire qu’une matrice est nilpotente si et seulement si elle est semblable a son double.

Exercice E : (Matrice semblable a sa transposée)
On va montrer que toute matrice A € M,,(C) est semblable a sa transposée.

1) Montrer qu’il suffit de vérifier le résultat pour les matrices avec une unique valeur propre.
2) Montrer qu’il suffit de vérifier le résultat pour les matrices nilpotentes.

3) Démontrer le résultat pour les matrices nilpotentes.

Exercice F : On considére les endomorphismes v et v de C> dont les matrices dans la base canonique sont respective-
ment

8§ =16 -9 2 2 =3
A= 7 =15 —-9]etB := 5 1 =5
-7 16 10 -3 4 0

1) Montrerque Peyy s = Pewrp = (X —1)3.

2) Montrer que I’ensemble des matrices M de M3(C) vérifiant (M — Id)?> = 0 est constitué de 3 classes de similitudes
dont on déterminera les réduites de JORDAN associées.

3) Déterminer la réduite de JORDAN de u ainsi qu’une base de C3 dans laquelle la matrice de u est sa réduite de JORDAN.

4) Déterminer la réduite de JORDAN de v ainsi qu’une base de C? dans laquelle la matrice de v est sa réduite de JORDAN.

Exercice G : (Racine carrée)
Soit A € M,,(C). On appelle racine carrée de A, toute matrice M de M, (C) vérifiant M? = A.

1) On suppose que A est diagonalisable. Montrer que A admet une racine carrée.

2) Dans cette question, on traite le cas ou A est nilpotente.

a) Soit B € M,,(C) une matrice nilpotente.

Déterminer le tableau de YOUNG associé 2 B? en fonction du tableau de YOUNG associé a B.

b) Etant donnée une matrice nilpotente A dont le tableau de YOUNG est

* *
* * * * *
<* *) , (resp. | % =), (resp. <* ) ))
*

trouver une matrice B telle que B2 = A.
¢) En déduire que si A est une matrice nilpotente alors A admet une racine carrée si et seulement si le tableau de YOUNG

associé a A ne contient pas deux colonnes consécutives de méme longueur impaire. En particulier le bloc de JORDAN

000 ... 0O
1 00 ... 00
01 0 0 0

n’a pas de racine carrée.

3) Dans cette question, on traite le cas ou A est inversible.

a) Montrer que si B est une matrice nilpotente alors I + B admet une racine carrée (ou [ est la matrice identité.)
Indication : On pourra utiliser le développement en série entiere de x — +/1 + x au voisinage de 0.

b) En déduire que toute matrice inversible admet une racine carrée.

4) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A admette une racine carrée.
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Probleme n° 1

Les résultat du TD n° II, exercice C peuvent bien entendu étre utilisés dans ce probléme, qui en constitue une suite naturelle
possible.

L’équation o> + 32 + 3 = 0)

Dans la suite on consideére
(o, B,7) € Z[j] x Z[j] x Z[j] tel que o® + > + 7> = 0.
Dans cette question, I’élément p € Z[j] est défini comme a la TD n° II, exercice C, question 6).
1) Montrer que p divise 1’un des trois facteurs

(@+pB), (B+7)ou(y+a)

Indication : on pourra vérifier que
(@+B+7)° = 3@+ B)(B+7)(y+a).

On suppose dans la suite que p|(a + 3). On suppose de plus que «, 3, et v sont deux a deux premiers entre eux.
2) i) Montrer que 1’on peut supposer que
a = 1[pets = —1[p]
Indication : on pourra utiliser la TD n° 1I, exercice C, question 7).
ii) Enécrivant @« = 1 + Ap et en étudiant les congruences possibles de A modulo p, montrer que,

1[p’]ouja = 1[p?];

a = 1[p*ouja =

on admettra sans refaire les calculs, qu’un résultat analogue vaut pour S, i.e.
5= -1 oujs = —1[p?louj?s = —1[p7.

iii) Montrer que
v(afy) = v(y) > 0.

3) Montrer qu’il existe
(a1, B1,m) € Z[j] x Z[j] x Z[j] tel que

i)

Il
—
<.
L
=
S
Il
I
—
<.
L4

aq

i)
af + B + 9% = 0;

iii)
v(a1fim) = v(apy) > 0

iv) «q, B et y1 sont deux a deux premiers entre eux.



4) Montrer qu’il existe

(Aa Ba C) € Z[.]] X Z[.]] X Z[.]] tel que aq +.]/81 = Ap7
jou+pB1 = Bp
et jHlar+p1) = Cp.

5) Montrer que :

i) A et B sont premiers entre eux
Indication : on pourra calculer

p(Bj* — Aj) et p(Aj* — Bj) ;

Un calcul tout a fait similaire et qu’on ne demande pas de faire montre que A et C' (resp. B et C,) sont également premiers
entre eux.

i)y A+B+C =0;

iii)
iv)

6) Montrer qu’il existe
(u, 2, Ba,v2) € Z[j]* X Z[j] x Z[j] x Z[j] tel que uag = A, uﬁg = Bet u’yS’ = C.

7) Montrer que

v(y2) = v(y) -1
et en déduire que
v(aefBay2) = v(afy) —1.

8) (Bonus)
Montrer qu’il n’existe pas d’entiers (a,b,¢) € Z x Z x Z non nuls tels que

a®+b3 = 3.
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Probleme n° 11

pour le 20 avril 2020 ce probléme et totalement ou partiellement facultatif. Cependant I’exercice A, I’exer-

cice B, I’exercice C, I’exercice D sont des exercices relativement élémentaires qui ont été posés lors d’examens au cours
des années passées. Il peuvent donc étre considérés comme des sujets d’annales et nous en donnerons un corrigé détaillé.
L’exercice E reste tout a fait dans ’esprit de ce qui précede et tire profit des différents invariants introduits précédem-

ment afin de déterminer dans quelle mesure on peut fixer arbitrairement la suite des noyaux itérés d’un endomorphisme
nilpotent. L’exercice F, I’exercice G et I’exercice H permettent d’étudier I’ensemble des matrices nilpotentes de M,,(C)

sous des aspects géométriques et combinatoires. Ils sont cependant plus difficiles que les précédents et a la limite du pro-
gramme. L’exercice I traite un sujet assez différent a savoir les liens qui existent entre polynome minimal et polynome

caractéristique d’un endomorphisme, au-dela de ce qu’établit déja le théoréme IV.7.2 de CAYLEY-HAMILTON. Les ré-
sultats obtenus dans ’exercice I, pourraient également 1’étre grace au théoreme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS ou
plus exactement a son corollaire IV.11.11, qui est en fait une version plus précise du théoreme de CAYLEY-HAMILTON.
Cependant on dévelopera dans I’exercice I des méthodes tout a fait différentes et qui peuvent présenter un intérét en
soi. On y construit notamment une division euclidienne (cf. exercice I, question 6),) dans un cadre plus général que celui
habituellement envisagé ; et qui pourrait avoir des applications a Z[X| en particulier. Cet exercice reste néanmoins tout
a fait marginal en regard du programme du cours. Il est recommandé de connaitre I’énoncé du théoréme 1V.10.10 de

réduction de JORDAN ; méme s’il n’est pas absolument nécessaire d’approfondir, dans un premier temps au moins, les
éléments de sa preuve.

Exercice A : (La suite des noyaux itérés)
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finien € N*et f € Endg(E)unendomorphisme K-linéaire
de I.

On suppose qu’il existe un entier ¢ € N* tel que

fe=0etfst £ 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ¢ (cf. cours IV.8.1.)
Etant donné un endomorphisme f ¢ End(E) de E,

Vk € N, onnote N, := Ker f¥etny := dim Ny

(avec la convention que 0 = Idg .)

Cet exercice peut €tre traité de maniere tout a fait élémentaire et ne nécessite I’usage ni du théoréme IV.10.10 de
JORDAN ni du théoreme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS.

1) Montrer qu’il existe un vecteur z € E tel que la famille { f*(x)} ,0 < < —1 est libre.

2) (polynéme minimal)
Quel est le polynome minimal de f ? Qu’en déduit-onsureetn ?

3) Montrer que la suite
{0} ¢ Kerf C ... C Kerfs' Cc Kerf® = E

est strictement croissante ; et constante lorsque k& > ¢ .
4) Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure stricte.

5) Danslecasoue = n, montrer qu’il existe une base ol la matrice de f est

000 ..0°0
100 ... 00
J0) = [001 0 ... 00



6) Quande = n, décrire completement la suite dimg N; ,; ¢ N -

Exercice B : (Injection de FROBENIUS)
Soient K un corps, F un K-espace vectoriel de dimension finien € N*et f € Endg(E) un endomorphisme K-linéaire
de E.

On suppose qu’il existe un entier ¢ € N* tel que
fe = 0etfst £0
autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ¢ (cf. cours IV.8.1.)
Etant donné un endomorphisme f ¢ End(E) de E,
Vk € N, onnote N, := Ker f¥etn, := dim Ny

(avec la convention que f° = Idg )

On note
Vi € N*, d; := dimg N; — dimg N;_1 .

Il est vraisemblable que nombre des énoncés de cet exercice peuvent étre obtenus comme corollaires du théoreme
1V.10.10 de réduction de JORDAN, mais on va chercher a les établir ici par des méthodes plus élémentaires.

1) Etant donnés un K-espace vectoriel V' de dimension finie et W C V un sous-espace de V, , rappeler ce que vaut
dimg V/W en fonction de dimg V' et dimg .

2) Montrer que
VieN,d; >0.

3) Vérifier que, pour tout i € N, larestriction f|y,,, de f a N;1; esta valeurs dans N;.

i+1
Pour tout ; € N, on note
pi @ Niz1 — N;y1/N; la surjection canonique .

4) Montrer que, pour tout? € N, il existe un unique morphisme
fi + Niya/Niy1 — Nip1/Nitq fi © pix1 = pi © fini., -

5) Montrer que
Vi € N, f; estinjective .

On I’appellera I’injection de FROBENIUS.

6) Déduire de ce qui précede que d. est décroissante.

Exercice C: (Tableaux de YOUNG)
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finien € N*et f € Endg(E) unendomorphisme K-linéaire
de E.

On suppose qu’il existe un entier ¢ € N* tel que

fe = 0etfst £0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ¢ (cf. cours IV.8.1.)
Etant donné un endomorphisme f ¢ End(E) de E,

Vk € N, onnote N, := Ker f¥etny := dim Ny
(avec la convention que f° = Idg )

1) Justifier, en citant précisément le théoreme que vous utilisez, mais sans le redémontrer bien entendu, qu’il existe un entier
m € N, des entiers strictement positifs 7; ,1<;j<m €t des sous espaces F; ,1<;j<m tels que :

J1)



J2) V1 < j <m, Ej eststable par f ;

I3)
Vi<j<m-—1,71; > 7j41;

J4) le sous-espace (Ej, f| Ej) est cyclique de polyndmes minimal X"7.

m
2) Que vaut Z r;?
j=1
On peut donc trouver une base de £ dans laquelle la matrice de f est J :
Pour tout » < n, soit

0 0O .00
1 0 0 .00
J. = 0 1 0 -0 0] ¢ M,.(C)
0 0O 1 0
le bloc de JORDAN “‘élémentaire”.
La matrice J est donc de la forme
Iy 0 0
J = diag (Joy T 0 = [ 0

. * . 0
0 0o J

pour un certain entier m .

3) (Décomposition des noyaux)
Notons
Vi<i<m, fi == fig, -

Pourtoutk € Nettoutl < ¢ < m, donnez une relation entre les n; j, = dim Ker fi’C etnyg .
4) FEtablir la valeur de n;, 1, en fonction de k et de r;.

5) En déduire que
ny = dimKerf = metng = Zmin(k,ri).
i=1

On définit le tableau de YOUNG de (E, f) comme le tableau constitué de m lignes, alignées sur la gauche et tel que la
jme ligne comporte r; cases. Par exemplesim = 3, (r1,72,73) = (5,4, 1), le tableau de YOUNG est

* ok ok ok ok

Y(E,f) = [ * % =
*k
6) Montrer que pour tout j € N*, d; := dimg N; — dimg N;_ est la hauteur (le nombre de cases) de la 5™ colonne du
tableau de YOUNG Y (E, f).
7) a) Donner les invariants de similitudes de f nilpotent dont le tableau de YOUNG est

* * k% *

Y(Ef) =[x * x x

b) Quelle est la dimension de E 7

¢) Quels sont le tableau de YOUNG de f? et ses invariants de similitude.



Exercice D : (Commutant)
Soient K un corps, £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et u € Endg(F). On appelle commutant de v et on
note
Com(u) := {v € Endg(E); uw o v = v o u} C Endg(FE)

I’ensemble des endomorphismes de £ qui commutent avec v. On rappelle que K[u] C Endg(FE) est ’ensemble des
polyndmes en w i.e. I’'image de K[X] par le morphisme X — .

1) Montrer que Com(u) est un sous espace vectoriel de Endg (F).

2) On suppose dans cette question que u est cyclique et que x(y € F est un vecteur cyclique pour w.

a) En considérant I’application
¢ : Com(u) — E, v — v(xg),

montrer que I’on a dimg Com(u) < n.

b) Montrer que dim K[u] > n et que
Com(u) = Klu] .

On pourra remarquer, en particulier que si u est nilpotent d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)

Com(u) = Klu] .

3) Supposonsque E = E; avec E; stable par u. Comparer
i=1

3

dimg Com(u) et Z dimg Com(ug,) .

i=1
4) Onsuppose que E = FE; @ FE,, ou E; est stable par u, cyclique de polynome minimal 1i; avec pa|u;.

a) Montrer qu’il existe une base B de E telle que :

e = (G c,)

ol pour tout polyndme R € K[X], Cr désigne la matrice compagnon de R.

b) En déduire qu’il existe un endomorphisme v € Com(u) \ {0} dont la matrice dans la base 5 est de la forme
0 0
MB (’U) = (A 0) .

dimg Com(u) > n.

¢) Montrer que

5) Déduire de ce qui préceéde que, si u n’est pas cyclique dimg Com(u) > n ; puis que dimg Com(u) = n si et seulement
si u est cyclique.



Exercice E : (Une question réciproque)

Soit £ un C-espace vectoriel de dimension finie 7 .

On cherche dans ce probleme a savoir s’il existe des endomorphismes nilpotents de ' dont la dimension des noyaux
itérés est arbitrairement fixée. Si c’est le cas, on essayera de les déterminer, au moins a conjugaison pres. Il est recom-
mandé de traiter I’exercice C avant le présent exercice. On y a, en effet étudié certains invariants liés a la suite des noyaux
itérés en grand détail ; ce qui pourra s’avéré tres utile pour traiter les questions qui suivent.

L’objectif de cet exercice est de déterminer quelles sont les suites finies d’entiers n; ,o<x<n , nr < n, pour lesquelles il
existe un endomorphisme nilpotent f € Endc(E) de F tel que

V1<k<n, ,dimKerf* = ny. 1

Soit donc donnée, dans toute cette partie, une suite n; satisfaisant les hypotheéses ci-dessus. On suppose qu’il existe f
nilpotent vérifiant la condition 1 et I’on cherche a en tirer un certain nombre de conséquences.

On cherche au moins a déterminer la classe de conjugaison de f comme ci-dessus et, par conséquent, on peut se placer
dans une base 5 dans laquelle la matrice de f est une réduite de JORDAN notée J .

Pour tout » < n, soit

0 0 O 0 0
1 0 0 0 0
J. = 01 0 0 0f ¢ M,.(C)
0 0 O 1 0
le bloc de JORDAN “élémentaire”.
La matrice J est donc de la forme
Jry 0-- 0
J = diag(‘]TlaJTzv"' ,er) = 0 JTZ

“. 0
0 0o J

pour un certain entier m .

1) Pour toute permutation o de 1’ensemble [1; m] , montrer que les matrices .J et

J, J,

Te2)) T Ta(m,))

J, = diag (J,

To(1)?
obtenue en permutant les blocs de JORDAN, sont conjuguées, c’est-a-dire qu’il existe une matrice inversible
P, € M,(C) telleque J = P, J, P;*,

ou encore qu’il existe une autre base B, dans laquelle la matrice de f est également une réduite de JORDAN.

2) (Pentes)
Pour tout
k € N* onnote encore dy := ny — np_1 . (cf. exercice C, question 6) .)

Montrer qu’alors dj, est le nombre d’indice j tel que r; > k.

3) (Nombre de blocs)
En déduire que pour tout k > 0, d, — di11 est exactement le nombre d’indices 1 < j < mtelsquer; = k. Remarquer
qu’on obtient a nouveau ainsi I’énoncé de décroissance établi a ’exercice B, question 6) sans avoir recours a I’injection de
FROBENIUS et par un argument particulierement élémentaire. Qu’en pensez-vous ?

On suppose que n = 25, on donne la suite
ny = 7,712 = 14,7?,3 = 20,714 = 23,715 = 25

Un endomorphisme f vérifiant 1 pour cette suite est donc nilpotent d’échelon 5 .

4) (Polygone)
Onnote My, := (k,mx),0 <k <5 - Tracez le graphe obtenu en reliant M}, et My, par un segment de droite.

5) a) Interpréter géométriquement dans ce cas les dj, de la question 2).



b) Montrer que le graphe correspond a une fonction concave.

¢) A quoi correspondent les points anguleux de ce graphe ?

6) Montrer I’existence d’un endomorphisme nilpotent d’échelon 5 vérifiant 1 pour la suite n;, donnée dans cette question.
Que peut-on dire de tous les endomorphismes solutions du probléme ?

7) Dans le cas général (n quelconque,) quelles conditions (nécessaires et suffisantes) doit satisfaire la suite nj pour qu’il
existe un endomorphisme f nilpotent vérifiant 1 ?

Exercice F: (Géométrie du cone nilpotent)
On regarde dans M, (C) 1 ensemble A\ des matrices nilpotentes, comme espace topologique. On I’appelle le cine
nilpotent. (En fait on pourrait considérer n’importe quel corps, méme si pour la suite il faudrait préciser les topologies,
ce qu’est une variété etc..)

1) N est-il un espace vectoriel ?
2) Meéme si ce n’est pas le cas, on va montrer que N est une sous-variété de M,,(C) et déterminer sa dimension.
a) Montrer que N est fermé.
b) Supposons dans cette question que n = 2.
i) Montrer qu’une matrice nilpotente est de trace nulle.
ii) Donner deux équations définissant A/ dans M (C) (ou une seule équation dans {M € Mz (C); Tr(M) = 0}).

iii) Quelle est cette surface ?
Indication : on pourra effectuer le changement de variables linéairex = ',y =y + 2’ etz =y’ — 2.

iv) Montrer que N s’identifie a une surface dans C3, mais a un point singulier en 0.
Indication : On pourra considérer I’espace tangeant en la matrice nulle, et montrer qu’il est de dimension 3.

¢) Montrer que les matrices nilpotentes de rang n — 1 (i.e.d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)) forment un ouvert, dense, de NV.
Indication : On pourra considérer N sous forme de Jordan, et regarder N + %Jn.

d) Montrer que toutes les matrices nilpotentes de rang n — 1 sont conjuguées.

e) Soit IV une telle matrice. Montrer que I’ensemble des matrices P qui commutent 2 N est isomorphe a C™
Indication : on pourra supposer que N est sous forme normale de Jordan disons sous-diagonale (pourquoi ? , et regarder | image
par P de eq).

f) (Difficile)
Montrer que 1’ensemble des matrices de rang exactement n — 1 est de dimension n(n — 1). On pourra construire un C*-
difféomorphisme explicite entre N;,, I’ensemble des matrices nilpotentes d’ordre exactement n, et

1 x ... %

3

S=dM=| . . . |1 M eGL,(C)
en utilisant ce qui précede.

Exercice G : (Partitions, tableaux de YOUNG, polygones concaves)
On appelle partition de » une suite d; > dy > ...d, > O telle que d; +- - - +d,, = n (on autorise a avoir des répétitions
et des zéros). On note Part(n) leur ensemble. On note Pol I’ensemble des polygones croissants, concaves, a abscisses de
rupture entiéres tels que P(0) = 0 et P(n) = n et pour tout 0 < k < n, P(k) € N.

On note ) ’ensemble des diagrammes de Young a n cases (https://fr.wikipedia.org/wiki/Tableau_de_Young).

1) Montrer que I’on a des bijections (naturelles) entre Part(n), Pol, et Y.



FIGURE 1 — Deux exemples de polygdnes dans Pol pour n = 4

A A
4.1 4.1
3.1 3.1
2.1 2.1
1.1 Lt
o 1 2 s 4 o 1 2 s 4

2) Construire une application naturelle v : A/ — Part(n) telle qu'une matrice d’échelon n est envoyée sur la partition
1414 .. 4+ 1= n, etla matrice nulle est envoyéesurn + 0+ --- 4+ 0 =n.

3) Quel polygone est alors associé a une matrice de rangn — 1 7 De rang 0 7

4) Montrer que deux matrices de N sont semblables ssi leurs v sont égaux (vu comme polygones, partition ou diagramme,
au choix).

Pour toute partition (ou polygone, ou diagramme) p, on note \/,, 1 ensemble des matrices envoyées sur p.

5) Pourquoi N, est-il une classe de conjugaison ? Donner pour n = 8, un représentant de la classe de conjugaison de la
partition3 +2 4+ 2+ 1 = 8.

6) (Difficile)
Montrer que N, est dans I’adhérence de N, si et seulement si le polygone de p est en dessous du polygone de p'.

Exercice H: (Un graphe)

1) Pour n = 6, donner le graph orienté dont les sommets sont les classes de similitudes de matrices nilpotentes, et les
arétes sont orientées M — M s il existe une suite de matrices dans la classe de conjugaison de M dont la limite est dans
la classe de conjugaison de M (on enlevera les arétes ayant méme sommet de départ et d arrivée, et lorsque I’on a des arrétes
M — M’ — M" on ne fera pas apparaitre I’arréte M — M").



Solution :

(******)

(*****)

VS
* o %

2) Ce graph, vu comme graphe orienté, a t’il des cycles ? Et si on oublie 1’orientation ?

Exercice I : (Facteurs irréductibles du polynéme minimal et du polynome caractéristique)
On va chercher, dans ce probleme, a comparer la décomposition en produit d’irréductibles du polynome minimal et
du polynéome caractéristique d’un endo morphisme.

A noter immédiatement que le corollaire IV.7.3 du théoréme IV.7.2 de CAYLEY-HAMILTON est abusif. En effet du
théoréme de CAYLEY-HAMILTON assurant que
B min u|P car u

il résulte immédiatement que, tout facteur irréductible de Py, ., est un facteur irréductible de P, mais
rien ne permet a ce point d’affirmer que, réciproquement un facteur irréductible de Py, ., soit un facteur irréductible de
Phin . (hormis si toutefois il est de degré 1 mais ceux-ci jouent un role particulier (cf. question 1).))

En fait, dans la présentation qui est faite dans le cours, le corollaire IV.7.3 devrait apparaitre comme un corollaire du
corollaire IV.11.11. Ce dernier est lui-méme un corollaire de la proposition IV.6.4 (cf. DOC n° II1, n° IIl.1.exercice C) et
bien entendu du théoréme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS. C’est précisément le recours a ce dernier résultat, qui est
I’un des plus techniques de ce cours, qui pourrait inciter a donner un argument alternatif ; ce que nous allons faire dans
ce qui suit.

Dans tout cet exercice, K est un corps, n € N* F un K-espace vectoriel de dimension n et v € Endg(E) un endo-
morphisme K-linéaire de £. On note Fey; o, (resp. Pninw,) 1€ polynome caractéristique (cf. cours 1V.6.1,) (resp. le polynome
minimal (cf. cours IV.2.2.iv).))



1) (Les facteurs de degré 1)
Rappeler pourquoi
YA €K, (X — V)| Painu & (X —N)|Pearu

et en déduire que si K est algébriquement clos,
Pcarul(Pmin u)n

On sait déja, grace au théoreme IV.7.2 de CAYLEY-HAMILTON, que

Pminu|Pcaru .

On va montrer, (cf. question 7), c),) que
PcaruHPminu]n .

L’élément technique principal pour prouver I’énoncé de divisibilité ci-dessus est la possibilité de faire la division eu-
clidienne d’un polynome a coefficients dans un anneau de matrices par un autre (cf. question 6).) La dificulté réside
alors dans le fait de pouvoir justifier une telle construction. Si A[X] et en effet un anneau de polyndmes a une indéter-
minée, nous n’avons formellement établi un théoréme de la division euclidienne que dans le cas ou A est un corps (cf.
cours I11.4.2 ;) sans compter que nous n’avons méme défini les anneaux de polynome que dans le cas ou A est un anneau
commutatif (cf. cours IIL,) et que nous nous sommes bornés a ne donner la plupart des résultat que dans le cas ou A est
intégre. Or si I’on veut considérer I’anneau M,, (K) on sait de longue date qu’il n’est ni intégre ni commutatif. Qui plus
est, on risque d’étre amené, comme on I’a déja fait (cf. DOC n° IIL, n° IIL.1.exercice D,) a identifier les deux anneaux

(M, (K))[X] et M, (K[X]) (cf. question 3) .)

On rappelle que, pour un anneau commutatif A, on note M, (A) ’anneau des matrices carrées de taille n x n a
coefficients dans A. On rapelle que cet anneau est isomorphe a ’anneau End 4 _m04(A”) des endomorphismes du A-
module libre A™ ; cet isomorphisme n’étant pas canonique mais donné par le choix d’une base de A™.

2) (Lanneau (M, (K))[X])

Notons M., (K)" I’ensemble des suites a valeurs dans M.,,(K). On va définir I’anneau (M (K))[X] des polyndmes a
une indéterminée a coefficients dans ’anneau M, (K) des matrices n x n comme le sous anneaux des éléments presques
nuls de I’anneau (M,,(K))[[X]] des séries formelles a coefficients dans M., (K) dont on rappelle bri¢vement la construc-
tion ci-apres. On suit en cela le méme schéma que celui exposé dans le chapitre III du cours pour les annaux commutatifs.

i) (Addition : groupe abélien)

Puisque (M,,(K), +) est un groupe abélien, M, (K)N a une structure naturelle de groupe abélien donnée par I’addition
terme a terme (cf. cours L.6.1.i) ;) pour laquelle I’élément neutre est la suite nulle de valeur constante égale a 0, (x) et
pour laquelle ’opposé d’une suite (1},) ,.cn est la suite ( — M},) pen.

ii) (Multiplication : anneau)
Comme dans le cas ou A est un anneau commutatif, on définira le produit de CAUCHY sur M., (K)N (cf. cours I11.1.2.2,)

k
Y(M, P) € M (K)" x Mu(K)Y, (M 50 ey Pl = D M; s pq,, ) Phoi -
1=0

Il faut d’ores et déja remarquer que *,, () n’étant pas commutative, * ()~ e le sera pas davantage. Il est cepen-
dant toute 2 fait élémentaire de vérifier que (U},) ,..cn définie par

Up =1 = 1y, et Vk €N, Uy == Orm,(x),

est un élément neutre pour * (®)" qu’on notera abusivment / ou méme 1 dans la suite, et que

V(Ma P, Q) € Mn(K)N X Mn(K)N X Mn(K)Na (M + P) *J\/ln(]K)N Q = M >k/\/ln(]K)N Q + P >k/\/ln(]K)N Q
et M*Mn(K)N (P+Q) = M * M (KO P+ M *MH(K)NQ;

c’est-a-dire que * (i) est distributive sur +.
On notera (M,,(K))[[X]] ’anneau ainsi construit.



iii) (Anneau des polynomes)
On s’intéressera cependant surtout au sous-anneau (M, (K))[X] de (M,,(K))[[X]] constitué des suites presque nulles,
i.e.des suites (Mk) ;keN pour lesquels il existe p € N tel que pour toutq > p, My = O, (k) -
1l est fastidieux mais sans grande difficulté de vérifier que
(M (K))[X] est effectivement un sous-anneau de (M., (K))[[X]]

ce qui signifie (cf. cours 1.3.3,) que ((M,,(K))[X],+) est un sous-groupe de ((M,,(K))[X],+), que (M, (K))[X] est
stable par le produit de CAUCHY *,, (k) et que ’élément unité ] est dans (M (K))[X].

Il ne s’agit rien moins, mais rien de plus non plus que de vérifier que la somme et le produit de deux suites presque
nulle est encore une suite presque nulle; les arguments étant alors exactement de méme nature que dans le cas d’un
anneau commutatif.

iv) (Degré et valuation)

On peut encore définir la valuation val(-) d’un élément de (M., (K))[[X]] (cf. cours I11.1.14,) ou de (M,,(K))[X] et
le degré deg(-) d’un élément de (M., (K))[X] (cf. cours IIL.2.3.) Cependant il convient de s’arréter un instant sur leurs
propriétés (cf. b).)

v) (Morphisme structural)
L’application
Lt Mp(K) — (MH(K))[[X]], M — (M,0,0,...,0,...)

est encore un morphisme injectif d’anneaux qui est en fait a valeurs dans (M, (K))[X] ; identifiant M,,(K) a un sous-
anneau de (M,,(K))[X] ; si bien que, pour tout M/ € M, (K) on notera simplement )/ pour la série formelle (resp. le
polyndme) dont le terme de rang O est M/ et les autres termes sont nuls.

1l est encore clair que 'image Im : de . est ’ensemble des éléments de (M, (K))[X] de degré 0.

vi) (Loi externe, structure de M, (K)-module)
Pour tout
(A, M) € Mu(K) x (M, (K))[X]

on peut définir A- M = A *( M, en considérant A comme un élément de (M, (K))[X] a travers ..

M (1)) [X]

vii) (Base)
En X Iélément (0,1,0,...,0,...) € (M,(K))[[X]], on constate que c’est en fait un élément de (M,,(K))[X], et que

Vk’ S N, Xk = X *Mn(K)N e *MH(K)N X
est la suite dont le ;™€ terme est Sk.i- Comme dans le cas commutatif il n’est pas dificile de montrer que {X*} ;. c v est
une M,, (K)-base de (M., (K))[X].
a) (n =1
Que dire de (M,,(K))[[X]] et (M,,(K))[X] lorsquen = 17

b) (Valuation et degr¢)
Soit (P, Q) € (M, (K))[X] x (My(K))[X], que peut-on dire de :
val(P + Q),
val(P * Q),
deg(P + Q)
et deg(Px*Q).

Bien qu’on n’ait pas, en général, P x Q = (@) * P, aurait-on cependant

deg(P * Q) = deg(Q =« P)?

3) Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneau M., (K)-linéaire :

¢: (My(K)[X] — M, (K[X])

X 0 ... 0 O

o X ... 0 O
X — M1 =

0 0 X 0

0 0 0 X

et que de plus ¢ est un isomorphisme.
Indication : On pourra noter _
VieN, M; = M;

et remarquer que M; commute avec tous les éléments de M., (K[X]).
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L’isomorphisme ¢ ci-dessus permet donc d’identifier (en tant qu’anneau) les polynémes dont les coefficients sont
des matrices (M,,(K))[X] au matrices dont les coefficients sont des polyndmes M,,(K[X]). On se placera donc, dans
la suite, sous I’un ou I’autre point de vue, selon ce qui sera le plus commode. En particulier on oubliera la notation M/;
pour lui préférer X, dont on gardera bien a ’esprit que ¢’est une matrice qui commute avec n’importe quel élément de
M, (K[X]). On notera I ’unité de ces anneaux qui est la matrice identité de M., (K).

4) (Valuation et degré)
Pour M € (M, (K))[X] comparer la valuation et le degré de M définis en question 2), iv) et les valuations et degré
respectifs des coefficients de la matrice ¢(M ).

5) (Eléments inversibles)
Puisque M, (K) est un sous-anneau de ¢ : (M, (K))[X] = M, (K[X]), tout inversible de M,,(K) est encore inver-
sible dans M, (K[X]). En revanche il n’est pas tout a fait immédiat de déterminer exactement ce qu’est (M, (K[X]))* ;
ce dont d’ailleurs nous n’aurons pas explicitement besoin. On peut cependant remarquer :

a) (Matrice de carré nul)
Montrer que si A € M, (K) vérifie A2 = 0, I — AX est inversible.

b) (Matrices nilpotentes)
Plus généralement montrer que si A € M,,(K) est tel que A™ = 0, (nilpotente d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)) I — AX est
inversible.

6) (Division euclidienne)
Pour tout (M, P) € (M, (K))[X] x (M, (K))[X] tel que

d
P = ZPiXi avec Py € M, (K)* inversible,
i=0

montrer qu’il existe
(Q,R) € (Mp(K))[X] x (Myn(K))[X] telque M = PxQ+ Retdeg(R) < deg(P).

Indication : On pourra adapter la méthode utilisée dans le I11.7.7.

7) (Facteurs irréductibles)
Soit
A€ My(K)et M := Ppinal € (Myp(K))[X] =& M, (K[X]).

a) (Division euclidienne)
Montrer qu’il existe

(Q.R) € (My(K))[X] x (Mn(K))[X] telque M = (A—IX)*Q + Retdeg(R) < 1.
b) Montrer que R = 0.

)
PcarA| [Pmin A]n

d) (Facteurs irréductible)
En déduire que tout facteur irréductible de P,y 4 est un facteur irréductible de Py 4 -
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Corrigé du Probleme n° 11

Exercice A : (La suite des noyaux itérés)
Soient K un corps, F un K-espace vectoriel de dimension finien € N*et f € Endg(E) un endomorphisme K-linéaire
de £.

On suppose qu’il existe un entier ¢ € N* tel que
fe=0etfst £ 0
autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ¢ (cf. cours IV.8.1.)
Etant donné un endomorphisme f ¢ End(E) de E,
Vk € N, onnote Ny := Kerfk et ng = dim Ny,

(avec la convention que f° = Idg .)

Cet exercice peut étre traité de maniere tout a fait élémentaire et ne nécessite I’'usage ni du théoreme 1V.10.10 de
JORDAN ni du théoréme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS.

1) () Montrer qu’il existe un vecteur x € FE tel que la famille {fl(:zj)} 0 < i< 1 estlibre.
Solution : Puisque, par hypothése f¢~1 # 0,

Jr € E, fx) # 0.

Il s’ensuit immédiatement que 4
Vo<i<e-—1, f'(z) # 0.

Par ailleurs, bien entendu
VEeN, k > ¢ = f"”’(x) =0.

11 s’ensuit que pour tout

e—1
a; o<i<e—1 € K Z aifi(x) = 0
S
= fsfl(z azfl(x)) —
e—1 =0 )
= Z aifTHz) = 0
i=0
= aofsl(x) = 0
= apg = 0.

On établit ainsi que
VO<i<e—1,a; = 0.

2) () (polyndome minimal)
Quel est le polynome minimal de f ? Qu’en déduit-onsureetn ?
Solution : Par définition, X est un polynéme annulateur de f ; si bien que Ppin | X . Le polynéme X étant irréductible
dansK[X], 3k € N, Ppiny = X*. Puisque f¢~1 # 0 par hypothése

Priny = €.
Or on a montré (cf. question 1),) qu’il existe alors une famille libre a ¢ éléments dans F ; ce qui entraine
e < n.
Bien entendu on pouvait obtenir I’inégalité ci-dessus grace au gthéoréeme IV.7.2 de CAYLEY-HAMILTON puisque
e = deg(Puins) < deg(Peary) = n;

néanmoins I’argument de question 1) est beaucoup plus élémentaire.



3) () Montrer que la suite
{0} ¢ Kerf C ... C Kerfs' Cc Kerf® = E

est strictement croissante ; et constante lorsque k£ > ¢ .
Solution : Soitk € Ntel que N, = Np4i. Alors

Vp €N, Vo € Ngy14p, fFHHP(@) = 0

& AP @) = 0

& fP(x) € Nipa
54 fp(:n) € Ny

& fHr@)y = 0

= T € Nk_;,_p .

4) () Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure stricte.
Solution : Cette assertion équivaut en fait a construire une fammille E; ,o<;<,, de sous-K-espaces vectoriels de I, tels que

VO<i<n,dmgF; = ietVl1<i<n, E,_1 C Eietf(Ei) Cc E;i_1.

En effet E1 est alors une ddroite dont on peut prendre une base e;. 1 C FEs qui est un plan et dans lequel la base

e1 se compléte en une base (e1, es). On construit ainsi, de proche en proche, une base B := (e1,...,ey). Or la condition
f(E;) C E;_: entraine que f(e;) = 0 et que pouri > 1, f(e;) s’exprime en fonction des e; ,1<j<i—1 ; ce qui signifie
exactement que la matrice de f dans la base B est triangulaire supérieure stricte.

Reste a construire le « drapeau » E; ,o<;<n . On verra a la question 6) que dans le cas ol e = n, la suite N; ,o<ij<n = « des

noyaux convient. Dans le cas général, on a montré (cf. question 3),) que cette suite est cependant strictement croissante. Il se
pourrrrait que le « saut de dimension » entre deux noyaux successifs soit plus grand strictement que 18
On aura nécessairement

Ey = {0}etE, = N. = E.
Supposons donc qu’on ait construit Ky, ;<< avec
dimg B, = k, Ex—1 C Epet f(Ex) C Erp—1

tel que E; = Nj.
Bien entendu si N; = Ny = {0}, on a terminé.
Sinon, soit
dimK Nj,1 = dimK Nj —1
et I’on pose
E;_1 = Nj_1;

soit on « intercale » le nombre de Ey, qu’il faut. Plus précisément il existe Ej. ,;  (dimy N;—dimg Nj_1)<k<i tel que
Ei—(dimKNj—dimK Nj_1) = Nj_1, Ey C Epqqet dimg B, = k.

Comme par ailleurs E, C Nj,
f(Ey) C f(Nj) € Njo1 C Ex1.

5) () Dansle casoue = n, montrer qu’il existe une base o la matrice de f est

0 00 ... 0O

1 0 0 ... 00

Jn(0) = 0 1 0 0 0

0 0 O 1 0

Solution : Dans le cas ol ¢ = n, la famille libre f*(z) ,o < i< e—1 (cf. question 1),) est une base de E dans laquelle la

0 00 ... 00
100 ... 00
matrice de [ est précisément 0 10 00
0 00 ... 10

8. On pourra méme calculer tres précisément ces sauts (cf. exercice C, question 3), exercice C, question 4);) mais on a alors supposé qu’on disposait d’une
réduite de JORDAN ce dont on peut se passer ici.



6) () Quand e = n, décrire completement la suite dimg N; ,; ¢ -
Solution : Choisissons une base e; ,o<;<n—1 donnée par un vecteur

v € E telque {e; := f'(x)},0<i<c_1 soitune base de E (cf. question 1) .)

Alors : .
Vi<i<n, YO<j<n-—1-—1i, fi(ej) = eit,
Vn—i<j<n-—1, fi(e;) = 0.

11 s’ensuit que
est injective

f\VECt{ej -,Ogjgn—l—i}

f

est nulle .
\Vect{ej ,n,iSan,l}

Comme par ailleurs
E = Vect{ej o<j<n—1-i } @& Vect{e; ni<j<n—1},
on en déduit que
VO<i<n-— 1, N; = Vect{ej m—i<j<n—1 } = dimg N; = i.

Enfin f™ = 0, si bien que
VieN, i >n =dimgN; = n.

Exercice B: (Injection de FROBENIUS)
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finien € N*et f € Endg(E) unendomorphisme K-linéaire
de I.

On suppose qu’il existe un entier ¢ € N* tel que
fe = 0etfst £0
autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ¢ (cf. cours IV.8.1.)
Etant donné un endomorphisme f ¢ End(E) de E,
Vk € N, onnote Ny := Kelrf’C et ng = dim Ny

(avec la convention que f° = Idg )

On note
Vi € N*, d; = dimg N; — dimg N;_q .

11 est vraisemblable que nombre des énoncés de cet exercice peuvent étre obtenus comme corollaires du théoréme
1V.10.10 de réduction de JORDAN, mais on va chercher a les établir ici par des méthodes plus élémentaires.

1) (0.5points) Etant donnés un K-espace vectoriel V de dimension finie et W C V un sous-espace de V, , rappeler ce que
vaut dimg V/W en fonction de dimg V' et dimg WW.
Solution : On a
dimg V = dimg W + dimg V/W

en application par exemple du théoréme 1.9.19 qui se déduit en fait du fait que V/W est isomorphe a n’importe qu’elle supplé-
mentaire de W dans V.

2) (0.5points) Montrer que
vieN, d; >0.
Solution : (cf. exercice A, question 3),) d’ou I’on peut méme déduire plus précisément que

Vi<i<e, d; > 0etVEEN, k > e = d, = 0.

3) (0.5points) Vérifier que, pour touti € N, la restriction f, 4 de f a N;yq est avaleurs dans ;.
Solution : 4 .
Vo € Nig1, v'u(z)] = v(z) = 0 & u(z) € N;.



Pour tout ; € N, on note
p; : Nix1 — Nit1/N; la surjection canonique .

4) (1point) Montrer que, pour tout? € N, il existe un unique morphisme

fi  Nixa/Niv1 — Nip1/Nitq fi © piv1 = pi © fin,,, -

Solution : Considérons le diagramme commutatif :

Niy1 < Nijo

f\Ni+1 l lf\Ni+2

N; — N;jn1
dont les fleches horizontales sont injectives. On obtient, par factorisation un morphisme
fi + Niyo/Nix1 — Nip1/N;
si bien qu’on a un morphisme de suites exactes (c’est-a-dire un diagramme commutatif a lignes exactes) :

0 - Niy1 — Nipo ﬂ) Ni+2/Ni+1 — 0

FINi 4 l fING 42 l fi
0 — Nz — NiJrl ‘&——) NZ'Jrl/NZ' — 0

5) (1point) Montrer que
Vi € N, f; estinjective .

On I’appellera I’injection de FROBENIUS.
Solution :
Vy S NiJrQ/NiJrl, dzr € Ni+2, tel quele(z) =v.

Alors :
fily) =0
< filpiq(x)] = 0
s plu)] = 0
= u(z) € N;
= xr € Ni+1
= pi+i(r) = 0
= y = 0.
Ainsi f; est injective.
6) (0.5points) Déduire de ce qui précede que d. est décroissante.
Solution :
Vi € N, di+1 —d; = (dimK Ni+1 — dimg Nl)
— (dimg N; — dimg N;_1) (cf. question 1) .)

dimK Ni-l—l/Ni - dlm]K Ni/Ni—l
Or f;_1 étant injectif (cf. question 5),)
dimK Ni-l—l/Ni S dlm]K Ni/Ni—l

ce qui conclut.



Exercice C: (Tableaux de YOUNG)
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finien € N*et f € Endg(E) unendomorphisme K-linéaire
de E.

On suppose qu’il existe un entier ¢ € N* tel que

fe=0etfst £ 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ¢ (cf. cours IV.8.1.)
Etant donné un endomorphisme [ € End(F) de E,

Vk € N, onnote Ny := Kerfk et ng = dim N

(avec la convention que f° = Idg .)

1) (0.5points) Justifier, en citant précisément le théoreme que vous utilisez, mais sans le redémontrer bien entendu, qu’il
existe un entier m € N*, des entiers strictement positifs r; ,1<;j<m et des sous espaces F; ,1<j<m tels que :

J1)

J2) V1 < j <m, Ej eststable par f ;

I3)
Vi<j<m-—1,71; > 7j41;

J4) le sous-espace (Ej, f| Ej) est cyclique de polyndmes minimal X"7.
Solution : Le polynéme minimal de f est X¢. Il est sindé et n’a qu’un facteur irréductible, si bien que dans ce cas, aussibien
le théoréme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS que le théoréme IV.10.10 donne le résultat demandé.

m
2) (0.5points) Que vaut Z rj?
j=1
Solution : Puisque les sous-espaces I; ,1<j<m sont cycliques, on a :

V1<j<m, dimgE; = deg(Pm,-,,f‘Ej) = rj (cf. IV4.1.)
Or il résulte de question 1), J;) que

n = dimg F = ZdimKEj = er.
j=1 j=1

On peut donc trouver une base de £ dans laquelle la matrice de f est J :
Pour tout r < n, soit

0 0 O 0 0
1 0 0 0 0
J. = 01 0 0 0 € M,(C)
0 0 O 1 0
le bloc de JORDAN “élémentaire”.
La matrice J est donc de la forme
gy 0-- 0
J = diag(Jy Ty d) = | 0 T

“. 0
0 0o J,

pour un certain entier m .



3) (0.5points) (Décomposition des noyaux)
Notons

Pourtoutk € Nettoutl < ¢ < m, donnez une relation entre les n; j, = dim Ker ff etnyg .
Solution : Etant donné un endomorphisme u d’un espace vectoriel E tel que I soit somme directe des F, ,1<a<q , Stables
par u, alors

q
Keru = @KeruﬂFa .
a=1

De plus, Ker u N Fy, est le noyau de la restriction u,, de u a F, .
q

En effet pour tout = € Ker u, il existe un unique g-uplet (z1,...,%q) o € Fo, telquex = Z Z. Par conséquent

a=1

Or chacun des F,, étant stable par u, pour toutl < « < ¢, u(zy) € F, . La décomposition de 0 étant unique sur les F,, il
en résulte que pour tout 1 < o < g, u(zy) =0.

On vient donc de montrer que Ker u est inclus dans la somme des Keru N F, .

Cette derniére somme est directe car la décomposition de tout vecteur de F étant unique sur les F,, ceci est a fortiori vrai
pour un élément de la somme des Ker u N F,, . Cette décomposition reste bien évidemment unique sur des sous-espaces des F, .

L’inclusion réciproque est claire.

Enfin si u,, désigne la restriction de u a F,,, pour tout x € F,,, u,(x) = 0 équivaut a x € F, etu(x) = 0, c’est-a-dire que
Keru N F, est bien le noyau de la restriction de u a F, .

On applique le résultat précédent 3w := f* et a la décomposition de E en somme directe des E; ,; < i < m , €n ayant soin
de remarquer que la restriction de f* a E; est bien f¥, et on en déduit que

m
ne = E Nk -
=1

4) (0.5points) Etablir la valeur de n;  en fonction de k et de r;.
Solution : Si f; := f‘ g, désigne, pourtoutl < ¢ < m larestrictionde f a F;, f; est nilpotante d’échelonr; = dimg F;.
On a donc

VO<k<r;,niy = ketvVkeN, k > r;, = n;, = r; (cf. exercice A, question 6) ,)

ce qui peut aussi s’écrire :
nir = min(k,r;) .

5) (0.5points) En déduire que

ny = dimKerf = metng = Zmin(kz,ri).
i=1

Solution : Pourtout1l < ¢ < m, onar; > 1, ce qui implique (cf. question 4),) que n; 1 = 1 et par conséquentn; = m .

ny = Zni,k = Zmin(ri, k) . (cf. question 3) , question 4))
i=1 i=1



On définit le tableau de YOUNG de (E, ) comme le tableau constitué de m lignes, alignées sur la gauche et tel que la
jime ligne comporte 7; cases. Par exemple sim = 3, (r1,72,73) = (5,4, 1), le tableau de YOUNG est

* ok ok ok ok

Y(Ef) = [* * % =

6) (1.5points) Montrer que pour tout j € N* d; := dimg N; — dimg N;_; est la hauteur (le nombre de cases) de la 5™
colonne du tableau de YOUNG Y (E, f). ‘
Solution : Si I’on note h; la hauteur de la j’éme colonne du tableau de YOUNG, par construction

hj = #({i € Nyri > j}).
Puisque Ie tableau de YOUNG est construit en rangeant les r; par ordre décroissant, on a

Vi<i<hj,r >2jetVhj+1<i<m,r; < j.

Alors <i<n ' .
Wy t1SiSm ey = h o m = CEeond)
Il s’ensuit que :
dj = n;—nj_1

m
= ) niy—nij
=1
h]‘ m
= D mig—migoit Y Mg —niga
i=1

i=hj+1
h]‘ m
= D i-G-D+ > -
i=1 i=h;+1

= hy.

7) (1.5points) a) (1.5points) Donner les invariants de similitudes de f nilpotent dont le tableau de YOUNG est

* * k% *

Y(Ef) = [* x x x

Solution : On a immédiatement
m=3,1rr =5,1r9 = 4detrg = 1.

b) (1.5points) Quelle est la dimension de F 7
Solution :

dimg E = Zri =5+ 4+ 1= 10. (cf question2).)
=1

¢) (1.5points) Quels sont le tableau de YOUNG de f2 et ses invariants de similitude.

Solution : Cette question est I’une de celles qui met le mieux en évidence I’intérét des tableaux de YOUNG dans I’études
des endomorphismes nilpotents. En effet ces tableaux mettent en relation (leur lignes) les invariants de similitude r; ,1<;<m d’un
endomorphisme nilpotent et les sauts (les colonnes) dans la suite des noyaux itérés d; ,1 < j < , . Comme chaque fois qu’on
établit de telles correspondances il se peut que, suivant les situations, certains invariants soient plus facile a calculer; ce qui
permet de déterminer les autres.

Typpiquement si I’on note g := f2, on va constater que les sauts dans la suites des noyaux sont assez faciles a déterminer
alors qu’il semble beaucoup moins immédiat de calculer les invariants de similitude. En effet,

Vj € N*, dimg Ker g’ — dimg Kerg’~! = dimg Ker f2/ — dimg Ker 22
= MN2j —N2j-2
= (ngj —ngj—1) + (ngj—1 —n2;-2) .



II faut donc « empiler I’'une sur I’autre » (ct. question 6),) deux colonnes successives du tableau de f pour obtenir celui de g.
Il en résulte, dans le cas particulier considéré ici que

Y(E,f*) = Y(E,g) =

* ¥ X X X

11 an résulte que
m=5,r1 =3,170 =13 =14 =2 =15 =1.

Exercice D : (Commutant)
Soient K un corps, £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et u € Endg(F). On appelle commutant de v et on
note
Com(u) := {v € Endg(E); u o v = v o u} C Endg(FE)

I’ensemble des endomorphismes de £ qui commutent avec u. On rappelle que K[u] C Endg(FE) est ’ensemble des
polyndmes en w i.e. I’'image de K[X] par le morphisme X +— wu.

1) (0.5points) Montrer que Com(u) est un sous espace vectoriel de Endg (F).
Solution : II est clair que I’application nulle et I’identité de E appartiennent 4 Com(u) qui est donc non vide. Par ailleurs
pour v et w dans Com(u), a etb dans K,

uo (av + bw) woav+ uobw

avou+bwou
= (av+dbw)ou

c’est-a-dire que av + bw € Com(u) ce qui prouve que Com(u) est un sous espace vectoriel de Endg (E).
On peut également constater que I’application

Endg(F) — Endg(E), v = wov — v ou

est linéaire et que Com(u) est son noyau.

2) (2points) On suppose dans cette question que u est cyclique et que o € F est un vecteur cyclique pour u.

a) (lpoints) En considérant I’application
¢ : Com(u) — E, v — v(zo),

montrer que I’on a dimg Com(u) < n.
Solution : Soitv € Com(u) tel que ¢(v) = 0 c’est-a-dire que v(xo) = 0. On en déduit alors que

V1<k<n-—1, vuf(z0)] = u*v(xo)] = w*(0) = 0

c’est-a-dire que v s’annule sur une base de I/ et donc quev = 0.
11 s’ensuit que ¢ est injective ce qui entraine

dim Com(u) < rg(¢) < dimFE <n.

b) (1point) Montrer que dim K[u] > n et que
Com(u) = Klu] .
On pourra remarquer, en particulier que si u est nilpotent d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)

Com(u) = Klu].

Solution :



i) Considérons la famille Fy = {u'} 0 < i < n—1 C K[u]. Pour tout n-uplet (ay, . . ., a,—1) d’éléments de K,

n—1
Zaiui = 0
i=0
n—1
= Zaiui(zo) =0
i=0

= a = 0Y0<i<n-—1,

puisque B est une base de E. Il en résulte que F,, est une famille libre de cardinal n de K[u] qui est donc de dimension au moins
n.
On pourrait aussi voir que
Klu] = K[X]/Pninu
qui est (cf. TD n° V, exercice C,) un espace vectoriel de dimension deg(Ppin.,). Or u étant cyclique
deg(Puminy) = n (cf. 1VA4.1.)

ii) Pour toutv € Klu], il existe
k
a; o<i<k € K telque v = Zaiui_
i=0

1l s’ensuit que

k
_ Zaiuzdrl
i=0
k
= (Z aiui) ou
i=0

= vYou.

Il en résulte donc que K[u] C Com(u) ce qui combiné aux inégalités précédemment obtenues sur les dimensions donne
finalement
K[u] = Com(u) .

3) (0.5point) Supposons que E = € E; avec E; stable par u. Comparer
i=1

dimg Com(u) et Z dimg Com(ug,) -

i=1

Solution : Notons V1 < i < r, u; := wuyg,. Pour tout v; ,1<i<, € Com(u;) notonsv € Endg(E) I’'unique endomor-
phisme de E défini par

T T
Vo = Z T e B, € E, v(x) = Z vi(2;)
i=1 i=1
Notons que si I’on s’est donné des bases des sous-espaces E; dont la réunion forme une base de E, ce qui précéde revient a écrire
la matrice de v par blocs. De maniére plus abstraite, c’est une conséquence de la proposition A.4.7.
Alors :

T

Ve e E, ufv(z)] = U(ZU(%))

i=1
r

= u(z vz(zi))

i=1
r

= > ulvi(w:)]

=1
T

= u;fvi(z)]

=
T

= > wifu(w)]

=1

— ou(@)].



On construit ainsi une application
T
v H Com(u;) — Com(u) .
i=1
C’est une vérification assez pénible mais sans grande difficulté que de montrer que y est linéaire. De plus :

Vi s1<i<r € H Com(u;), yw) = 0
i=1

& Vi<i<r, VexeE;, yv)(z) = 0

& v; () = 0

& Vi<i<r, v, =0;

c’est-a-dire que y est injective; d’ou I’on déduit que
T

Z dimg Com(u;) = dimg (H Com(u;)) < dimg Com(u) .

i=1 i=1

4) (2.5points) On suppose que £ = F; @& FE», ou E; est stable par u, cyclique de polyndme minimal p; avec po|p.
a) (0.5points) Montrer qu’il existe une base B de F telle que :

e = (G c,)

ol pour tout polyndme R € K[X], Cr désigne la matrice compagnon de R.
Solution : Par définition des espaces Cycliques (cf. cours IV.4.1.)

b) (1.5point) En déduire qu’il existe un endomorphismev € Com(u) \ {0} dontla matrice dans la base B est de la forme

Ms(v) — <2 8)

Solution : Si un tel v existe :

Mp(u)Mp(v) — Mp(v)Mp(u) = 0

N (Cm 0)(0 0><0 0>.<Cﬂ1 0 — 0
0 C.) \4 0 A0 0 O

- ( 0 0)_( 0 0y _ ,
Cu,A 0 AC,, 0

& CA-AC, = 0.

) 0 0 N . . )
Une matrice non nulle < A 0) par blocs correspond a un morphisme v : E; — Ejs. La condition de commutation cor-

respond av o u; = wug o v ce qui signifie exactement que v est un morphisme de K[X]-modules (cf. cours IV.1.) Or
E; = K[X]/u; avec pi2|p1. On sait bien que dans ce cas, on a un morphisme naturel factorisant les projections canoniques :
Klx]
N

KIX]/m — KX]/po.

Si Iisomorphisme E; = K[X]/u; est donné par un vecteur cyclique x;, dans les identifications ci-dessus, v est I’'unique
morphisme
v:FE — FEy,x1 — x0€etvou = ug owv.

¢) (0.5points) Montrer que
dimg Com(u) > n.
Solution : Pourv = 1 ou 2, notons
V, = {v € Endg(E); Ej,j=10uz2 eststable parv , vip, € Com(ug,), vjg,_, = 0} .
Onaalors V; = Com(u|g,), Vi C Com(u) et lasomme V} + V5 est directe. On en déduit que
dimg Com(u) > dimg V; + dimg Vo > dimg Eq + dimg Eo

en utilisant les résultats de la question 2). Or I’endomorphisme v construit en b) n’appartient pas 2V, @ Va ce qui rend strict
I’inégalité précédente.
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5) (lpoint) Déduire de ce qui préceéde que, si u n’est pas cyclique dimg Com(u) > n ; puis que dimg Com(u) = nsiet
seulement si u est cyclique.
Solution : On a vu (cf. question 2), b),) que lorsque u est cyclique dimg Com(u) = n.
Siu n’est pas cyclique, il existe en vertu du théoréme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS une décomposition de

E = EBE
i=1

en sous-espaces cycliques. L’énoncé d’unicité IV.11.5.2) dans le théoréme loc. cit., assure alors que nécessairementr > 2. En
appliquant alors un argument de récurrence sur r, on montre (cf. question 4),) que

dimg Com(u) > n.

Exercice E : (Une question réciproque)

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie 7 .

On cherche dans ce probleme a savoir s’il existe des endomorphismes nilpotents de ' dont la dimension des noyaux
itérés est arbitrairement fixée. Si c’est le cas, on essayera de les déterminer, au moins a conjugaison pres. Il est recom-
mandé de traiter I’exercice C avant le présent exercice. On y a, en effet étudié certains invariants liés a la suite des noyaux
itérés en grand détail ; ce qui pourra s’avéré tres utile pour traiter les questions qui suivent.

L’objectif de cet exercice est de déterminer quelles sont les suites finies d’entiers nj ,o<x<n , 7 < n, pour lesquelles il
existe un endomorphisme nilpotent f € Endc(E) de F tel que

V1<k<n, ,dimKerf* = ny. 1

Soit donc donnée, dans toute cette partie, une suite n;, satisfaisant les hypotheses ci-dessus. On suppose qu’il existe f
nilpotent vérifiant la condition 1 et I’on cherche a en tirer un certain nombre de conséquences.

On cherche au moins a déterminer la classe de conjugaison de f comme ci-dessus et, par conséquent, on peut se placer
dans une base B dans laquelle la matrice de f est une réduite de JORDAN notée J .

Pour tout » < n, soit

0 0 O 0 0
1 0 0 0 0
J. = 0 1 0 0 0f ¢ M,(C)
0 0 O 1 0
le bloc de JORDAN “élémentaire”.
La matrice J est donc de la forme
Jry 0-- 0
J = diag (J,,, Jry, - Jr,) = 0 Trs

. '.. 0
0 0o J

pour un certain entier m .

1) (2pts) Pour toute permutation o de I’ensemble [1;m] , montrer que les matrices .J et

J, = diag (J,

To(1))

JT'U(2)7 T aJT'a(m))

obtenue en permutant les blocs de JORDAN, sont conjuguées, c’est-a-dire qu’il existe une matrice inversible
P, € M,(C) telleque J = P, J, P; ',

ou encore qu’il existe une autre base B, dans laquelle la matrice de f est également une réduite de JORDAN.
Solution : On peut donner deux arguments diférents :

i) (Construction d’une matrice de permutation)

Nous avons déja remarqué que I’écriture de la matrice J de f par blocs signifie qu’on a une décomposition de I’espace
vectoriel E en somme directe de sous-espaces F; de dimension r; stables par f . L’écriture par blocs de la matrice .J signifie
également qu’on a choisi une base B de E réunion de bases

Bi == {bija<j<rt,
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ol1 3; est une base de E; .
On construit une base

BO‘ = {ba,a 71§a§n}

de F de la maniére suivante :
Pour tout 1 < o < n, il existe un unique 1 < i, < m tel que

B = Zro(i) <ac< Z%(i)-

i<ig i<ig
Posons
bo’,a = ba(ia),afﬁ .

Il n’est alors pas difficile de vérifier que la matrice de f dans la base B, est J, .

ii) (En utilisant les théoréme de réduction (cf. cours IV.10, IV.11))

En effet les matrices J et J, ont les mémes paramétres de JORDAN (cf. cours IV.10.2 ;) ce qui entraine, en vertu du corollaire
1V.10.13.1), que J et J, sont conjugués.

De maniére équivalente, dans le cas des matrices nilpotentes, (ou plus généralement n’ayant qu 'une valeur propre) la réduction
de JORDAN est également la réduction de FROBENIUS et I’on constate que les matrices J et J, ont mémes invariants de similitude
(cf. cours 1V.11.9;) ce qui assure en vertu du corollaire IV.11.8 qu’elles sont semblables.

2) (3pts) (Pentes)
Pour tout

k € N* onnote encore dy := ny — ni_1 . (cf. exercice C, question 6) .)

Montrer qu’alors dj, est le nombre d’indice j tel que r; > k.
Solution : On a en fait déja répondu a cette question (cf. exercice C, question 6).)En effet on a :

dg = Nk — Nk—1

— m
exercice C, question 3) Z gk — MNik—1
i=1
— m
exercice C, question 4) Z min(r;, k) — min(r;, k — 1) .
i=1

Or min(r;, k) — min(r;, k — 1) vaut 1 si et seulement si r; > k et vaut 0 sinon. On en déduit que dy, est le nombre de blocs
de dimension supérieure ou égale a k . En particulier que d; = n; est la dimension du noyau de f soit le nombre de blocs (de
taille supérieure ou égale 4 1 dans J .)

3) (2pt) (Nombre de blocs)

En déduire que pour tout & > 0, dj, — dj41 est exactement le nombre d’indices 1 < j < mtelsquer; = k. Remarquer
qu’on obtient a nouveau ainsi I’énoncé de décroissance établi a 1’exercice B, question 6) sans avoir recours a I’injection de
FROBENIUS et par un argument particulierement élémentaire. Qu’en pensez-vous ?

Solution : C’est une conséquence immédiate de question 2). A noter qu’on a montré (cf. exercice B, question 6),) que d.
est décroissante. Il pourrait sembler surprenant qu’on ait dépensé tant d’énergie a établir ce résultat dans I’exercice B alors qu’il
semble découler ici d’un simple argument de comptage trés élémentaire. Si la différence dy, — dj1 représente en effet un cardinal
fini, c’est par nature un entier positif. On remarquera qu’on n’a pas fait dans I’exercice B I’hypothése que I’endomorphisme f
possede une réduction de JORDAN. On conseillerait bien volontiers au lecteur de se reporter aux preuves des théoréme 1V.10.10
de réduction de JORDAN et IV.11.5 de réduction de FROBENIUS pour constater a quel point cette hypothése n’est pas gratuite !

On suppose que n = 25, on donne la suite
ny = 7,712 = 14,713 = 20,714 = 23,n5 = 25.
Un endomorphisme [ vérifiant 1 pour cette suite est donc nilpotent d’échelon 5 .

4) (1pt) (Polygéne)
Onnote My, := (k,nx),0 <k <5 - Tracez le graphe obtenu en reliant M}, et M}, par un segment de droite.
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Solution :

5) (4pt) a) (Ipt) Interpréter géométriquement dans ce cas les d, de la question 2).

Solution :
N —Nkg—1

k—(k—1)

qui et donc la pente du segment [M,_1; M}] ou de maniére équivalente la dérivée de la fonction affine par morceaux définissant
le graphe sur I'intervalle |k — 1; k[.

Vke N* dp = ngp —np_1 =

b) (1pt) Montrer que le graphe correspond a une fonction concave.
Solution : On a montré (cf. question 3),) ou (cf. exercice B, question 6),) que d. est décroissante; ce qui combiné avec
I’identification précédente de d. avec la pente du graphe, assure que ce dernier est concave.

¢) (2pt) A quoi correspondent les points anguleux de ce graphe ?

Solution : Le point M), du graphe est anguleux si et seulement si la pente “a gauche” de M, (dy,) est différente de la pente
“a droite” de My, (d+1 ;) autrement dit si et seulement si dj, — dj41 est non nul. Or nous avons vu (cf. question 3),) que cette
différence est précisément le nombre de blocs de JORDAN élémentaires de taille k dans la matrice de f . Il s’ensuit que le point
Mj, est anguleux si et seulement si la matrice de f comporte des blocs de taille k .

6) (4pts) Montrer I’existence d’un endomorphisme nilpotent d’échelon 5 vérifiant 1 pour la suite n, donnée dans cette
question. Que peut-on dire de tous les endomorphismes solutions du probleme ?
Solution :

i) (Conditions nécessaires)
On sait (cf. question 3),) que s’il existe un endomorphisme f vérifiant 1, nécessairement il existe une base de F dans laquelle
sa matrice est sous forme de JORDAN et comporte :

di—da = 2n1—nse = 0 blocs de taille 1
do—d3 = 2no—ny—n3 = 1 blocsde taille 2
d3—dys = 2n3—mng—nyg = 3 blocs de taille 3
dy—ds = 2ng4—mn3—ns = 1 blocs de taille 4
ds—dg = 2ns—mng—mng = 2 blocsde taille 5.

13



I faut remarquer que, méme s’il n’est pas donné, nécessairementng = 25. Onconstateque2+3+*3+4+2x5 = 25ce
qui fait qu’on a bien réalisé une partition de 25. On choisit donc une base de E' et I’on définit f comme I’endomorphisme de F
défini par la matrice comportant 1 bloc de JORDAN élémentaire de taille 2, 3 blocs de JORDAN élémentaires de taille 3, 1 bloc
de taille 4 et 2 blocs de taille 5 :

060000 OOOOOO®OOOOOOOSOSOOSOOO0O®O0OO
1P 0000 OOOOOOSOOOOSOOOOOOSOOO0OTGQO
01000 O0OOOOOOOOOOOOSOOOOOOOOO
0oo01oo0o o00o0©O0OO0OO0OOOOOOSOOSO®OOOOOO0OO0OOQO
060010 0O0O0OO0OOOOOOOOOOSOO®O®OO®O0OT®O
060000 OOOOOO®OOOOOOOOSOOSOOO0O®O0OO
060000 100O0OO0OO0OO0ODOOOOOOOOO®OSOOOOT®O
oo0o0oo0oo0o o0o10O0O0O0OO0OO0OOO0OOOSOOOOOOO0OO0OO0OOQO
0o o0o0oo0oo0 o0o010O0O0OO0OO0OOO0OOOSOOSOOOOOO0OO0OO0OOQO
0 000O0O0OO0OO0O1O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OSOSOOTO0OTO0OO0OTO 0O

00000 OOOOOO®OOOOOOOOSOOOO0O®O0OO
0o o0o0oo00 O0OOOOOI1O0OOOOOOOOO®OOOOT®O

J = 0o o0o0oo0oo0o o0o0o0O0OO0OOOT11TOOOOOSOO®OOOO0OO0OO0OOQO 1

0o o0o0oo0oo0o o0o0o0O0OO0OO0OOO11O0OO0OOOSOOSOOOOOO0OO0OO0OOQO
0o o0o0oo0oo0o o0o0o0©OOO0OOOOOOOSOOSO®OOOOO0OOOQO
060000 OOOOOOOOOI11O0OOOOO®O®OO®OT®O
060000 OOOOOOOOOOTLTOOSOO®O®OOOO®O
060000 OOOOOO®OOOOOOOOSOOOO0OO0OO
0o o0o0o0oo0o o0o0o0O0OO0OOOOOOOOOTI1O0O0OO0OO0OO0OO0OTOQ
0o o0o0oo0oo0o o0o0o0©O0OO0OOOOOOOOOOTI1IO0O0OO0OO0OO0OOQO
060000 OOOOOOOOOOOOOSOSOOOO0O®O0OO
060000 OOOOOOOOOOOOOOOTIITI0O0®O0OT® 0
00000 OOOOOHOOOOOOOOOOOT11TO0®O0OT®O0
o o0o0oo0oo0o o0o0o0OOOOOOOOOSOOSOOOOOOOTOQO
0o o0o0o0oo0o o0o0o0©OOO0OOOOOOOSOOSOOOOOOT11IOQO0

ii) (Unicité a conjugaison pres)
Puisque la forme de JORDAN de f répondant a 1 est fixée (a conjugaison pres (cf. question 1),)) on sait que toute autre
solution au probléme aura une matrice semblable a J.

iii) (Conditions suffisantes)
On a rappelé en 1), que la réduite de JORDAN d’un endomorphisme dont la suite des noyaux itérés est

n; ,1<i<5 = (7, 14, 20, 23, 25)
comportem = 143+ 142 = 7 blocs de JORDAN dont les dimensions sont données par
Ti1<i<m =7 = (5755473537352) .

Cette réduction correspond également au tableau de YOUNG (cf. exercice C :)

EE S R

EE S R S

S SR I G
—~—

Reste a vérifier, sinon a démontrer qu’un endomorphisme ayant une réduite de JORDAN comme en i).1 ou de maniere
équivalente un tableau de YOUNG comme en 1 répond bien a la question.
On pourra poser, pour rendre les notations plus commodes, mais néanmoins toujours cohérentes,

no = dimKer f* = dimKerId = 0.

On a alors,

7
V1<k<5 ng—ng_1 = Z min(r;, k) — min(r;, k — 1) (cf. exercice C, question 3) , exercice C, question 4) , question 2).)
i=1
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Si donc la suite des paramétres de JORDAN est 7; ,i<i<m =7 = (5,5,4,3,3,3,2), correspondant au tableau de YOUNG 1,
ona:

ny = imin(ri,l)—min(ri,()) = 7
iil

ng = Zmin(riﬂ)—min(ri,l) = 14
i;l

ng = Zmin(ri,S)—min(ri,Q) = 20
iil

ng = Zmin(ri,él)—min(ri,?)) = 23
iil

nyg = Zmin(ri,S)—min(ri,él) = 25
i=1

7) (4pts) Dans le cas général (n quelconque,) quelles conditions (nécessaires et suffisantes) doit satisfaire la suite nj pour
qu’il existe un endomorphisme f nilpotent vérifiant 1?

Solution : Soit donc (nk) ,keN une suite d’entiers. On cherche ici a généraliser la construction faite a la question 6) ; ¢’est-a-
dire plus précisément a déterminer a quelles conditions il est possible de construire un endomorphisme f nilpotent d’un C-espace
vectoriel 2 de dimension finie n dont la suite des noyaux itérés est la suite (nk) ,keN. Supposons donc qu’il existe (E, f) avec
E un C-espace vectoriel de dimension finie et f € Endc(F) un endomorphisme nilpotent de E.

N;) La suite (nk) ,keN est a valeurs entiéres.

Puisque
ng = Kerfo = Kerldg = 0,

NQ) ng = 0.
Si f est un endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension n,
VkeN, Ker f* ¢ E = n; = dimcKer f* < n,

ce qui entraine que

N3) La suite (nk) ,keN est bornée.

Il est par ailleurs presque immédiat que

Vk € N, Ker f¥ ¢ Ker f¥! = n;, < Nkt1 3

c’est-a-dire que :

N,) La suite (nk) ,keN est croissante.

Enfin on a montré (cf. exercice B, question 6),) ou (cf. question 3),) que :

Ns) La suite (dg) .k e n+ di, := ny — ng—1 est décroissante ; ¢’esta-dire que la fonction ny, est concave.

Des I’instant o1 la condition N») est satisfaite, puisque les suites (nk) JkeN et (di) i e N+ sont reliées par la formule dj, =
ng — Ni—1, (« dérivation ») et la formule réciproque

k
ny = ng + dy, «intégration » 1
i=1

I'une des deux suites est a valeurs entiéres si et seulement si I’autre I’est aussi.
La condition Ny) équivaut bien entendu a ce que la suite (dj) ,i ¢ N Soit & valeurs positive. Quant aux conditions Ny) et N3),
elles équivalent a ce que ny, soit stationnaire a partir d’un certain rang, autrement dit qu’il

dk e NN VWeN £ >k = ng = ng.
Ceci entraine en particulier que di+1 = 0 ; ce qui, sous I’hypothése que dy, est positive et décroissante, équivaut a
VeeN, ¢ >k = d, =0.

I1 s’ensuit que les conditions N1 ) a N5 ) sont encore équivalentes aux conditions suivantes pour une suite (nk) ,keN, en notant
VkE e N* dyp = np —ng_1 :

D;) La suite (di) ,k e n+ est & valeurs entiéres i.e.a valeurs dans N.
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Dg) ng = 0.
Ds) La suite (dy) i ¢ N+ est décroissante.

D,) Hlexistek € Ntelqued, = 0.

Avant de montrer (cf. 7).3,) que les conditions ci-dessus sont sufisantes a I’existence d’un couple (E, f) solution du probléme,
établissons la formule suivante qui nous servira a plusieurs reprises :

Lemme 7).1

k
VEEN, Y i#({j € [Lim]; r; = i}) = Zz‘(di—dm) = (1—k)ng — knggr .

i=1 i=1

Preuve : La premiere égalité est une conséquence de la question 3). Pour la seconde on calcule :

k k
St e [mlyry =i}) = Y i(di —digr)
i=1 i=1
k k
= ZldZ - Zidi-i—l
i=1 i=1
k k+1
= > idi—> (i—1)d;
i=1 i=2
k
= > (i (i—1))d; — kdyy1 + da
i=2
k
= di + Z d; — k:(nk_H — nk)
i=2
k
= > di — k(nga — i)
1=1
k
= an —Nj—1 — k(nkJrl - nk)
1=1

= ng—kng + kngr1 —no
= (1 — k)nk — knk+1
en se souvenant qu’on doit satisfaire a la condition Ny) ou D»), i.e.ng = 0.
“+oo
Remarque 7).2 On écrira souvent par la suite Z dy qui est en fait une somme finie, puisque la suite (dj) ,x ¢ n+ est nulle &
=k

partir d’un certain rang (cf. Dy).)

Enoncgons et prouvons le résulta suivant :

Proposition 7).3 Etant donné une suite (nk) ,keN Vérifiant les conditions N1) a N5) ou de maniere équivalentes les condition
D) a Dy),

i) (Existence)
il existe (E, f) avec E un C-espace vectoriel de dimension finie et f € Endc(F) un endomorphisme nilpotent de E tel que

Vk € N, dimc Kerfk = ng.

ii) (Unicité a isomorphisme prés)
De plus si (E, f) et (F, g) sont deux solutions au probléme, il existe un

C — isomorphisme v : E — F telque g o u = uw o f.
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Preuve :

i) D’apres Dy) il existe des entiers k tels que dr, = 0. Soit donc ¢ Ie plus petit d’entre eux. Puisque dj, est décroissante (cf.
Ds),) et a valeurs entiéres (ctf. Dy ),)
VEeN k > e =dy =0.

Lemme i).1 S’il existe un couple (E, f) solution au probléme ¢ est 1’échelon de nilpotence de f et n. la dimension de E.
Preuve : i
VkeN, k > e = np = n. + dezng.
i=e+1

Or en vertu de Ny),
VEeN k < e = np < ne.

11 en découle que
Vk €N, np = dimcKer f* < dimc B = n. < dimc E .

Cependant si f est nilpotent il existe k tel que Ker f* = FE.i.e.dimc E = ny. Il s’ensuit que

dimc F < inea)é(nk) < neg.

1l en résulte donc que dim¢ £ = n, .

Notons donc désormaisn := n.. On a déterminé a la question 3) quel devait étre les paramétres de JORDAN (m, T y1<i<m )
d’un endomorphisme f de C™ nilpotent vérifiant

Vk € N, dime Ker f* = ny, .

Lemme i).2 Si
(m, Ti1<i<m )

est I’ensemble de paramétre de JORDAN construit comme en question 3),

m
g TP =N = Ne.
i=1

Preuve : 1l faut constater qu’une bonne part du mystére possible de cette formule disparait lorsqu’on réalise qu’il ne s’agit ni
plus ni moins que d’égaler la somme suivant les lignes ou suivant les colonnes dans le tableau de YOUNG ou encore, pour ceux
qui sauraient ce que sont ces objets, de considérer une partition et sa partition duale.

Plus formellement, d’aprés la question 3), on a :

m +oo
v o= > k(dy — diya)
i=1 k=1
g
= ) k(dk —disa)
k=1

Cf 7.0 (1—&)ne +ene

= n&

Ainsi, en vertu du lemme 1).2 ci-dessus il existe un endomorphisme f de C™ dont la matrice est donnée par blocs, dans la
base canonique par

Reste a montrer, pour conclure a I’existence de f que :

Lemme i).3
Vk € N, dime Ker f* = ny, .
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Preuve : ona

dim¢ Ker f Z Nk = Z min(r;, k) (cf. exercice C, question 3) , exercice C, question 4).)

11 s’ensuit que :

dim¢ Ker f*

i min(r;, k
i=1

1§iSm,ri<k 1<i<m,ri>k
+oo
= ¥ Zn ({i e Lmlsr =)+ > > k#{i € [Lml;r = £})
1<i<me=1 1<71<me=ht1
+oo
= Zrl ({i € m];r = 0})+ Z k#({i € [Lm];r = £})
{=k+1
+oo
= Zf#({l e [I;m];r = E})+ Z k#({z € [Lim];r = E})
£=1 t=k+1

On peut encore calculer I’expression ci-dessus grice a la question 3) :

dimc Ker f*

k +o0
= ZE#({@ € [sml;r = 0}) + Z k#({i € [Lym]; r

=1 l=k+1
= Zﬁ dz d4+1 + k Z de d€+1
(=k+1
- +00
(cf. 7).1) (1= ke + kngr +k Y (de — deyr)
(=k+1

+oo +oo
(1k)nk+knk+1+k< Z dg — Z dé)

(=K+1 {=k+2
= (1 = E)ngk + kngyr + kdiga
= (1 — k)nk + knk+1 + k(nk — nk+1)

= ng .

ii) On a vu (cf. question 3),) que la suite (dj) ,; ¢ n» détermine complétement les paramétres de JORDAN d’un couple
(E, f) solution du probléme. Pour peu que Ds) ou de maniére équivalente N ) les suites (nk) JkeN et (di) .k € N+ se déterminent
complétement I’une I’autre. Autrement dit les paramétre de JORDAN d’un couple (E, f) solution du probléme sont entiérement
déterminés par la suite (nk) ,keN. La solution du probléme est alors unique a isomorphisme pres en vertu de la proposition
IV.10.9 du cours.

Exercice F : (Géométrie du cone nilpotent)
On regarde dans M, (C) 1 ensemble A\ des matrices nilpotentes, comme espace topologique. On I’appelle le cine
nilpotent. (En fait on pourrait considérer n’importe quel corps, méme si pour la suite il faudrait préciser les topologies,
ce qu’est une variété etc..)

1) (6.5points) A est-il un espace vectoriel ?
Solution : II est claire que
VN eN,VaecC, aN € N;

c’est-a-dire que N est au moins un cone i.e.une réunion de droites. Néanmoins, V(N, M) € N' x N, il n’est pas du tout certain
que N + M soit encore nilpotent en particulier si N et M ne commutent pas. En particulier

(8 (1)) € Ms(C)et ((1) 8) € Ms(C)
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. . 1 R . . . . ,
sont nilpotentes mais leur somme ) est de rang 2, et ne peut donc étre nilpotente puisque une matrice nilpotente n’est

1 0
Jjamais de rang maximal. On peut méme voir explicitement que

(G0 -G

2) (6.5points) Méme si ce n’est pas le cas, on va montrer que N est une sous-variété de M., (C) et déterminer sa dimension.

a) (6.5points) Montrer que N est fermé.
Solution : Une matrice nilpotente dans M., (C) est au maximaum d’échelon n (cf. exercice A, question 2).) Ainsi

VN eN, N* = 0;
mais réciproquement si N = 0, N est nilpotente si bien que
N = {N € M,(C); N* = 0}.

Or I’application
M,(C) - M,(C), N — N" est continue

et N est I'image réciproque du singleton 0 par cette application et est donc fermé.

b) (6.5points) Supposons dans cette question que n = 2.

i) Montrer qu’une matrice nilpotente est de trace nulle.
Solution : Sin = 2,VN € My(C), , le polynéme caractéristique P, est

Pern = det(XI —N) = X? — Tr(N)X + det(N) .

Or, en vertu du théoreme IV.7.2 de CAYLEY-HAMILTON, le polynéme minimal Pp, y divise Pern. Si N est nilpotente,
Puminny = X* k > 0, ce qui entraine det(N) = 0 ; ce qu’on sait déja d’ailleurs puisqu’une matrice nilpotente ne peut
étre de rang maximal. On sait également (cf. exercice I, ou IV.11.11) que P, v et Ppin n ont les méme facteurs irréductibles ce
qui force Tr(N) = 0.

ii) Donner deux équations définissant A/ dans M5 (C) (ou une seule équation dans {M € Mz (C); Tr(M) = 0}).
Solution : On vient de voir ci dessus que si N € M (C) est nilpotente alors
Tr(N) = det(N) = 0.
Réciproquement si tel est le cas, Peary = X 2. si bien que, toujours en vertu du théoreme de CAYLEY-HAMILTON,
Ppiny = X, 1 < k < 23
i.e.N est nilpotente. Ainsi :
N = {N € My(C); Tr(N) = 0etdet(N) = 0}

= {N = (Jz; ?) € Ma(C);x+t = Oetat —yz = 0}

= (N = <“” y) € Ms(C); 22 +yz = 0}.

zZ —T

iii) Quelle est cette surface ?
Indication : on pourra effectuer le changement de variables linéaire x = ',y =y + 2’ etz =y’ — 2.
Solution : En effectuant le changement de variable demandé I’équation x® + yz = 0 obtenue ci-dessus devient

P+ Ny 7)) = 0
= x’2+y'2—z’2 = 0.

On constate qu’alors la courbe 4 2’ constant qu’on obtient est un cercle, ce qui caractérise un cone. A noter qu’en considérant
la premiére forme de I’équation 2> +yz = 0, on constate que la courbe obtenue & X constant est une hyperbole ce qui caractérise
également un cone.

On avait vérifié a la question 1) une propriété d’homogénéité qui assurait déja que la variété N est un cone.
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iv) Montrer que N s’identifie 4 une surface dans C3, mais a un point singulier en 0.
Indication : On pourra considérer I’espace tangeant en la matrice nulle, et montrer qu’il est de dimension 3.
Solution : La différentielle df avec f(z,y,z) = x? + yz vautdf = (21: z y) et son rang ne chute qu’en 0.
On peut aussi “tracer” des courbes sur N/, passant par0 € N ent = 0 et prendre le vecteur tangeant en ( : I’espace tangeant
en un point est I’ensemble de ces vecteurs tangeants, modulo équivalence. Soit alors

[-1,1] — N [-1,1] — N [-1,1] — N
Y1t 0 7TV, n: 0 0\, ns: t —t
b <0 0) b <t 0) E o (t _t),

qui sont clairement bien définies, et C*. Alors, I’espace (vectoriel) tangeant A N" en 0 ToN contient

dy (0) = (8 é),d'yQ(O) = ((1) 8),d73(0) +d1(0) — dy2(0) = ((1) 01)

c’est donc sly, I’ensemble des matrices de taille 2 et trace nulle, de dimension 3.

¢) (6.5points) Montrer que les matrices nilpotentes de rang n — 1 (i.e.d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)) forment un ouvert,
dense, de V.
Indication : On pourra considérer N sous forme de Jordan, et regarder N + %Jn,

Solution : Supposons que J soit une matrice nilpotente sous forme de JORDAN : Pour tout r < n, soit

O 00 ... 00
1 0 0 ... 0O
J, = 01 0 ... 00 € M,(C)
0 0 0 1 0
le bloc de JORDAN “élémentaire”.
La matrice J est donc de la forme
Jr, 0. 0
J = diag(Jry, Jrgy e 3 Jp,) = 0 rs

0
0 0o J.,,

pour un certain entier m .

La suite J + %Jn est formée de matrice nilpotentes puisque triangulaire inférieure stricte. On a montré en effet (cf. exercice A,
question 4),) que cette condition était nécessaire, mais en considérant attentivement les arguments de la preuve on se convaincra
facilement qu’elle est suffisante. Or les matrices J + %Jn sont de rang n et donc d’échelonn — 1.

Si N € N n’est pas sous forme de JORDAN, le théoréme IV.10.10 de réduction de JORDAN qu’il existe une matrice .J sous
forme de JORDAN et une matrice P inversible telles que N = PJP~'. Or M +— PMP~! est continue de M,,(C) dans
M., (C) si bien que

1 1
lim J4+—-J, = J = lim P(J+-J,)P~! = N;
k—+oc0 k k—4o00 k

ce qui donne le résultat puisque le rang et 1’échelon de nilpotence sont inchangés par conjugaison.

d) (6.5points) Montrer que toutes les matrices nilpotentes de rang n — 1 sont conjuguées.

Solution : Elle sont toute conjuguées 4 .J,,. A noter que la combinatoire devient plus compliquée si on ne suppose pas le rang
maximal et I’on est amené alors, pour déterminer les différentes classes de conjugaison a considérer des partitions du nombre n
comme c’est fait dans I’exercice E ou dans I’exercice G.

e) (6.5points) Soit NV une telle matrice. Montrer que I’ensemble des matrices P qui commutent 2 N est isomorphe a C™
Indication : on pourra supposer que N est sous forme normale de Jordan disons sous-diagonale (pourquoi ? , et regarder 1 image
par P de ey).

Solution: SiN = J, et NP = PN,ona Pe; = PNe;_1 = N Pe;_; donc par une récurrence immédiate, Pe; = Ni=1Pe;.

Réciproquement, pour tout v € C™ en posant Pe; = N~ v, alors NP = PN. On a donc un isomorphisme entre C" et
Com(J,,), I’ensemble des matrices commutant a .J,,. Si maintenant N n’est pas sous forme de Jordan, N = Q.J,,Q!, et donc
P commute a N si et seulement si

PQJnQil = QJnQilp <~ QilPQJn = JnQipoa

si et seulement si Q™1 PQ) commute a J,,. Donc le commutant Com(N) de N est Q~*Com(.J,,)Q, donc est aussi de dimension
n.
Voir aussi I’exercice D.
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f) (6.5points) (Difficile)
Montrer que 1’ensemble des matrices de rang exactement n — 1 est de dimension n(n — 1). On pourra construire un C*-
difféomorphisme explicite entre ,,, I’ensemble des matrices nilpotentes d’ordre exactement n, et

1 x ... %
0

S=< M= L . |M€GLn(<C) ,
0 % *

en utilisant ce qui précede.
Solution : Par ce qui précéde, si N = J, e¢e NP = PN, ona Pe; = PNe;_1 = NPe;_1 donc par une récurrence
immédiate, Pe; = N~ Pe;. Donc si P commute 3 N et appartienta S, on a Pe; = e, et donc P = Id.
Essayons de donner un inverse a
GL,(C) — N,
P — PNP!

qui est clairement C°, surjective, et injective restreinte 4 S. Réciproquement si M = PN P~!, comment déduire P en fonction
de M ? On calcule
Mey = PNP 'e; = PNej = Pes.
~—~
pPes

Plus généralement, ) , )
M'e; = PN'P~le; = PN'e; = Pejy,.

Donc la matrice P est donnée en colonne parey, Mey, ..., M™ ey (qui est une base car M est de rang maximal). On en déduite
un inverse a ¢ ;
N, — S

Y M +—— Mat(e;, Mey,...,M" te;)

qui est clairement C*, puisque M +— Mz est C* (linéaire en fait) de M,,(C) — C™.

Remarque 1 Si X est un fermé de C, on peut définir la dimension de X comme le plus grand entier d tel qu’il existe un ouvert
de X C°°-difféomorphe a CH, Lorsque X est une variété différentiable, en particulier lisse, tous les ouverts de X ont méme
dimension (si X est connexe disons). Dans notre cas, A est connexe mais n’est pas lisse, et sa dimension est la dimension de
N, ¢’est done n(n — 1).

Exercice G : (Partitions, tableaux de YOUNG, polygones concaves)
On appelle partition de n une suite d; > dy > ...d, > 0 telle que d; + - - - +d,, = n (on autorise a avoir des répétitions
et des zéros). On note Part(n) leur ensemble. On note Pol I’ensemble des polygones croissants, concaves, a abscisses de
rupture entiéres tels que P(0) = 0 et P(n) = n et pour tout 0 < k < n, P(k) € N.

FIGURE 2 — Deux exemples de polygdnes dans Pol pour n = 4

A A
4.1 4.1
3.1 3.1
2.1 2.1
1.1 Lt
o 1 2 s 4 o 1 2 s 4

On note ) ’ensemble des diagrammes de Young a n cases (https:/fr.wikipedia.org/wiki/Tableau_de_Young).

1) (6.5points) Montrer que I’on a des bijections (naturelles) entre Part(n), Pol, et ).
Solution : Etant donné un polygénep € Pol, sa dérivéep’ est une application constante sur les intervalles|i—1;i[ 1 < i < n ,
et décroissante puisque p est concave. Si I’on note d; la valeur de p' sur]i — 1;4[, en intégrant p’, on a bien évidemment

S di = p(n) = p(0) = n.

21



Réciproquement une suite d; ,1<;<», définit une application constante de valeur d; sur les intervalles i —1; [, dont la primitive
s’annulant en 0 est un élément de Pol.
On associe en outre bijectivement a toute partition dans Part(n) un tableau de Young ayant d; cases sur sa i

ieme

colonne.

2) (6.5points) Construire une application naturelle v : N' — Part(n) telle qu’une matrice d’échelon n est envoyée sur la
partition 1 + 1 + .. + 1 = n, et la matrice nulle est envoyée surn + 0+ ---+ 0 = n.
Solution : Pour tout
A€ N, V1 <i<n, v(A); := dimcKer A® — dime Ker A?

convient. Le fait notamment que v(A); est décroissante est établi dans I’exercice B, question 6). En outre les relations entre
pentes du polygone, saut des dimensions des noyaux itérés et tableaux de YOUNG on été étudiées notamment dans I’exercice C
et I’exercice E. En particulier les entiers d; introduit ici sont exactement ceux introduits dans I’exercice B et utilisés dans les
exercices loc. cit..

3) (6.5points) Quel polygone est alors associé a une matrice de rangn — 1 ? Derang 0 7
Solution : II suffit d’intégrer la formule ci-dessus autrement dit, si v est défini comme ci-dessus, I’application w qui lui
correspond par les isomorphismes (cf. exercice G,) est

7 : N — Pol, A — i dimcKer A® .

Ainsi pour une matrice A de rang n — 1, w(A) est la premiére bissectrice, tandis que pour une matrice A de rang 0 i.e.la
matrice nulle, w(A) est la constante d’équationy = n.

4) (6.5points) Montrer que deux matrices de A sont semblables ssi leurs v sont égaux (vu comme polygones, partition ou

diagramme, au choix).

Solution : Bien entendu, si A et B sont semblables elles ont méme suites (nk) ,keN de dimension de noyaux itérés Vk €
N, n, = dimg Ker-*. On peut se reporter 4 I’exercice C pour voir que cette suite détermine complétement le tableau de
YOUNG.

Réciproquement si deux matrices ont le méme tableau de YOUNG (le méme polygéne ou la méme partition) elles ont méme
suite (nk) ,keN de dimension des noyaux itérés, celle-ci étant en effet la primitive (qui s’annule en 0) de la suite dj, des pentes
données par la partition ou le tableau de YOUNG :

7
n; = ng + de
k=1

lorsque ng vaut nécessairement 0. On peut alors utiliser par exemple I’exercice E, question 7) pour assurer que la forme de
JORDAN correspondant aux données est alors uniquement déterminée ; et partant la classe de similitude de I’endomorphisme.

Pour toute partition (ou polygone, ou diagramme) p, on note )/, | ensemble des matrices envoyées sur p.

5) (6.5points) Pourquoi N, est-il une classe de conjugaison ? Donner pour n = 8, un représentant de la classe de conjugaison
de la partition3 +2+ 2+ 1 =8.
Solution : On a vu ci-dessus q’avoir méme polyg6ne ou méme tableau de YOUNG ou méme partition revient a étre semblable
ce qui signifie précisément étre conjugué par un élément du groupe linéaire GL,,(C).
On se reporetera avec profit a I’exercice E pour les détails de la constructions d’une forme de JORDAN dont on connait par
exemple les invariants numériques dy,. Ainsi pour la partition (3, 2,2, 1) on sait que le

nombre de blocsde taille 1 est 3—2 = 1
nombre de blocsde taille 2 est 2—2 = 0
nombre de blocsde taille 3 est 2—1 = 1
nombre de blocs de taille 4 est 1—0 = 1
ce qui donne la forme de JORDAN (2 permutation pres :)

0O 00 OO0 0 O0°0O0

1 0 000 0 0 O

010 0 0 0 00O

J = 0O 01 00 0 00O

0O 00 00 O0O0TDO0

0O 00 01 000

0O 00 00 1 00

0O 00 00 O0O0OTUDO
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6) (6.5points) (Difficile)
Montrer que N, est dans I’adhérence de N, si et seulement si le polygone de p est en dessous du polygone de p'.
Solution : On a déja observé que la partition dj, associée a un endomorphisme nilpotent N est la « dérivée » de la suite
(nk) ,keN des dimension des noyaux itérés :

nE = dimg Ker N¥ et dp, = ngp — Np—1 -

Par semi continuité du rang (de N*) on en déduit donc que si Ny est une suite de limite Ny telle que N} est de rang constant,
alors
rg(Ng) < rg(Ny),

donc _ _
dim Ker Nj > dim Ker N}

donc

Y

Z dj, Z dg,
k=1 k=1
i.e.le polygone de p’ est au dessus du polygone de p.

Réciproquement soit donc Ny € N, et montrons qu’on peut trouver une suite Ny, t €]0, 1], telle que Ny € N, et Ny — Ny.
Tout d’abord on pourrait supposer Ny = J(p') (cf. exercice E, question 7),) la forme de Jordan standard associée a la partition
p' :eneffetsi Ny — J(Np), et No = PJ(p')P~1, alors PN;P~! convient. On suppose donc Ng = J(p').

Soitdy > --->d, etdy > --- > d, les partitions p’ et p. Par hypothése, on a

dy>dy, dy+dy>ditdy,. ., Y d > dy
k=1 k=1

i i
Soit i minimal tel que Z dj, > Z d.
k=1 k=1
Soitr > 1 minimal tel que

No : Ker N**" /Ker N*+"~1 — Ker N*+"~! /Ker N*+"—2

dim =d 4, dim =d;4_1

ne soit pas surjective. Soit alors ¢ = ey € Ker Né”fl un vecteur de la base canonique qui n’est pas dans I’'image précédente
(on peut supposer que c’est un vecteur de la base canonique car No = J(p')). Comme d; = dj, | = ---=dj . | >d; >--- >
ditr, il existe j > r minimal tel que d; ; < d; ; 1, il existe donc e}, € Ker Né““ qui n’est pas dans I’image de Ny. On pose
alors

N = Ny + t0g 0.

Autrement dit pour tout i # {, Nye; = Noe;, et Nyep = Noey + teg. Notons p”’ = d la partition associée a Ny.
On vérifie que,
d! =d, Vs<i+r—1,Vs>i+j+1
d;/Jrr = déJrr - 17
u U
V= di 1,
di=d,, Vitr+1<u<i+j—1

On a évidemment Ny — Ny, et on vérifie facilement que p' > p” > p (en fait on a juste déplacé e, de Ker N7 vers
i

Ker Nt7), donc par récurrence immédiate (sur les différences Z d}, — dy.), on en déduit I’existence d’une déformation Ny telle
k=1
que v(Ny) = p.

Exercice H: (Un graphe)

1) (6.5points) Pour n = 6, donner le graph orienté dont les sommets sont les classes de similitudes de matrices nilpotentes,
et les arétes sont orientées M/ — M s il existe une suite de matrices dans la classe de conjugaison de M dont la limite est dans
la classe de conjugaison de M (on enlevera les arétes ayant méme sommet de départ et d arrivée, et lorsque 1’on a des arrétes
M — M’ — M" on ne fera pas apparaitre I’arréte M — M"").
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Solution :

(******)

(*****)

VS
* o %

2) (6.5points) Ce graph, vu comme graphe orienté, a t’il des cycles ?

Solution : Evidemment le graphe précédent n’a pas de cycle comme graphe orienté : en terme de polygones (cf. exercice G,
question 1) et exercice G, question 6)) une fleche est orientée vers un polygone plus bas, or, (cf. exercice G, question 4),) si
deux classes de conjugaison ont le méme polygone, elles sont égales : autrement dit, puisque 1’on enleve les arrétes ayant méme
sommet de départ et d’arrivée, le sommet d’arrivée d’une fléche a un polygone strictement en dessous de celui de départ : on ne
peut donc pas avoir de cycle.

Et si on oublie I’ orientation ?
Solution : Si par contre on oublie I’orientation des fieches, on voit que le graph précédent posséde deux cycles.

Exercice I : (Facteurs irréductibles du polynome minimal et du polynome caractéristique)
On va chercher, dans ce probleme, a comparer la décomposition en produit d’irréductibles du polynéme minimal et
du polynéome caractéristique d’un endo morphisme.
A noter immédiatement que le corollaire IV.7.3 du théoréme IV.7.2 de CAYLEY-HAMILTON est abusif. En effet du

théoréme de CAYLEY-HAMILTON assurant que
Pminu|Pcaru

il résulte immédiatement que, tout facteur irréductible de Py, ., est un facteur irréductible de P, mais
rien ne permet a ce point d’affirmer que, réciproquement un facteur irréductible de Py, ., soit un facteur irréductible de
Phin . (hormiis si toutefois il est de degré 1 mais ceux-ci jouent un réle particulier (cf. question 1).))

En fait, dans la présentation qui est faite dans le cours, le corollaire IV.7.3 devrait apparaitre comme un corollaire du
corollaire IV.11.11. Ce dernier est lui-méme un corollaire de la proposition 1V.6.4 (cf. DOC n° III, n° III.1.exercice C) et
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bien entendu du théoréme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS. C’est précisément le recours a ce dernier résultat, qui est
I’un des plus techniques de ce cours, qui pourrait inciter a donner un argument alternatif ; ce que nous allons faire dans
ce qui suit.

Dans tout cet exercice, K est un corps, n € N* F un K-espace vectoriel de dimension » et v € Endg(E) un endo-
morphisme K-linéaire de £. On note ey, (resp. Puin w,) 1€ polynome caractéristique (cf. cours 1V.6.1,) (resp. le polynome
minimal (cf. cours IV.2.2.iv).))

1) (6.5points) (Les facteurs de degré 1)
Rappeler pourquoi
YA €K, (X — M| Painu & (X —N)|Pearu

et en déduire que si K est algébriquement clos,
Pcarul(Pmin u)n .

Solution : Découle de I’équivalence entre IV.5.1.a) et IV.5.1.d).
On sait déja, grace au théoreme IV.7.2 de CAYLEY-HAMILTON, que
Pminu|Pcaru .

On va montrer, (cf. question 7), ¢),) que
Pcaru'[Pminu]n .

L’élément technique principal pour prouver I’énoncé de divisibilité ci-dessus est la possibilité de faire la division eu-
clidienne d’un polynome a coefficients dans un anneau de matrices par un autre (cf. question 6).) La dificulté réside
alors dans le fait de pouvoir justifier une telle construction. Si A[X] et en effet un anneau de polyndomes a une indéter-
minée, nous n’avons formellement établi un théoreéme de la division euclidienne que dans le cas ou A est un corps (cf.
cours I11.4.2 ;) sans compter que nous n’avons méme défini les anneaux de polynome que dans le cas ou A est un anneau
commutatif (cf. cours IIL,) et que nous nous sommes bornés a ne donner la plupart des résultat que dans le cas ou A est
intégre. Or si I’on veut considérer I’anneau M,, (K) on sait de longue date qu’il n’est ni intégre ni commutatif. Qui plus
est, on risque d’étre amené, comme on I’a déja fait (cf. DOC n° IIIL, n° IIL.1.exercice D,) a identifier les deux anneaux

(M, (K))[X] et M,,(K[X]) (cf. question 3) .)

On rappelle que, pour un anneau commutatif A, on note M, (A) I’anneau des matrices carrées de taille n x n a
coefficients dans A. On rapelle que cet anneau est isomorphe a ’anneau End4_mod(A”) des endomorphismes du A-
module libre A" ; cet isomorphisme n’étant pas canonique mais donné par le choix d’une base de A™.

2) (6.5points) (L’anneaun (M, (K))[X])

Notons MH(K)N ’ensemble des suites a valeurs dans M, (K). On va définir ’anneau (M,,(K))[X] des polyndmes a
une indéterminée a coefficients dans ’anneau M, (K) des matrices n x n comme le sous anneaux des éléments presques
nuls de I’anneau (M,,(K))[[X]] des séries formelles a coefficients dans M., (K) dont on rappelle bri¢vement la construc-
tion ci-apres. On suit en cela le méme schéma que celui exposé dans le chapitre III du cours pour les annaux commutatifs.

i) (Addition : groupe abélien)

Puisque (M, (K), +) est un groupe abélien, M, (K)" a une structure naturelle de groupe abélien donnée par I’addition
terme a terme (cf. cours L.6.1.i) ;) pour laquelle I’élément neutre est la suite nulle de valeur constante égale a 0, (k) et
pour laquelle ’opposé d’une suite (1},) ,.cn est la suite ( — M}) ,xen.

ii) (Multiplication : anneau)
Comme dans le cas ou A est un anneau commutatif, on définira le produit de CAUCHY sur M, (K)N (cf. cours I11.1.2.2,)

k
Y(M, P) € M (K)" x M (K)Y, (M 50 oy Pl = Y M; % pq,, ) Proi
1=0

11 faut d’ores et déja remarquer que * 4, () n’étant pas commutative, * (k)" e le sera pas davantage. Il est cepen-
dant toute 2 fait élémentaire de vérifier que (Uy,) ,rcn définie par

Up =1 = 1pm,x) et Vk € NY, Up 1= Oprq, (k)

est un élément neutre pour * (®)" qu’on notera abusivment / ou méme 1 dans la suite, et que

V(M, P,Q) € My(K)Y x M, (K)N x M (K)", (M + P) vt @ = Mg gy Q+ Py gy Q
et M o ey (P+Q) = M a1 P+ Mo o @

c’est-a-dire que * v est distributive sur +.
On notera (M,,(K))[[X]] ’anneau ainsi construit.
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iii) (Anneau des polynomes)

On s’intéressera cependant surtout au sous-anneau (M, (K))[X] de (M,,(K))[[X]] constitué des suites presque nulles,
i.e.des suites (Mk) ;keN pour lesquels il existe p € N tel que pour toutq > p, My = O, (k) -

1l est fastidieux mais sans grande difficulté de vérifier que

(M, (K))[X] est effectivement un sous-anneau de (M, (K))[[X]]

ce qui signifie (cf. cours 1.3.3,) que ((M,,(K))[X],+) est un sous-groupe de ((M,(K))[X],+), que (M, (K))[X] est
stable par le produit de CAUCHY * (g et que ’élément unité ] est dans (M (K))[X].

Il ne s’agit rien moins, mais rien de plus non plus que de vérifier que la somme et le produit de deux suites presque
nulle est encore une suite presque nulle; les arguments étant alors exactement de méme nature que dans le cas d’un
anneau commutatif.

iv) (Degré et valuation)

On peut encore définir la valuation val(-) d’un élément de (M., (K))[[X]] (cf. cours IIL.1.14,) ou de (M,,(K))[X] et
le degré deg(-) d’un élément de (M., (K))[X] (cf. cours IIL.2.3.) Cependant il convient de s’arréter un instant sur leurs
propriétés (cf. b).)

v) (Morphisme structural)
L’application
Lt Mp(K) — (MH(K))[[X]], M — (M,0,0,...,0,...)

est encore un morphisme injectif d’anneaux qui est en fait a valeurs dans (M, (K))[X] ; identifiant M,,(K) 2 un sous-
anneau de (M,,(K))[X] ; si bien que, pour tout M/ € M, (K) on notera simplement )/ pour la série formelle (resp. le
polyndme) dont le terme de rang 0 est M/ et les autres termes sont nuls.

1l est encore clair que ’image Im ¢ de ¢ est I’ensemble des éléments de (M, (K))[X] de degré 0.

vi) (Loi externe, structure de M, (K)-module)
Pour tout
(A, M) € My(K) x (Mn(K))[X]

on peut définir A- M = A *( M, en considérant A comme un élément de (M, (K))[X] a travers ..

M (1)) [X]

vii) (Base)
En X Pélément (0,1,0,...,0,...) € (M,(K))[[X]], on constate que c’est en fait un élément de (M., (K))[X], et que

VEEN, XF 1= Xy - *pq, @ X

est la suite dont le ™ terme est k... Comme dans le cas commutatif il n’est pas dificile de montrer que {X k} ke N est
une M, (K)-base de (M., (K))[X].

a) (6.5points) (n = 1)

Que dire de (M,,(K))[[X]] et (M, (K))[X] lorsque n = 17

Solution : Dans ce cas M,,(K) est canoniquement isomorphe comme anneau a K et (M,,(K))[[X]] n’est autre que I’anneau
K[[X]] des séries formelles a coefficients dans K tandis que (M,,(K))[X] n’est autre que I’anneau K[X] des polynomes a
coefficients dans K.

b) (6.5points) (Valuation et degré)

Soit (P, Q) € (M, (K))[X] x (M,(K))[X], que peut-on dire de :
val(P + Q).
val(P * Q),

deg(P + Q)
et deg(Px*Q).

Bien qu’on n’ait pas, en général, P x Q = (@) * P, aurait-on cependant

deg(P*Q) = deg(Q=P)?

Solution :

x) (Somme)
Comme dans le cas d’un anneau de polynémes a coefficients dans un anneau commutatif on a encore

val(P 4+ Q) > min(val(p), val(Q)) et deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q))

avec égalité dans le cas de valuations (resp. degrés) différents, puisque ces résultats ne reposent que sur la structure de groupe
abélien de (M,,(K))[X].
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1) (Produit)
Il découle presque immédiatement de la définition du produit de CAUCHY que

val(P x Q) > val(P) + val(Q)et deg(P x Q) < deg(P) + deg(Q) .

On avait cependant bien remarqué qu’on avait égalité dans le cas des anneaux intégres.
Ici il suffit de s’intéresser a des éléments de degré 0, pour obtenir des contre-exemples. Dés que n > 2 en effet, on sait bien

qu’on peut trouver
(A,B) € M,(K)x M, (K) telque A # 0, B # 0et A*xB = 0.

11 s’ensuit que
val(A* B) = 400 > 0 = val(A) + val(B) et deg(A* B) = —oo0 < 0 = deg(A) + deg(B) .
1) On peut aussi trouver
(A,B) € Mp(K) x M, (K) telque AxB = 0et BxA # 0.
ce qui entraine

deg(A* B) = —ooetdeg(BxA) = 0.

3) (6.5points) Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneau M., (K)-linéaire :

¢ (Mp(K)X] — Mu(K[X])

X 0 ... 0 O

O X ... 0 O
X — M; =

0 O X 0

0 O 0 X

et que de plus ¢ est un isomorphisme.
Indication : On pourra noter _
Vie N, M; = M;

et remarquer que M; commute avec tous les éléments de M., (K[X]).
Solution :

i) (Condition nécessaire (unicité))
Notons My € M, (K[X]) Ia matrice

X 0 0 0
0 X 0 0
XI = :
0 O X 0
0 0 0 X
Si ¢ est un morphisme d’anneau,
Xk 0 0 0
0o Xx* 0 0
VE €N, ¢(X*) = ¢(X)F = M} = My, = :

0 0 ... Xk 0
0 0 ... 0 X*

Puisque {X*}p en C (Mn(K))[X] est une base de (M, (K))[X], si on demande a ¢ d’étre M.,,(K)-linéaire il est
entierement déterminé.
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ii) (Condition suffisante (existence))
Reste a montrer que le morphisme M, (K)-linéaire défini ci-dessus est bien un morphisme d’anneaux.
11 est claire que

10 0 0
0 1 0 0
O () 1x) = $(X°) = My = :
00 10
00 0 1
De plus :
d
VP = ) AiX' e (Mn(K))[X],
=0
VQ = > BiX'e (My(K))[X],
=0
d e
(P Q) = ¢ DD AxBxH

i=0 j=0

d e
— ZZAi*B]—*qS(XH'j)

i=0 j=0

d e
= DO A By x My

i=0 j=0

d e
= ZZAi*Bj*MZ-*Mj.

i=0 j=0

On rencontre le seul point délicat de la preuve ici, ou du moins le seul qui différe vraiement d’un calcul analogue dans des
anneaux commutatifs. Il faut en effet remarquer ici que

Vi e N, VA e M, (K[X]), M; * A = Ax M, ;

c’est-a-dire que les matrices M; commutent avec toutes les autres; ce qui est bien connu (ce sont des matrices scalaires, a
coefficients dans K[ X] certes.)
11 s’ensuit que :

d e

=0 j=0
d e
1=0 7=0
= o(P)x¢(Q) .

i) (Bijectivité)

11 suffit de montrer que { M} }i ¢ n est une base de M, (K[X]). C’est essentiellement ce qu’on a fait au DOC n° III, n°
III.1.exercice D, question 1).

1 est presque immédiat de montrer que { My}, ¢ n est une famille libre. Si en effet Z A« M; = 0,

i=1
VI<j<n, VI<k<n, Y AijpX'=0;
i=1
ce qui entraine,, puisque {X*}. ¢ v C K[X] est une base de K[X],
VlSZST, Vlg]gn, Vlgkﬁn, Ai,j,k = OZEV1§’LS7’, Az = OMn(K)

Pour tout
(Mij)1<i<p € MauK[X]),VI<i<n,V1<j<n, Mj; € K[X].

Donc

di,j

§ : Y4
Mi,j = am,gX .

£=0
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On prolongera les applications «; j,. en posant
VKEN, l > di,j = QG50 = 0.

Posons alors

d = max (di;) et VO < ¢ < d, Ay lamatrice c; ¢ . 1
1 <i<n '
1<j<n
I est ensuite facile de constater que
d
M =" AgxM,. 2
£=0

L’isomorphisme ¢ ci-dessus permet donc d’identifier (en tant qu’anneau) les polynémes dont les coefficients sont
des matrices (M,,(K))[X] au matrices dont les coefficients sont des polynémes M,,(K[X]). On se placera donc, dans
la suite, sous I’un ou I’autre point de vue, selon ce qui sera le plus commode. En particulier on oubliera la notation M/;
pour lui préférer X, dont on gardera bien a ’esprit que ¢’est une matrice qui commute avec n’importe quel élément de
M, (K[X]). On notera I ’unité de ces anneaux qui est la matrice identité de M., (K).

4) (6.5points) (Valuation et degré)
Pour M € (M,(K))[X] comparer la valuation et le degré de M définis en question 2), iv) et les valuations et degré
respectifs des coefficients de la matrice ¢(M ).
Solution : Si on note

o(M) = (Mij)1<i<n
I<j<n
on rappelle que les M, ; sont des éléments de K[X]. Les formules question 3), iii).1 et question 3), iii).2 montrent alors que

deg(M) = max  (deg(M; ;)) et val(M) = ) miin n(val(Mm-)).

INTINA
Sl
IN]IN

INIA
INTIN

1
1 J
5) (6.5points) (Eléments inversibles)

Puisque M, (K) est un sous-anneau de ¢ : (M, (K))[X] = M, (K[X]), tout inversible de M,,(K) est encore inver-

sible dans M, (K[X]). En revanche il n’est pas tout a fait immédiat de déterminer exactement ce qu’est (M, (K[X]))* ;
ce dont d’ailleurs nous n’aurons pas explicitement besoin. On peut cependant remarquer :

a) (6.5points) (Matrice de carré nul)
Montrer que si A € M,,(K) vérifie A2 = 0, I — AX est inversible.
Solution : En effet,
(I-AX)s(I+AX) = I? - (AX)* = [ - A’X? = T.

b) (6.5points) (Matrices nilpotentes)

Plus généralement montrer que si A € M,,(K) est tel que A™ = 0, (nilpotente d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)) I — AX est
inversible.

Solution : Puisque X et A commutent, on a :

n—1
(I-AX)xY X'A" = [-X"A" = 1.
=0

6) (6.5points) (Division euclidienne)
Pour tout (M, P) € (M, (K))[X] x (M, (K))[X] tel que
d
P = ZPiXi avec Py € M, (K)* inversible,
i=0

montrer qu’il existe
(Q,R) € (Mu(K))[X] x (Mn(K))[X] telque M = PxQ+ Retdeg(R) < deg(P).

Indication : On pourra adapter la méthode utilisée dans le I11.7.7.

Solution : On procéde comme dans le II1.7.7. On pourrait d’ailleurs renvoyer a ce texte en justifiant que I’argument clef est
que le coefficient de plus haut degré de P est inversible. Cependant, outre le fait qu’on doit ttraiter la question pour un anneau
non intégre, une difficulté supplémentaire réside ici dans le fait que les coefficients que nous considérons appartiennent a un
anneau qui n’est pas commutatif. L’honnéteté veut donc que I’on réexamine les arguments de cette preuve sous les hypothéses
faibles faites ici.

29



i) (deg(M) < deg(P))
I1 suffit, dans ce cas de prendre

I
S

Oet R

O
I

i) (deg(M) > deg(P))
x) Il existe (cf. II1.7.7.question 3),)
(8,0) € (Mn(K))[X] x (M,(K))[X] telque M = P« S + Cetdeg(C) < deg(M).
En effet, définissons S par
Sdeg(M)—des(P) = Py ' * Maeg(ary et Vk € N, k # deg(M) —deg(P), Si, = 0.

Par construction on a alors
C := M —PxS avecdeg(C) < deg(M).

1) (Raisonement par récurrence)
On termine I’argument par récurrence sur I’entier deg(M) — deg(P) (cf. IIL.7.7.question 4).) En effet, C' étant construit
comme ci-dessus, deg(C) — deg(P) < deg(M) — deg(P), on peut écrire

C = P«T+ R avecdeg(R) < deg(P)
d’ou il résulte

M =P+xS+C =P+«S+PxT+R =P(S+T)+ R.

7) (6.5points) (Facteurs irréductibles)
Soit
A e My(K)et M := Ppinal € (Myp(K))[X] = M,(K[X]).

a) (6.5points) (Division euclidienne)
Montrer qu’il existe

(Q.R) € (My(K))[X] x (Mn(K))[X] telque M = (A—IX)*Q + Retdeg(R) < 1.

Solution : II faut juste constater que A — I X est de degré 1 et de coefficient de plus haut degré I qui est inversible si bien
qu’on est dans les conditions d’application de la question 6).

b) (6.5points) Montrer que R = 0.
Solution : 11 suffit d’évaluer I’identité précédente en A.

¢) (6.5points)
PcarAHPmin A]n

Solution : I découle de a) et b) que M = (A — IX) * Q. d’ou il résulte

[Prin a]" = det(M) = det(A —IX) «det(Q) = Peara xdet(Q) .

d) (6.5points) (Facteurs irréductible)
En déduire que tout facteur irréductible de P, 4 est un facteur irréductible de Py 4 -
Solution : C’est bien entendu maintenant une conséquence immédiate de c) et du lemme de GAUSS.
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La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, téléphones mobiles, objets
connectés et documents ne sont pas autorisés.

Exercice A : (6points) On note (z;,zo,3) les coordonnées d’un vecteur = € Z>. On considére dans A := 73 le
sous-groupe B engendré par v = (6, —12,0) et w = (0, 8,4).

1) Onnote A* := Homg,(A,7Z) I’ensemble des homomorphismes de groupes de A a valeurs dans Z, également
appelé ensemble des formes linéaires entiéres sur A.

a) Rappeler rapidement pourquoi A* est un groupe abélien.
b) Le groupe A* est-il de type fini ? libre ? (On peut parfaitement résoudre la fin de 1’exercice sans répondre a cette question.)

¢) Montrer que
A" =5 Z, f — f(v)(tesp. A" = Z, f — f(w))

est un morphisme de groupes dont I’image est

le sous-groupe 67 de Z (resp. le sous-groupe 4Z de Z .)

d) En déduire que
Vfe A*, f(B) C 2Z.

2) Soit f € A*laforme linéaire définie par x — 1 — z3.
a) Trouverv; € Btelque f(v1) = 2.

b) Montrer que v1 = 2up pourun u; € A.

3) Montrer que

a)
A = Zuy @& Ker [
b) puis que
B =7 2u ®& (KerfNnB) = Zv; & (KerfNDB).
4) a) Ecrire les coordonnées d’un vecteur \v + pw A\ p€Z).

b) En déduire que Ker f N B est ’ensemble des vecteurs de la forme (12¢, 0, 12¢) ou ¢ décrit Z.

¢) En déduire une base de B, et une base

{u1,u9,us} de A telleque B = Z-2u; ® Z-12uy.



Exercice B : (7pts) Pour un groupe abélien GG, on dira que G posséde une Z-base s’il posséde une base en tant que
groupe abélien libre (ou encore en tant que Z-module libre.)

On note A le groupe abélien Z™ vu comme sous-groupe de ’espace vectoriel V' := Q™. Soit B C A un sous-groupe.
On note 7 le sous-Q-espace vectoriel de I engendré par Betpari : A — V D’injection naturelle de A dans V.

1) a) Montrer que des vecteurs vy, vo, ..., U, € V sont linéairement indépendants sur Q si et seulement si ils le sont
sur Z.

b) Montrer que tout sous-groupe de type fini G C V est libre de rang r < n.

¢) Est-ce que V est un groupe abélien de type fini ? (On pourra considérer le cas n = 1.)

2) Rappeler rapidement (en citant le théoreme adéquat) pourquoiil exister € N,r < ntelque B = 7Z".

3) Supposons qu’il existe une Z-base (u1, - - - ,u,) de B qui puisse se compléter en une Z-base (u1, - - ,u,) de A. Montrer
alorsque B = AN W.

4) Supposons réciproquement que B = A N W . On va montrer qu’alors (cf. f),) B possede une base qui se complete
en une base de A.

Soit W’ := V/W D’espace vectoriel quotient de V par W et soit p : V' — W' la surjection canonique.

a) Montrerque poi : A — W' est un morphisme de groupes dont B est le noyau.

b) Ennotantq : A — A/B lasurjection canonique, montrer qu’il existe un unique morphisme de groupes injectif
j: A/B < W'  telque j oq =poi.

¢) Montrer que le groupe abélien quotient C' := A/ B est libre de type fini de rang < n.

Soit ¢y, ..., cs une Z-base de C, a1, ..., as des relevements des c;, (c’est-a-dire que V1 < k < s, ¢(ar) = cg,) dans A,
et C' C Ale sous-groupe engendré par les ay ,1<k<s -

d) Montrer que I’application quotientq : A — A/B = C se restreint en un isomorphisme de C” vers C.
e) Endéduire que A = B @ ' et donc que A est isomorphe & B x C.

f) Montrer enfin qu’il existe une Z-base de B qui se compléte en une Z-base de A.

5) Soit b # 0 un élément de A et B le sous-groupe qu’il engendre.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Le sous-groupe B possede une Z-base qui se compléte en une Z-base de A.
ii)
B=AnWwW.
iii)
Pged (by, yi<k<n ) = 1,6 = (by, -+ ,by) .

Exercice C : (2points) Considérons le diagramme commutatif de groupes abéliens a lignes exactes suivant :

0> N -2 A Py o0 S0

| ‘] [»
0> Ny —25 A, 25 0, >0
c’est-a-dire que pour j = lou?2 :
— Nj, Aj et Q; sont des groupes abéliens,
— 14, est un morphisme de groupes injectif,
— p; est un morphisme de groupe surjectif,

Imi; = Kerpj,

goi =1iz0 fethop =pyog.

1) Montrer que si g est injectif, f 1’est aussi; si g est surjectif, i 1’est aussi.



2) Montrer que si f et h sont injectifs il en est de méme de g.

3) Montrer que si f et h sont surjectifs il en est de méme de g.

Exercice D : (5points) Soit A un anneau principal. Pour tout x € A, on notera x A I’idéal principal engendré par z,
A/xAPanneau quotientet 7, : A — A/xA la surjection canonique.

Soient
be A\ {0}, B:= A/bAetq: B = C

un morphisme d’anneaux surjectif, dont on note D := Ker ¢ le noyau.
1) Montrer qu’ilexiste ¢ € A \ {0} et un isomorphisme d’anneaux ¢ : A/cA — C tels que

¢ om. = qo metcld.

2) Montrer que 7, ! (D) est un idéal de A, le déterminer et justifier que

D = m[m, {(D)].
3) Ennotanty : A — A, x — cx, montrer que m, © -y est un morphisme de groupes d’image D.

4) En étudiant le noyau de m, o -y montrer qu’il existe d € Atel que b = cd et un isomorphisme de groupes

d: A/dA = D telque § o g = mp © 7.

5) On suppose désormais que c et d sont premiers entre eux.

a) Rappeler pourquoi il existe
(u,v) € AXA, cut+dv = 1.

b) Pourtouta € C,soitz € A tel que
a = g[my(z)] = @me(x)] .

Posons alors s(a) := m(dvx).
Montrer que s(«) est bien définie (indépendamment du choix de ,) et qu’ainsi défini

i) s : C — B estun morphisme de groupes;

i)
qos = Idg;

iif)

Va € C, Va € A, s[q[my(a)la] = s[o[nc(a)la] = my(a)s(a) .

6) Montrer réciproquement que s’il existe une application s : C' — B vérifiant les points i) a iii) de la question 5), b), c et
d sont premiers entre eux.
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Exercice A : (6points) On note (x1,x2,x3) les coordonnées d’un vecteur = € Z3. On considére dans A := Z3 le
sous-groupe B engendré par v = (6, —12,0) et w = (0, 8, 4).

1) (2pts) Onnote A* := Homg,(A, Z) I’ensemble des homomorphismes de groupes de A a valeurs dans Z, également
appelé ensemble des formes linéaires entiéres sur A.

a) (0.5pts) Rappeler rapidement pourquoi A* est un groupe abélien.
Solution : On sait que pour deux groupes G et H, si H est abélien Homg, (G, H) est un groupe abélien (cf. 1.6.2.)

b) (bonus) Le groupe A* est-il de type fini ? libre ? (On peut parfaitement résoudre la fin de I’exercice sans répondre a cette

question.)
Solution : Puisque A est libre de rang n, il posséde une base (e1, . .., ey). AlorsV1 < i < n, il existe un unique

6: A — Z, € — 5i7j71§j§n (CfIIZ]O)

Il est dés lors facile de montrer (ou a tout le moins les arguments sont-ils exactement ceux utilisés dans le cas des espaces
vectoriels) que e ,1<i<, est une base de A* qu’on pourrait tout a fait appeler base duale de e; ,1<i<y, . Il s’ensuit que A* est
alors libre de méme rang n que A.

¢) (1pt) Montrer que
A" =5 Z, f — f(v)(tesp. A" = Z, f — f(w))

est un morphisme de groupes dont I’image est

le sous-groupe 67 de Z (resp. le sous-groupe 4Z de Z .)

Solution : D’abord
V(f,g) e A" x A", Vx € A, (f+9)(z) = f(x) + g(x)

ce qui prouve que
A" S T, f e f@)

est un morphisme de groupes.

Notons
v = (1,-2,0)et w’ = (0,2,1),

si bien que
v =6Vetw = 4w .

Il s’ensuit que :

VieAr, flv) = [f(6v)
6f(v)

II s’ensuit que
Im(A* = Z, f — f(v)) C 6ZetIm(A* = Z, f — f(w)) C 47Z.

Or pour
f =z xz(resp. f = x — x3,)

ona
fv) = 6 (resp. f(w) = 4.)
Puisque Im (A* — Z, f — f(v)) etIm(A* — Z, f — f(w)) sont des sous-groupes de Z et du fait des inclusions
obtenues plus haut on a finalement

Im(A* = Z, f— f(v)) = 6ZetIm(A* = Z, f — f(w)) = 47Z.



d) (0.5pts) En déduire que
Vfe A*, f(B) C 2Z.

Solution : Pour toutx € B il existe (a,b) € Z x Z tel que x = av + bw ; si bien que pour tout f € A*,

flzx) = flav+bw) = af(v) + bf(w).

11 s’ensuit que
Ve € B, f(z) € 6Z + 4Z

si bien que
f(B) C 6Z + 4Z.

Or2 = (6 A4), si bien que
6Z + 4Z = 27Z.

2) (1pt) Soit f € A* la forme linéaire définie par z — z; — x3.

a) (0.5pts) Trouverv; € Btel que f(vy) = 2.
Solution : On prendvy = v + w.

b) (0.5pts) Montrer que v1 = 2up pourun u; € A.
Solution : II suffit de prendre u; = (3,-2,2).

3) (2pt) Montrer que

a) (lpy
A = Zuy @& Ker [

Solution : Puisque
f(’l)l) = 2et v = 2’[1,1,

f(u1) = 1.1 s’ensuit que f est un morphisme surjectif, dont on peut méme explicitement donner une section
s :Z — A,a+— auy.
1l est en effet immédiat, que s étant ainsi définie,ona f o s = Idy. La suite exacte
0 Kerf — AT stmf=2 -0

est donc scindée, si bien qu’on a
A=Kerf & Ims = Kerf & Zu; .

b) (Ipt) puis que
B =7 2u & (KerfNnB) = Zv; & (KerfNDB).

Solution : ATTENTION ! I ne suffit pas en généralque A = A’ & A” B C Apourque B = (BNA") @ (Bn A");
et ce quelle que soit la structure linéaire considérée. On pourra par exemple penser a la décomposition du plan en somme directe
des deux axes de coordonnées et considérer la premiére bissectrice dont I’intersection avec chacun des axes est le singleton {0},
ce qui ne peut donner une décomposition en somme directe d’une droite.

Pourtoutx € B, f(x) € 2Z. Il existedonck, € 7 telque f(x) = 2k, .

Il s’ensuit que :

fle—kzv1) = f(x—2kguq)
= f(x)_kaf(ul)

)

\
o

c’est-a-dire que
y = x—2ku1 = z— kv € Kerf.

Or
r € Byjkzvy € B =y € B;

si bien qu’on a montré que
B = Zv; + Kerf N B).

Puisqu’on a montré a la question précédente que Ker f N Zuy; = {0}, on a en fait :

B =7v; & (Kerf N B).



4) (3pts) a) (0.5pts) Ecrire les coordonnées d’un vecteur \v + pw (A, pu € 7).
Solution :

Y\ u) EZXZ, W + pw = (6X, —12X + 8u,4u) .

b) (1pt) En déduire que Ker f N B est I’ensemble des vecteurs de la forme (12¢, 0, 12t) ol ¢ décrit Z.
Solution :

Vo € A, x € KerfnB
& r € B et € Kerf
& AN p) €ZxZ,z= ~+pw et f(x)=0
& x = (6, —12\ 4+ 8u,4pn) et TA—4u=0
& z = (6)0,6)).

Or6X\ —4p = 0i.e. 3\ — 2y si bien que, 2 et 3 étant premiers entre eux, 2|\ i.e.

FETN=23tcZ x=(12¢012t).

¢) (1.5pts) En déduire une base de B, et une base

{u1,u9,us} de A telleque B = Z-2u; ® Z-12uy.

Solution : On a établi que
B =7Zv; & (BN Kerf) = Z2u; & (BN Kerf).
11 découle du fait que
B N Kerf = {(12¢,0,12¢t) , t € Z}

que
B N Ker f = Zvg avecvy, = (12,0,12).

Il s’ensuit que (v1, v2) est une base de B.
De plus en posant us := (1,0,1),0ona
Vo = 12’[1,2 .

Il est clair que puisque vo € Ker f que
f(’UQ) =0 = f(lQUQ) =0= 12f(’LL2) =0 = f(’u,g) =0 = uy € Kerf.

Comme on a montré que
A = Zu; & Kerf,

si I’on peut déterminer un vecteur ug tel que (uz, us) soit une base de Ker f, (u1, uz, us) sera une base de A, répondant, qui plus
est, a la condition

v = 2u1 et Vg = 12U2 .
Vo = (1,22, 73) € Ker f, fl) =0
=4 1 —2x3 = 0
= x = (x1,22,21)
& x = x1(1,0,1) + 22(0,1,0) .
On constate donc qu’en posantuz := (0, 1,0), (usz, u3) est une famille génératrice de Ker f dont il est immédiat de constater

qu’elle est libre, ce qui permet de conclure.



Exercice B : (7pts) Pour un groupe abélien GG, on dira que G posséde une Z-base s’il posséde une base en tant que
groupe abélien libre (ou encore en tant que Z-module libre.)
On note A le groupe abélien Z™ vu comme sous-groupe de I’espace vectoriel V' := Q™. Soit B C A un sous-groupe.
On note 7 le sous-Q-espace vectoriel de I engendré par Betpari : A — V P’injection naturelle de A dans V.

1) (3pts) a) (Ipt) Montrer que des vecteurs v, vo, ..., U, € V sont linéairement indépendants sur Q si et seulement si
ils le sont sur Z.
Solution : Puisque Z est un sous-anneau de Q, une combinaison linéaires des vecteurs v; ,1<i<m a coefficients dans Z est,
en particulier une combinaison linéaire a coefficients dans Q si bien que si la famille v; ,1<;<, est libre sur Q elle I’est sur Z.

m
Réciproqument, soit g; ,1<i<m € Q tel que Z q;v; = 0. On écrit
i=1

m
Vi<i<m, ¢ = E,ni € Z,d; € Netd := Hdi'
i=1

d;

Alors
V1<i<m,dqg € Zetquivi =0.
i=1
Si I’on suppose la famille v; ,1<i<m libre sur Z, il s’ensuit que V1 <17 <m, dg; = 0,douV1 <i <m, ¢; = 0, si bien
que la famille v; ,1<i<m est libre sur Q.

b) (1pt) Montrer que tout sous-groupe de type fini G C V est libre de rang r < n.
Solution : On peut donner au moins deux preuves de ce résultat :

i) SoitS := {g1,...,9s} une famille génératrice de G en tant que groupe abélien de type fini.
Choisissons une Q-base (v, . .., v,) de V. Alors

n
VlSZSS, Egi,jalgjgn S Q, tC]qUC g = Zgi’jvj'
j=1

Notons alors N s
Vi<i<s Vi<j<n gy = 20, miyg € L, diy € N
i3

Posons encore 1

Vi<j<n, wj = — v .

[Id:s

i=1
La famille w; ,1<j<n, reste évidemment une Q-base de V' et par conséquent, en vertu du point précédent, une famille Z-libre.
De plus

n
V1<i<s,3hij,1<j<n € Z, telsque g; = Zhiij]' .
j=1
Le groupe G est donc un sous-groupe du groupe abélien libre engendré par les w; ,1<;<n . Ce dernier étant de rang n, G est
derangr < n, en vertu du théoréme I1.4.6.

ii) Unélémentnonnulx € G reste nonnuldansV si bien que {x} est une famille Q-libre de V. Elle est donc en particulier
Z-libre d’apres le point précédent, si bien que

YVaoeZ,a -z =0=a=0.

On en déduit que G est donc un groupe abélien sans torsion (cf. I1.5.2.vii).) Puisque G est de type fini par hypothése, il résulte
du théoreme 11.6.2 que G est un groupe abélien libre. Soit donc une Z-base v; ,1<i<, de G. C’est aussi une famille Q-libre, si
bien que le sous-Q-espace vectoriel Vect{ (v1,..., vr)} de V est de dimension r ce qui entraine quer < n.

¢) (I1pt) Est-ce que V est un groupe abélien de type fini ? (On pourra considérer le casn = 1.)
Solution : Dans lecasn = 1,V = Q. On observe d’abor que
n n
Vg = g2 == — €QxQ, dogy —digo = 0
di do
si bien qu’une famille Z-libre de QQ contient au plus un élément.
Puisque Q est sans Z-torsion s’il était de type fini il serait libre (cf. 11.6.2,) et par conséquent, d’apres ce qui précede de rang
1.
C’est un résulta bien connu que Q n’a pas de famille Z-génératrice a 1 élément si bien que Q n’est ni libre ni de type fini.



2) (0.5pts) Rappeler rapidement (en citant le théoreme adéquat) pourquoiil existe r € N,r < ntelque B = Z.
Solution : (cf. I1.4.6.)

3) (Ipt) Supposons qu’il existe une Z-base (u1,- - ,u,) de B qui puisse se compléter en une Z-base (u1,- - ,un) de A.
Montrer alorsque B = A N W .
Solution : Puisque
B C AetB C W

onatoujours B C A N W.
n
Réciproquement pour tout x € ANW, il existe xy, i<k<n € Z tel que x = Zxkuk. Par ailleurs, puisque W est le

k=1
Q-espace vectoriel engendré par B, il existe

S
bi 1<k<s € B et g 1<k<s € Q telsque x = qubk .
k=1
Puisque uy, ,1<p<, est une Z-base de B chacun des by, ,1<i<s peut se décomposer sur cette base, si bien qu’en fait il existe

T
Yk i<k<r € Qtgzr = Zyrur-
k=1

Dans le Q-espace vectoriel V, on a donc les égalités

n T
E TpU = T = E YrUy .
k=1

k=1
Or il résulte de la question 1), a) que uy, ,1<k<n est une famille Q-libre, si bien qu’il découle des égalité ci-dessus que
VI<k<n, zx = yk
ce qui assure en particulier que
Vr+1<k<n,zp = 0etV1<k<r y. € Z.

Ceci assure finalement que x € B.

4) (4.5pts) Supposons réciproquement que B = A N W . On va montrer qu’alors (cf. f),) B possede une base qui se
compléte en une base de A.

Soit W’ := V/W DP’espace vectoriel quotient de V par W et soit p : V' — W’ la surjection canonique.

a) (0.5pts) Montrerquepoi : A — W' est un morphisme de groupes dont B est le noyau.

Solution : L’application p est un morphisme de Q-espaces vectoriels donc en particulier un morphisme de groupes. L’appli-
cation 1 est par définition un morphisme de groupes il en est donc de méme de p o 7.

Pourtoutx € A,

poi(z) = 0
= i(x) € Kerp
= i(x) € W
& x € AnW
< r € B.

b) (0.5pts) Ennotantq : A — A/B lasurjection canonique, montrer qu’il existe un unique morphisme de groupes injec-
tif
j: A/B < W' telque j o q =poi.

Solution : D’aprés le point précédent,, puisque Ker (poi) = B, il existe, en vertu de la proposition 1.8.11, un unique
morphisme de groupes injectif
j: A/B < W’ telque joq=poi.

¢) (0.5pts) Montrer que le groupe abélien quotient C' := A/B est libre de type fini de rang < n.

Solution : Puisque A est de type fini, A/ B I’est aussi. Or, puisque j est injectif, d’aprés la b), A/ B est isomorphe 4 j(A/B)
qui est un sous-groupe de type fini du Q-espace vectoriel W' lui-méme de dimension finie comme quotient de V.

I résulte alors de question 1), b) que C = A/ B est libre de type fini de rang < n.



Soit ¢y, ...,cs une Z-base de C, a1, ..., as des relevements des c;, (c’est-a-dire que V1 < k < s, ¢(ar) = cx,) dans A,
et C' C Ale sous-groupe engendré par les ay ,1<k<s -

d) (1pt) Montrer que I’application quotientq : A — A/B = C se restreint en un isomorphisme de C” vers C.
Solution : II existe un unique morphisme de groupes

oc:C — A,C}C = Qk,1<k<s (cf. 11.2.10.)

Puisque V1 < k < s, ap € (', o esten fait i valeurs dans C".
Comme
V1<k<s, qlo(er)) = qlar) = ck

et que ci ,1<k<s est une base de C,
qgoo =Idc.

Par ailleurs, puisque cj, ,1<k<s est une base de C, aj, ,1<k<s est une famille libre de A est partant une base du sous module
C' qu’elle engendre.
De plus,
V1<k<s, o(glar)) = olck) = ag,

ce qui assure que
0 o Qe = Idc/.

~

Finalement q|c» : C' = C est un isomorphisme d’inverse o.

e) (Ipt) En déduire que A = B & C’ et donc que A est isomorphe & B x C.
Solution : On a en fait montré (cf. d),) que la suite exacte

0=+ B—A—254/B -0
est scindée (ct. 1.9.11.1),) ou encore que o est une section de q. Il résulte alors du théoréeme 1.9.15, que
A =Kerq ®Imo =B & C.

Cependant, puisqu’on ne demandait pas explicitement en d) de construire une section pour ¢, on peut prouver le résultat en
s’en tenant au fait que ¢ : C' — C est un isomorphisme. Cela revient en fait, peu ou prou, a refaire les construction de L.9.

S S
En effet, pour toutz € A, il existe vy, ,1<k<s € Z tel que g(z) = Z xs¢s. 11 s ensuit que q(z — Z zsas) = 0, ie.

k=1 k=1

S
Yy = x—szas € Kerq = B.
k=1

S
Posant z := E TsQs ON A
k=1

(y,2) € BxC'etx =y + ziee A = B+(C'.
Or:

Vee BNC', Fxg,a<k<s € Z, x = Zxkak et ¢g(x)=0
k=1

= q(Zxkak) =0
Je=1

. S analer) = 0
k=1

- S

= Zl‘kck = 0
k=1

= Vi<k<s,zp = 0

puisque ¢y, ,1<k<s est une base de C. Il s’ensuit donc que v = 0 et donc que B N C' = {0} et donc que
A=BoCC

qui est isomorphe a B x C en vertu de d).



f) (1pt) Montrer enfin qu’il existe une Z-base de B qui se compléte en une Z-base de A.

Solution : Le sous-groupe B étant libre de rang r < n (cf. question 2),) il existe une Z-base by, ,1<i<, , de B.

On rappelle que, puisque V1 < k < s, q(ar) = ci etcy ,1<k<s est une base de C, ay, ,1<p<s est une famille libre de A, et
partant une base du sous-groupe C’ qu’elle engendre.

Puisque (cf.e),) A = B @© (', la famille (by,...,b.,a1,...,as) est une base de A.

5) (bonus) Soit b # 0 un élément de A et B le sous-groupe qu’il engendre.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Le sous-groupe B posseéde une Z-base qui se compléte en une Z-base de A.
ii)
B=AnNnWwW.
iii)
Pged (by, yi<k<n ) = 1,6 = (by, -+ ,by) .

Solution : i) = ii) a été montré en question 3) tandis que ii) = i) a été montré en question 4).

Montrons donc :

§) (ii) = iii))

Notons d Ie Pged des b; ,1<i<p €t

Vi<i<n, be = dc;,c € 7.
11 s’ensuit que
c:= (c1,...,cp) € A.
Or
L beWw
c = =
d
si bien que
ce AnW = B.
Il existe donc k € 7 tel que ¢ = kb ; c’est-a-dire
Vlgign, Cc; = k/’bZ
Or b étant non nul, il existe au moins 1 < ¢ < n tel que b; #* 0. Il vient alors
b; = dc; = dkb; = bi(l — dk/’) =0

si bien que” d est inversible ce qui signifie exactement que les b; ,1<;<, sont premiers entre eux.

) (iii) = ii))
On a toujours B C A N W. Soitdoncz € ANW,ilexisteq € Q tel quex = gb. On peut écrireq = d° avecv et
premiers entre eux. Orx € A entraine que

Vi<i<n, qb € Z = %bi €7 = olb;.

Or le fait que b; ,1<;<, sont premiers entre eux, entraine que § est inversiblei.e.q € Zie x € B.

On peut remarquer que la notion de vecteur primitif (cf. cours C.1.3,) et ses conséquences permettrait de montrer immédiate-
ment que iii) = 1).

Exercice C: (2points) Considérons le diagramme commutatif de groupes abéliens a lignes exactes suivant :

0> N —25 A 25 0 S0

o el g

0> Ny —25 A, 25 Q, =0
c’est-a-dire que pour j = lou?2 :
— Nj, Aj et Q; sont des groupes abéliens,
— ¢; est un morphisme de groupes injectif,
— p; est un morphisme de groupe surjectif,

Imi; = Kerpj,

goi =1d20 fethop =pyog.
1) (1pt) Montrer que si g est injectif, f I’est aussi; si g est surjectif, h ’est aussi.
Solution :

i) Sig estinjectif, g o i1 I’est encore; ce qui entraine que io o f est injectif. C’est alors un résultat bien connu et qui vaut
pour des applications, sans hypothése qu’elles soient des morphismes, qu’alors f est injectif.



ii) Si g est surjectif, il en va de méme de py o g et par conséquent de h o p;. Comme ci-dessus, c’est un résultat ensembliste
que cela entraine que h est surjectif.

2) (1pt) Montrer que si f et h sont injectifs il en est de méme de g.
Solution :

Vo € Ay, glz) = 0

N palgl@) = 0

= h(pi(z)) = 0

= pi(x) = 0

= xr € Kerp
= z € Imn;

= 3y S Nl, r = Zl(y)

= i2(g(y)) = flir(y)) = [flx)=0
= gly) = 0

= y = 0

= x = u1(y)=0

3) (1pt) Montrer que si f et h sont surjectifs il en est de méme de g.
Solution : Pour touty € As,ilexistex € Qi tel que h(x) = p2(y) puisque h est surjectif. Il existe alors z € A, tel que
p1(z) = x, puisque p; est surjectif. On a alors :

p2(y—9(z) = p2y) —p2(9(2))
h(z) — h(p1(z))
= 0.

Puisque la ligne du bas est exacte, il existe w € Ns tel que

—9(z

Puisque f est surjectif, il existet € N tel quew = f(t

ig(w) .

1l s’ensuit que :

) =
) -
y = g(2)+ia(w)
9(z) +i2(f (1))
(
(

= g(2) +g(i1(t))
= g(z+ir(t)).

Exercice D : (5points) Soit A un anneau principal. Pour tout x € A, on notera x A I’idéal principal engendré par z,
A/xzAlanneau quotientet 7, : A — A/xA la surjection canonique.
Soient
be A\ {0}, B := A/bAetq : B — C

un morphisme d’anneaux surjectif, dont on note D := Ker ¢ le noyau.

1) (1pt) Montrer qu’il existe ¢ € A \ {0} et un isomorphisme d’anneaux ¢ : A/cA — C tels que

¢ om = qo metcld.

Solution : La composée q o m, : A — C est un morphisme d’aneaux surjectif. Son noyau est un idéal de A. Puisque A
est principal, il existe c € A tel que Ker (¢ o m) = cA.
Or
bA = Kerm, C Ker(g o mp)

si bien que bA C cA ce qui équivaut a
clb .

Il résulte enfin de la proposition 1.8.11 que ¢ o T, se factorise a travers A/cA i.e. il existe un isomorphisme ¢ : AfeA=C o]
que le diagramme suivant est commutatif :
A 5 B

- | ) K I

AlcA —— C.



2) (1pt) Montrer que 7, 1(D) est un idéal de A, le déterminer et justifier que
D = 7rb[7rb_1(D)] .

Solution : L’image inverse d’un idéal par un morphisme d’anneaux est un idéal.
Par ailleurs

m, (D) = 7, '(Kerq) = Ker(q o m) = Ker(¢ o m.) = Kerm. = cA. (cf. question 1), I .)

Enfin puisque 7, est un morphisme surjectif,
D = 7rb[7rb_1(D)] .

3) (Ipt) Ennotanty : A — A, x — cx, montrer que 7, o <y est un morphisme de groupes d’image D.
Solution : Découle presqu’immédiatement de question 2).

4) (1pt) En étudiant le noyau de 7, o - montrer qu’il existe d € Atel que b = cd et un isomorphisme de groupes

d: A/dA = D telque § o mg = 7 © 7.

Solution :

Vz € A, m[y(x)] = 0
&= v(z) € Kerm
& cx € bA
& dy € A, cx = by.
Comme (cf. question 1),) c|b, posonsb = de. 1l s’ensuit que :
Vx € A, z € Ker(m o %)
& dy € A, cx = by
& cx = cdy
& r = dy,

la derniére équivalence résultant du fait que A est un anneau intégre.
On a donc montré que Ker (m, o y) = dA ce qui permet de factoriser (puisque m, o -y est surjectif (cf. question 3),)) w, o ~y
en un isomorphisme § : A/dA = D i.e. le diagramme suivant est commutatif :

A — 5 A

| | = I

AjdA —2 D.

5) (I1pt) On suppose désormais que c et d sont premiers entre eux.
a) (0.5pts) Rappeler pourquoi il existe
(u,v) € AXA, cut+dv = 1.

Solution : Théoréme de BEZOUT (cf. I.13.2.1.)

b) (2pts) Pour tout o« € C,soitx € A tel que
a = g[my(x)] = @[me(x)] .

Posons alors s(a) := mp(dvx).

Montrer que s(«) est bien définie (indépendamment du choix de x,)

Solution : Pour touta € C, soit (z,y) € (gom, ' ({a}) x (gom, '({a}). Alors :
gm(z—y) = 0
& Plre(z—y)] = 0
= e(z —y) = 0
Sdz e A,z—y = cz
= mp[dv(z — y)] = mp(edvz)
= mp(dvx) — mp(dvy) = mp(buz)
= mp(dvzx) — mp(dvy) = 0
= mp(dvz) = mp(dvy)

ce qui assure que I’applications : B — C est bien définie.
et qu’ainsi défini



i) s : C — B estun morphisme de groupes;
Solution : Pour tout («, B) € C x C, soit (z,y) € (qom)  ({a}) x (qom) 1 ({B}). Alors, puisque q o T, est un mor-
phisme (au moins de groupes,) (x,y) € (qom,) ' ({a+ B}). Il s’ensuit que :

s(a+B) = mldv(z+y)]
= mp(dvx + dvy)
= mp(dvx) + mp(dvy)
= s(a)+s(8)
ce qui assure que s est un morphisme de groupes.
ii)
qos = lde;

Solution : POur tout« € C, soitz € (qom)~t({a}). Puisque cu +dv = 1,2 = cux + dvz. il s’ensuit que :

qls(@)] = glm(dvr)]

puisque § (cf. question 4), 1,) est a valeurs dans D = Kergq.

iii)

Vo€ C, Va € A, s[q[m(a)la] = s[o[rc(a)la] = my(a)s(c) .

Solution :
Va € C,Va€ A, Vo € (gom) *({a}), slgm(a)e] = s[¢lrc(a)la]

On a en fait montré ici que s est non seulement un morphisme de groupes mais encore un morphisme de A-modules pour les
structures naturelles sur B et C' i.e. celles déduites de leur structure de A-algébre. (cf. cours A.2.1,)

6) (bonus) Montrer réciproquement que s’il existe une application s : C' — B vérifiant les points i) a iii) de la question 5),
b), c et d sont premiers entre eux.
Solution : Puisque q est un morphisme d’anneaux, ¢(1g) = 1¢. Par ailleurs, puisque ¢ o s = Id¢,

q[s(lc)] = 1lc
= qs(lc)] = q(1B)
= q[lp—s(l¢g)] = 0.

Il existe donc v € D telquelp — s(l¢) = a. Soit

(x,y) € Ax A telque s(l¢) = mp(z) et mp[y(y)] = d[maly)] = «.

On a alors
mla—z—7@)] = 1lp—m@)—m[y(y)]
= 13—(13—8(10))—04
= 0.
Il existe donc z € A tel que
lg—z—cy—0bz = 0. 1

10



Enfinona:

6[ma(z)] = m[y(z)]
= mp(cx)
= m(c
= (

= s
= 0.

Or ¢ est un isomorphisme (cf. question 4),) si bien que m4(x) = 0, c’est-a-dire qu’il existe w € Atelquex = dw .
L’égalité 1 devient alors

1lag = dw+ecy+bz = c(y+dz)+dw = cy+d(cz+ w)

ce qui prouve, grice au théoréme de BEZOUT (cf. 1.13.2.1,) que c et d sont premiers entre eux.

11
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La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, téléphones mobiles, objets
connectés et documents ne sont pas autorisés.

Exercice A : 1) Parmi les groupes suivants, lesquels sont isomorphes (vous devez justifier votre réponse) :

G1 =7./9Z x 7.]497.
Gy =Z)TZ x T/3L X L/3Z x L] TZ
G3 =Z)7Z x 797 x L) TZ.

Lesquels sont cycliques ?
2) Déterminer les classes d’isomorphisme de groupes abéliens de cardinal 441.

3) On rappelle que deux matrices A et B € M,,(Q) sont semblables ou conjuguées s’il existe une matrice
P € GL,(Q) telleque B = P *AP.

La classe de similitude ou de conjugaison de A est alors ’ensemble des matrices semblables ou conjuguées a A.

Déterminer les classes de conjugaison de matrices A € M4(Q) dont le polyndme caractéristique Py 4 est
Para = (X2 -5X +6)? € Q[X].
4) Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts, (resp. deux polyndmes irréductibles distincts dans Q[X].)

a) Déterminer le nombre de classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal p?q? (resp. de classes de similitude
de matrices A € Meg(p)+deg(q) (Q) de polyndme caractéristique Peyr a4 = p2q? .)

b) Méme question pour les groupes abéliens de cardinal p*q> (resp. les matrices de polyndme caractéristique p*q>.)

Exercice B: On considére dans Z* le sous-ensemble G suivant :
G = {(z,y,2,t) € Z*; 2 +2y+3z = Oet 2y + 5t = 0}.

Montrer que G est un groupe libre de rang 2. Déterminer Z* /G



Exercice C: Soitp € N un nombre premier, k := F, = (Z/pZ,+, ) le corps a p éléments et A := k[X]’anneau
des polynomes a une indéterminée a coefficients dans k.

Pour tout n € N, on note U(n) (resp. I(n)) ’ensemble des éléments unitaires (resp. unitaires irréductibles) de degré
n de A et u(n) (resp. i(n)) le cardinal de U (n) (resp. I(n).)

1) a) Calculer u(0), i(0), u(1) et i(1).

plp—1)

b) Calculer u(2) et montrer que i(2) = 5
Indication : On pourra remarquer que 1(2) est le complémentaire dans U (2) des polynémes qui se factorisent.

¢) Calculer u(3) et i(3).

2) a) Déterminer le nombre de classes de similitude dans My (k). Caractériser celle qui correspondent a des endomor-
phismes cycliques.

b) Méme question dans M3(k).

Exercice D : (Puissances d’une matrice nilpotente)
Soit A une matrice a coefficients dans un corps K dont les invariants de similitude sont

(X5, x4 x4 X3 X3 X3 X2 X, X, X).

1) Quels sont les invariants de similitude de A2 .

2) Quels sont les invariants de similitude de A2 ?
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Exercice A : 1) Parmi les groupes suivants, lesquels sont isomorphes (vous devez justifier votre réponse) :

G1 =7./9Z x 7.]497.
Gy =777 x 7.)37. x 7./3Z x L] TZ.
Gs =777 x 7./97 x 7./ TZ.

Lesquels sont cycliques ?

Solution : Méme si dans certains cas simples d’autres arguments peuvent étre utilisés, (nombre d’éléments, ordre des élé-
ments ...,) le corollaire II.10.7 du cours apporte toujours une réponse systématique a la question des classes d’isomorphismes

de groupes abéliens. Cependant, pour pouvoir lutiliser, il faut connaitre les facteurs invariants du groupe et pour cela déterminer
sa décomposition canonique (cf. cours I1.10.5.1).)

G1 Ainsi le groupe G1 = Z/9Z x Z/49Z n’est pas décomposé sous sa forme canonique, puisque
9 f49et49 J9.

Cependant le théoréme chinois des restes assure que

Gi =~ 7,/4417

qui est une décomposition canonique de paramétres r letdy = 441. Ce groupe est cyclique.

G2 Deméme Gy = Z/TZ X Z/3Z x Z/3Z x Z/TZ n’est pas donné non plus sous sa forme canonique, laquelle est, en
vertu du théoréme chinois des restes

Gy = Z/217 x Z/217Z de paramétresr = 2, d; = 2letds = 21.

Ce groupe n’est pas cyclique.
G5 Par les mémes arguments que ci-dessus,

Gs = Z/TZ x Z/63Z de paramétresr = 2, dy = 63etdy = 7
qui n’est pas non plus cycliques.

Aucun des groupes G1, G2, G3 ne sont isomorphes entre eux puisque leurs séquences de paramétres sont toutes deux a deux
distinctes.

2) Déterminer les classes d’isomorphisme de groupes abéliens de cardinal 441.
Solution : Puisque 441 = 32 x 72, on a déja (cf. question 1),) identifié les classes d’isomorphismes des groupes

Gy = ZJ441Z , Gy = Z/21Z x Z/217Z et G = Z/TZ x Z]/63Z .
La seule autre classe qu’on n’a pas déterminée est celle de

Gy = Z/37 x Z/147Z .

3) On rappelle que deux matrices A et B € M,,(Q) sont semblables ou conjuguées s’il existe une matrice
P € GL,(Q) telleque B = P 'AP.

La classe de similitude ou de conjugaison de A est alors I’ensemble des matrices semblables ou conjuguées a A.

Déterminer les classes de conjugaison de matrices A € M 4(Q) dont le polyndme caractéristique Peyr 4 est

Parna = (X?—-5X +6)* € Q[X].

Solution : On sait (cf. cours IV.11.8,) que deux matrices A et B € M4(Q) sont semblables si et seulement si elles ont
les mémes invariants de similitude. Déterminer les classes de similitude équivaut donc a déterminer les invariants de similitude



wisi<i<r € Q[X] correspondant a des matrices dont le polyndme caractéristique est (X? — 5X + 6). Or on sait qu’alors (cf.
cours IV.11.11,) que

’

PminA = M1, PcarA = H,qutv1§2§7"—1, Mi+1|ﬂi-
=1

Pour déterminer les suites [1; ,1<;<, répondant aux conditions ci(-dessus, il est, bien entendu, beaucoup plus facile de raison-
ner sur des polynémes factorisés en produit d’irréductibles. Ainsi

Per. = (X?=5X +6)* = [(X —2)(X =3) = (X —2)*(X —3)*.

Les suites d’invatirant d’invariants de similitude qu’on peut alors obtenir sonts :

H1 M2
(X —2)3(X —3)2 1
(X-2)(X-3) | (X-2)(X-3)
(X —2)2(X —3) (X —3)
(X —2)(X —3)? (X -2).

4) Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts, (resp. deux polyndmes irréductibles distincts dans Q[X].)

a) Déterminer le nombre de classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal p?q? (resp. de classes de similitude
de matrices A € Meg(p)+deg(q) (Q) de polyndme caractéristique Peor a4 = p2q? .)

Solution : On a en fait répondu a cette question (cf. question 1) , question 3).) En effet les seuls arguments qu’on a utilisés,
en dehors des théorémes de structure (cf. cours I1.10.5 , IV.11.5, ) sont le fait que 3 et 7 (resp. X — 2 et X — 3) sont premiers

entre eux. Ainsi ici on trouvera 4 classes d’isomorphismes de groupes abéliens (resp. de similitude de matrices) correspondant
aux suites de facteurs invariants

(P*¢*), (P*a.9) » (pd*,p), (pa,pq) -

b) Meéme question pour les groupes abéliens de cardinal p*¢® (resp. les matrices de polyndme caractéristique p*q3.)
Solution : Il s’agit de déterminer des suites y; 1<i<, € Z(resp. Q[X]) telles que :

Vi<i<r p = phig;

Vi<i<r—1, a1 < ajet fipr < Bis

Il s’ensuit qu’une telle suite est entiérement déterminée par un couple formé d’une partition de 4 et une partition de 3. Les
premiéres

4), 3,1, (2,2), (2,1,1), (1,1,1,1)
sont au nombre de 5 tandis que les seconde
3), (2,1), (1,1,1)
sont au nombre de 3.

11y a donc 15 classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal (resp. classes de similitude de polynome caractéris-
tique) p*q>.

Exercice B: On considére dans Z* le sous-ensemble G suivant :
G = {(z,y,2,t) € Z*; 2 +2y+3z = Oet 2y + 5t = 0}.

Montrer que G est un groupe libre de rang 2. Déterminer Z* /G
Solution : Voici une solution théorique. Considerons I’application
f: 78— 72
(x,y,2z,t) — (x+2y+ 32,2y + 5t)

On a
Kerf c Z'etImf C Z* :



ce sont des sous-groupes de groupes libres de type fini, donc ils sont libres de type fini. Notons fo : Q* — Q2 I'application
linéaire telle que f@|z4 = f :ona

rg(Ker f) = dimg Ker fp rg(Im f) = dimgIm fg = 2,
Donc

G = Kerf = ZetZ'/G = Imf = 7Z*.

Et voici une solution moins théorique.
On résoud en faisant attention de ne pas diviser par des entiers non inversibles : La deuxiéme équation implique que 5 divise

y 1y = du, t = —2u avec u € Z. On pose pour faire joli z = v. Le systéeme dans 7 est donc équivalent a
T -5 -3
yl| _ 5 0
T o] T 1
t -2 0

Autrement dit, G est un groupe libre de rang 2 et de base (—5,5,0,—2) et (—3,0,1,0).
Peut-on compléter en une base de Z* ? On va d’abord le faire en essayant! Il s’agit de trouver une matrice de déterminant

-5 5 0 =2
-3 0 1 . > 5 2 .
+1 de la forme v % s . On se raméne a trouver une matrice de la forme | * = * |. Cela est possible car les
* * * * * * *
-5 5 =2
entiers (—5, 5, 2) sont premiers entre eux : par exemple, [ * —2 1 | (5 —2x 2 =1 par BEZOUT!). Ainsi, les matrices
1 0 0
-5 5 0 -2
-3 0 1 0 . (14
« 2 0 1 conviennent. Les éléments f1 = (—5,5,0,—2), fo = (=3,0,1,0), f3 = (0,—2,0,1) et f4 = (1,0,0,0)
1 0 0 0

forment une base de 7Z*. Le quotient Z* /G est donc libre de rang 2 : soit © le morphisme de groupes de Z* dans 7.? tel que
o(f1) =0, o(f2) =0, o(f3) = (1,0), o(f1) = (0,1) est surjectif de noyau G. Il se factorise donc en un isomorphisme de
7 G surZ2.

Exercice C: Soitp € N un nombre premier, k := F, = (Z/pZ,+, ) le corps a p éléments et A := k[X]’anneau
des polyndomes a une indéterminée a coefficients dans k.
Pour tout n € N, on note U(n) (resp. I(n)) ’ensemble des éléments unitaires (resp. unitaires irréductibles) de degré
n de A et u(n) (resp. i(n)) le cardinal de U (n) (resp. I(n).)

1) a) Calculer u(0), i(0), u(1) et i(1).

Solution : OnaU(0) = {1} d’oau(0) = 1, 1(0) = {1} d’oti(0) = 1.
Les polynémes unitaire de degré 1 sont de la forme X + a ,q ¢ 1, et ils sont tous irréductibles d’ou

u(l) = i(1) = p.

plp—1)

Indication : On pourra remarquer que I(2) est le complémentaire dans U (2) des polynémes qui se factorisent.
Solution : Un polynéme unitaire de degré 2 s’écrit

b) Calculer u(2) et montrer que i(2) =

X%+ aX +b avec (a,b) € Fp xF,.

1l s’ensuit que

PourtoutP € U(2), P ¢ I1(2),
P = (X +a)(X +b),ap) € F,xF, -
L’ensemble des polynoémes de la forme
(X +a)(X +b) avec a £ b

p

2) tels éléments. Il y a en outre p polynémes de la forme

est en bijection avec les parties a 2 éléments de I(1) et il y a donc (

(X + a)?. Il s’ensuit que

i(2) = u(2)—(g) = P %(2])2_])2+p_2p) _ p(p;I)_



¢) Calculer u(3) et i(3).
Solution : Un polynomes unitaire de degré 3 s’écrit X3 4+ aX? + bX + c d’oit il vient, pour les méme raisons que ci-dessus

que
u(d) = #(UB) = p’.
Introduisons les sous-ensembles suivants de U (3) \ I(3) qui en forment en fait une partition :

Ue1(3) = {P € U@B);3QR) € I(2)xI(1), P = QR}
UaanB3) = {P € UE); AQRT) c 1) xI(1)xI(1),Q # R, Q#T,R#T,P=QRT}
Ux3) = {P e U@B);3QR) € I(1)xI(1), Q@ # R, P = QR}
U(g)(g) = {P € U(3), Q € I(l), P = QB}
On a alors :
uen@) = #0en@) = i(Di(2)
ua1y3) = #Ua1,nB) = 1(3}) )
U(z)(?’) = #(U(2)(3) - 2(21)
ui(3) = #Ux@B) = i)
Comme :
U@B) = I1(3) U Up,1)(3) U Un,1,1y(3) U Uy (3) U Ugy(3) les unions étant disjointes, 3

Il vient (cf. b) :)
i(3) = u(d) —u@Emn(3) —uwn(3) —uw)(3) —ua(3)

= u(3)—i(1)i(2) - 1(31) _ Z'(21) i
_ 5 pp=1) p-1H-2) pp-1)
= P =< (-1 +plp—1)(p—2)+3plp—1)+6p) 4

(3p® — 3p? + p* — 3p* + 2p + 3p* — 3p + 6p)
(4p — 3p? +5p)
(2p +3p? — 5p).

c:l»—cnl»ac:ha%

P’
P’
P —
P’
1
6

2) Remarque 2).1 Notons S I’ensemble des suites finies

Wi si<i<r € A telles que V1 <i<r—1, Mi+1|ﬂi , Vi< < py; ¢ A 1
Notons :
Tn: Mpk) — Un)C A
M +— Pawum
X : S — A
Wis1<i<r H i
i=1
on: Mpk) — S
M +—— lasuite des invariants de similitude (cf. cours IV.11.9.)

On a (cf. cours IV.11.11,)
MTp = X © Op . 2

De plus (cf. cours IV.11.8,) les applications 7, et o,, sont constantes sur les classes de similitude de matrices. si donc on note
I'(n) I’ensemble des classes de similitude de matrices dans M, (k), on a encore, & un abus de notation pres, des application m,
eto, :

T I'n) — U

C +— m,(M),VM e C,
On I'n) — S

C  —  on(M),VMeC,
vérifiant encore T, = X 0 0n 3
i.e.le diagramme suivant est commutatif :  T'(n) I, g

\( Tn l X
U(n)



On peut donner les propriétés suivantes des applications m,, et o, qui traduisent les résultats de la théorie (cf. cours IV.11,)
de réduction de FROBENIUS :

Lemme 2).1.4 L’application o, est injective ou de maniére équivalente induit une bijection (cf. IV.11.8,)

1%

on : T(n) & o,(T(n) = on(My(k)) .

Lemme 2).1.5 L’application 7,, est surjective puisqu’a tout polynéme unitaire de degré n, P € U(n) on peut associer une
matrice compagnon (cf. IV.4.4,) dont P est le polynéme caractéristique.

On a ainsi :

P(n) = on(T(n)) = [T x7'({PY; 6

p € U(n)

d’oui il résulte, tous les ensembles considérés étant finis des que k 1’est :

#Tn) = Y. #K'{PY). 7

P eU(n)

1l découle de la définition de x et de celle de S (cf. 1,) que pour tout polyndme unitaire irréductible P € I(n) x~1({P})
est un singleton. Il en résulte alors que d’une part :

Lemme 2).1.8 Pourtout P € I(n) n,'({P}) = o, ({x *({P})}) est cyclique.
#(m) = Y #OTUPY)
= > #0dP)+ Y. #(UPY)

€ I(n) P eU(n)\ I(n) 9

= #UIM)+ Y. #UPY)

P € U(n)\ I(n)
= i+ Y #(TUPY)
P eU(n)\ I(n)
On constate encore que :
Lemme 2).1.10 Pourtout C € T'(n) C est cyclique si et seulement si

on(C) = (mp(C)) (cf. IVII1.11 ;)

ce qui établit une bijection entre les classes cycliques et U (n).

a) Déterminer le nombre de classes de similitude dans My (k). Caractériser celle qui correspondent a des endomorphismes
cycliques.
Solution : On a établit

#(©Q) = #(12) + >, #O'(PY) . (f2.19.)

PecU(2)\ I(2)

Il en résulte que

De plus :
VP = QR eV (2),

VP = Q% e W(2),



Il s’ensuit que :

#(T©2) = #({@)+ Y #07'APH)+ Y #('{PY)

PeV(2) P e W(2)
= i(2)+v(2) +2w(2).

11 vient alors (ct. question 1), b) :)

#((2) = i(2)+v(2) +2w(2)

[
=
b

_|_
=

b) Méme question dans M3 (k).
Solution : Le raisonement est le méme qu’en a) en particulier on peut encore écrire :

#T3) = Y #OT'UPH)+ DY #KTAPY) =i+ Y #KUPY)- 1

PeI(3) PeU®B)\ I(3) P € U®3) \I(3)

La seule complication vient du fait que la combinatoire des polynémes unitaire non irréductibles de degré 3 est un peut plus
complexe. On a, en effet

UB)\ I3) = Upn(3) U Uni,1)(3) U Ug)(3) U Uy (3) I'union étant disjointe. (cf. question 1), ¢).1.)

Or:
VP = QR € Up,1)(3), Q étantirréductible R fQ et

XY = {(P)}

VP = QRT € U(l,l,l)(3)a les polynémes @, R etl" étant deux a deux premiers entre eux,

XT'{PY = (P}
VP = Q?R € Up)(3), Q et R étant premiers entre eux,

X'({PY) = {(@°R)(QR.Q)}

VP = Q3 S U(3)(3),
X{PH = {(@°).(@%,0),(Q,0.Q)} -

Il en résulte que :

#(3) = #(IB3) + #(Uen®) + #Ua1n03)) + 2#Ue)(3)) + 3#(Us)(3)) -

Ceci se réécrit (cf. question 1), ¢).2 question 1), ¢).4 :)

#(U(3)) = (3) 3) +u1,,1,1)(3) + 2u(2)(3) + u(s)(3)

= 1(3) + U(2,1) 3) + u(l,,l,l)(g) + U(2) (3) + U(3) (3) + U(2) (3) + 2U(3) (3)
(3) + U(2) (3) + 2U(3) (3)

(3) +i(1)i(2) + 2:(1)

_ p3 + pp(p; 1)

1
= 5(2p37p2+2p) .

+ U@,

—~ o~

= u

= u

+ 2p



Exercice D : (Puissances d’une matrice nilpotente)
Soit A une matrice a coefficients dans un corps K dont les invariants de similitude sont

(X5, x4 x4 X3 X3 X3 X2 X, X, X).

1) Quels sont les invariants de similitude de A? .
Solution : Le tableau de YOUNG de A est :

* * * *
* * *
* * *
* * *
* * *
* * *
* %
*k
*k
*
Ceci entraine que le tableau de YOUNG de A? est :
* * *
* *
* *
* *
* *
* *
* *
* *
* *
*
*
*
*
*
*
*
*

si bien que les invariants de similitude de A? sont :

(X3, X2, X2 X2 X2 X2 X2 X2 X% X, X, X, X, X, X, X, X).

2) Quels sont les invariants de similitude de A2 ?



Solution : En utilisant le tableau de YOUNG de A (cf. question 1),) on détermine celui de A3 qui et alors :

* X X ¥

A X KR K KX KK K KK K KX KK K X K K X X

si bien que les invariants de similitude de A® sont

(X2 X2 X2 X2 X, X, X, X, X, X, X, X, X, X, X, X, X, X\, X, X, X, X, X).
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Examen partiel du 15 mars 2019
Durée 3 heures

La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, téléphones mobiles, objets
connectés et documents ne sont pas autorisés.

Le baréme est indicatif, mais en cas de modification le poids relatif des exercice ne sera pas significativement modifié.

Exercice A : Les groupes abéliens
Z)57Z x Z)57Z x Z7/25Z et Z/257 x Z/25Z

sont-ils isomorphes ?

Exercice B: Soient .
0> N—M—-—L30 =0

une suite exacte courte de groupes abéliens, i un groupe abélienet f : R — () un morphisme de groupes.

On note
r: RxM — R, (z,y) = zetq: RxM — M, (z,y) — y.

Enfin on note
P = {(z,y) € Rx M ; f[r(z,y)] = pla(z,y)]}.

1) R x M étant muni de sa structure produit, montrer que P en est un sous-groupe.

2) Montrer que, si f est injectif,
qp : P - M

induit un isomorphisme

3) Montrer que r|p est un morphisme surjectif de noyau isomorphe a IV et qu’on a donc une suite exacte

0—>N—>PT‘—P>R—>O.

Exercice C : 1) (L’anneau Z[j] des entiers d’EISENSTEIN)
On note
c:C—->C,a+ib— a—1b
la conjugaison complexe. On note
2
ji=e3 €C
qui vérifie
77 =1, 14547 = 0eto(j) = 5°.

a) Montrer que si le polyndome 1 + X + X2 € Q[X] a une racine dans Q celle-ci est entiere et en déduire que j n’est pas
rationnel.



b) On note Z[j] le sous-anneau de C défini par
2] = {a+bj, (a,b) € Zx7}

muni des lois d’addition et de multiplication induites par celles de C.
Montrer que Z[j] est un Z-module (groupe abélien) libre de rang 2 et en donner une base.

¢) Soit
N:C—>R,zm~ z-0(2).

Montrer que N se restreint en une application encore notée N : Z[j] — N vérifiant

Va € Z[j]\ {0}, N(a) = Tet V(e, B) € Z[j] X Z[j], N(af) = N(@)N(B) .

d) Déterminer le groupe U := Z[j]* des éléments inversibles de Z[j].

On admettra dans la suite que, pour tout z € Cil existe « € Z[j] telque N(z —a) < 1.
e) Montrer que I’anneau Z[j] est principal.

f) Soitp == 1—j € Z[j].
Montrer que p est irréductible dans Z[j] et divise 3.
Indication : on pourra calculer N (p).

g Onnoter = Z[j]/(Zljlp).
Que peut-on dire de I’anneau « 7 Montrer que la composée du morphisme

Z — 7Z[j], a — a+ 0j etde la surjection canonique Z[j] — Z[j]/(Z[j]p)

se factorise en un isomorphisme
Fs := Z/37 = k.

h) Pour tout « € Z[j], on notera désormais v(«) sa valuation p-adique i.e. le plus grand entier naturel & tel que

Q.

il

Rappeler rapidement pourquoi

V(a, B) € Z[j] x Z[j], v(af) = v(a) + v(B) et v(a+ B) > min(v(x),v(B)) .

2) (L’équation o® + 32 +~2 = 0))
Dans la suite on considére

(o, B,7) € Z[j] x Z[j] x Z[j] tel que &® + B> + 4 = 0.
Dans cette question, ’élément p € Z[j] est défini comme a la question 1), f).

a) Montrer que p divise I’un des trois facteurs

(a+B), (B+v)ou(y+a)

Indication : on pourra vérifier que
(@+B+7)° =3+ BB+ +a).

On suppose dans la suite que p|(a + 3). On suppose de plus que «, 3, et v sont deux a deux premiers entre eux.
b) i) Montrer que I’on peut supposer que

a=1pletf = —1][p]

Indication : on pourra utiliser la question 1), g).

ii) Enécrivant & = 1+ Ap et en étudiant les congruences possibles de A modulo p, montrer que,
a = 1[p*louja = 1[p*]ouj?a = 1[p?;
on admettra sans refaire les calculs, qu’un résultat analogue vaut pour S, i.e.

B =1 oujs = ~1[pYous?8 = ~1[p%.



iii) Montrer que
v(efy) = v(y) > 0.

¢) Montrer qu’il existe
(ar, B1,m) € Z[j] x Z[j] x Z[j] tel que
i)
ii)
of + B+ 91 = 0;

iii)
v(a1fim) = v(apy) > 0

iv) «aj, B ety sont deux a deux premiers entre eux.

d) Montrer qu’il existe

(A,B,C) € Z[j] x Z[j] x Z[j] el que o1 +jB1 = Ap,
Joau+p1 = Bp
et j*lar+p1) = Cp.

e) Montrer que :

i) A et B sont premiers entre eux
Indication : on pourra calculer
p(Bj* — Aj) et p(Aj* — Bj) ;

Un calcul tout a fait similaire et qu’on ne demande pas de faire montre que A et C (resp. B et C,) sont également premiers
entre eux.

i)y A+B+C =0;

iif)

iv)

f) Montrer qu’il existe
(u7a25/62772) € Z[.]]X X Z[j] X Z[j] X Z[j] tel que ’U,Oég = Aa uﬂg = Bet ’LL")/S =C.

g) Montrer que
v(y2) = v(y) -1
et en déduire que
v(azfeye) = v(afy) —1.

h) (Bonus)
Montrer qu’il n’existe pas d’entiers (a,b,¢) € Z x Z X Z non nuls tels que

a® +b03 = 3.
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Corrigé de I’examen partiel du? ?

Exercice A : 1) (’anneau Z[j] des entiers d’EISENSTEIN)
On note
c:C —>C,a+ibw— a—ib
la conjugaison complexe. On note
20
ji=e3 €C
qui vérifie

2 =1,147+4% = 0eto(j) = j°.

a) Montrer que si le polyndome 1 + X + X2 € Q[X] a une racine dans Q celle-ci est entiere et en déduire que j n’est pas
rationnel.
Solution : Soit .
;,TEZ,SEZ\{O}

une racine rationnelle de 1 + X + X?. Alors 1+ % + ’S—j = 0, ce qui entraine s> +rs+1r2 = 0. On peut, bien entendu, choisir
r et s premiers entre eux. Il vient alors s(s + ) = 72 ce qui entraine s|r? et donc s|1 i.e. < est entier.
Or pour toutn € 7,
1+n+n? > 1,

si bien que 1 + X + X2 n’a pas de racine entiére, donc pas de racine rationnelle.
Le nombre complexe j étant racine de 1 + X + X2, il n’est donc pas rationnel.

b) On note Z[j] le sous-anneau de C défini par
2] = {a+bj, (@,b) € Zx7}

muni des lois d’addition et de multiplication induites par celles de C.

Montrer que Z[j] est un Z-module (groupe abélien) libre de rang 2 et en donner une base.
Solution : Par définition {1, j} est une partie génératrice de Z[j] comme Z-module.
Par ailleurs

Y(a,b) € ZXZ, a+bj = 0,

entraine, sib # 0,j = —¢ ce qui n’est pas possible d’aprés laa). Sib = 0 alorsa = 0. La partie {1, j} est donc libre dans
7Zj] si bien que c’est une base.

¢) Soit
N:C—o>R,zm z-0(2).

Montrer que N se restreint en une application encore notée N : Z[j] — N vérifiant

Va € Z[j]\ {0}, N(a) = Tet V(e, B) € Z[j] X Z[j], N(af) = N(@)N(B) .

Solution : On remarque que
Ya +bj € Z[j], o(a+bj) = a+bo(j) = a+bj* = a—b-0bj € Z[j].

L’automorphisme
o de C se restreint donc en un automorphisme (encore noté o : Z[j] — Z[j]) de Z[j].
On a alors :
Va+bj € Z[j], N(a+bj) = (a+bj)o(a+bj)

= (a+bj)(a—0b—10bj)
= a? —ab—abj+ abj — b%j — b?52
= a®>—ab+b?
€ Z.



Or

1
a’® —ab+b* = (af§b)2+%b2 >0,

si bien que N est a valeurs dans N. Par ailleurs la réduction de Gauf3 de N donnée ci-dessus assure que N est définie positive et
en tout cas que

si bien que
Va € Z[j)\ {0}, N(a) > 1
Enfin :
V(a, B) € Z[j] x Z[j], N(ef) = apo(ap)
= ao(a)fo(B)
= N(a)N(B)
d) Déterminer le groupe U := Z[j]* des éléments inversibles de Z[5].

Solution : Pour toutu € Z[j], {u}U, s’il existe v € Zl[j], tel que uv = 1. Ceci entraine
N(uv) = N@w)N(wv) = 1.
Puisque N (0) = 0, on a nécessairement u et v non nuls. I s’ensuit que
N(u) > let N(v) > 1
d’oll
On constate alors que

U = {17 7j7j27 717]‘5 7]2}

dans lequel —j est d’ordre 6 ce qui permet de donner un isomorphisme

ZJ6Z — U,k — (—j)".
On admettra dans la suite que, pour tout z € Cil existe « € Z[j] telque N(z —a) < 1.

e) Montrer que I’anneau Z[j] est principal.
Solution : II suffit de remarquer que N est un stathme euclidien. Or pour tout

(v, B) € Z[j] x (Z[5]\ {0}),

il existe x € Z[j] telque N(§ — x) < 1.d’ouil vient, en posantp = o — Bx,

a = fBx + pet N(p) < N(B) .

f) Soitp := 1-—j5 € Z[j].

Montrer que p est irréductible dans Z[j] et divise 3.
Indication : on pourra calculer N (p).

Solution :

N1-j)=Q0-)1-7*) =1-j-572+;> = 3.
S’il existe
(a,8) € Zlj] x Z|j] tels que p = af,
alors
3 = N(p) = N(@)N(B) (cf.0) )

Comme trois est irréductible dans Z, N(«) € N, N(8) € N,ona
N(a) = TouN(B) = 1,

c’est-a-dire, d’apres la d), que a ou 3 est inversible et donc que p est irréductible.
On a montré ci-dessus que po(p) = 3 si bien que

pl3.



g) Onnoter := Z[jl/(Z[j]p).
Que peut-on dire de I’anneau « ? Montrer que la composée du morphisme

Z — 7Z[j], a — a+ 0j etde la surjection canonique Z[j] — Z[j]/(Z[j]p)

se factorise en un isomorphisme
Fs := Z/3Z = k.

Solution : Puisque p est irréductible (cf. f),) dans I’anneau principal 7[j] I'idéal Z[j]p est maximal si bien que k est un corps.
Considérons le morphisme

¥ : Z — k composé de I'injection Z — Z[j] et de la surjection canonique Z[j] — & .
D’apréslaf),3 € Z[j]p si bien que le morphisme 1) se factorise en un morphisme ¢ : F5 — & tel que le diagramme
Z = Z[j
LN
s L> K

(ol les morphismes verticaux sont les surjections canoniques,) est commutatif.

Puisque F3 et  sont des corps le morphisme ¢ est injectif.

Pourtout{ € k,soita := a+bj € Z[j] un antécédent de £ par la surjection canonique. Alors «+bp = a-+b est encore
un antécédent de €. Il existe alors k € 7 tel que

a+b = +14+3k = +1—j5%p%.
Il s’ensuit que £1 est un antécédent de £, si bien que

h) Pour tout « € Z[j], on notera désormais v(«) sa valuation p-adique i.e. le plus grand entier naturel % tel que

*la.

P
Rappeler rapidement pourquoi

V(a, ) € Z[j] x Z[j], v(ef) = v(a) + v(B) et v(a+ B) = min(v(a),v(s)) .

2) (L’équation o® + 32 +~2 = 0))
Dans la suite on considére

(o, B,7) € Z[j] x Z[j] x Z[j] tel que o> + B> + 7> = 0.
Dans cette question, ’élément p € Z[j] est défini comme a la question 1), f).

a) Montrer que p divise I’un des trois facteurs

(@+8), (B+7)ou(y+a)

Indication : on pourra vérifier que
(a+B8+7)* = 3(a+p)B+7)(r+a).

Solution :
(@+B+7)° = (& + 5+ +2(aB+ By +7a))(a+ B +7)

= a+fa+ya+2(a’B+aby +ya®) +
a’B+ B + By°2 + 2(af® + 8% + af) +
oy + B2y + 97 + 2(afy + By + ar?)

= *+8 477+
3(aB + o’y + ot B2y + v+ 978+ 208)

= 3@+ BB+ +a).

On a alors :

) (pl(a+B+7))
En effet, d’apreés la question 1), ), p|3 donc

pI3(a+B)(B+7)(v+a)
c’est-a-dire, d’aprés ce qui précede,
plla+pB+7)°.
Or toujours d’apres la question 1), f), p est irréductible, si bien que d’apres le lemme de GauB,

plla+B+7).



i) (pl((a+B)(B+7(y+a)))

I1 s’ensuit immédiatement que

Or
(@+B8+7)7° = 3@+ BB+ +a)
On a donc
p* | (Bla+B)B+Y)(v+a))
& (PPp) | Bla+BB+v)(r+a)
& (=3ip) | Bla+p)B+7)(+a)
& p | (=7a+B)B+7)(y+a)

Or —j2 est inversible, (voir question 1), d),) si bien que
pl((a+B)B+7)(v+a)) .

iii) L’élément p étant irréductible dans Z[j] c’est encore une fois le lemme de GauB3 qui permet de conclure.

On suppose dans la suite que p|(a + ). On suppose de plus que «, 3, et v sont deux a deux premiers entre eux.

b) 1) Montrer que I’on peut supposer que
a = 1[petp = —1[p]
Indication : on pourra utiliser la question 1), g).
Solution : Notons f : Z[j] — & la surjection canonique. L’hypothése que p|« + (3 signifie que f(a+ ) = 0. Oronn’a
pas f(a) = 0, sans quoi on aurait aussi f(3) = 0, i.e.
placet p|3

ce qui contredit I’hypothése que « et 3 sont premiers entre eux. On a donc, puisque « est isomorphe a F3 (cf. question 1), g),)

fla) = £lp, et 8 = —a.

ii) Enécrivant @« = 1+ Ap et en étudiant les congruences possibles de A modulo p, montrer que,
a = 1[p*ouja = 1[p?louj’a = 1[p%;
on admettra sans refaire les calculs, qu’un résultat analogue vaut pour 3, i.e.

B =—-1[p"JoujB = —1[plouj’s = —1[p%.

Solution : Il en résulte qu’il existe A € Z[j] tel que o« = 1+ Ap. Puisque A € Zl[j], il existe . € Z][j] tel que

A = pp Danscecas, o« = 1+ pp? ce qui prouve le résultat.
A= 14pup
ja = (1-p
= (1-=p)(1+Ap)
= A=p)A+ 1+ pp)p)
= (1=pL+p+p?)

L—p+p—p*+pp” — pp’
= 1-p*(1 = p+pp)

ce qui prouve le résultat.
A= —14up

jPa = 21+ (=1+ up)p)

72 (1= p+pp?)

= -+ + 7w’
1+ j%up”

ce qui prouve le résultat.



iii) Montrer que

Solution : II résulte du point i) que

1l s’ensuit que
v(afy) = v(a) +v(B8) +v(y) = v(y) (cf. question 1), h) .)

Or
v(7) = v(a+ B+~ (a+p5) > min(v(a+ B +7),v(a+ ).
Or il découle de I’hypothése p|a + S v(a + ) > 0, etdelaa)quev(a+ S+ ) > 0 ce qui prouve le résultat.

¢) Montrer qu’il existe
(o1, Br,m1) € Z[j] x Z[j] x Z[j] tel que

aq

Il

—
<.
L
=)
S

Il

I
—
<.
L

ii)
af + 47+
iii)
v(a1fim) = v(aBy) > 0
iv) «aj, B ety sont deux a deux premiers entre eux.

Solution : Si on modifie a et f comme en b).ii), i.e. en posant

a1 = aoujaoujlaetf; = Boujfou s,
on peut satisfaire la condition i).
Puisque j3 = 1 etque a® + 32 +~3 = 0, la condition ii) reste satisfaite.

Puisque j et j2 sont inversibles oy et o (resp. B et 3) sont associés si bien que a1, 81 et 1 restent deux a deux premiers
entre eux et que la condition iv) reste vérifiée.

Enfin, toujours du fait que j et j? sont inversibles, v(j) = v(j?) = 0 si bien que
v(ag) = v(a)etv(Br) = v(B).

11 s’ensuit que b).iii) entraine immédiatement iii).

d) Montrer qu’il existe

(A, B,C) € Z[j] x Z[j] x Z[j] tel que o +jbh = Ap,
Jjai+p1 = Bp
et j*ar+p1) = Cp.

Solution : On remarque que
ar+jp = a1+ b —pbr .
Or d’apreés c).i), p|ay + 1 si bien que
plox + jA
et qu’il existe donc

A € Z[j] telqueay + jB1 = Ap.
De méme, on remarque que
Jjai+f1 = a1+ B — paa,
ce qui pour les méme raisons, assure de I’existence de
B € Z[j) tel que joy + 1 = Bp.

Enfin il suffit de remarquer une fois encore que p|ay + 1 pour assurer I’existence de

C € 7[j] tel que j*(ay + 1) = Cp.



e) Montrer que :

i) A et B sont premiers entre eux

Indication : on pourra calculer
p(Bj* — Aj) et p(Aj* — Bj) ;

Un calcul tout a fait similaire et qu’on ne demande pas de faire montre que A et C (resp. B et C,) sont également premiers
entre eux.
Solution :

p(Bj* — Aj) = jPar+ 5B —jar — 5B = (1—jlou = poy
d’ou
Aj2 —Bj = ay.

p(Aj® = Bj) = jPar + 7B — jPen — jp1 = (1—j)B1 = ph
d’oll
Aj? = Bj = B
Ainsi tout diviseur commun a A et B est un diviseur commun a o et 51 qui sont premiers entre eux d’aprés c¢).iv). Il en est donc
de méme de A et B.
De méme
p(JC —A) = ppret p(C —jA) = —jpas .

Ce qui prouve, comme j est inversible, que A et C' sont premiers entre eux.
Le calcul pour uB et C est vraiement le méme.

i) A+B+C = 0;
Solution :

p(A+ B+ C) = a1+ jB1 +joa + B+ j%(a1 +B1) = (a1 +B1)(1+j+35%) = 0.

iii)
A=1p,B = —1[pletC = 0]p];

Solution : D’aprés c).i), écrivons
ar = 14+ XpPet By = =14 pp?.

11 vient alors
Ap = 14+ 2% + (=14 pp?) = (L=j)+ (A +jwp® = p(1+ (A +jp)p)

d’oi
A=1+N+jup.
De méme
Bp = j(1+ ") =14 pp® = p(=1+ (jA+ p)p)
d’oi
B = -1+(GA+pp.
Enfin
Cp = 2 (L+ X =14 pp®) = p(5°(A+ p)p)
d’oi
C =3 A+wp.
iv)

pPABC = —v}.

Solution :

p>ABC (o1 + B1j) (a1 + B1j%) (a1 + Br)
= o+

= —3.



f) Montrer qu’il existe

(u7a25/62772) € Z[.]]X X Z[j] X Z[j] X Z[j] tel que UO&% = Aa uﬂg = Bet UFYQB =C.

Solution : On a montré en e).iv) que
p*ABC = —~} .
Or il découle de ¢).i) et ¢).iii) que v(y1) > 0 ou encore que plvy;. Il existe donc § € 7Z][j] tel que 1 = pb ce qui entraine
p3ABC = —p303 et donc
ABC = (—0)*.

Or A, B et C sont deux a deux premiers entr eux d’apres e).i),si bien qu’il existe

(a2, B2,72) € Z[j] x Z[j] x Z[j] tel que o = A, 5 = Betny = C.

g) Montrer que
v(y2) = v(y) -1
et en déduire que
v(aefBay2) = v(afy) —1.

Solution : Ona~i = C dou3v(y2) = v(C). Ord’apres e).iii) v(A) = v(B) = 0,douv(C) = v(ABC) ce qui, en
utilisant e).iv), donne

3+30(72) = v(p’re) = v(p’C) = v(p®ABC) = v(y}) = 3v(n) .
I s’ensuit que v(vy2) = v(y1) — 1. Or d’apreés c),
v(n) = vlpim) = v(aBy).
11 s’ensuit que v(y2) = v(afy) — 1. Or d’aprés e).iii),
v(ag) = v(A) = Oet3v(f2) = v(B) =0
d’ottv(az) = v(f2) = 0 et finalement
v(azfay2) = v(72) = v(aBy) - 1.
h) (Bonus)
Montrer qu’il n’existe pas d’entiers (a,b,¢) € Z x Z x Z non nuls tels que

A+ = 3.
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Durée 3 heures

La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, téléphones mobiles, objets
connectés et documents ne sont pas autorisés.

Exercice A : Soit A := Z? muni de sa structure de groupe abélien dont on note (Z) les éléments.

1) (Base)
Soit B := ((2) , (i)) un couple d’éléments de A.
a) A quelle condition nécessaire et suffisante B est-elle une famille libre de A ?
b) Montrer que B est une base de A si et seulement si ru — st = =+1.

¢) Montrer que si B est une base de A,

/
((;), (i,)) est une base de A si et seulement si
!/ !
Jk € Z, tel que (t) - <t,) = k<r) ou <t> + <t,) = k(r) .
u U S u U S
Soient <b1 = (g) , by = G§>) € Ax Aet

B = Vect{bl,bg} = {aby +yby, (x,y) € Z*} C A.

2) a) Montrer qu’il existe
(a,b) € N?, (a1,a2) € Ax A tels que
) b = aar;
ii) (a1,a2) estune base de 4 ;

iii) (aa1,baz) est une base de B

et que sous les hypotheses i) a iii) le triplet (a, b, a1) est unique. Qu’en est-il de as 7
b) Labase (aay, bag) déterminée en a) est-elle adaptéea B C A ?

¢) Soient
d:=aANb,dd =a,d =b, mlePpemdeaetbetc; := a'a; +bas.

Montrer qu’il existe co € A tel que (1, c2) est une base de A et qu’alors (dey, mes) est une base de B.

d) Donner une base adaptée 28 B C A et les facteurs invariants de A/B.



Exercice B: (Commutant)
Soient K un corps, £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et u € Endg(F). On appelle commutant de v et on
note
Com(u) := {v € Endg(E); uw o v = v o u} C Endg(FE)

I’ensemble des endomorphismes de £ qui commutent avec v. On rappelle que K[u] C Endg(FE) est ’ensemble des
polyndmes en w i.e. I’'image de K[X] par le morphisme X — .

1) Montrer que Com(u) est un sous espace vectoriel de Endg (F).

2) On suppose dans cette question que u est cyclique et que x(y € F est un vecteur cyclique pour w.

a) En considérant I’application
¢ : Com(u) — E, v — v(xg),

montrer que I’on a dimg Com(u) < n.

b) Montrer que dim K[u] > n et que
Com(u) = Klu] .

On pourra remarquer, en particulier que si u est nilpotent d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)

Com(u) = Klu] .

3) Supposonsque E = E; avec E; stable par u. Comparer
i=1

3

dimg Com(u) et Z dimg Com(ug,) .

i=1
4) Onsuppose que E = FE; @ FE,, ou E; est stable par u, cyclique de polynome minimal 1i; avec pa|u;.

a) Montrer qu’il existe une base B de E telle que :

e = (G c,)

ol pour tout polyndme R € K[X], Cr désigne la matrice compagnon de R.

b) En déduire qu’il existe un endomorphisme v € Com(u) \ {0} dont la matrice dans la base 5 est de la forme
0 0
MB (’U) = (A 0) .

dimg Com(u) > n.

¢) Montrer que

5) Déduire de ce qui préceéde que, si u n’est pas cyclique dimg Com(u) > n ; puis que dimg Com(u) = n si et seulement
si u est cyclique.



Exercice C: (Réduction de JORDAN et tableaux de YOUNG)
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finien € N*et f € Endg(E) unendomorphisme K-linéaire
de E.

On suppose qu’il existe un entier ¢ € N* tel que

e =0etfst £ 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ¢ (cf. cours IV.8.1.)
Etant donné un endomorphisme [ € End(F) de E,

Vk € N, onnote Ny := Kerfk et ng = dim N

(avec la convention que f° = Idg .)

1) Quand e = n, décrire completement la suite dimg IV; ,; ¢ N -

2) (Injection de FROBENIUS)
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finien € N*et f € Endg(E) un endomorphisme K-linéaire
de E.

On suppose qu’il existe un entier ¢ € N* tel que
fe =0etfst £0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ¢ (cf. cours IV.8.1.)
Etant donné un endomorphisme f € End(E) de E,

Vk € N, onnote N, := Ker f¥etn, := dim Ny

(avec la convention que f° = Idg )

On note
Vi € N*, 0’(2) = dimg N; — dimg N;_1 .

Il est vraisemblable que nombre des énoncés de cet exercice peuvent étre obtenus comme corollaires du théoreme
1V.10.10 de réduction de JORDAN, mais on va chercher a les établir ici par des méthodes plus élémentaires.

a) Etant donnés un K-espace vectoriel V' de dimension finie et W C V un sous-espace de V, , rappeler ce que vaut
dimg V/W en fonction de dimg V' et dimg .

b) Montrer que
VieN, o(i) >0.

¢) Vérifier que, pour tout i € N, la restriction f|

.., de fa N1 est a valeurs dans NV;.

Pour tout : € N, on note
p; © Niz1 — N;41/N; la surjection canonique .

d) Montrer que, pour tout ¢ € N, il existe un unique morphisme
fi t Nixa/Nix1 — Nip1/Nitq fi o piv1 = pi © fin,,, -

e) Montrer que
Vi € N, f; estinjective .

On I’appellera I’injection de FROBENIUS.

f) Déduire de ce qui précede que o(+) est décroissante.



3) (Tableaux de YOUNG)
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finien € N*et f € Endg(E) unendomorphisme K-linéaire
de E.

On suppose qu’il existe un entier ¢ € N* tel que

fe=0etfst £ 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ¢ (cf. cours IV.8.1.)
Etant donné un endomorphisme [ € End(F) de E,

Vk € N, onnote Ny := Kerfk et ng = dim N

(avec la convention que f° = Idg .)

a) Justifier, en citant précisément le théoreme que vous utilisez, mais sans le redémontrer bien entendu, qu’il existe un entier
m € N, des entiers strictement positifs r; ,1<;j<m et des sous espaces F; ,1<j<m tels que :

J1)

Jp) V1 < j <m, Ej eststable par f ;

I3)
Vi<j<m-—1,71; > 7j41;

J4) le sous-espace (Ej, f| Ej) est cyclique de polyndmes minimal X"7.

b) Que vaut Z r; 7

j=1
On définit le tableau de YOUNG de (E, f) comme le tableau constitué de m lignes, alignées sur la gauche et tel que la
J'“™¢ ligne comporte r; cases. Par exemple sim = 3, (r1,72,73) = (5,4, 1), le tableau de YOUNG est

* ok ok ok ok

Y(Ef) = [* * % =
ES
¢) Montrer que pour tout j € N* o(j) := dimg N; — dimg N;_; est la hauteur (le nombre de cases) de la 5™ colonne
du tableau de YOUNG Y (E, f).
d) a) Donner les invariants de similitudes de f nilpotent dont le tableau de YOUNG est

* ok ok ok ok

Y(E,f) = [* * x x

b) Quelle est la dimension de £ 7

¢) Quels sont le tableau de YOUNG de f 2 et ses invariants de similitude.
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Exercice A : Soit A := Z? muni de sa structure de groupe abélien dont on note (Z) les éléments.

1) (Base)

Soit B := ((2) , (i)) un couple d’éléments de A.

a) A quelle condition nécessaire et suffisante B est-elle une famille libre de A ?

Solution : Pour (z,y) € 72, I’équationx(g) + y(i) = 0 équivaut a :

{re+ty = 0}

b) Montrer que B est une base de A si et seulement si ru — st = =+1.
Solution :

¢) Montrer que si B est une base de A,

/
((Z), (i,)) est une base de A si et seulement si
t t/ r t t/ r
dk € Z, telque( )< ,) = k<)ou( >+< ,) k()
U U S u U S
Solution :

Soient <b1 = (g) , by = Gg)) € Ax Aet

B = Vect{bl,bg} = {aby +yby, (x,y) € Z*} C A.

2) a) Montrer qu’il existe
(a,b) € N?, (a1,a2) € Ax A tels que
) b = aar;
ii) (a1,a2) estune base de 4 ;

iii) (aa1,baz) est une base de B



et que sous les hypotheses i) a iii) le triplet (a, b, a1) est unique. Qu’en est-il de as ?
Solution : Si (a1, a2) est une base de A, en posant a; := ) nécessairement r et s sont premiers entre eux d’apres la

question 1), b). Si de plus,
Ja € N, telqueb; = aaq,

ona
a:=6A9 = 3eta; = <§)

Alors, d’apres la question 1), b) (al, <1>) est une base de A et, d’aprés question 1), c), (a1, as2) est une base de A si et

2
seulement si

ilexistee = *letdk € Z, telsqueay = (211%’52) ’

S’il existe b € N* satisfaisant iii), on a un isomorphisme A/B = Z/aZ x 7./bZ ce qui prouve I’unicité de b.
En prenant as := (g) (a1, ag) satisfait ii) en vertu de la question 1), b). En prenantb := 5, (aa1,baz) = (b1,bs2) est

bien une famille génératrice de B qui est libre puisque (a1, as) 'est si bien que iii) est satisfait.
Reste a prouver I'unicité de as. On sait, d’aprés question 1), c) que si a’y vérifie ii),

Je = +1, 3k € Z, telsqueal, = eas + ka; .

Si de plus (a1, aby) vérifie iii), en particulier :

I(z,y) € 72, ba = aza; + byadh
2N bas = axaj + by(eas + kay)
axr+byk = 0
< l—ye = 0
ar+byk = 0
<~
Yy = ¢
= ar +bke = 0

ag n’est pas unique on peut ajuster k et x sous certaines contraintes de divisibilité.

b) Labase (aay, bag) déterminée en a) est-elle adaptéea B C A ?
Solution : Onn’a
nialb nibla

si bien que Ia base (aay, bas) n’est pas adaptée.

¢) Soient
d:=aANb,dd =a,d’ =b, mlePpemdeactbetc, := a'a; +bas.

Montrer qu’il existe co € A tel que (c1, ¢2) est une base de A et qu’alors (dcy, mcs) est une base de B.
Solution : Dans la base (a1, a2), ¢1 a pour couple de coordonnées (a’,b'). Or par définition a’ et b’ sont premiers entre eux,
si bien qu’il existe
(u,v) € Z*telquea’v —b'u = 1.

/

D’apres la question 1), b), ((Z,) , (Z)) est une base de A.

De plus
dep = da’alerb/ag = aa; +bas = by +by € B
et
mey = muai + mvas = ubaa; +va'bas = ub'by +va'by € B.
Il en découle que :
depn = b1 + by
mey = ub'by +va'by
(va’ —ub' )by = wd'de; — mesy
(va’ —ub )b = mey — budey
by = wvacy —mes
< {b2 = mcy — ubcl}

Il en résulte que (dcy, mey) est génératrice de B et que c’est donc une base.



d) Donner une base adaptée 28 B C A et les facteurs invariants de A/B.

Exercice B: (Commutant)
Soient K un corps, £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et « € Endg(F). On appelle commutant de v et on
note
Com(u) := {v € Endg(E); u o v = v o u} C Endg(FE)

I’ensemble des endomorphismes de £ qui commutent avec u. On rappelle que K[u] C Endg(FE) est ’ensemble des
polyndmes en u i.e. I’'image de K[X] par le morphisme X +— u.

1) Montrer que Com(u) est un sous espace vectoriel de Endg (F).
Solution : II est clair que I’application nulle et I’identité de E appartiennent 4 Com(u) qui est donc non vide. Par ailleurs
pour v et w dans Com(u), a etb dans K,

uo(av+bw) = woav+uobw
= avou+bwou

= (av+dbw)ou

c’est-a-dire que av + bw € Com(u) ce qui prouve que Com(u) est un sous espace vectoriel de Endk (E).
On peut également constater que I’application

Endg(F) — Endg(E), v —» uov — v ou

est linéaire et que Com(u) est son noyau.

2) On suppose dans cette question que u est cyclique et que x(y € F est un vecteur cyclique pour w.

a) En considérant I’application
¢ : Com(u) — E, v — v(xg),

montrer que I’on a dimg Com(u) < n.
Solution : Soitv € Com(u) tel que $(v) = 0 c’est-a-dire que v(xy) = 0. On en déduit alors que

V1<k<n-—1, ouf(z)] = u*[v(z0)] = «*(0) = 0

c’est-a-dire que v s’annule sur une base de I/ et donc quev = 0.
Il s’ensuit que ¢ est injective ce qui entraine

dim Com(u) < rg(¢) < dmFE <n.

b) Montrer que dim K[u] > n et que
Com(u) = Klu].

On pourra remarquer, en particulier que si u est nilpotent d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)

Com(u) = Klu] .

Solution :

i) Considérons la famille Fy = {u'} 0 < i < n—1 C K[u]. Pour tout n-uplet (ay, . . ., a,—1) d’éléments de K,
n—1
Z aut = 0
i=0

n—1
= Z aiui(zo)
i=0

= ai = 0Y0<i<n-—1,

0

puisque B est une base de E. 1l en résulte que F,, est une famille libre de cardinal n de K[u] qui est donc de dimension au moins
n.
On pourrait aussi voir que
Klu] = K[X]/Prinu

qui est (cf. TD n° V, exercice C,) un espace vectoriel de dimension deg(Ppin.,). Or u étant cyclique

deg(Pminy) = n (cf. 1VA4.1.)



ii) Pour toutv € Klu], il existe
k
a; o<i<k € K telque v = Zaiui_
i=0

1l s’ensuit que

k
— Z aiui-i-l
i=0
k
= (Z aiui) ou
i=0

= vou.

Il en résulte donc que K[u] C Com(u) ce qui combiné aux inégalités précédemment obtenues sur les dimensions donne
finalement
Klu] = Com(u) .

3) Supposonsque E = E; avec E; stable par u. Comparer
i=1

3

dimg Com(u) et Z dimg Com(ug,) .

=1

Solution : Notons V1 < i < r, u; := wuyg,. Pour tout v; ,1<i<, € Com(u;) notonsv € Endg(E) I’'unique endomor-
phisme de E défini par

T

Vo = i:m i e B, € B, v(z) = sz(zi) .
i=1

i=1
Notons que si I’on s’est donné des bases des sous-espaces E; dont la réunion forme une base de E, ce qui précéde revient a écrire

la matrice de v par blocs. De maniére plus abstraite, c’est une conséquence de la proposition A.4.7.
Alors :

T

Ve e B, ulp(@)] = u(dv(w))

i=1
r

= u(z vi(2))

i=1
T

- St
- Zui[m)]
- ivi[um]
= (X ute)
— ofu(@)] .

On construit ainsi une application

v HCom(ui) — Com(u) .

i=1

C’est une vérification assez pénible mais sans grande difficulté que de montrer que -y est linéaire. De plus :

Yv; 1<i<r € H Com(u;), yw) = 0
i=1

= Vi<i<r, VeeE,y@w)(x = 0

= vi(e) = 0

= Vi<i<r, v, =0;



c’est-a-dire que vy est injective; d’ou I’on déduit que

Z dimg Com(u;) = dimK(H Com(u;)) < dimg Com(u) .

=1 i=1

4) Onsuppose que F = FE; @ FEs, ou E; est stable par u, cyclique de polyndme minimal 1i; avec po|u;.
a) Montrer qu’il existe une base B de E telle que :

v = (4 ¢,)

ol pour tout polyndme R € K[X], Cr désigne la matrice compagnon de R.
Solution : Par définition des espaces Cycliques (cf. cours IV.4.1.)

b) En déduire qu’il existe un endomorphisme v € Com(u) \ {0} dont la matrice dans la base 5 est de la forme

Ms(v) — <2 8)

Solution : Si un tel v existe :

MB(U)MB(U)—MB(’U)MB(U) =0

o (C,“ o).(o o)_(o 0)(@1 0 _ |
0 Cun) \A 0 A0 0 Cu

o < 0 0)( 0 0y _ ,
CuA 0 AC,, 0

& CpyA—AC,, = 0.

. 0 O N . .. .
Une matrice non nulle ( A 0) par blocs correspond a un morphisme v : E1 — Fs. La condition de commutation cor-

respond av o u; = wug o v ce qui signifie exactement que v est un morphisme de K[X]-modules (cf. cours IV.1.) Or
E; = K[X]/u; avec ua|p1. On sait bien que dans ce cas, on a un morphisme naturel factorisant les projections canoniques :
K[X]
N

KX]/m — K[X]/p2.

Si Iisomorphisme E; = K[X]/u; est donné par un vecteur cyclique x;, dans les identifications ci-dessus, v est I’'unique
morphisme
v:FE — FEy,x1 — a0tV 0 u = ug ow.

¢) Montrer que
dimg Com(u) > n.

Solution : Pouri = 1 ou 2, notons
V, = {v € Endg(E); Ej,j=10uz2 eststable parv , vip, € Com(ug,), vjg,_, = 0} .
Onaalors V; = Com(u|g,), Vi C Com(u) et lasomme V} + V5 est directe. On en déduit que
dimg Com(u) > dimg Vi + dimg Vo > dimg £ + dimg E»
en utilisant les résultats de la question 2). Or I’endomorphisme v construit en b) n’appartient pas a Vi, @ V5 ce qui rend strict

I’inégalité précédente.

5) Déduire de ce qui préceéde que, si u n’est pas cyclique dimg Com(u) > n ; puis que dimg Com(u) = n si et seulement
si u est cyclique.
Solution : On a vu (cf. question 2), b),) que lorsque u est cyclique dimg Com(u) = n.
Siu n’est pas cyclique, il existe en vertu du théoréme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS une décomposition de

E:G_?E

en sous-espaces cycliques. L’énoncé d’unicité IV.11.5.2) dans le théoréme loc. cit., assure alors que nécessairementr > 2. En
appliquant alors un argument de récurrence sur r, on montre (cf. question 4),) que

dimg Com(u) > n.



Exercice C: (Réduction de JORDAN et tableaux de YOUNG)

Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finien € N*et f € Endg(E) unendomorphisme K-linéaire
de E.

On suppose qu’il existe un entier ¢ € N* tel que

e =0etfst £ 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ¢ (cf. cours IV.8.1.)
Etant donné un endomorphisme [ € End(F) de E,

Vk € N, onnote Ny := Kerfk et ng = dim N

(avec la convention que f° = Idg .)

1) Quand e = n, décrire completement la suite dimg IV; ,; ¢ N -
Solution : Choisissons une base e; ,o<;<n—1 donnée par un vecteur

x € E telque {e; := f'(x)},0<i<c_1 soit une base de E (cf. Probléme n° II, exercice A, question 1) .)
Alors : .
Vi<i<n, VO<j<n-—1-—i1, file;) = eitj
Vn—i<j<n-—1, fi(ej) = 0.

I1 s’ensuit que
est injective
f\Vect{ej a()gjgnflfi} J

f

est nulle .
\Vect{ej ,nfigjgn—l}

Comme par ailleurs
E = Vect{ej ,ogjgnflfi} D Vect{ej m—i<j<n—1 },
on en déduit que
VO<i<n-— 1, N; = Vect{ej m—i<j<n—1 } = dimg N; = i.
Enfin f™ = 0, si bien que
VieN, i >n =dimgN; = n.

2) (Injection de FROBENIUS)

Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finien € N*et f € Endg(E) un endomorphisme K-linéaire
de £.

On suppose qu’il existe un entier ¢ € N* tel que

fe = 0etfst £0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ¢ (cf. cours IV.8.1.)
Etant donné un endomorphisme f ¢ End(E) de E,

Vk € N, onnote Ny := Kerfk et ng = dim N

(avec la convention que f° = Idg .)

On note
Vi € N*, O’(Z) := dimg N; — dimg N;_1 .

Il est vraisemblable que nombre des énoncés de cet exercice peuvent étre obtenus comme corollaires du théoréme
IV.10.10 de réduction de JORDAN, mais on va chercher a les établir ici par des méthodes plus élémentaires.

a) Etant donnés un K-espace vectoriel V' de dimension finie et W C V un sous-espace de V, , rappeler ce que vaut
dimg V/W en fonction de dimg V' et dimg W.
Solution : On a

dimg V = dimg W + dimg V/W

en application par exemple du théoréme 1.9.19 qui se déduit en fait du fait que V/W est isomorphe a n’importe qu’elle supplé-
mentaire de W dans V.



b) Montrer que
VieN, o(i) >0.

Solution : (cf. Probléme n° II, exercice A, question 3),) d’ou I’on peut méme déduire plus précisément que

V1<i<eg o(i) > 0etVkeN, k > e = ok) =0.

¢) Vérifier que, pour tout ¢ € N, larestriction f|x
Solution :

. de f a N;yq estavaleurs dans ;.
Vo € Niy1, u'fu(z)] = " H(z) = 0 & u(z) € N;.
Pour tout ; € N, on note
pi © Niz1 — Ni41/N; la surjection canonique .

d) Montrer que, pour tout¢ € N, il existe un unique morphisme

fi + Niya/Niy1 — Nip1/Nitq fi © pix1 = pi © fini., -

Solution : Considérons le diagramme commutatif :

Niy1 < Nijo

f\Ni+1 l lf\Ni+2

N; — N;jn1
dont les fleches horizontales sont injectives. On obtient, par factorisation un morphisme
fi + Niya/Nix1 — Nip1/N;
si bien qu’on a un morphisme de suites exactes (c’est-a-dire un diagramme commutatif a lignes exactes) :

0 — NiJrl — NiJrQ ‘pi—) Ni+2/Ni+1 — 0

FINi 4 l FINg o l l fi
0 — N; — Ni+1 L) Ni+1/Ni — 0

e) Montrer que
Vi € N, f; estinjective .

On I’appellera I’injection de FROBENIUS.
Solution :
Vy S NiJrQ/NiJrl, dzr € Ni+2, tel quele(z) =v.

Alors :
fily) =0

& filpiya(x)] = 0
& pilu(z)] = 0
= u(z) € N;
= xr € NiJrl
= pivi(z) = 0
= y = 0.

Ainsi f; est injective.

f) Déduire de ce qui précede que o(+) est décroissante.

Solution :

VieN, o(i+1)—0o(i) = (dimK N1 — dimg NZ-)
— (dimg N; — dimg N;_1) (cf. a).)

dimK NiJrl/Ni — dlmK Ni/Ni,1

Or f;_1 étant injectif (cf. e),)
dimK Ni+1/Ni S dlmK Ni/Ni,1

ce qui conclut.



3) (Tableaux de YOUNG)
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finien € N*et f € Endg(E) unendomorphisme K-linéaire
de E.

On suppose qu’il existe un entier ¢ € N* tel que

fe = 0etfst £0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ¢ (cf. cours IV.8.1.)
Etant donné un endomorphisme f € End(E) de E,

Vk € N, onnote N, := Ker f¥etny := dim N
(avec la convention que f° = Idg )

a) Justifier, en citant précisément le théoreme que vous utilisez, mais sans le redémontrer bien entendu, qu’il existe un entier
m € N, des entiers strictement positifs r; ,1<;j<m et des sous espaces F; ,1<j<m tels que :

I

Jp) V1 < j <m, Ej eststable par f ;

J3)
Vlgjgm—l, Trj Z Tj+1 3

J4) le sous-espace (Ej, f| Ej) est cyclique de polyndmes minimal X"7.
Solution : Le polynéme minimal de f est X¢. Il est sindé et n’a qu’un facteur irréductible, si bien que dans ce cas, aussibien
le théoréme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS que le théoréme I'V.10.10 donne le résultat demandé.

m
b) Que vaut Z r; 7
j=1
Solution : Puisque les sous-espaces I2; ,1<j<m sont cycliques, on a :

V1<j<m, dimgE; = deg(Pm,-,,f‘Ej) = rj (cf. IV4.1.)

Or il résulte de a).J1) que
n = dimg F = ZdimKEj = er .
j=1 j=1
On définit le tableau de YOUNG de (E, f) comme le tableau constitué de m lignes, alignées sur la gauche et tel que la
j*me ligne comporte r; cases. Par exemple sim = 3, (r1,72,73) = (5,4,1), le tableau de YOUNG est

* ok ok ok ok

Y(E, f) = [+ =

*

ES

ieme

¢) Montrer que pourtout j € N* o(j) := dimg N; —dimg N;_; est la hauteur (le nombre de cases) de la j°™ colonne
du tableau de YOUNG Y (E, f).
Solution : Si I’on note h; la hauteur de la j°°™ colonne du tableau de YOUNG, par construction

hy = #({i € Nyr; > j}).
Puisque le tableau de YOUNG est construit en rangeant les r; par ordre décroissant, on a
Vi<i<hj,r, >2jetVhj+1<i<m,r; < j.
Alors

V1 S 7 S hj, N 45 = j et N 5—1 = _j -1

Vhi+l<i<m, nij = 7 et mij1 = rj (cf. Probléme n° II, exercice C, question 4) .)



Il s’ensuit que :
o(j) = nj—mnj

m
= D nij—nij
=1
hj m
= D mig—nagoit Y Mg — i
i=1

i=hj+1
hj m
= > i-G-D+ > ri-n
i=1 i=h;+1
= hj.
d) a) Donner les invariants de similitudes de f nilpotent dont le tableau de YOUNG est
* * * * *
Y(Ef) =[x * x x
*
Solution : On a immédiatement
m=3,r1 =5H,1r0 = 4detrs = 1.
b) Quelle est la dimension de £ 7
Solution : .
dimg E = Zri =5+4+44+41=10.(@fb).)
i=1

¢) Quels sont le tableau de YOUNG de f2 et ses invariants de similitude.

Solution : Cette question est I’une de celles qui met le mieux en évidence I’intérét des tableaux de YOUNG dans I’études
des endomorphismes nilpotents. En effet ces tableaux mettent en relation (leur lignes) les invariants de similitude r; ,1<;<m d’un
endomorphisme nilpotent et les sauts (les colonnes) dans la suite des noyaux itérés o(j) ;1 < j < , - Comme chaque fois qu’on
établit de telles correspondances il se peut que, suivant les situations, certains invariants soient plus facile a calculer; ce qui
permet de déterminer les autres.

Typpiquement si I’on note g := f2, on va constater que les sauts dans la suites des noyaux sont assez faciles & déterminer
alors qu’il semble beaucoup moins immédiat de calculer les invariants de similitude. En effet,

Vj € N*, dimg Ker g/ — dimg Kerg/~! = dimg Ker f%/ — dimg Ker 22
= MN2; —N2j-2
= (ngj —ngj1) + (ngj—1 —n2;-2) .

Il faut donc « empiler I’'une sur I’autre » (cf. ¢),) deux colonnes successives du tableau de f pour obtenir celui de g. Il en
résulte, dans le cas particulier considéré ici que

Y(E,f*) = Y(E,g) =

* ¥ ¥ X ¥
* K ¥ X

11 an résulte que

3
[

5,7‘1:3,7“2:7‘3:7“4:2:7“5:1.
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Exercice A : (Groupes abéliens a 144 éléments)
Donner les classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal 144.

Exercice B : (Facteurs invariants)
Soit A le groupe abélien libre Z* = {(x,y,2), v € Z,y € Z,z € Z}. Soient

(by == (4,5,9),b2 := (7,6,13),b3 := (2,8,10)) € Ax Ax A

et B le sous-groupe de A engendré par b1,b- et bs.

1) Justifier (en citant le théoreme adéquat) que B est un groupe abélien libre.

2) On note B’ le sous-groupe de A engendré par b; et b.
a) La famille (b1, ba, b3) est-elle libre?
b) Comparer B et B'.

¢) Quelestlerangde B ?de B’ ?

3) Donner les facteurs invariants du groupe quotient A/ B.

4) Soita € N* et B, le sous-groupe de A engendré par aby, aby et abs.

Déterminer les facteurs invariants du quotient A/ B,,.

Exercice C: (Commutation d’endomorphismes)
1) Soient A un anneau J et J des idéaux de A tels que J C 7.

Onnotepy : A — A/Jetpy : A — A/Jles surjections canoniques .

Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux
¢ A/ — A/T telque ¢ o py = p3

et que ¢ est surjectif.

Dans la suite, K est un corps, K[X| I’anneau des polyndmes & une indéterminée a coefficients dans K, P et () des
éléments de K[X] tels que P|Q.

2) Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux

¢ K[X]/QK[X] — K[X]/PK[X] tel que VR € K[X], $(Rmod@) = Rmod P .



3) Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et © € Endg(F) un endomorphisme K-linéaire de . On sup-
pose que £ = F @ G, ou F et G sont des sous-espaces cycliques pour u de polyndmes minimaux respectifs P et

Q.
a) Donner deux caractérisations du fait que F' et GG sont cycliques.
b) Donner un isomorphisme K-linéaire
a @ K[X]/PK[X] = F(resp. 8 : K[X]/QK[X] = G .)
¢) AT’aide de ce qui précede construire un morphisme K-linéaire non nul
Y G — Ftelque uyp oY = 9 o ug -
d) En déduire finalement qu’il existe un endomorphisme K-linéaire € Endg(F) de E, tel que G ne soit pas stable par

net
nowu=muon.

Exercice D : (I’anneau Z3))
Soit ,
V := {- € Q, ret spremiers entreeux , 3 [s} .
s

Dans la suite, lorsqu’on écrira = € Q, on supposera toujours r et s premiers entre eux.

1) Montrer que V est un sous-anneau de Q.
2) Montrer que V est un anneau integre.
3) Montrer que Z C Q est un sous-anneau de V.

4) SoitJ C V unidéal de V. Montrer que :
a) 7Z N JestunidéaldeZ ;
b) siJ # {0},ilexisten € NtelqueJ N Z = 3"Z;
¢ J# {0} =7 =3"V;
d) V estun anneau principal.

Pour tout
n € N* onnoter, : Z — Z/3"Z lasurjection canonique .

5) Montrer que pour tout = € V, ettoutn € N*, m,(s) estinversible dans I’anneau Z/3"Z.

6) Pour tout
r r
— € Vet tout n € N*, onnote 7/, (=) := m,(r)m,(s)"".
s s
a) Montrer que 7}, est un morphisme d’anneaux et que 7, est surjectif.

b) Quel est le noyau de 7}, ?

7) a) Quels sont les idéaux premiers de V' 7
b) Quels sont les idéaux maximaux de V' ?

¢) Montrer que siu € V est inversible, u n’appartient a aucun des idéaux J # V de V et en particulier n’appartient pas
a3V.

d) Quelest le groupe V> des éléments inversibles de V' 7
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Exercice A : (Groupes abéliens a 144 éléments)
Donner les classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal 144.
Solution : On sait que les classes d’isomorphismes de groupes abéliens finis sont caractérisées par leurs facteurs invariants.
Si G est un groupe abéliens de cardinal 96, il existe un unique entier r € N, et un unique r-uplet d; ,1<;<, d’entiers naturels

tels que
G = Z/dlz X ... X Z/dTZCtVISZSTfl, dl|dl+1

1l s’ensuit que
#(G) = Hdi .
i=1
Il s’ensuit que
V1<i<r d;|#(G) .

11 s’ensuit que si p est un nombre premier
Ji, pldi & pl#(G) .

11 s’ensuit encore que

PI#(G) < pldr.
Ici
#(G) = 96 = 2%3?
si bien que
6 = 2x%3|d, .
On a donc
dr =293, 1<a<4,1<b<2.
On a alors :
a=4 b=2 = r=1, d; =144
a=4 b=1 = r =2, do =48,dy = 3;
a=3 b=2 = r =2, do="72,dy =2;
a=3 b=1 = r=2, do=24,d1 =6
a=2 b=2 = r=2, do =36,d1 =4
ou 7’:37 d3:36,d2:2,d1:2;
a=2 b=1 = r =2, de =12,dy =12
ou 7’:3, d3:12,d2:6,d1:2;
a=1 b=2 = r =4, dy =18,d3 =2,do =2,dy =2
a 1 b 1 = r=4, dy =6,d3=6,dy =2,dy =2

Exercice B : (Facteurs invariants)
Soit A le groupe abélien libre Z3 = {(z,y,2), v € Z,y € Z,z € Z}. Soient

(by == (4,5,9),b2 := (7,6,13),b3 := (2,8,10)) € Ax Ax A
et B le sous-groupe de A engendré par b1,b- et bs.

1) Justifier (en citant le théoreme adéquat) que B est un groupe abélien libre.



2) On note B’ le sous-groupe de A engendré par b; et b.

a) La famille (b1, ba, b3) est-elle libre?
Solution :

xb1 4+ ybs 4+ 2zbs = 0
de+Ty+2z = 0
& Sr+6y+82 = 0
9r + 13y 4+ 10z = O

de+Ty+2z = 0
S5r+6y+8z =

{
{4x+7y+22 - 8}
{

—11lx —22y =

dr+Ty+2z = 0
T+ 2y = 0

b) Comparer Bet B'.

¢) Quelestlerangde B?de B’ ?

3) Donner les facteurs invariants du groupe quotient A/ B.

4) Soita € N* et B, le sous-groupe de A engendré par ab;, ab; et abs.
Déterminer les facteurs invariants du quotient A/ B,

Exercice C: (Commutation d’endomorphismes)
1) Soient A un anneau J et J des idéaux de A telsque J C 7J.

Onnotepy : A — A/Jetpy : A — A/Jles surjections canoniques .

Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux
¢ AJJ — A/T telque ¢ o p3 = pj

et que ¢ est surjectif.
Solution : Comme Kerpy = J,etJ C J, le morphisme d’anneaux py se factorise de maniére unique a travers A/J.
Comme p5 est surjectif, ¢ I’est aussi.

Dans la suite, K est un corps, K[X] I’anneau des polyndémes a une indéterminée a coefficients dans K, P et () des
éléments de K[X] tels que P|Q.

2) Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux

¢ K[X]/QK[X] — K[X]/PK[X] tel que VR € K[X], ¢(RmodQ) = Rmod P .

Solution : C’est une application directe de la question 1), en prenant

A = K[X], T = PK[X]etJ = QK[X].

3) Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et © € Endk(F) un endomorphisme K-linéaire de . On sup-
pose que £ = F @ G, ou F et GG sont des sous-espaces cycliques pour v de polynomes minimaux respectifs P et

Q.

a) Donner deux caractérisations du fait que F' et G sont cycliques.



b) Donner un isomorphisme K-linéaire

a : K[X]/PK[X] & F(resp. 8 : K[X]/QK[X]

IR

G.)
Solution : Puisque F' (resp. G,) est cyclique, il existe un vecteurv € F (resp.w € G,) cyclique pour u. Il existe alors un
unique isomorphisme K-linéaire

K[X]/PK[X] = F, X*mod P — u”*(v) (resp. K[X]/QK[X] = G, X*modQ — u*(w) )rcn.

¢) A l’aide de ce qui précede construire un morphisme K-linéaire non nul

Y G — Ftelque uyyp o = ¢ o ug -

Solution : Le morphisme ¢ étant comme a la question 2) et les isomorphisme « et 5 comme en b), I’application
Y = ao g
répond a la question.
d) En déduire finalement qu’il existe un endomorphisme K-linéaire € Endg(F) de E, tel que G ne soit pas stable par

net
nowu=muomn.

Solution : Le morphisme v étant celui de c), il suffit de définir n) par

ne = Yetnp = 0.

Exercice D : (L’anneau Z )
Soit ,
V = {- € Q, ret s premiers entreeux , 3 [s} .
s

Dans la suite, lorsqu’on écrira = € Q, on supposera toujours r et s premiers entre eux.

1) Montrer que V est un sous-anneau de Q.
Solution :

i) (Addition)

r t r t ru +ts
Pour(g,a)GVxV,;JrQa: .

su
Or
3 fset3 ju = 3 fsu

puisque 3 est premier. Si méme ru + ts et su ne sont pas premiers entre eux, quitte a diviser par leur Pged d, on aura toujours
3 %t L’addition +q de Q se restreint donc en une loi interne associative sur V' pour laquelle 0 est manifestement un élément
neutre et telle que pour tout = € 'V, —% est un opposé. Cette loi restant également comutative, (V, +) est un groupe abélien.

ii) (Multiplication)

r i r t Tt
Pour(—,—) e VXV, -—x—- = —.
5 u s U su
Or, pour les mémes raisons que ci-dessus, 3 [su, si bien que *q se restreint en une loi interne associative sur V' pour laquelle 1 est

manifestement un élément neutre. Cette loi reste distributive sur + ce qui fait de (V, +, ) un anneau (qui est méme commutatif.)

2) Montrer que V est un anneau integre.
Solution : C’est un sous-anneau de QQ qui est intégre.



3) Montrer que Z C Q est un sous-anneau de V.
Solution : Puisque V' est un anneau il existe un unique morphisme

Z —-V,1—1.
1l suffit alors de constater que le morphisme 7, — Q qui est injectif est en fait a valeurs dans V. Or ce dernier est donné par

a — —, VYaeZ,

=1

ce qui prouve I’assertion.

4) SoitJ C V unidéal de V. Montrer que :
a) 7Z N JestunidéaldeZ ;

b) siJ # {0},ilexisten € NtelqueJ N Z = 3"Z;

Solution : Puisque J := J N Z estunidéal de Z, il existe d € Z tel que § = dZ. 1l existe alors un uniquen € N etun
uniquew € Ztelsqued = 3"uet3 Ju. ajnsi% € V.Orcommed € J,3" = %d € J.Commed" € Z,3"™ € Jsibien
que d|3™ c’est-a-dire que 3"|3jjj™ ou encore que u|1. Il s’ensuit que

INZ =3 =d2 = 3"Z.

¢) J#{0} =7 =3"V;
Solution : Notons encoreJ := T N Z. D’apres le point précédent, § = 3"7Z. Comme

Jcicy,

3™ € 7T sibien que

3"V C 7.
Réciproquement, pour tout = € J,onaencorer = s, € J.Orr € Zsibienquer € J. Il s’ensuit qu’il existet € Z
tel quer = 3"t, ce qui entraine que ; = 3"%. Or% € V sibienque > € 3"V ce qui entraine finalement que
Jc3v.

d) V estun anneau principal.

Solution : Résulte immédiatement du point précédent. L’idéal {0}, pourrait étre traité dans le méme formalisme en posant
{0} = 3*Z.

Pour tout

n € N* onnoter, : Z — 7/3"Z lasurjection canonique .

5) Montrer que pour tout = € V, ettoutn € N*, m,(s) estinversible dans I’anneau Z/3"Z.

6) Pour tout

L e Vet tout n € N* . on note W;(f) = mp(r)ma(s)
s s

a) Montrer que 7/, est un morphisme d’anneaux et que 7/, est surjectif.

b) Quel est le noyaude 7, ?

Solution : On sait déja que Ker 7], est un idéal de V' et donc, d’aprés la question 4), ¢) qu’il existe k € N, tel que Kern/, =
3*V. Orr! (3") = m,(3") = 0,donc3" € Kern) d’ouk < n.

Enoutre - € Ker ), entraine

Tn(P)mn(s) ™ = 0 = 7, (1) () Mma(s) = 0 = m,(r) = 0 = 3"|r.

11 en résulte que



7) a) Quels sont les idéaux premiers de V' 7

Solution : On sait depuis la question 2) que V' est intégre si bien que {0} est un idéal premier dans V.

On sait depuis la question 4), ¢) que les idéaux non nuls de V' sont de la forme 3™V et depuis la question 6), b) que ce sont le
noyaux respectifs des morphismes surjectifs 7/,. On a donc pour toutn € N* | un isomorphisme d’anneaux V/3"V = 7,/3"7
OrI’idéal 3™V est premier si et seulement si le quotient V//3™V est intégre i.e. si et seulement si Z./3"7Z est intégre ce qui n’arriv
que pourn = 1.

Les idéaux premiers de V' sont donc {0} et 3V.

b) Quels sont les idéaux maximaux de V' ?

Solution : On sait que les idéaux maximaux sont a chercher parmi les idéaux premiers. Or on a montré en a), que les idéau
premiers de V sont {0} et 3V. On sait en outre que m est un idéal maximal de V si et seulement si V/m est un corps. C
V/3V = 7/3Z qui est bien un corps. L’idéal 3V est donc maximal.

Comme {0} est strictement inclus dans 3V il ne peut étre maximal.

Le seul idéal maximal de V' est donc 3V.

¢) Montrer que siu € V est inversible, u n’appartient a aucun des idéaux J # V de V et en particulier n’appartient pa
a3V.
Solution :
VvueV,ue NV =7 =1V.

d) Quelestle groupe V' * des éléments inversibles de V' 7
Solution : 11 résulte du pointc) que V> C V \ 3V .

Réciproquement si 3V ¢ , 3 [r, si bien que + € V et que par conséquent

setint V. On a finalement
V¥ =V \ 3V.
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n° I.1 . —Exercices a chercher

Dans aucun des trois groupes de TD les exercices d’applications du théoréme de la base adaptée (théoreme 11.11.12) n’ont
été traités lors des dernieres séances. Nous vous proposons donc de chercher ces exercices ( TD n° IV, exercice D et suivants,)
dont un corrigé sera mis en ligne a la fin de la semaine.

n° 1.2 . —Pour avancer dans le cours

Vous pouvez approfondir le cours consacré aux anneaux de polyndmes. Néanmoins pour ceux pour qui son contenu
serait déja bien connu nous suggérons de commencer a étudier le chapitre IV du cours. Les paragraphes IV.2 et IV.3
comportent un certain nombre de notions sans doute déja connues. Il est conseillé de se rapporter au paragraphe IV.1
au fil de la lecture lorsqu’on estimera que la notion de module peut éclairer la compréhension. Nous n’interdisons pas
absolument 1I’étude systématique de ce paragraphe mais elle pourrait s’avérer ardue et formelle.

Enfin il est absolument nécessaire pour pouvoir aborder la suite du cours d’étudier attentivement le paragraphe 1V.4
a propos duquel des exercices seront proposés en fin de semaine.

n° L.2.1 . —Approfondir le chapitre III

Dans le chapitre III, nombre de démonstrations ont été laissées en exercices. Ces exercices ont été regroupés au paragraphe
IT1.7 du polycopié. Les exercices II1.7.1 a II1.7.8 donnent en particulier des preuves des résultats du cours. Il est conseillé de
chercher ces exercices et de se reporter ensuite au corrigé ci-apres pour vérifier ses résultats.

Soit (A, +, *) un anneau commutatif dont on note 0 ’élément neutre pour -+ et 1 1’élément neutre pour *. On note A"
I’ensemble des suites a valeurs dans A ou encore de maniéere équivalente I’ensemble des applications de N dans A. Pour
tout a € AN, on note a,, le ™€ terme de a i.e. la valeur de a en n € N. On reprends les notations données en IT1.1.2.

Exercice II1.7.1 [Addition]
Pour tout (a,b) € AN x AN on définit I’élément a + 41 b € AN par (a +4nb), = ap + by.
Montrer que (AN, 4 41 ) ainsi construit est un groupe abélien dont on précisera 1’élément neutre 2.
Solution :

i) (Associativité)
Pour tout (a,b,c) € AN x AN x AN,

((a+b)+ ) = (a+b)n+cn = (an+by)+en = an+bntcn) = ant+O+c)n = (a+ b+ ))n
en utilisant I’associativité de + dans A. Ceci prouve que + 4n est associative.

ii) (Elément neutre)
Notons ¢ € AN définie par ¢,, = 0Vn € N, . Il est alors immédiat de vérifier que, pour touta € AN, a+(¢ = (4+a = a,
si bien que ( est I’élément neutre de + 4 .

iii) (Opposé)
Pourtouta € AN, notonsb € AN défini par

vneN, b, = —a,
qui a un sens, puisque (A, +) est un groupe. On a alors
a+b=>bb+a =

ce qui prouve que b est un opposé pour a.



iv) (Commutativité)
Pour tout (a,b) € AN x AN,

(a+b)p = an + by = by + an, = (b+a),
grice a la commutativité de + 4, c’est-a-dire que a + b = b+ a autrement dit que + 4n est commutative.
I1 découle de ce qui précéde que (AN, + 4n ) est un groupe abélien.

Dorénavant on notera simplement + pour + 4~ si aucune confusion n’est a craindre.

Exercice II1.7.2 [Multiplication]
Pour tout (a,b) € AN x AV, on définit a * 4 b par

(a*qnb)y = Zak *by_p .
k=0

Montrer que :
1) 1’élément v € AN défini par
vg ;= letVneN, n>1 = v, := 0,

est un élément neutre pour * 4n ;
Solution : Pour touta € AN, ettoutn € N,

n

(a*xqnv), = g Ak ¥ Up_jp = Qp xVy = ap,
k=0
et
n
(U*ANa)n = E Vg * Gpn—k = Vo *aAp = an
k=0
d’ot il découle que
Vaec AV, a s v v = v sqn 0 = a.

2)
Y(a,b) € AN X AN x40 b = b xan a;

Solution :

Y(a,b) e AN x AN VneN, (a*qnb)y = Zak*bn,k = Zan,g*bg = Zbg*an,g = (bxygna)y
k=0 £=0 £=0

ce qui prouve le résultat grice a la commutativité de x dans I’anneau A.

3)
V(a,b,c) € AN x AN x AN 4 x40 (b4anc) = axanb 440 axqnc.

Solution :
V(a,b,c) € AN x AN x AN Wn e N, (axqn(b+anc)), = Zak s (D4 4v C)pi
k=0
= Zak * (bp—k + Cn—k)
k=0

n n
g ag * by_g + E Ak * Cp_k
k=0 k=0

(@ %A ) + (@45 C)n
= (a*ANbJrANa*ANc)n.



De méme on notera x au lieu de * 4~ si aucune confusion n’est a craindre.

Exercice II1.7.3 [Anneau] Enoncer et démontrer les propriétés de + 4 et * 4 qui font de

(AN 4 v, % 4v ) un anneau commutatif .

Solution : On a montré en II1.7.1 que (A, + 4n ) est un groupe abélien. Par ailleurs on a vue (cf. II.7.2.question 1),) que
* 4 posseéde un élément neutre v, (cf. II1.7.2.question 2),) que * 4~ est commutative et (cf. III.7.2.question 3),) que *sn est
distributive a gauche sur + 4n . Puisque * 4~ est commutative elle est en fait distributive.

Il resterait a montrer que :

i) (Associativité)
% zn €St associative pour assurer que (AN, + 4n , * 4 ) est un anneau commutatif. C’est une vérification fastidieuse mais sans
réelle difficulté. En effet :

V(a,bc) € AN x AN x AN (as 0 (bxanc))p = Zak * (D% AN C) ik
k=0

n n—k
= Zak * Z be* Cr_g_v
k=0 =0
n n
= Z Z Ak * by_ i * Cnm

k=0 m=k

n m
= g Eak*bm_k*cn_m

m=0 k=0
n

= Z (a* v D)m * Cn—mm
m=0

= (ax(bxc))y .

Exercice II1.7.4 [Valuation]

1) Rappeler ce que signifie que ’anneau A est integre.
Solution :
V(a,b) e Ax A axb=0=a=0Vb=0

ou de maniére équivalente que {0} est un idéal premier.

On suppose, dans toute la suite de la ITL.7.4 que (A, +, *) est integre.

2) Pourtouta € AN, a # ¢, montrer qu’il existe un plus petit entier v € N tel que a,, # 0.
Solution : Puisque a # (,V := {n € N; a, # 0} est non vide et posséde donc un plus petit élément v.

On notera désormais val(a) I’entier v qu’on appellera la valuation de a et on adoptera les conventions suivantes :
val(¢) = (+00), (+00) < (+00), (+00) + (+00) = (+00)

Vn €N, n+ (+00) = (+00) et n < (+00) .
3) Montrer que
Y(a,b) € AN x AV, val(a %40 b) = val(a) + val(b);
Solution : Sib = (,a*xb = (d’ou
val(a xb) = (+00) = val(a) + (+o00) = val(a) + val(b) .
Sia # etb# ¢ pourtout 0 < n < val(a) + val(b),
(a*qub)y = Zak *bpy_p .
k=0
Orsik < val(a), ar, = 0, etdonc ag, *b,_, = 0. Sik > val(a),n —k <n—val(a) < val(b) si bien que b,_, = 0. Il s’ensuit

que
Y0 <n < val(a) 4+ val(d), (a*b), = 0



ce qui entraine, par définition méme de val(-),

val(a x b) > val(a) + val(b) .

Enfin :
val(a)+val(b)
(a * b)val(a)Jrval(b) = Z Qg * bval(a)Jrval(b)fk
k=0
val(a)—1 val(a)+val(b)
= Z ak * byal(a)val(b)—k T Qval(a) * Dvai(p) + Z ak * byal(a)fval(b)—k
k=0 k=val(a)+1
val(b)—1
= Qval(a) * bvaip) + Z Ayal(a)+val(b)—k * Dk
k=0
= Qval(a) * bval(b)
# 0
si bien que

val(a * v b) = val(a) + val(b) .

4) En déduire que (AN, + v, * 4 ) est un anneau integre.
Solution :

V(a,b) € AN x AN, a*xsnb =

= val(a*x4nd) = (400)

= val(a) = (+o0) VvV val(b) = (+0)
= a=C V b=C.

5) Montrer que
V(a,b) € AN x AN, val(a 4 4vb) > min(val(a), val(b))

avec égalité si val(a) # val(b).
Solution : Sia = (,a+ b = b si bien que
val(a + b) = val(b) = min(val(b), (+00)) .

Sia # Cetb # ¢, pourtout 0 < n < min(val(a),val(d)), n < val(a) = a, = 0,n < val(b) = b, = 0 si bien que
(a4 b)y, = an + b, = 0. I s’ensuit donc que

val(a +4nv b) > min(val(a), val(d)) .

6) Montrer que
m = {a € AY; val(a) > 0}

est un idéal de AN dont on donnera une autre caractérisation.
Solution : Tout d’abord ¢ € m puisque val({) = (+o0) > 0. Onadoncm # (). Par ailleurs,

V(z,y) € m x m,

V(a,b) € AN x AN val(a* vz + v b any) > min(val(a* v ), val(b* 41 y))

> min(val(a) + val(z), val(b) + val(y))
>

0

c’est-a-dire que
A*xpgNT F 48 Dxyny € m.

On peut aussi caractériser m comme 1’ensemble des éléments a € AN tels que ag = 0.



Exercice II1.7.5 [Morphisme structural]
Pour tout a € A, on définit ’élément i(a) de AN par

i(a)o = aetVneN, n > 0 = i(a), = 0.

Montrer que I’applicationi : A — AN ainsi définie est un morphisme injectif d’anneaux.
Solution :

i) (Morphisme de groupe)
Pour tout (a,b) € A x A,

i(a + b)o

(a+0b) = i(a)o+i(b)o = (i(a) +ari(b))o
et
VneN, n>0, i(a+bn = 0i(a)n +i(b)n = (i(a)+ani(b))o
si bien que
i(a+b) = i(a) +4v i(b) (cf. IL7.1;)
c’est-a-dire que
i (A4) = (AT )
est un morphisme de groupes.

i) (%4n)
Pour tout (a,b) € A x A,

Pour toutn € N, n >0,

k=0
i(@)o *i(b)n + Y i(a)s % i(b)n—k
k=1
= 0
le premier terme étant nul puisque n > 0 entraine i(b),, = 0, et le second étant nul puisque k > 1 entraine i(a), = 0.Ona
donc
i(axb), =0 (i(a) % gn i(b))p, -

I1 s’ensuit que
i(axb) = i(a) x4n i(b).
iii) (1+— w)
Par définition méme de v (cf. IIL.7.2.question 1),) et de i, il est immédiat de vérifier que i(1) wu.
Les trois points précédents montrent que
i (A7+7*) — (AN7 +an, *AN)
est un morphisme d’anneau.
iv) (Injectivité)
Pourtouta € A,i(a) = z, entraine quea = i(a)g = 0 ce qui assure I'injectivité de i.
On note désormais
P = {a € AY:3n e N,YpeN, p>n = ap, = 0}
le sous-ensemble de A" des suites « presque nulles » autrement dit dont le terme est nul 2 partir d’un certain rang.

Exercice I11.7.6 [degré]
On suppose encore que A est un anneau integre.

1) Montrer que, pour touta € P,a # (, il existe unentierd € N tel que

ag # 0etVvneN, n >d = a, = 0.

Solution : Sia # (,
Vi={n € Nj;a,#0} # 0.

Sia € P, parhypotése, il existen € N, tel que V' C [0;n]. Il en résulte que V' admet un plus grand élément d qui répond a
la question.



On notera désormais deg(a) I’entier d qu’on appellera le degré de o et on adoptera les conventions suivantes : deg(¢) =
(—00), (—00) < (=00), (=00) + (—00) = (—00)

VneN, n+4 (—0) = (—o0) et n > (—o0) .

2) Montrer que
V(a,b) € P x P, deg(a*,nb) = deg(a) + deg(b) .

Solution : Sib = (,a*xb = ( d’ou
deg(axb) = (—o0) = deg(a) + (—o0) = deg(a) + deg(b) .

Sia # ¢ etb # ¢ pourtout n > deg(a) + deg(b),

(a*qub)y, = Zak *bpy_p
k=0
Orsi k > deg(a), ar = 0, et donc ay, * b, = 0. Sik < deg(a), n —k > n — deg(a) > deg(b) si bien que b,,—, = 0. 11
s’ensuit que
VYn > deg(a) + deg(d) , (a*b), = 0

ce qui entraine, par définition méme de deg(-),
deg(a xb) < deg(a)+ deg(b) .

Enfin :
deg(a)+deg(b)
(a * b)deg(a)ereg(b) = Z aj * bdeg(a)ereg(b)fk
k=0
deg(a)—1 deg(a)+deg(b)
= Z ag * bdeg(a)ereg(b)fk + Qdeg(a) * bdeg(b) + Z ag * bdeg(a)ereg(b)fk
k=0 k=deg(a)+1
= Qdeg(a) * bdeg(b)

£ 0

si bien que
deg(axnb) = deg(a) + deg(b) .

3) Montrer que
V(a,b) € P x P, deg(a+4vb) < max(deg(a),deg(d))

avec égalité si deg(a) # deg(b).
Solution : Sia = (,a+ b = b si bien que

deg(a+0b) = deg(b) = max(deg(b), (—o0)) .

Sia # ¢ etb # (, pour tout n > max(deg(a),deg(d)), n > deg(a) = a, = 0,n > deg(b) = b, = 0 si bien que
(a4 v b)y, = an + b, = 0. I s’ensuit donc que

deg(a+4nb) < max(deg(a),deg(d)) .

4) En déduire que (P, + 4, * 4n ) est un anneau commutatif integre.
Solution :

i) (Groupe abélien)

Le point 1I1.7.6.question 3) assure que + 4n se restreint a P et est donc une loi interne sur P. Elle reste bien entendu
associative. L’élément neutre { appartient a P et reste donc un élément neutre. Il est immédiat de constater que si a € P,
—a € P si bien que tout élément de P pposséde un opposé. Enfin la loi + 4 étant commutative sur AN le reste sur P. Ceci fait
de (P, + 4n ) un groupe abélien.

ii) (Anneau commutatif)
Le point I11.7.6.question 2) assure que la loi * 4~ se restreint a P. Elle reste associative, commutative, distributive sur + 4n
et I’élément neutre v appartient a P ce qui fait de (P, + 4n , * an ) un anneau commuttatif.



iii) (Intégrité)
Pour tout (a,b) € P x P, a et b sont en particulier des éléments de AN et si a*,nb = 2 on a vu en III.7.4.question 4) que
a = zoub = z cequiassure que P est intégre.

5) Montrer que
my (= PNm

est un idéal de P (ol m est I'idéal de AN défini a la II1.7.4.question 6).)
Solution : Toutd’abordz € P etz € mdonc
zZ € myg => my ?é 0.
Par ailleurs
V(z,y) € mg x mg, V(a,b) e PXP,axx+bxy € P
d’aprés les points II1.7.6.question 3) et I11.7.6.question 2). De plus ax + by € m puisque m est un idéal de A". Il s’ensuit que

axr+bxy € PNm=mgp.

6) Montrer que pour tout (a,b) € P x P,sibdiviseaeta # ¢, deg(h) < deg(a)
Solution : Si b|a, il existe ¢ € P tel que a = b * c. Il résulte alors du point II1.7.6.question 2) que deg(a) = deg(b) +
deg(c). Orsia # z,c # =z sibien que deg(a), deg(b) et deg(c) sont des entiers naturels ce qui assure le résultat.

7) Montrer que I'image du morphisme ¢ défini a la II1.7.5, est contenue dans P et que ¢ est donc un morphisme injectif
d’anneaux de A dans P. Caractériser les éléments de Im ¢ par leur degré.
Solution : Pour tout a € A, il est clair que i(a) € P et méme que deg(i(a)) = 0. Réciproquement si a € P avec
deg(a) = 0,onai(ag) = a. Il s’ensuit que

Imi = {a € P; deg(a) = 0}.

Les lois + 4n et * 4 sur P étant données par celles de AN ainsi que les éléments neutre z et u, i reste un morphisme injectif
d’anneaux a valeurs dans P.

8) Montrer que la restriction i := 4 4x de i a’ensemble A* des éléments inversibles de A est un morphisme bijectif de
groupes de (A, x) dans (P,  4n )
Indication : on pourra penser a caractériser les éléments de P* en termes de degré.
Solution :

i) (Groupes des inversibles)

Rappelons d’abord que, pour tout anneau (R, +, ) ’ensemble R* est un groupe pour la loi x. En effet si (r, s) € R* x R*,
il existe (t,u) € Rx Rtelsquerxt = txr = letsxu = uxs = l.Is’ensuitquer xs*xuxt = letuxtxrxs = 1
si bien que r * s € R*. Ainsi la loi * se restreint 4 R* en une loi interne.

L’élément neutre 1 pour * étant son propre inverse, appartient bien entendu 4 R* et est un élément neutre pour * restreinte a
R*.

Enfin sir € R*,r posséde, par définition un inverse s dans R. Puisque r est aussi I'inverse de s s € R*, si bien que r
posséde un inverse dans R*.

i) (Imi* C PX)
POurtouta € A* ilexisteb € A* telquea*b = bxa = 1. IIs’ensuit que

i(axb) = i(bxa) = (1) = i(a)*xani(b) = i(b)*ani(a) = u
c’est-a-dire que i* (a) = i(a) € P*.
iii) (i est un morphisme)

V(a,b) € A x A*, i*(a*xb) = i(axb) = i(a)x,ni(b) = i*(a) x4 i°(b)

du fait que ¢ est un morphisme d’anneaux. Il s’ensuit que
i (A% %) = (P, %4m)

est un morphisme de groupes.



iv) (Bijectivité de i)
L’application i* étant la restriction d’une application injective est encore injective.
Pour touta € P*,ilexisteb € P* tel quea x4+ b = wu. Il en résulte que

deg(a) + degb = deg(u) = 0

ce qui entrraine
deg(a) = degb = 0.

On a vu en I11.7.6.question 7) que cela signifie quea € Imietb € Imi. Dans ce cas on a nécessairement
a = i(ag)etb = i(bo) -

1l s’ensuit que
axb = u = i(ag) *x4ni(bo) = (1) = i(ap*by) = (1) = apxby =1

la derniére implication provenant du fait que i est un morphisme injectif. Il en résulte que ag € A™ ce qui assure la surjectivité
dei*.

Exercice II1.7.7 [Division euclidienne]

1) Rappeler ce que signifie I’assertion : A est un corps.
Solution : L’anneau A est un corps si tout élément non nul de A est inversible i.e.

A< = A\ {0}.

On suppose, jusqu’a la fin de II1.7.7 que A est un corps.
Soitb € P, b # (.

2) Montrer que pour touta € P, si deg(a) < deg(b), il existe (¢,7) € P x P tel que

a = bxang +4v 7Tetdeg(r) < deg(d).

Solution : II suffit de prendre

3) Montrer que pour touta € P, sideg(a) > deg(b), il existe (s,¢) € P x P tel que

a = bxgns +4v cetdeg(c) < deg(a).

Solution : Puisque b # (, baegp) # 0. Puisque A est un corps byeg(s) €st donc inversible d’inverse 3 € A. Définissons
alors s par :

Sdeg(a)—deg(b) ‘= Odeg(a) * BetVn € N, n # deg(a) — deg(b) , sp, = 0.
Il s’ensuit que (b * 4x 8)deg(a) = Gdeg(a) i bien que deg(a — b* 4n s) < deg(a). Posons doncc := a — b*4n s.

4) Montrer finalement que, pour tout ¢ € P il existe un unique (¢,7) € P x P tel que:

a = bxgnqg +4nretdeg(r) < deg(d).

Solution :
i) (Unicité)
Supposons donnés deux couples (q1,71) et (g2, r2) répondant a la question. On a alors
bxqu + 11 = a =bxqy + 7o

ce qui entraine b x (q1 — q2) = 19 — 11 et donc
blrg — 7y .

Or il découle de II1.7.6.question 3) que

deg(ra — f1) < max(deg(r1),deg(r2)) < deg(d) .
Or d’apres 111.7.6.question 6), si

blro —rietro —r # ¢, deg(b) < deg(ra —ry) .

Il en résulte que 1y = 79 et, puisque P est intégre (cf. II1.7.6.question 4),) g1 = qo.



ii) (existence)
Pour deg(a) < deg(b), le résultat a été établi (cf. II1.7.7.question 2).)
Sideg(a) > deg(b), il existe (cf. III.7.7.question 3),) (s,c) tels quea = bx s+ cetdeg(c) < deg(a). Si on suppose
donc, par récurrence, le résultat établi pour c il existe (t,r) avec

c = bxt+retdeg(r) < deg(b).

1l s’ensuit que
a =bxs+c="bxs+bt+r =bx(s+t)+r

et il suffit finalement de poser ¢ := s+ t.

Exercice IT1.7.8 [Théoréme chinois des restes dans K[X]]

Cet exercice particularise, au cas des anneaux de polyndémes sur un corps, les résultats obtenus pour des anneaux
généraux au TD n° II, exercice B, question 3), ou encore pour les anneaux principaux, dont K[X] est un cas particulier,
en 1.13.4.

Dans tout cet exercice, K est un corps commutatif et K[X] I’anneau des polyndomes a une indéterminée sur k.

Pour tout couple (P, Q) € K[X]?, on notera Q mod P la classe de () modulo P ¢’est-a-dire ’ensemble des Q' € K[X]
tels que P|Q’' — Q et

K[X]/P = {@'mod P, Q' € K[X]}.

1) Montrer que K[X]/P est en fait ’anneau quotient K[ X ]/ PK[X] de K[X] par I’idéal engendré par P.
Solution : I suffit de remarquer que

VQ' € K[X], Q' € QmodP < Q' —Q € PK[X].

2) Montrer que si P; et P5 sont deux éléments premiers entre eux de K[X], leur PPCM est leur produit.
Solution : Lemme de GAUSS (cf. II1.5.2.3.)

Pour tout couple (P, P») € K[X], on notera K[X]|/P; x K[X]/P. I’ensemble des couples (a1, a2) an € K[X]/P,
ag € K[X]/ P, muni des lois :

(a1,2) + (B1,02) = (a1 4+ B1,a2+ F2)
(a1, 00) % (B1,B2) = (a1* P, a2 % f2).

3) a) Pour tout (P, P) € K[X]?, montrer que K[X]/P; x K[X]/P, est un anneau dont on déterminera 1’unité et
I’élément neutre pour +.
Solution : (cf. 1.7.)

b) Montrer que I’application
¢: K[X]
Q

K[X]/P; x K[X]/P,

%
—  (Qmod P;, @ mod P»)

est un morphisme d’anneaux.
Solution : (cf. 1.7.)

¢) Déterminer le noyau K de ¢ puis en déduire qu’il existe un morphisme d’anneaux injectif
v : KIX]/K — K[X]/Pi xK[X]/P, telque ¢ = v o7

ol 7 est la surjection canonique K[X] — K[X]/K.
Solution :

Vq € K[X], Q € Kerg
& Q@modP, =0 et QmodP, =0
54 Q S PlK[X]ﬂPQK[X]
& Ker¢ = PK[X]NnPK[X].
Le morphisme ¢ se factorise donc en
K[X]
N
K[X]/K —— K[X]/P xK[X]/P,
(cf. I.8.)



d) Si P, et P, sont premiers entre eux, montrer que ¢ est surjectif; en déduire, dans ce cas, que y est un isomorphisme;
décrire K plus précisément.

Solution : Pour tout (o1, a2) € K[X]/Py x K[X]/Ps, soit

(Ql,Qg) S K[X] XK[X] telque [ Ql modPj et g = Qg mod Ps .

Puisque P; et P» sont premiers entre eux, il existe (cf. I11.5.2.1,)

(Ul,UQ) S K[X] X K[X] tel que U PL+UP, = 1.
Ceci se réécrit
Ug_ipg_i modPi =1 modPi et Ug_ipg_i modP_i = OmodP3_i .
11 s’ensuit que
Q2U1P1 + Q1U2P2 H’IOdP1 = Ql H’IOdP1
QU1 P+ QiU Pomod P, = Q2 mod P

si bien que Q2U1 Py + Q1U2 P82 est un antécédent de (a1, cv2) par ¢.

Le morphisme ¢ est alors surjectif, ce qui entraine que -y I’est, si bien que ~y est un isomorphisme.
Le noyau K de ~y est alors égale a

g ;

PPCM(Py, P,) = PP;.

4) Soient a et b deux éléments distincts de % et P un élément de K[X].

Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b) si le reste de la division euclidienne de P par X — a
(resp. X — b ,) vaut 1.

Solution : Les hypothéses équivalent en fait au systeme de congruence :

i’

Puisque (X — a) et (X — b) sont premiers entre eux

1l
=
I
=
=

1
(b—a

(X —a) = (X =b)] = 1)
le théoreme chinois des restes assure que I’ensemble des solutions de ce systeme est une classe de congruence modulo
PPCM((X —a),(X =0)) = (X —a)(X =) .

En utilisant les notations de I’exercice, les hypothéses se réécrivent également

d(P) = (1,1) = 1gx]/(X—a)xK[X]/(Xb) -

Or ~y étant un morphisme d’anneaux,

YHB(P) = 7 H(1) = Ikx)/(X-a)(x-b)

ce qui équivaut encore a 7(P) = 1, ou encore

P =1[(X —a)(X —b)]

i.e. le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X —b) est 1.

10
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Corrigé de certains exercices du TD n° IV

Exercice D : Soient
v = (1,4,2,5), va := (3,7,11,6) , vs := (4,13,10,2), vy := (5,11,9,7)

des éléments de Z*.

Déterminer le sous-groupe A de Z* engendré par les éléments v; ,1<;<4 ¢ est-2-dire donner une base adaptée pour A.

Solution : Puisque I’anneau 7 est euclidien, on peut mettre en ceuvre I’algorithme d’EUCLIDE—-GAUSS exposé en I.11.9 et
I.11.10:

Considérons la matrice

1 3 4 5
4 7 13 11
Vo= 2 11 10 9
5 6 2 7

Nul besoin d’effectuer I’étape I1.11.10.i).a) puisque V1 1 = 1 est déja I’élément de V' de plus petite valeurs absolue. On passe
donc a I’étape 11.11.10.1).b) qui donne la matrice

1 0 0 0 1 0 0 0
4 -5 -3 -9 0 -5 -3 -9

Vis=|y 5 o _g|@V=1g 5 o 4
5 —9 —18 —18 0 —9 —18 —18

On a ici déja une matrice de la forme II.11.10.1).c). 1 sans besoin d’opération supplémentaire.
La deuxieme étape II.11.10.ii) n’est pas nécessaire non plus puisque (V2)1,1 divise tous les coefficients de la matrice 3 x 3

-5 -3 -9
Wy = 5 2 -1
-9 —-18 -18
On doit alors effectuer I'étape 11.11.10.1).a) pour amener le coefficients (W1)2.3 = —1 en position 1,1 qui donne la matrice
1 5 2
Wy =19 -5 =3
18 -9 -18

On a également enlevé les signes moins dans la premiere colonne de W5. En appliquant I’étape 11.11.10.1).b) a W, on obtient

1 0 0
W = [0 —50 —21
0 —99 —54

Une fois encore, le coefficient (W3)1 1 étant égal a 1, I'étape I1.11.10.1i) est automatiquement satisfaite et I’on peut désormais

considérer la matrice
7. 50 21
L= \99 54/

21 50
22 = <54 99>’

L’étape I1.11.10.1).a) donne alors



puis I’étape 11.11.10.1).b) donne
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Exercice E : Déterminer a isomorphisme pres les groupes abéliens de cardinal 300.

Solution : On sait (cf. I1.10.7,) que deux groupes abéliens de finis sont isomorphes si et seulement si ils ont les mémes facteurs
invariants. Autrement dit déterminer a isomorphismes prés, ou encore déterminer les classes d’isomorphismes des groupes de
cardinal 300 revient a déterminer les séquence d; ,1<;<, de facteurs invariants correspondant a des groupes abéliens de cardinal
300. Or on a alors pour un tel groupe A,

#(A) = [ d: -
i=1
En écrivant 300 = 22 x 3 x 52, on a nécessairementr < 2. On a également
r = 2 Correspond aux groupes
Z/30Z x 7,/10Z , ZJ150Z x 7,/2Z et Z.J60Z x Z/51. .

r = 1 correspond au groupe Z/300Z.
On a donc déterminé 4 classes d’isomorphismes pour les groupes abéliens de cardinal 300.

Exercice F: Cet exercice reprend les étapes de I’étude des sous-groupes d’un groupe abélien libre de type fini de
maniere effective.

Soit A le groupe abélien libre Z? et B le sous-groupe de A engendré par les éléments b; = (—4,12)etby = (—8,12).
On désire calculer les facteurs invariants (diviseurs élémentaires) de A/B.

1) Donner un homomorphisme f de A dans Z tel que I’image de B soit maximale.
Solution : Soit f un morphisme de A dans 7, I'image de B est de la forme nZ puisque c’est un sous-groupe de 7.
Puisque I’image de B est engendrée par (f(b1) = 4f(—1,3), f(b2) = 4f(—3, 3) elle est donc contenue dans 47.
Soit f tel que f(1,0) = 1 et f(0,1) = 0. Alors f(b1) = —4, f(b2) = —12, donc f(B) = 47Z. Ce f répond a la question.

2) On note d un générateur de f(B). Donner un élément a3 de A tel que daz soit dans B et tel que f(az) = 1.
Solution : On a donc d = 4. On peut prendre as = (1, —3).

3) Calculer une base a; du noyau de f. Calculer I’intersection B’ du noyau de f avec B et exprimer un générateur de B’
d’une part en fonction de a; et d’autre part dans le systeme générateur de .
Solution : On a a; = (0,1). L’intersection du noyau de f et de B’ est donné par I’équation xb; + ybs = za; avec z, y,
z des entiers, ¢’est-a-dire —4x — 8y = 0, 12z + 12y = z. Donc x = —2y, z = —12y. Une base de B’ est donc donnée par
2b1 — b2 = 12@1,



4) Calculer les facteurs invariants de A/B.
Solution : On a trouvé une base (a1, az) de A telle que (12a1, 4a2) soit une base de B.
Les facteurs invariants de A/ B sont donc (12, 4).

-4 12

Remarquons que le déterminant de <_ 3 12

> est48 = 4 x 12 et que le groupe A/ B est d’ordre 48.

Exercice G : 1) Soit A = Z? et B le sous-groupe de A engendré par b; = (14,2) et by = (2, 4). Calculer une base de A
adaptée a B. Donner la structure du quotient A/B.
Solution: Si f : A — Z est un morphisme de groupes, il vérifie nécessairement f (B) C 27. Réciproquement, si on prend
f définie par f(xz,y) = z, ona f(B) D 27Z, donc f(B) = 2Z. On a f(bs) = 2 et siaz = (1,2), by = 2az et f(az) = 1. Onen
déduit que
A=<ay> ®&Kerf.

Pour trouver le second élément de la base, calculons Ker f N B.
11 s’agit de trouver les solutions dans Z de (0,y) = uby + vbs, ce qui est équivalent a

0= ldu+2v 0= Tu+w v= —Tu
54 <~
y= 2u+4v y= 2u+4v y= —26u
Ce qui a une solution en y si et seulement si 26 divise y.
SO1'ta1 = (0, 1) On a 26(11 = 7b1 —+ 7b2

Donc (a1, az) est une base adaptée de A puisque 26a;, 2ao est une base de B et que 2|26.
Le quotient A/ B est isomorphe 3 Z/26Z x Z/27.

2) Soit G un groupe abélien (noté additivement) et possédant deux générateurs a et b tels que
l4a + 2b = Oget2a + 4b = O¢g .

Montrer que G est isomorphe a un quotient d’un groupe d’ordre 52 dont on donnera la structure.
Solution : Soit
0:A:=17" 5 G

I’homomorphisme surjectif (x,y) — xa + yb. Le noyau de ¢ contient le sous-groupe de A engendré par by et bs, noté B dans
la question précédente. Par le théoréme de factorisation, ¢ se factorise en un homomorphisme de G; = A/B sur G et G est
isomorphe au quotient de G par le sous-groupe Ker ¢/ B. On peut alors utiliser les résultats de la question précédente.

Exercice H: Soite; = (ay,...,a,) un élément de Z" tel que le Pged des a; vaille 1 °
Montrer qu’il existe une base (eq, .. ., e,) de Z™ dont le premier vecteur est e;.
Que peut-on dire du quotient Z" /Ze; ?
Adapter I’exercice en ne supposant plus que le Pged vaut 1.
Solution : Notons f; la base canonique de Z". Le pged des a; étant 1, il existe des entiers u; tel que >, u;a; = 1. Soit ¢
I’homomorphisme de groupes Z™ — 7Z tel que ¢(f;) = u;. On a donc explicitement (> | z; fi) = > .~ x;u;. L'image de

ey par ¢ est 1. Donc ¢ est surjective. Soit B := Ker ¢ son noyau. Tout élément v de Z'™ est la somme d’un élément de B et
d’un multiple de ey (en effet, si p(v) = m € Z, v — me; appartient 3 B) et B N Zey = {0}. Comme B est un sous-groupe d’un
groupe libre de type fini, il est libre et admet une base (eq, - - - ,ey,). Alors, (e1,- -+ ,ey) est une base de Z".

Le quotient Z/Ze; est libre de rang n — 1. Si le pged des a; vaut d, soit a), = a;/d. On peut appliquer ce qui précéde aux
e} = (a}). Il existe une base de Z" dont le premier vecteur est €. Le Z-module Ze; a alors comme base de). Donc le quotient
7™ | Ze est isomorphe a7,/dZ x 7"~ 1.

9. Un tel vecteur est dit primitif et un certain nombre d’autres propriétés des vecteurs primitifs sont étudiées dans le cours en C.1.3.



Université Paris Sud Année 2019-2020

L.3/56 M305 Algebre 11

Document n° 111

23 mars 2020

On se propose, dans cette séance de prouver le théoreme de CAYLEY-HAMILTON (cf. cours IV.7.2.)

La preuve, ou plutot les preuves, du théoréme sont présentées sous forme d’exercices au paragraphe n° III.1 afin que vous
puissiez les chercher. Les solutions de ces exercices sont données dans le paragraphe n° II1.2 afin que vous puissiez vous y
reporter ensuite.

N’hésitez surtout pas a poser toutes vos questions a vos enseignants par les moyens mis a votre disposition.

Bon travail ! (P.L.)

n° I1I.1 . —Le théoréeme de CAYLEY-HAMILTON

On peut donner une preuve relativement élémentaire du théoreme de CAYLEY-HAMILTON dans le cas ou (E, u) est un
espace cyclique (cf. exercice A a exercice C.)

On donne en particulier (cf. exercice A,) d’autres caractérisations équivalentes a celles déja données des espaces cycliques (cf.
cours IV4.1.)

Cependant, si I’on veut déduire le cas général du théoreme de CAYLEY-HAMILTON du cas particulier des espaces cycliques,
il faudrait pouvoir décomposer tout espace en somme directe de sous-espaces cycliques. Un tel résultat est fourni par le théoreme
de réduction de FROBENIUS (cf. cours IV.11.5) vers lequel un premier pas est fait a I’ TD n° VI, exercice D.

On peut cependant donner une preuve directe du théoréme de CAYLEY-HAMILTON sans y avoir recours (cf. exercice D.)

Exercice A : (Endomorphismes cycliques)
Soient K un corps, d € N* un entier et &/ un K-espace vectoriel de dimension d.

Pour u € Endg(E) montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

Cycy) llexiste x € FE tel que la famille ui(m) 0 < i< d—1 estlibre.

Cyco) Ilexiste x € FE tel que la famille ui(m) 0 < i< d—1 est une base.

Cycs) Il existe une base B := e€;,1<i<q de E, un d-uplet a; ,0<i<d—1 € K d’éléments de K, tels que la matrice C' =
(Cij) 1 < j < q de v danslabase B est telle que :
1<j5<d
Comp,)

Vi<j<d-2,Vj+2<i<d, Ci; = 0;

Compo)
Vi<j<d-1, Cjt1; = 1;
Comps)
Vi<j<d-1,V1<i<y C;; = 0;
Compy,)

V1 S ) S d, Ci,d = —Qaij-1 -



Autrement dit C' est une matrice compagnon i.e. de la forme :

0 0 ... 0 0 —ap
10 ... 00 —a
0 0 1 0 —ag—2
0 0 0 1 —agq—1

Définition A.1 Si u vérifie les propriétés Cyc;) a Cycs), on dira que E est un espace cyclique pour u (cf. cours [V.4.2.)

Exercice B : (Polyndome caractéristique d’une matrice compagnon)
Soient K un corps et d € N* un entier.

Pour a; o<i<a—1 € K% onnote A, ., ) lamatrice

0 0 0 0 —ay

1 0 0 0 —ay
A(ao ..... ag—1) : E

0 0 1 0 —ag—o

0 0 0 1 —ag—1

etatout A\ € K, on associe

2) Déduire de I'une des deux formules précédentes Ay, . a,_ 1) ()

Exercice C: (Théoréme de CAYLEY-HAMILTON pour les espaces cycliques)
Soient K un corps, d € N* un entier et f € Endg(F) est tel que E est un espace cyclique pour f. Le d-uplet
a;i ,o<i<d—1 étant donné par le point exercice A, Cycs), on note

d—1
P = X4+> a0, X" € K[X].
=0

1) Montrer que P est un polyndéme annulateur de f.
2) Montrer que le degré n du polyndme minimal Py, ¢ de f est supérieur ou égal a d.

3) En déduire finalement que P = P.

Exercice D : (Théoreme de CAYLEY-HAMILTON et formules de CRAMER)
Soit A € M,,(K) une matrice carrée de taille n € N* a coefficients dans un corps commutatif K. Soit P le polynome
caractéristique de A. On veut prouver le théoréme de CAYLEY—-HAMILTON pour A a savoir P(4) = 0.

On note 1,, la matrice identité de taille » dans M,,(K) . On considére la matrice
B :=X-1,—-A4 ¢ M,(K[X])

a coefficients dans ’anneau K[X] des polyndmes a une indéterminée a coefficients dans K. Le polynéme P est le déter-
minant de B. On note C' la matrice adjointe de B c’est-a-dire la matrices des cofacteurs de B qui est telle, en vertu des
formules de CRAMER, que

B-C =C-B = det(B)-1,.

1) Montrer qu’il existe un unique n — 1-uplet C; ,1<;<n—1 de matrices dans M,, (K) tel que :

n—1
cC=Xx"t.1, + ZX”—H‘-Q. 1

i=1



2) En posant
Pi=X" 4> aX"",
i=1

prouver les égalités :

714 =+ Cl = ay - 1n
—A-Cpe+Cry1 = ary1-1n
—A-Chor = an-ly

pourtoutl < k < n—2.
3) Endéduire que P(A) = 0.

4) En tirer le théoreme de CAYLEY—HAMILTON (cf. cours IV.7.2,) pour un endomorphisme v d’un K-espace vectoriel de
dimension n.

n° II1.2 . —Solution des exercices

Exercice A : (Endomorphismes cycliques)
Soient K un corps, d € N* un entier et £ un K-espace vectoriel de dimension d.

Pour u € Endg(E) montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

Cycy) llexiste x € FE tel que la famille ui(x) 0 < i< d—1 estlibre.
Cyco) Ilexiste x € FE tel que la famille uz(x) 0 < i< d—1 €st une base.

Cycs) Il existe une base B := ¢€;,1<i<q de E, un d-uplet a; ,o<i<q—1 € K d’éléments de K, tels que la matrice C' =
(Cij) 1 < j < q de v danslabase Best telle que :

1<j<d

Comp;)

Vi<j<d-2,Vj+2<i<d Ci; = 0;
Comps)

Vi<j<d-1, Cjt1; = 1;

Comps)

Vi<j<d-1,V1<i<yj C;; = 0;
Compy,)

V1 S ) S d, Ci,d = —Q;—1 -

Autrement dit C' est une matrice compagnon i.e. de la forme :

0 0 e 0 0 —ap
1 0 0 0 —ap
0 0 1 0 —ag—o
0 0 0 1 —ag-1

Définition A.1 Si u vérifie les propriétés Cyc;) a Cycs), on dira que E est un espace cyclique pour u (cf. cours IV.4.2.)

Solution :

i) (Cyc1) < Cyca))
Le fait que Cycy) entraine Cycy ) est tautologique.
Réciproquement s’il existe * € E tel que la famille f*(x) o < i < n—1 est libre comme son cardinal est n qui est aussi la
dimension de F, cette famille est une base.



i) (Cycz)= Cyc3)) .
Soitz € FE, tel que f(z) o < i < a—1 est une base. Posons V1 < i <d, e; := f~(z). On a alors

Vi<i<d-—1, fle) = fIf'"7H (@) = fi(z) = et
Par ailleurs f(eq) est un élément de E qui se décompose dans la base e; ,1<i<q c’est-a-dire qu’il existe un unique d-uplet
Q; ,0<i<d—1 tel que

d d
flea) = Zaiqei = Zai—lfi71(€1)-
im1 im1

La matrice M de f dans la base B := e; ,1<;<q a alors la forme spécifiée par les points Cycs).Comp;) a Cycs).Comp,) :
0 0 ... 00 —a
1 0 ... 0 0 —ai
M= @ @ :
0 0 ... 1 0 —ag_o
0 0 0 1 —ag_1

iii) (Cyes) = Cycz))
S’il existe une base e; ,1<;<q dans laquelle la matrice de f a la forme spécifiée par les points Cycs).Comp,) a Cycs).Compy),
VI<i<d—1, f(e)) = €1 = € = fil(er)

si bien que ey satisfait a la condition Cycs).

Exercice B : (Polyndome caractéristique d’une matrice compagnon)
Soient K un corps et d € N* un entier.

Pour a; o<i<a—1 € K% onnote A, ) la matrice

c@d—1
0 0 0 0 —ao
1 0 0 0 —a
A(“Oy»»»-,ad—l) =
0 0 1 0 —ag_o
0 0 0 1 —ag—1

etatout A\ € K, on associe
A(a[),---7ad—1)()\) = det()\Id — A(ao,m,anfﬂ) .

1) a) Calculer A(g,.... a,_,)(A) enfonctionde A, | 4, ,)()) et ao.
b) Calculer A, ... a,_,)() enfonctionde Ay, . a, o) (A) et ag—1.

2) Déduire de I’'une des deux formules précédentes A 4,

Exercice C: (Théoréme de CAYLEY-HAMILTON pour les espaces cycliques)
Soient K un corps, d € N* un entier et f € Endg(F) est tel que E est un espace cyclique pour f. Le d-uplet
a;i ,o<i<d—1 étant donné par le point exercice A, Cycs), on note

d—1
P = X"+ a; X' € K[X].
=0

1) Montrer que P est un polyndme annulateur de f.
Solution : Ceci revient 2 montrer que
Ve e E, P(f)(z) = 0.
Puisque P(f) est un endomorphisme de E? il suffit de montrer, e; ,1<;<, étant une base de E, que V1 < i <n, P(f)(e;) = 0.
Prenons précisément pour base la base e; donnée par le point exercice A, Cycs) associée au d-uplet a; ,o<i<q—1 définissant P.
On a alors :

D) (P(f)(er))
d—1 .
P(f)(er) = fher) =Y aif'(e)
1=0

d—1

= f(ed) - Zaiei
i=0

= 0.



i) (P(f)(ei)
On peut d’abord remarquer que f o P(f) = P(f) o f et que, par conséquent, Vk € N, f¥ o P(f) = P(f)o f*.
AinsiV2 < i < d,
P(f)e) = PUHIF )
= FUPG e
= 1)
0.

2) Montrer que le degré n du polyndme minimal Py, ¢ de f est supérieur ou égal a d.

Solution : Notons
n—1

Puing = X"+ _biX' € K[X]
i=0
le polynéme minimal de f. Alors
V& € E, Ppinf(f)(x) = 0
et en particulier pour un élément x vérifiant exercice A, Cycy) :

n—1

Puinf(f)(x) =0 & f'(x)+ Y fi(z) =0

=0

qui signifie que la famille f*(z) ,0 < i < n est liée. Or f*(z) ,0 < i < a—1 étant libre, n > d.

3) En déduire finalement que P = P.
Solution : On a montré a la question 1) que Py ¢ divise P. Or deg(P) = n et deg(Puinf) > n comme P et Py, 5 sont

unitaires,
P = Puins .

Exercice D: (Théoréme de CAYLEY-HAMILTON et formules de CRAMER)
Soit A € M, (K) une matrice carrée de taille n € N* a coefficients dans un corps commutatif K. Soit P le polynome
caractéristique de A. On veut prouver le théoréeme de CAYLEY-HAMILTON pour A a savoir P(A) = 0.

On note 1,, la matrice identité de taille n dans M,,(K) . On considére la matrice
B:=X-1,— A € M,(K[X])

a coefficients dans ’anneau K[X] des polyndmes a une indéterminée a coefficients dans K. Le polynéme P est le déter-
minant de B. On note C' la matrice adjointe de B c’est-a-dire la matrices des cofacteurs de B qui est telle, en vertu des
formules de CRAMER, que

B-C =C-B = det(B)-1,.

1) Montrer qu’il existe un unique n — 1-uplet C; ,1<;<,—1 de matrices dans M,,(K) tel que :

n—1
C=X""1,+ > X"7.C. 1

i=1
Solution : Notons C' = (v;j) 1 < ; < p - AlorsV1 <i < n, V1 < j <n, ~;; est un déterminant calculé surn — 1 lignes

1<j<n
etn — 1 colonnes de B si bien que c’et un polyndme de degré inférieur ou égal an — 1. 1l existe donc ; j 1 ,0 < k < n—1 tels que

n—1
VI<i<n, VI<j<n, v, = > 7X" 7k
k=0

Posons alors

Cr = (Vijk)isisn € Myn(K)
1<j<n
On a alors .
C — Zanflfk Ck
k=0

qui est presque la formule 1 a ceci pres qu’il faut encore établir que Cy = 1,,.
Pouri # j, le cofacteur -y; ; correspond a la matrice B dont on a enlvé la ligne i et la colonne j, et c’est donc un polynéme
de degré au plus n — 2, si bien que y; ;0 = 0. On constate ensuite que v; ;0 = 1.



2) En posant
Pi=X" 4> aX"",
i=1

prouver les égalités :

714 =+ Cl = ay - 1n
—A-Cp+Cry1 = apy1- 1y
—A-Chor = an-ly

pourtoutl < k < n—2.
Solution : La matrice C' étant la matrice des cofacteurs de B, on a

B-C =C-B =4det(B)-1, = P-1,.

Ce qui s’écrit encore :

(X-1,-4)-C = P-1,
n—1 n
& (X lp—A) - (Xnh1, + Y X"C) = (XY a X)L,

=1 i=1

En utilisant que X* ¢ est une base du K-espace vectoriel K[X], on obtient :

Xl (=A4+C) = a X1,
= (*A#’Cl) = a;-1,
X" (Ci=A-Ciy) = ;X" 1,¥2<i<n—1,
- Ci—A-Ci.y = a;-1,¥2<i<n-—1,
714 . Cnfl - ap * 1n .

3) Endéduire que P(A) = 0.
Solution : On a:

P(A) = A"+ zn: a; - A"

i=1

= An+i14"—i.ai.1n
i=1

n—1
A A0+ S A A C G- 0
=2
n—1 n—1
= ATC = Y AT G AT G A G
=2 =2
n—1 n—2
= Ao e YAt - (DA G+ A Cay)
=2 =1
n—1 n—1
_ Z AN C; — Z A" O
=1 =1
= 0.

4) En tirer le théoreme de CAYLEY—HAMILTON (cf. cours IV.7.2,) pour un endomorphisme « d’un K-espace vectoriel de
dimension n.
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Exercice C: (Structure des groupes finis(cf. TD n° VII, exercice C.))
1) Parmi les groupes suivants, lesquels sont isomorphes (vous devez justifier votre réponse) :

G1 =Z/AZ x 1./ 257

Gy =Z/5Z x 7.)2Z x 7./2Z x L5
Gs =Z/5Z x LJAZ x T./5Z

Gy =(Z/252)% x Z./5Z

Lesquels sont cycliques ?
Solution : Méme si dans certains cas simples d’autres arguments peuvent étre utilisés, (nombre d’éléments, ordre des élé-

ments ...,) le corollaire I1.10.7 du cours apporte toujours une réponse systématique a la question des classes d’isomorphismes
de groupes abéliens. Cependant, pour pouvoir lutiliser, il faut connaitre les facteurs invariants du groupe et pour cela déterminer

sa décomposition canonique (ct. cours I1.10.5.1).)
G1 Ainsi le groupe G1 = Z /A7 x 7257 n’est pas décomposé sous sa forme canonique, puisque

4 |25t 25 4.

Cependant le théoréme chinois des restes assure que
G1 = 7Z/100Z

qui est une décomposition canonique de parametres = 1 etd; = 100. Ce groupe est cyclique.
G2 De méme Gy = Z/5Z X Z/2Z x Z/27 x Z/5Z n’est pas donné non plus sous sa forme canonique, laquelle est, en

vertu du théoréme chinois des restes

Gy = Z/10Z x Z/10Z de paramétresr = 2, d; = 10etds = 10.

Ce groupe n’est pas cyclique.
G Par les mémes arguments que ci-dessus,

Gs = Z/5Z x Z/20Z de paramétresr = 2, dy = 20etdy = 5

qui n’est pas non plus cycliques.
G4 Il faut déterminer (Z/257)* qui est un groupe a 20 éléments; ce qui ne donne pas sa structure. Néanmoins, on peut

remarquer que
210 = 1024 = —1[25].

Ainsi I’o’rdre de 2 dans (Z/25Z)* divise 20 mais ne divise pas 10. C’est donc 4 ou 20. Or
2 = 16 # 1[25],
si bien que 2 est d’ordre 20 et que, par conséquent,

(Z)257)% = 7,/207.

et que finalement
Gy 2 Z/5Z x7Z/20Z = Gs .

Aucun des groupes G1, G2, G'3 ne sont isomorphes entre eux puisque leurs séquences de parameétres sont toutes deux a deux

distinctes.



2) Combien y a-t-il de classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal 1400 et possédant au moins un sous-groupe
non cyclique d’ordre une puissance de 2 ? Donner leurs invariants (ou diviseurs élémentaires).
Solution : 1400 = 23 x 52 x 7.
On sait que si G est un groupe abélien avec #(G) = 1400, et si

G = [[z/diz avecV1 < i <r -1, disald;,

i=1

1400 = #(G) = [[ -
i=1
Si donc p est un nombre premier tel que p|#(G) il existe 1 < i < r tel que p|d; ce qui entraine p|d;. Ainsi on a
(2%5%7)|dy .
Il en résulte aussi que ¢ < v,(#(G)), ce qui entraine finalement

r < max(vp(#(G))) ier < 3.
peP
G = 7,/1400Z ;

Or (1 est cyclique est tous ses sous-groupes le sont donc; il n’a donc pas de sous-groupe non cyclique, a fortiori de
cardinal une puissance de 2.

r =2
Gy, = ZJ700Z x Z/2Z.
ou G3 = Z/280Z x Z/5Z
ou Gy = 7,/140Z x Z/10Z .

Le groupe 7./700Z, (resp. Z/140Z,) (resp. Z/10Z,) est cyclique de cardinal divisible par 2 et posséde donc un sous-
groupe isomorphe 4 7./27. 1l en résulte que G2 et G4, possédent des sous-groupes isomorphes 4 Z./27. x Z/2Z i.e. non
cycliques d’ordre une puissance de 2.

En revanche, si H est un sous-groupe de G, de cardinal 2* pour tout

(x,y) € H,x € Z/280Z,y € Z/5Z,

0 = 2%(a,y) = (2Fz,2%y);

si bien que 2Fy = 0, ce qui entrainey = 0, puisque 2* est inversible dans I’anneau 7/57. 1 s ensuit que H est alors
isomorphe a un sous-groupe de Z /2807 et par conséquent cyclique.
r =3
Gs ZJ70Z x Z/10Z x 7] 27

111

ou Gy 7./3507Z x 7./27 x 7.)27. .

Pour les raisons déja données plus haut, G5 et G ont un sous-groupe isomorphe 4 Z./27, x 7./ 27 .

3) Soient r, s et ¢ trois entiers positifs. On désire calculer en fonction de r, s et ¢ les invariants (d1,ds,...,d;) du
groupe abélien
A = Z/rL X L)L X LItZ .

a) Quevautd; ?
Solution : Si on écrit A sous sa forme canonique

k
A = []2z/diZ avecV1 <i < k-1, dis1|d,
i=1
pourtoutx € A, dyx = 0, si bien que d; divise I’exposant de A. Par ailleurs, Z/d,7Z contient un élément d’ordre d; et par
conséquent A contient un élément d’ordre dy, si bien que d; est exactement I’exposant de A.

Or si
A = Z/rZ x L]s7 x L7,

I’exposant de A est le Ppcm der, s ett.



b) Calculer de deux manieres le nombre d’éléments d’ordre divisant dj et montrer que k < 3 et que d3 est le Pged de r, s
ett.

Solution : On sait que Va € N, ,Vd € N, | le sous-groupe Z/aZ[d] de Z/aZ des éléments de d-torsion i.e. dont I’ordre
divise d, est isomorphe a7 /(a A d)Z.
Par ailleurs pour G et H des groupes abéliens

(x,y) € (Gx H)[d] & z € G[d|ety € H[d];

si bien que
(Gx H)[d] & G[d] x H[d] .

Il en résulte que, d’une part :

#(Aldk]) #((Z/rZ x Z/sL x Z/tZ)[dx])
— H(Z)(r NdR)Z X /(s AdR)Z X Z)(t A dy,) )

= (rAdg)*(sAdr)*(tANdg) .
d’autre part :

k
#(Ald]) = #(J]z/dizldr))

i=1

k
#([1z/(d: A dr)z)

=1
_ k
— db.

On obtient donc
dy = #(A[dy])) = (rAdy)* (s Ady)* (tAdy) .

Puisque (u A dy) < di pouru = r,s, out, dﬁ < d} donck < 3.
Si k < 3, ds n’est a priori pas défini par le théoréme I1.10.5.1) ; cependant on peut prolonger la suite d; en posantd; = 1
pour tout i > k. On a donc toujours alors la relation

Vi € N, di+1|di .
On a encore
#(Alds]) = di = (ds Ar)*(dsAs)*(d3At).

Or
Yu = r, sout, ((ds Au))|ds

si bien que
Yu = 1, sout,ds = (uAds);

et finalement
Yu = r, sout, dslu.

On en conclut que d3 divise le Pged de r, s, et t.
Soitd le Pged de r, s ett. Alors
Yu =1, sout, (dAu) = d.

11 s’ensuit que
’ #(A[d]) = (dAr)*(dAs)* (dAt) = d°.

Par ailleurs
43 = #(A[d]) = (dAdy)*x(dNda)x(dNd3);

ce qui entraine d|d;.
¢) Montrer que
dy = PPCM((rAs),(sAt),(tAT)) .

Solution : 11 suffit de montrer que

rst
Pged(r, s, t)Ppem(r, s, t)

= Ppem((r As), (s At),(EAT)) .



4) Montrer que si A et B sont des groupes abéliens finis et

Ax A = Bx B, alors & AB.
Solution : Ecrivons la décomposition canonique (cf. cours I1.10.5.1))
A = []2z/dZ avec¥1 <i<r—1, dij1ld; .

=1

On a alors

2

A x A HZ/dinZ/diZ.
i=1
Posons alors
p = 2retV1§i§r, 62i_1 = 521' = dl

On a alors

P
Ax A= []z/éz
1=1

qui est bien la décomposition canonique de A X A, puisque
V1 S ) S P — 1, 5i+1|5i .

On en conclut ainsi, grice a I’énoncé d’unicité I1.10.5.ii), que si A X A et B x B ont méme décomposition canonique, il en
est de méme pour A et B.

n° IV.2 . —Corrigé des exercices du TD n° V
Exercice A : Soit A un anneau commutatif integre.
1) Montrer que A est un corps si et seulement si A[X] est principal.

Solution : Dans le cas oil A est un corps on a vu (cf. cours I11.4.2,) que A[X] est un anneau euclidien donc principal.
Réciproquement supposons que A[X] est principal. Montrons d’abord que :

i) (L’idéal engendré par X est maximal)
En effet si J est un idéal contenant X A[X |, puisque A est principal, il existe P € A[X] telqueJ = PA[X]. Ainsi P|X ;
ce qui entraine, A étant un anneau intégre, (cf. cours II1.2.2.ii),) que 0 < deg(P) < 1.
deg(P) = 0 Dans ce cas,, posons P = a,a € A.Deplus3Q € A[X], telquea@) = X. Ilrésulte toujours de II1.2.2.ii)
que deg(Q) = 1, et qu’on peut donc écrire

Q =bX+c, (bye) e AXA.

Il en résulte que
X = abX +ac;

ce qui entraine (cf. cours I11.2.5.v),) que
ab = letc = 0.

En particulier
a € A P =qgetd = A.

deg(P) = 1 I existe donc
(a,b) € Ax A telque P = aX +betQ € A[X] telque X = PQ.
Ordeg(Q) = 0,ie.Q = ¢,c € Aet
acX +bc = X = b =0etac =1 =7 = XA[X].
i) (AX]/XA[X] = A)

11 suffit de constater que X A[X] est le noyau du morphisme d’anneaux A[X| — A qui a un polynéme associe son coefficient
de degré 0.

Finalement si A[X] est principal, X A[X] est maximal et A = A[X]/X A[X] est donc un corps.



2) En déduire que A[X, Y] et Z[X] ne sont pas principaux.
Solution : Puisque A[X,Y]| = A[X][Y], pour qu’il soit principal il faudrait, d’aprés la question précédente, que A[X] soit
un corps. Or (cf. cours II1.2.5.iii),) A[X]|* = A au moins dans le cas ot A est intégre. X ne sra donc pas inversible dans A[X]
si bien que A[X|] n’est pas un corps. Dans le cas ol A ne serait méme pas intégre, la situation n’aura pas tendance a s’améliorer,
puisqu’alors A[X| ne sera lui-méme pas intégre et a fortiori donc pas un corps.
On sait bien que Z n’est pas un corps et que Z[X| ne peut donc étre principal.

Exercice B : (Idéaux maximaux, polyndmes irréductibles)
Soit A un anneau commutatif.

1) Soit K un corps et P € K[X] un polyndme a une indéterminée a coefficients dans K. Montrer que I'idéal PK[X] :=
{P*Q, Q € K[X]} est maximal si et seulement si P est irréductible.
Solution : On a établi dans le cours, grice au théoréme de Bézout dans I’anneau K[X| que le quotient K[X]/PK[X] est un
corps si et seulement si P est irréductible.
On peut aussi, procéder sans intermédiaire comme suite : Si P est irréductible, P ne divise pas 1 autrement dit

1 ¢ PK[X] = PK[X] # K[X].

Par ailleurs, d’aprés le lemme d’Euclide P est premier si bien que pour tout @ ¢ K[X], P et Q) sont premiers entre eux. Il
s’ensuit qu’il existe, en vertu du théoréme de Bézout un couple (U, V) € K[X] x K[X], tel que PU + QV = 1. Ceci assure
alors que PK[X] est maximal.

2) Montrer que le résultat de la question 1) se généralise & n’importe quel anneau principal, & savoir que si A est un anneau
principal, un idéal J de A est maximal si et seulement s’il existe un élément irréductiblep € Atelque T = Ap.

3) Dans cette question A := Z[X] I’anneau des polynomes a une indéterminée a coefficients dans Z.

a) Déterminer ’ensemble A* des éléments inversibles de A.
Solution : Pour tout P € A, P estinversible si et seulement s’il existe Q € A tel que Px@Q = 1. Comme Z est un anneau
integre,
Px@Q =1 = deg(P) + deg(Q) = 0 = deg(P) = deg(Q) = 0.

Il existe donc (a,b) € Z x Z telque P = aet@ = b. D’otab = 1 c’est-a-dire que a et b sont des éléments inversibles de Z.
On a donc
A =7 = {-1,1}.

b) Vérifier que le polyndme X2 + 1 € A est irréductible.
Solution : Soient (P, Q) € A x A, tel que P x Q = X2 + 1. Puisque Z est un anneau intégre, deg(P) + deg(Q) = 2.
Etant donnés les réles symétriques joués par P et Q on est amené A considérer les situations suivantes :

i) (deg(P) = Oetdeg(Q) = 2)
Dans ce cas, on peut écrire
P =uaetQ = bX?>+cX +d.

Alors
PxQ = X?’4+1 = axd =1=acZ* = P c AX.

i) (deg(P) = deg(Q) = 1)
Dans ce cas on peut écrire
P=aX+bet@Q = cX+d.

On a alors
ac = 1
X% 41 = acX? + (ad+bc)X + ¢d = {ad+bc = 0
cd = 1.

On peut donc, sans perte de généralité, écrire
P=X-aetQ =X-b, (a,b)€ZXZ.
II s ensuit alors que a et b sont des racines de X2 + 1, or ce polynéme n’a pas de racine dans 7 puisque

Va€eZ, a> +1 > 1.



Il ressort donc des points i) et ii) que
V(P,Q) e Ax A PxQ = X*+1 = P € AouQ € A®

c’est-a-dire que X2 + 1 est irréductible.
¢) Montrer que, pour tout P € A, il existe un unique couple (Q, R) € A x A tel que
P =Qx(X*+1) + Retdeg(R) < 1.

Solution :

i) (Unicité)
Le raisonnement est ici exactement le méme que dans le cas de K[ X] avec K un corps.

ii) (Existence)

On peut envisager deux preuves différentes :
*) toutd’abord P et X2 +1 étant des éléments de Q[ X], il existe (Q, R) € Q[X|xQ[X] telque P = Q+(X*+1) + R.

On peut ensuite montrer que () et R sont en fait dans A mais cela revient en fait presque a faire la démonstration directement

comme suit :
1) On démontre ce résultat par récurrence sur le degré de P.
deg(P) < 1 Danscecas@ = 0etR = P répond a la question.

d
deg(P) > 1 Onécrit alors P := Z a; X" . Posons alors
=0
d—3
Py o= P—aaX2(X?+1) = Y aiX'+ (a2 — a)) X2+ ag1 X7
i=0

En particulier deg(P;) < d — 1. En faisant I’hypothése de récurrence convenable il existe alors (1, R) € A X A tel que
P = (X?+1)Q1 + Retdeg(R) < 1.

II s’ensuit que
P =P +a XT3 X?+1) = (ag X2 +Q1)* (X*+1)+R.

Posons donc finalement Q := (aqX*~2 + Q1 qui répond a la question.

Dans la suite on a toujours A = Z[X], p est un nombre premier,
I:=(X?4+1)*A ={(X?+1)*xP, P c A},J = {(X?+1)*xP+pxQ, (P,Q) € Ax A}.

(Z/TZ,+, %) le corps a 7 éléments et ;[ X| ’anneau des

4) et ’on suppose de plus que p = 7. On note alors 7
polynomes a une indéterminée sur [F.

a) Montrer que le polyndme X2 + 1 est irréductible dans F[X].
Solution : On se trouve ici encore dans I’'une des deux situations question 3), b).i) ou question 3), b).ii) c’est-a-dire que si

X2 + 1 n’est pas irréductible il posséde une racine dans ;. Or les carrés dans F; sont
12 =1,22=-3=232 =

si bien que —1 n’est pas un carré dans [F7 ce qu’on peut d’ailleurs aussi déduire du fait que 7 n’est pas congru a 1 modulo 4.

b) Onnote k := F7[X]/(X?+ 1) * F7[X]. Montrer qu’on a un isomorphisme
AlJ 2k

et en déduire que J est maximal dans A.

Solution :
) (@:A—k)
La surjection canonique 7 : 7Z — [ induit un morphisme surjectif d’anneaux
I;[X] : A =Z[X] - F[X], X —» X.
Notons 7y, : F7[X] — k la surjection canonique si bien qu’on obtient un morphisme surjectif d’anneaux :

¢ =mpom A — k.



i) (Ker¢)

On montre que Ker ¢ = J ce qui donnne I’existence d’un isomorphisme
v AJJ =2k
telquetpormy = ¢poumy : A — A/J estla surjection canonique.

iii) Il en résulte que A/J est un corps et donc que J est un idéal maximal.

Exercice C : (Le K-espace vectoriel K[X]/PK[X])
Soient K un corps, P € K[X] un polyndéme a coefficients dans K et

7 : K[X] — K[X]/PK[X]la surjection canonique.

Montrer que :

1) K[X]/PK[X]est un K-espace vectoriel;

Solution : L’anneau K[X] est au moins un groupe abélien et 1’idéal PK[X] un sous-groupe si bien que le morphisme
7w : K[X] — K[X]/PK[X] est au moins un morphisme de groupes (cf. cours I.8.) C’est cependant également un morphisme
d’anneaux.

L’inclusion naturelle K — K[X] (cf. cours II.2.5.ii),) est un morphisme d’anneaux, si bien que la composée

K — KI[X]/PK[X] est encore un morphisme d’anneaux

faisant de K[X|/PK[X] une K-algébre (cf. cours A.1.6,) et donc un K-module (cf. cours A.1.1,) i.e. un K-espace vectoriel.
Plus explicitement la loi externe sur K[ X]/PK[X] est donnée par

V(a,Q) e Kx K[X], a-QmodP = a@Q) modP ;

2)
(m(1), m(X),... ,w(Xdeg(P)*l)) en est une base;

Solution : Notons £ := K[X]/PK[X]. Pour tout o« € FE, il existe donc Q@ € K[X] tel que « = 7(Q). Or en effectuant
la division euclidienne de @) par P, on prouve 'existence de R € K[X] tel que
©(R) = aetdeg(R) < deg(P).
Ceci prouve que I’ensemble
{(r(1),...,7(X9P)" = 1 modP, ..., X9~ mod}

est générateur du K-espace vectoriel E.
Pour a; ,o<i<deg(P)—1 € K, des éléments de K,

deg(P)—1
Z a; X modP = 0,
i=0
si et seulement si
deg(P)—1
Z a; X' € Kerm
i=0
si et seulement si
deg(P)—1
Pl Yy ax

i=0
ce qui entraine
V0o <i<deg(P)—1,a; =0

et assure que {1 modP, . .., Xdeg(P)—1 mod P} est une partie libre du K-espace vectoriel E.

3)
par conséquent dimg K[X]/PK[X] = deg(P) .



Exercice D : (Le critere d’Eisenstein)
Soit A un anneau principal et p un élément irréductible de A. Onnotew : A — x := A/plasurjection canonique et
m[X] : A[X] — k[X]le morphisme entre les anneaux de polynomes qui s’en déduit (qui consiste a réduire les coefficients
modulo p.) On note K le corps des fractions de A. On pourra ne considérer quelecasou A = ZetK = Q.

Soit P := X" +a, 1 X" 1+.--a;.X +ap € A[X]un polyndome unitaire non constant a coefficients dans A.
On note v, les valuations p-adiques (cf. 1.14.9,’111.7.11.)
On dit que P est p-Eisenstein si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i) Pour touti < n — 1, p divise a; (i.e. v,(a;) > 0.)

ii) p? ne divise pas q (i.e. v,(ag) = 1.)

1) Montrer que pour tout P € A[X], tout Q@ € A[X], P est p-Eisenstein et Q| P entraine 7[X](Q) = £X (@),
Solution : Si Q|P il existe R € A[X]|telque P = Q* R.Or P = Q * R c’est-a-dire que Q|P. Or si P vérifie 1,
P = Xx%e(P) Onadonc
QxR = Xdea(P), Ordeg(X) = 1 entraine X irréductible (cf. II1.5.2.6.) On peut allors utiliser I’unicité dans la proposition
I11.5.5.1 pour assurer qu’il existe des entiers a etb aveca +b = deg(P) telsque Q = X% etR = X°.

deg(Q) deg(R)
En écrivant enfin P = Q * R dans A[X], (avec Q = Z b X' etR = Z ¢;X%,)) on a en particulier Qdeg(P) =
i=0
bdeg(Q)Cdeg(R) €€ qui entraine, si P vérifie T, que byeg(q) €st 1nver51ble i.e.vaut =1 et donc que Bdeg(Q) = =1. Il en résulte

finalement que i
deg(@) = deg(Q) et@ = Xdeg(Q) — Xdeg(Q) ]

2) Pour tout
deg(Q) deg(R
PeAlX ZbX’eA chXleA :

montrer que P = @ * R, P est p-Eisenstein deg(Q) > 0, deg(R) > 0 entraine v, (by) > 0etvy(co) > 0.

Solution : D’aprés question 1) P = Q = R et P satisfait t entraine @ = Xd°e8(@) theg( ) . Ceci entraine

V0 <i<deg(Q)—1, vp(b;) >0et V0 < i <deg(R)—1, vp(c;) >0.
Ceci entraine bien entendu si deg(Q) > 0 et deg(R) > 0,

vp(bo) > Oetwvy(co) > 0.

3) Déduire de ce qui précede que pour P € A[X], P est p-Eisenstein entraine P est irréductible.

Solution : II résulte de question 2) que P = @ * R, P satisfait t, deg(Q) > 0, deg(R) > 0, entraine v,(by) > 0 et
vp(co) > 0. On a alors

vp(ao) = vp(bo * co) = vp(bo) + vp(co) > 1
(cf. 1.14.9.question 2), Vals).) Le fait que P satistait 1 entraine donc, par contraposée, que

deg(Q) = Ooudeg(R) = 0 = (deg(Q) = 0 et bo|aqeg(p) ) ou (deg(R) = 0 et colaqeg(p) )
c’est-a-dire, comme aqcg(py = 1, que Q our est inversible, donc que P est irréductible.
4) Montrer finalement qu’il existe des polyndmes irréductibles de tout degré dans K[X].

Solution : II résulte de question 3) que pour tout nombre premierp € P et toutentiern € N*, le polynéme X" —p € A[X]
est irréductible. Or il résulte de la I11.7.12.question 3) que ce polyndme est alors irréductible dans K[ X].



Exercice E : (K[X]-modules)
Soit K un corps.

1) Montrer que E est un K[X]-module si et seulement si, E est un K-espace vectoriel muni d’un endomorphisme u tel que
pourtoutv € E, X -v = u(v).
Solution :

i) (Sie est un K[X|-module)

L’ensemble E est alors muni d’une loi interne + qui en fait un groupe abélien (cf. cours A.1.1.Mody).) De plus E est muni
d’une loi externe - : K[X]| x E — E vérifiant les axiomes A.1.1.Mod,) a A.1.1.Mod,). En particulier cette loi externe se
restreint en une loi externe - : K x E — E, qui, puisque K est un sous-anneau de K[X| (cf. cours IIL.2.5.ii),) vérifie encore
les axiomes A.1.1.Mod,) a A.1.1.Mod,). Ceci signifie exactement que (E, +, -x) est un K-espace vectoriel.

Puisque E est, par hypothése un K[ X]-module, I'axiome A.1.1.Mod, ) assure que

Vivw) e EXE, X -(v4+w) = X-v+ X -w

si bien que I’application
u: E — FE,v +— X-v estunendomorphisme du groupe abélien (E,+) .
Enfin pour touta € K, en considérant a comme un polynéme de degré 0, ou de maniére équivalente en utilisant le fait que

‘K est la restrictionde -,onaa-v = a-xv pourtoutv € FE.En utilisant I’axiome A.1.1.Mods) il vient alors :

V(a,v) e Kx E, u(agxv) = X-(axgv)

= X-(a-v)

(a*g [X]X) v
a- (X v
ag (X v)
= a-gu);

ce qui prouve que u est K-linéaire.

ii) (Réciproquement)
Supposons que E soit un K-espace vectoriel etuw € Endg(F) un endomorphisme K-linéaire de E. Il existe alors une unique
loi externe
- KX]|xE — E, (X,v) — uv)
et satisfaisant les axiomes A.1.1.Mods)a A.1.1.Mod,).
En effet, si une telle loi externe existe, il résulte de I’axiome A.1.1.Mods) que,

VneN,Ywe E, X" v = u"(v)

(ot u™ désigne le n'“™ itéré de u.) Le méme axiome assure que, nécessairement

VaeK,VneN, YwveE, aX" v = au"(v) .

L’axiome A.1.1.Mods) entraine alors que, pour tout
P = ZaiXZ € KIX],Ywe E, P-v = Zaiuz(v) .
i=0 i=0

L’unicité de - est donc assurée et reste a constater, ce qui est trés élémentaire, que la loi externe définie par la formule ci-dessus
vérifie bien les axiomes A.1.1.Mod>) a A.1.1.Mody,).

iii) (Remarque)

On constate que les constructions faites en i) et ii) sont inverse 1’une de I’autre au sens ou :

— si I’on dispose d’une structure de K[X]-module sur E et qu’on lui associe un endomorphisme u comme dans le procédé
i), la structure de K[X]-module associée a u dans le procédé ii) est exactement celle dont on est parti.

— De méme si & un endomorphisme u on associe une structure de K[ X]-module comme en ii); I’endomorphisme qui sera
associé a cette derniere grace au procédé i) est exactement I’endomorphisme v de départ.

iv) (Remarque)

On aurait pu répondre a la question, i.e. établir I’équivalence entre K[ X |-module et couple (E,u) en utilisant la description

des A-modules donnée en A.1.4. En effet :

— Une structure de K[X|-module sur E est un morphisme d’anneaux K[X| — Endg,(E). La composée de ce dernier
avec I'injection naturelle K — K[X] est un morphisme d’anneaux K — Endg,(F) qui donne & E une structure de
K-module i.e. précisément de K-espace vectoriel (c’est exactement la situation décrite en A.1.8.b).)

L’image de X dans Endg, (E) est un endomorphisme du groupe abélien (E, +). On laisse le lecteur vérifier que, du fait
que K[X] — Endg.(F) est un morphisme d’anneaux et K un sous-anneau de K[X], u est bien K-linéaire.

— Réciproquement, si E est un K-espace vectoriel muni d’un K-endomorphisme u, il existe, par propriété universelle des
anneaux de polynomes (cf. cours I11.2.9,) il existe un unique morphisme d’anneau

K[X] — Endge(E), X — u.



On parlera pour F du K-espace vectoriel sous-jacent.
2) Décrire les morphismes de K[X]-modules (en termes d’applications K-linéaires.)
Solution :

i) Soient E et F des K[X]-moduleset f : E — F un morphisme de K[X]-module. Notons
u € Endg(F) (resp.v € Endg(F))

I’endomorphisme donné par la structure de K[ X]-module comme en question 1), i).
Si f est un morphisme de K[X]-modules (cf. cours A.2.1 :)

VeeE, f(X-z) = X-f(z)
& flu(z)) = w(f(z)).

Sidonc f : E — F estun morphisme de K[X]|-modules, f o w = v o f ou encore le carré suivant est commutatif :

u

rE —— FE

i |

v

r — .

ii) Réciproquement suppposons donnés E/, F', u, v, f tels que I’on ait un diagramme commutatif d’espaces vectoriels comme
ci-dessus. L’endomorphisme u (resp. v,) donne a E (resp. F),) une structure de K[X]-module grice au procédé question 1), ii).
Le fait que f ou = v o f signifie exactement que

Ve e E, f(X-z) = X f(z);

ce qui entraine d’abord que
VneN, Ve e E, f(X" -z) = X" f(x);

puis, du ffait que f est déja K-linéaire,
VP eK[X],Vz € E, f(P-x) = P f(z);

¢’est-a-dire que f est bien un morphisme de K[ X]-modules.

On en déduit donc que f : E — F est un morphisme de K[X]-modules si et seulement si f est une application linéaire
(i.e. un morphisme de K-espaces vectoriels ou encore de K-modules) telle que

fou=wolf

ol u (resp. v,) est I'endomorphisme K-linéaire de F (resp. F,) qui Iui donne sa structure de K[ X ]-module.

3) FEtant donné un K[X]-module E, décrire :

a) Les sous-K[X]-modulesde FE,
Solution :

i) — Si F est un sous-K[X]-module de E, F est en particulier un sous-groupe du groupe abélien (E,+). De plus, en
vertu de la proposition A.3.6, F' est stable par combinaisons linéaires a coefficients dans K[X]. Il est donc en particulier
stable par combinaisons linéaires a coefficient dans K ; autrement dit, F' est au moins un sous-K-espace vectoriel de E.
De plus

VeeF, X -z € F;

ce qui signifie, u étant I’endomorphisme définissant la structure de K[X|-module sur E,
Vr e F, u(z) € F;

autrement dit F' est un sous-K-espace vectoriel de E stable par u.
— Réciproquement, si F' est un sous-K-espace vectoriel de E' stable par u, il est encore stable par u™ pour toutn € N, ce
qui signifie que
Vee F,VvneN, X .z € F;

ce qui entraine, F' étant stable par combinaisons linéaires a coefficients dans K, que
VPeK[X],VxeF, P-x € F;

ce qui entraine que F est un sous-K[X]-module de E.
Ainsi F est un sous-K[X|-module de F si et seulement si F' est un sous-K-espace vectoriel de E stable par I’endomorphisme
u de E définissant la structure de K[ X]-module sur E.
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ii) (Remarque)
On aurait pu dire que, F' est un sous-K[X]-module de E sis et seulement si I'inclusion naturelle Idg|p : F' — E est
un morphisme de K[X]-module ce qui revient, grice a la caractérisation de tels morphismes qu’on a donnée (cf. question 2),)
exactement a dire que F' est un sous-K-espace vectoriel stable.

b) Les quotients de E.

Solution : Soitq : E — F un morphisme surjectif de K[X]-modules. L’application q est en particulier un morphisme de
K-espace vectoriels i.e. une application linéaire (cf. question 2).)

Remarquons alors que le noyau Ker q est autant son noyau en tant que morphisme de K[X]-modules, qu’en tant que K-
espaces vectoriels; puisqu’il s’agit toujours du noyau du morphisme de groupes sous-jacent. Cependant si I’on considére q
comme un morphisme de K[X]-module Ker q est un sous-K[X]-module de E (cf. cours A.5.2;) c’est-a-dire un sous-K-espace
vectoriel de F stable par I’endomorphisme de structure u (cf. a).)

Réciproquement si ¢ : E — F est une application linéaire surjective dont le noyau est stable par I’endomorphisme u de
structure de E, il existe (cf. cours 1.8.11,) un unique endomorphisme K-linéairev : F' — F tel que le diagramme suivant soit
commutatif :

E X

T

r — .

En conclusion, une application ¢ : E — F est un morphisme de K[X]-modules si et seulement si ¢’est une application
linéaire dont le noyau est stable par I’endomorphisme de structure de E.

¢) Les suites exactes courtes .
0 N——E—"5Q —0.

Solution : Si .
0> N——E—"5Q =0
est une suite exacte courte de K[X]-modules N, E et () sont au moins des K-espaces vectoriels (resp. des groupes abéliens)
tandis que i et p sont aumoins des applications linéaire (resp. des morphismes de groupes.)
Puisque les notions de noyaux et d’images sont toujours celles des morphismes de groupes sous-jacents, et que les suites
exactes sont caractérisée en termes de noyaux noyaux et d’images (cf. cours 1.9.1,) la suite

0 > N——E—"50 -0

est encore exacte comme suite de K-espaces vectoriels (resp. de groupes abéliens.)

Sideplus N, E et Q) sont des K[ X]-modules, E est en particulier muni d’un endomorphisme de structure u (cf. question 1).)
On a vue ci-dessus que N est nécessairement stable par u ce qui revient a dire que, si v I’endomorphisme de structure de N c’est
I’unique (du fait de I’injectivité de i,) endomorphisme de N satisfaisanti o v = wu o i. L’endomorphisme de structure w de Q)
est alors I’'unique endomorphisme de () de sorte que le diagramme suivant soit commutatif :

0+ N —— E —25 Q@ =0

N

0o N —» E —25 Q@ S0

Une suite exacte courte de K[X]-modules est donc en définitive un diagramme commutatif de K-espaces vectoriels comme
ci-dessus.

4) Montrer qu’un K[X]-module E est de type fini et de torsion si et seulement si le K-espace vectoriel F est de dimension
finie.
Solution : Ce résultat est bien évidemment a rapprocher du TD n° III, exercice D; les arguments de la preuve étant dailleurs
ici exactement ceux donnés Ia.

i) (Dimension finie entraine de type fini et de torsion)
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, il posséde une base ou a tout le moins une famille génératrice finie :
n

(e1,...,6en). Toutélémentx € E s’écritx = Z aje; ot a; i<i<n € K sont des éléments du corps K. Mais ce dernier étant
i=0

un sous-anneau de K[X] on peut considérer les a; ,1<;<, comme des éléments de K[X] et la combinaison linéaire ci-dessus
comme une combinaison linéaire a coefficients dans K[X]. Il s’ensuit que e; ,1<;<, apparait comme une partie génératrice de £
vu comme K[X]-module.

Attention Méme si e, ,1<;<yn €st une partie libre de E en tant que K-espace vectoriel, elle n’a aucune raison de le rester dans
E vu comme K[X]-module. La suite montre d’ailleurs qu’elle a peu de chance de le rester!

Si u est I’endomorphisme de structure de F i.e. celui construit en question 1), i), donné par I’action de X sur F, c’est un
endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie, et il posséde donc (cf. cours 1V.2.6,) un polynéme annulateur non
nul, ce qui signifie exactement que E est de torsion en tant que K[ X]-module.
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ii) (De type fini et de torsion entraine de dimension finie)

Notons u I’endomorphisme de structure de E. Puisque E est de type fini comme K[X]-module, soit e; ,1<i<, une partie
génératrice finie de E. Puisque E est de torsion, chacun des e; est de torsion, ce qui signifie exactement que le polyn6me
minimal Py} - (cf. cours IV.2.2.iii),) est non nul.

Notons €; ,1<i<p la base canonique de K[X]" (cf. cours II.1.4.c),) et

m: KIX]" > E, & — e (cf.11.2.10.)

Le fait que e; ,1<;<n, est une partie K[ X|-génératrice de E signifie exactement que le morphisme 7 ci-dessus est surjectif. 11
n’est pas difficile de voir que son noyau est
€4
H Pmm u

On en déduit, par factorisation des morphismes (cf. cours 1.8.11,) un morphisme surjectif de K[ X ]-modules

n

7 o [[KIX]/ P KIX] = E.

minu

Or (cft. exercice C,)
V1 <i<n, KIX]/P K[X]

minu

n

est un K-espace vectoriel de dimension finie. Il s’ensuit que H K[X]/P::. K[X] est encore unK-espace vectoriel de dimension
i=1

finie. Le morphisme T étant en particulier unne application linéaire surjective, il en résulte finalement que E est de dimension
finie.

12
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Vers le théoreme de décomposition de DUNFORD

Le chapitre IV dont nous avons commencé 1’étude doit conduire a un certain nombre d’énoncés de réduction des endo-
morphismes, ¢’est-a-dire de théoréme permetttant de donner une forme plus « simple », c’est-a-dire concrétement, une écriture
plus simple de la matrice, d’un endomorphisme donné. La diagonalisation (cf. cours IV.5.4,) est une réduction particulierement
agréable, mais on sait bien qu’on ne peut 1’obtenir que dans des cas tres particuliers. Les hypotheses nécessaires pour obtenir
une décomposition de DUNFORD (cf. cours IV.9.1,) sont déja moins contraignantes, tout en permettant néanmoins d’obtenir des
résultats quant aux itérés d’une matrice par exemple.

On a donné, dans le DOC n° III une preuve du théoreme de CAYLEY-HAMILTON (cf. cours IV.7.2,) ce qui correspond a la
lecture des paragraphes IV.5 a IV.7. Outre I’énoncé de ce théoréme, il serait bon d’€étre familier avec les notions de valeur propre,
vecteur propre, espace propre (cf. cours IV.5.2,) dont nous espérons cependant qu’elles faisaient déja partie de vos connaissances.

On peut concevoir que la lecture du paragraphe IV.3 ait quelque peu dérouté le lecteur dans la mesure ol les résultats qu’il
contient n’ont pas encore été¢ vraiment utilisés et en particulier n’entrent pas dans la preuve du théoréme IV.7.2 de CAYLEY—
HAMILTON.

Les résultats du paragraphe IV.3 mentionné ci-dessus sont, en revanche absolument crutiaux pour énoncer et démontrer le
théoreme de décomposition de DUNFORD (cf. cours IV.9.3,) que nous allons énoncer et démontrer dans cette séance.

Le théoréme IV.3.2 est un ingrédient essentielle de la démonstration du théoréme IV.9.3. Le théoréme IV.3.2 est I’exact
analogue des théoremes I1.8.3 et B.2.3 lesquels sont tous des conséquences du théoréme de BEZOUT dont I’incarnation dans le
cadre de la réduction des endomorphismes étudiée au chapitre IV est le lemme des noyaux (cf. cours IV.2.4.iii).)

On prétera cependant une attention particuliere au point IV.3.2.iv) dont la conséquence vis-a-vis de la décomposition de
DUNFORD est IV.9.1.Dun;). On constatera I’importance d’un tel énoncé, dont une des conséquence est que I’anneau K4, v/] est
commutatif et qu’on peut donc y applicquer des regles de calcul comme la formule du bindme de NEWTON.

n° V.0 . —Erratum

J’ adresse mes remerciements et mes félicitations a la personne qui a détecté une erreur dans la proposition IV.2.3.iv) : Si’on
suppose que f est surjective alors
Pmin v |Pmin u

et ce n’est pas vrai en général. On pourra remarquer qu’en I1.5.3.iv) et A.7.3.iv), on s’est passé de I’hypothese de surjectivité sur
le morphisme en ne considérant que son image.

n° V.1 . —Réduction de DUNFORD

On a déja noté I'importance du théoréme IV.3.2 dans tout ce qui suit. Il est également indispensable d’étre familiarisé avec
les définitions données au paragraphe I'V.8 et en particulier IV.8.1. On pourra pour I’instant omettre de s’intéresser aux questions
liées aux blocs de JORDAN (cf. cours IV.8.4.)

On se propose dans ce qui suit, de démontrer un certain nombre d’énoncés conduisant a la preuve du théoreme IV.9.3 de
décomposition de DUNFORD. Vous étes invités a chercher vous-méme la preuve des énoncés proposés au paragraphe n° V.1 et
a vous reporter ensuite aux preuves données dans le paragraphe n® V.2. On fixe les notations suivantes utilisées dans tout ce

texte : K est un corps, F un K-espace vectoriel de dimension finie d € N* etu € Endg(F) un endomorphisme K-linéaire
de E. On note K[ X] I’anneau des polynomes a une indéterminée sur K et Pyin., € K[X]le polynéme minimal de w.

Si vous avez quelques doutes quant a vos connaissances concernant le lemme des noyaux (cf. cours IV.2.4.iii),) nous vous
conseillons en préalable a ce qui suit a en refaire la démonstration que vous trouverez en loc. cit..

1) (Proposition 1V.9.2)
Pour A € K, si X — A|Pninv (c’est-a-dire (cf. cours IV.5.1.d),) si A est valeur propre de u,) on note E) le sous-espace
caractéristique (cf. cours IV.3.1,) associé a X — .
Montrer qu’alors
U|E>\ = )\IdE)\ + v

ol v est nilpotent i.e. u g, aune décomposition de DUNFORD (cf. cours IV.9.1.)



2) rappeler pourquoi il existe des polynomes irréductibles deux a deux distincts P; ,1<;<, et des entiers o ,1<i<, tels que

r

Pminu = H]Diai .

i=1
3) En déduire une décomposition de E en somme directe de sous-espaces caractéristiques :

E = @E;avec E; = Ker P (u) = E[P{] (cf.1V.3.2.)
i=1

4) Pourtoutl < 4 < r considérons la décomposition de E en somme directe
E=5% @ E
1<j<rj#i
qui donne lieu & une projection

p; : E — FE; parallelement a @ E;.
1<j<rj#i
Montrer qu’alors
Vi<i<r p, € Klu].

On suppose désormais que le polynome minimal Py, ., de v est scindé ; c’est-a-dire qu’il existe \; ,1<;<, € Ktel que

Pminu = IL[(X - )\i)ai .
i=1

5) Rappeler pourquoi les E; ,1<;< définis en 3) sont stable par u et montrer qu’en notant u; := ug,, il existe
v; € Klui], 6; € Kluy] telsque w; = 6; +v;, 6 o v; = v; 0 §;
avec v; nilpotent et ; diagonal.
6) On pose
53:é51510pi3 E — FE

o Y Gilpi(x)]
i=1
ety = u—30

Montrer qu’alors :

i)
0 € Kluletv € Klu];
i)
u=40+vetvod=24ov,;
iii)
0 est diagonalisable ;
iv)

Vg, = V; et v estnilpotent .

Peut-on préciser 1’échlon de nilpotence (cf. cours IV.8.1,) de v ?

7) Soitu = § + v une décomposition de DUNFORD (cf. cours IV.9.1.) Puisque J est diagonalisable, notons E) ,5 ¢ gp(s) Ses
espace propres et I’on a alors
E= @ Ex.

A € Sp(5)
Montrer que :
i)
VA € Sp(d), E) eststable par u et v ;



ii)
Sp(u) C Sp(d);
iii)
Sp(d) C Sp(u) et finalement Sp(u) = Sp(J) ;

iv) les sous-espace propres E) ;) ¢ sp(s) Sont les sous-espaces caractéristiques de u.

v) Ladécompositionu = & + v satisfaisant IV.9.1.Dun;) a IV.9.1.Duny) est unique.

8) Conclure qu’ona le théoreme IV.9.3 de décomposition de DUNFORD : Pour toutu € Endg(FE), si (de maniére équivalente)
Prin v, OU Pegro, est scindé, (F, u) admet une unique décomposition de DUNFORD.

n° V.2 . —Preuves des énoncés du paragraphe n° V.1

1) (Proposition 1V.9.2)
Pour A € K, si X — A|Pninv (c’est-a-dire (cf. cours IV.5.1.d),) si A est valeur propre de u,) on note E) le sous-espace
caractéristique (cf. cours IV.3.1,) associé a X — .
Montrer qu’alors
Ug, = )\IdEx + v

ol v est nilpotent i.e. u g, aune décomposition de DUNFORD (cf. cours IV.9.1.)
Solution : (cf. cours I1V.9.2.)

2) rappeler pourquoi il existe des polynomes irréductibles deux a deux distincts P; ,1<;<, et des entiers o ,1<i<, tels que
.
Boine = H Piai .
i=1
Solution : 11 s’agit du théoreme fondamental de I’arithmétique dans les anneaux de polynémes (cf. cours II1.5.5.)

3) En déduire une décomposition de E en somme directe de sous-espaces caractéristiques :

E = @E;avec E; = Ker P (u) = E[P{] (cf.1V.3.2.)

i=1

Solution : Ceci n’est autre que le théoréeme 1V.3.2, dont on rappelle que I’ingrédient principal est le lemme des noyaux (cf.
cours 1V.2.4.iii)) et donc finalement le théoréme de BEZOUT dans les anneaux de polynomes (cf. cours I11.5.2.1.)

4) Pourtoutl < 7 < r considérons la décomposition de E en somme directe

E=FE & P E
1<j<rj#i
qui donne lieu a une projection
p; : E — FE; parallelement a @ E;.
1<j<rj#i

Montrer qu’alors
Vi<i<r p, € Klu].

Solution : On pourrait simplement s’en remetre a IV.3.2.iv).
On peut a nouveau détailler I’argument ici : Pour tout1 < ¢ < r, notons

Qi = ]._.[ P jaj :
1<i<ri#j
Les polynéme P; et Q; sont bien évidemment premiers entre eux, Ppin,, = FP;Q; si bien que E = Ker (P;Q;)(u) et I'on
est donc dans le cadre d’application du lemme des noyaux (cf. cours IV.2.4.iii).) On ne redonne pas ici le calcul donné dans la
preuve de loc. cit., auquel on se reportra et qui assure que ; est un polynéme en u.



On suppose désormais que le polynome minimal P,y ., de u est scindé ; c’est-a-dire qu’il existe \; ,1<;<, € Ktel que

T

Pminu = H(X*Ai)ai .

i=1
5) Rappeler pourquoi les E; ,1<;< définis en 3) sont stable par u et montrer qu’en notant u; := ug,, il existe

v, € Klu;], 0; € Klug] telsque u; = 6; +v;, d; o v; = v; 0 §;

avec v; nilpotent et §; diagonal.

Solution : Les sous-espaces caractéristiques sont stables par u et c’est encore un corollaire du lemme des noyaux. Posons
doncu; = wg,-

On peut alors appliquer 1) (c’est-a-dire la proposition I1V.9.2) a chacun des couple (e;,u;). Par construction, §; := \;1dg,
etv; := (u— M\Idg,) sont des éléments de K[u;] et qui, par conséquent commutent entre eux. Il est en effet presque im-
médiat de vérifier que K[u;] est un anneau commutatif. Un énoncé caractérisant tous les endomorphismes commutant avec un
endomorphisme donné, peut étre obtenu mais cela demande un peu de travail.

6) On pose
d := P opi: E — FE
i=1
i=1
ety = u—9

Montrer qu’alors :

i)
0 € Kluletv € Klu];

Solution : On a montré en 4) que,
V1<i<r 3§ € K[X], telque p; = &(u).
DeplusVl <i<r, § = Nldg, (cf.5).)

D’ou il résulte que
A strictement parler ce morphisme est 4 valeurs dans E; et non dans E. Puisque E; est un sous-ensemble de F, on peut néanmoins
le voir comme un morphisme a valeurs dans /. On a finalement

§ = (Z Ni€i)(w) € Klu] .

Il est immédiat alors que
v=u—9 € Klu].

i)
u=0+vetvod=24ov,;

Solution : Par définitionuw = § + v. On a montré (cf. i),) que et v sont des éléments de K[u] qui est un anneau comutatif.
i)

0 est diagonalisable ;

Solution : Montrons qu’en fait les espaces caractéristiques E; de u sont les espaces propres de §. En effet :

Ve e E;y 6(x) = 26j o pj(x)
j=1
= bi(z)

L’espace E est somme directe d’espaces propres pour § ; ¢’est-a-dire que J est diagonalisable.



iv)
Vg, = V; et v estnilpotent .
Peut-on préciser 1’échlon de nilpotence (cf. cours IV.8.1,) de v ?
Solution : En utilisant le calcul de §(x) fait ci-dessus (cf. iii) :)

~

(x
i()
i(7)

e

Ve e By, v(z) =

)\Z‘$

g

—0(x

X

Pour toutx € E, écrivons

On a alors :

VkEN, vh(z) = () w)

i=1

= Zl/k(wi)
= ZV\Elk(‘rl)
= ZVf(iEz')-

Pour k > max; < ;< (o) ettoutx € E, onadonc Vk(ac) = 0, puisqu’il découle de 1) (c’est-a-dire de la proposition
1V.9.2) que v; est nilpotent «;. On montre ainsi que v est déchelon inférieur 2 max; < ; < »(c;). Il suffit cependant de prendre
x € E;, pour établir que I’échelon de v est supérieur a o; V1 < ¢ < r, et l’on a ainsi I’égalité entre I’échelon de nilpotence de
vetmaxy < < r(Q;).

7) Soitu = § + v une décomposition de DUNFORD (cf. cours IV.9.1.) Puisque J est diagonalisable, notons E) ,x ¢ gp(s) Ses
espace propres et I’on a alors
E= € Ex

X € Sp(3)
Montrer que :
i)
VYA € Sp(d), E) eststable par u et v ;

Solution :

VA € Sp(d), Vz € Ex, du(z)] = 6[(6+v)(z)]
(v +0)[6(2)]
uld(z)]
u(Ax)
Au(z)
= u(zr) € E\.

Puisque FE) est stable par u et par ¢ il est stable parv = u — § ; ce qui pourrait aussi se déduire immédiatement du fait que
v et § commutent.

ii)
Sp(u) C Sp(d) ;

Solution : Pour tout 1 € Sp(u), il existex € E \ {0} tel que u(x) = pax . En écrivant

T = Z Ty, Ty € E,\,
A € Sp(d)
ona:
u(x) = 753
cu( Y ) — 4 Y =
X € Sp(d) A € Sp(d)
- )DIRTECER DS
X € Sp(s) A € Sp(9)
VA € Sp(9), u(zy) = HT



la derniére équivalence résultant du fait que £ = @ E\ et que chacun des E), est stable par u (cf. i).)
X € Sp(d)
Puisque x # 0,
I\ € Sp(d), zx # 0.

Puisque v est nilpotent il existe alors k € N tel que v*(z)) # 0, etv*+1(x)) = 0. Onaalors :

u(xy) = pwy
& (0+v)(zy) = paa
& dxy+rv(zy) = pxy
& (=) = vy
= 0 = vhtl(zy)
= ()]
= VF(u—XN)(22)]
= (= NrF(z)
= -2 =0
= po € Sp(d);

si bien que Sp(u) C Sp(d) .

iii)
Sp(d) C Sp(u) et finalement Sp(u) = Sp(J) ;

Solution : Pour tout \ € Sp(9), il existex € E \ {0} tel que §(x) = Az. Par ailleurs
v(z) = u(z) —d6(x) = u(z) — Az

Or v étant nilpotentet z # 0, il existe k € N tel que v*(z) # Oet
@) =

& VHu-0)()] =
& vFu(r) - Az
& (u=N[F@)

c’est-a-dire que V¥ (x) est un vecteur propre pour u associé a la valeur propre \ et donc que A € Sp(u). Il s’ensuit que

]
] =

O O OO

)

Sp(d) C Sp(u) et finalement, en vertu de ii), que Sp(u) = Sp(J) .

iv) les sous-espace propres E) ;) ¢ sp(s) Sont les sous-espaces caractéristiques de w.
Solution : Notons m I’échelon de nilpotence de v|g, (on rapelle (cf. i),) que E) est stable par v.) Il est clair que VA € Sp(d),
m est inférieur ou égal a I’échelon de nilpotence de v.

YA € Sp(9), Va € Ey, v (z) = 0
= (u—0)"™(xz) = 0
& (u—Aldg,)™ () = 0.

D’ou il résulte que
VA € Sp(d), Ex C Ker((u— AId)™).

Le lemme des noyaux assure que la somme
Z Ker ((u — \)™)
X € Sp(9)
est directe. L’inclusion précédente assure alors que

VA € Sp(d), Ex = Ker((u—A)™).

v) Ladécompositionu = § + v satisfaisant IV.9.1.Dun;) a IV.9.1.Duny) est unique.
Solution : Supposons données deux décompositions de DUNFORD de w,

=0 +v1 =02 + 12
satisfaisant IV.9.1.Duny )a IV.9.1.Duny). Alors on a (cf. iii),)
S = Sp(d1) = Sp(u) = Sp(d2);

I’espace E est somme directe

ol les )\ , ¢ s sont a la fois les espaces propres de 01 et 05 et les espaces caractéristiques de u Il en découle immédiatement
que §y = 09, etdonc que vy = vo.



8) Conclure qu’on a le théoreme IV.9.3 de décomposition de DUNFORD : Pourtoutu € Endg(F), si (de maniére équivalente)
Prin v, OU Pegro, est scindé, (F, u) admet une unique décomposition de DUNFORD.
Solution : L’existence de la décomposition résulte de 6) et I’unicité de 7).
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Exercice A : (Décomposition de DUNFORD)

1) Soit A la matrice

et f ’endomorphisme de R? associé.

a) Factoriser le polyndme caractéristique de A.
Solution : Soit P,y := det(X — A), le polynéme caractéristique de A (ou encore de f.) Alors :

X-1 1 0
P = | -1 X 1
1 0 X-2
X-1 1 0
= | -1 X 1
0 X X-1
X-1 1 0
= o X 1
X-1 X X-1
11 0
= (X-1)-0 X 1
1 X X-1
11 0
= X-1-0 X 1
0 X—-1 X-—1
1 1 0
= (X-1?%0 X 1
0 1 1

b) Déterminer les sous-espaces propres et caractéristiques de A.

Solution : On a vu (cf. a),) que le polynome caractéristique P,y de f, est Peyrp = (X — 1)3. Il découle du théoréme de
CAYLEY-HAMILTON (cf. cours IV.7.2,) que le polynéme minimal P, ¢ est (X — 1)* avec a < 3. Ce dernier n’a qu’un facteur
irréductible X — 1 si bien que R? est le sous-espace caractéristique associé a ce facteur.

Soit /1 le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 :

x
Yo := [y | € En, floy = v
z
x x
< Ay Yy
z z
Y = 0
& r—y—z2z = 0
T —z = 0
r—z = 0
- { y = 0}



1
Posonsuy := [0].Alors E1 = Vect{ul}.
1

¢) Démontrer qu’il existe une base de R? dans laquelle la matrice de f est

B =

S O =
O = =

0
1
1

et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP~!,

Solution : Bien entendu le théoreme de réduction de JORDAN (cf. cours IV.10.10,) assure que I’on peut trouver une base dans
laquelle la matrice de f a la forme demandée. Cependant, si I’on construit explicitement cette base on aura également justifié
cette écriture de f.

Il est immédiat de constater, sur la forme de la matrice B demandée, que si une telle base existe, son premier vecteur est
propre pour la valeur propre 1. Ainsi on pourra prendre le vecteur u; construit en b).

On prendra cependant garde qu’il est maladroit de procéder ainsi en général, puisque la forme de la matrice impose que, si
uo et ug sont les deux autres vecteurs de base, on a nécessairement

fluz) = up +ug, fuz) = u2+us.
Notons g := f — Id. On a alors
g(uz) = flus) —uz = uz, gluz) = fluz) —uz = w1, g(ur) = flu1) —u1 = 0.

Si bien que
0 = g(ur) = ¢*(u2) = g°(us).

Cependant ici E/y étant une droite, on n’aura, de toute facon guere de latitude pour choisir u .

Ona:
0 -1 0\’
(A-1d)* = 1 -1 -1
-1 0 1
-1 1 1
= 0 0 0
-1 1 1
0
On cherche us tel que g*(u3) # 0, et en prenantug := | O |, on constate que I’on a effectivement g*(u3) = uj.Ona
1
alors
0
us = glug) = | -1
1
La matrice inversible P vérifiant A = PBP™!, est alors
1 0 0
P=10 -1 0
1 1 1
d) Ecrire la décomposition de DUNFORD de B (justifier).
Solution : soit
1 00 01 0
D:=101 0]etN:= 1[0 0 1
0 01 0 0 0
Come D = 1Id D est un polynéme en B, et ainsi en va-t-il aussi de N = B — D. Il en résulte que D et N commutent

(DN = ND.) Les matrices D (resp. N ) étant diagonale (resp. nilpotente,) comme B = D + N, on a bien la décomposition
de DUNFORD de B (cf. cours IV.9.1.) A noter que la forme sous laquelle nous avons écrit B est méme une réduite de JORDAN (cf.
cours IV.10.)



e) Pourt € R, calculer exptB.
Solution : Notons, que la matrice N (cf. d),) est nilpotente d’échelon 3 (cf. cours IV.8.1,) i.e.

N2 #£ 0et N = 0.

Or:

+oo 1
exptB = Z —'t"B"
nl
n=0
+oo n
= > —(D+N)"
n=0
+oo m
= Y = (D"+nND"'n(n—1)N’D""?)
n!
n=0
+oo nm
= Z —|(D +nNn(n —1)N?)
n!
n=0
= e'D+te! N + t?e! N?
et tet t2et
= 0 e tet
0 0 e.

f) Donner les solutions des systemes différentiels

Y' = BY et X' = AX .

Solution :

i) Y = BY)
Les solutions de Y' = BY, sont de la forme exp(tB)Yy pour Yy € R3.

i) (X' = AX)
Pour tout X € R3, posonsY = PX ou P est définie comme en c). Alors X' = PY” et

X' = AX = PY' = APY =< Y' = P'APY & Y' = BY.
Il en résulte que

Y = exp(tB)Yy & X = PY = Pexp(tB)Y).

2) Trouver la décomposition de DUNFORD de la matrice/endomorphisme

Iy
Il
oo Q
o QR
DR W

Solution : On doit donc écrirew = s + n ol s est diagonalisable, ou n est nilpotente et ot s et n commutent. On sait que
s et n peuvent étre obtenues comme un polynéme d’endomorphismes en .

Soient
P=(X—-0a)?,P,:=X-8.
Le polynéme caractéristique de u est P.yr,, = Py P». Notons E := K3 sur lequel opére u. On doit distinguer suivant que
a = foua # .
D (o= p)
Sia = 0,

s = ald et n = w — s conviennent.



i) (o # )
Dans ce cas P, et P, sont premier entre eux et le lemme des noyaux (ct. cours IV.2.4.iii),) et le théoreme de CAYLEY—
HAMILTON (cf. cours IV.7.2,) assurent que

E = Ker (Pi(u)) @ Ker (Pa(u)) .
Les projecteurs sur Ker (P;(u)) et Ker (P2(u)) sont donnés de la maniére suivante : écrivons 1 = UP;, + V Py, alors tout

vecteurv € F s’écrit sous la forme
= (VR)(u)(v) + (UP)(u)(v) ;

le projecteur sur Ker (P; (u)) est donné par py = (V P)(u) ; le projecteur sur Ker (P (u)) est donné par p; = (UP;)(u).
Alors,
s = S(u) avec S = aVP, + BUP; .

Le polynéme S € K[X] est alors -solution du systéme :

{5 = gl
o {5z

dont on peut au moins discuter I’existence et I’unicité des solutions grice au théoréme chinois des restes.

Ona (X -a)’ = (X-B)(X+B—2a)+(8~a)
Donc B-—a)? = (X —a)?—(X-8)(X+8-2a)
dot  (B—a)?S = B(X—a)?—a(X —p)(X+8—2a)
= (B—a)(X?—20X + Ba)
= (B—a)((X —a)’ —a® + Ba)
et S = ﬂ%(X —a)+a.
On trouve donc que
s = Bia(ufa)QqLaId
a 0 ﬂz_za +z
= 0 « Y
0 0 I}

La matrice n se calcule par :

Remarquons que si x = 0, la matrice u est diagonalisable et on a bien n = 0 dans ce cas.

Exercice B : Soit I un espace vectoriel de dimension finie et » un endomorphisme de E. Soit F' (resp. (G) un sous-espace
cyclique de E pour u de polyndome minimal P (resp. (). On suppose que P et () sont premiers entre eux.

Montrer que F' et G sont en somme directe et que la somme F' & G est cyclique. Quel est son polyndme minimal ?
Solution : Pour toutz € F NG,

c’est-a-dire que
TTI”’Iu|Pet mmu|Q

Or PAQ = 1,sibienque PJ, ., = 1, ce qui entrainex = 0 et donc que la somme F' 4 G est directe.

Soitxz € F (resp.y € G,) un vecteur cyclique (cf. cours I1V.4.2.iii),) pour F' (resp. G.) Puisque F et G sont cycliques, ils
sont stables par v ; comme de plus ils sont en somme directe, pour tout R € K[X],

R(u)(z+y) = 0
< Ru)(z)+R(uw)(y) = 0
& R(u)(z) =0 et R(u)(y)=0
& P|R et QIR
& PQ | R.



11 s’ensuit que PQ|Pn(1fn2y). Sionnote H := Vect{{u"((z +Y))} . e v } I'espace cyclique engendré par x + y, il résulte
de la relation de divisibilité ci-dessus que

dim H > deg(P) +deg(Q) = dm F oG .

OrH C F & G donc
H=F&®dG.

Exercice C: (P(u) = > P(\i)u;)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et v € Endg(E).

1) On suppose u diagonalisable et on note A, ..., A, ses valeurs propres supposées deux a deux distinctes.
a) Montrer qu’il existe des endomorphismes w1, . . . , u, tels que pour tout polynéme P € K[X], on ait :
p
P(u) = > P\)u; 1
i=1

Solution :

ii) (Condition nécessaire (analyse))
Si une telle famille u; ,1<i<p € Endg (F) existe, en particulier, pour P = X, on doit avoir

P
=1

Or v étant diagonalisable, si on note E; ,1<;<,, les espaces propres respectivement associés aux \; ,1<;<p ,

Pour toutx € E, il existe donc un unique

p
Ti,1<i<p Ti € E; telque ©x = E X; .
=1

On a alors :
P
i=1
P
= D _ul@)
i=1
P
= Z Aiz’b )
i=1
si bien qu’en posant u;(x) := x;, ona

P
Ve e E, u(x) = Z)\zuz(x) .
i=1

L’endomorphisme u; est en fait la composée de I’inclusion naturelle E; — FE avec la projection de E sur E; parallélement
a la somme directe
b =&

1<j<pj#i



iii) (Condition suffisante (syntheése))
Pour tous

d
:ZanjGK[ Jetx = Z$17I1€E €k,

Pu)z) = Y agl(x)

b) Montrer que pourtout 1 < i < p, il existe un polyndme P; tel que u; = P;(u).
Solution :

i) (Remarque)
Les u; ,1<i<p € Endg(E), on été construits en a).ii) comme les projections sur les E;. On peut alors utiliser le lemme des
noyaux (ct. cours IV.2.4.iii),) qui assure que les projections sont des polynémes en u.
On n’a cependant pas établi en a) d’énoncé d’unicité assurant qu’on ne puisse pas choisir les u; ,1<;<, autrement. Auquel
cas il faut, sauf a établir un tel énoncé d’unicité, montrer que le fait que les u; sont des polynémes en u, ne dépend que de a).1.

ii) (Condition nécessaire)
Sipourtoutl < ¢ < pun tel polynéme existe et que, simultanément a).1 est satisfaite,

iii) (Conditions suffisante)
L’identité ci-dessus sera clairement satisfaite des que

Pi(\) = 1etV1<j<p, j#i= P(\) =0.
Puisque les \; ,1<i<p sont deux a deux distincts le pollyn6me

11 (X =)

1<j<pj#i

I o=

1<j<pji#i

Pi =

est bien défini et répond a la question.
2) Réciproquement, soit u, u1,...,u, € Endg(E)etA1,..., )\, € Ktels que
VP e K[X], P(u) = Y P(X\i)u; .

Montrer que u est diagonalisable et
Sp(u) C {A1,..., A}



Solution : Considérons le polynéme

P =[x -x\) e K[X].

p
i=1

Pourtout1l < i < p P()\;) = 0, ce qui entraine que :

P(u) = Y P\)u

Le polynéme P est donc un polyndme annulateur de u et P est scindé a racine simples donc u est diagonalisable. De plus
Prinu| P et Sp(u) s’identifie & I’ensemble des racines de Ppjn., (cf. cours IV.5.1.)

Exercice D : (Sous-espace cyclique)

Soient K un corps, £ un K-espace vectoriel de dimension finie et f € Endx(E) un endomorphisme de E. Si z est un
élément de £, on appelle polynéme minimal de f en x (cf. cours IV.2.2.iii),) le polynéme unitaire P, 5 € K[X] de plus
petit degré tel que Iy, -(f)(z) = 0.

1) Montrer que pour tout z € [, il existe un unique polyndme minimal en z et que P,  divise le polynéme minimal
B min f de f .
Solution : Pour toutx € FE I’ensemble

Anngpy)(z) = {P € K[X]; P(f)(z) = 0}

est un idéal de K[X], donc un idéal principal. Tous ses générateurs forment donc une unique classe d’association dont un seul
représentant est unitaire, qu’on notera Py, . et qu’on appelera le polynéme minimal de f enx. Il joue I’exact analogue du réle
de I’ordre d’un élément dans un groupe abélien (cf. cours II.5.2.iii).)

Bien entendu

Yz € E, Pmmf(x) = 0,

ie. Pminf S AnnK[X] (,7:) ie.
Pnz":inf'Pmi"f .

2) On suppose dans cette question que K est infini.

a) Montrer que si F1, - .-, F, sont des sous-espaces vectoriels de E tels que £ = Ul F; alors il existe 1 < 7 < ntel
que F; = E.
Solution : Raisonnons par récurrence sur le nombre n de sous-espaces :
) (n 1)

Sin = 1, F = F} et le résultat est immédiat.

ii) (Remarque)
Rappelons pour mémoire, qu’on a certainement déja montré un jour que

EF=F UF = F, C Fr V Fy, C Fj.

Ce résultat confirme que I’assertion que nous cherchons a démontrer est encore vraie pourn = 2, mais ne nous sera pas utile
dans la suite du raisonnement par récurrence. On peut cependant remarquer que 1’on n’a pas utilisé, pour démontrer le cas ci-
dessus, le fait que K est infini. On s’apercevra, cependant, en lisant attentivement la suite de la preuve, qu’on n’a besoin que de
supposer que #(K) > n, et un corps a toujours au moins 2 éléments.



iii) (n quelconque)
Considérons F; ,1<i<n, C EetG C FE des sous-espace vectoriels de E tels que

E SiG = FE, I'assertion est démontrrée.

G =
G # FE On va alors montrer

G C OE
i=1

Si I’on suppose I’assertion vraie pour n sous-espaces I/ sera alors I’'un des F; et I’on aura établi I’assertion pourn + 1
sous-espaces.

Montrons donc

ce qui entrainera

G C OE
i=1
Puisque G # E, il existe
xe€ E,z ¢ G.
Pourtouty € Gettouta € Kz —ay ¢ G. En effet
r—ay € G =z € G.
Puisque
x—ay € E,x—ay ¢ GetE = G U CJFiﬂl <i<n,x—ay € F;.
i=1
Puisque K est infini, et contient donc au moins n + 1 éléments
Vye G, Ia,b) € KxK,a #0b,31 <i<nx—ay € Fetx—by € F;;
ce qui entraine puisque b — a # 0,

y =t lw—ay) ~ by € F

et acheve la preuve.

b) Endéduire qu'il existe z € E'tel que Py, ¢ soit le polyndme minimal Py, ¢ de f.
Solution : Notons D I’ensemble des diviseur unitaire de Py, ¢ dans K[X]. Il découle, par exemple du théoréme fondamental
de I'arithmétique dans K[X| (cf. cours II1.5.5.1,) que D est un ensemble fini. Soit
L:={{eK[X];3r e B, {=Py,;} CKX].
On a alors (cf. question 1),) L C D ce qui implique en particulier que L est fini. Pour tout { € L, notons
Fr:={x € E; Pyyysll} = {z € E;Uf)(x) = 0} = Kerd(f) = {z € E; (-2 =0} = E[f] C E.

Les Fy 4 ¢ 1, sont donc des sous-espaces vectoriels de F, et (ctf. question 1),)

E = UF@.

LeL
Comme L est fini il existe (cf. a) ,)
{ € LE = Fy.
Or par définition de L, il existe
En outre, par définition de F
Vy € Iy, U(f)(y) = Oie.Vy € E, U(f)(y) = 0;
c’est-a-dire que Ppin £|¢. Or par hypothése, {| Pnmin ¢ si bien que

= Pminf-
Or¢ = P7

min

f donc

Pminf = nxiinf'
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Vers le théoreme de réduction de FROBENIUS

n° VII.0 . —Introduction

Le principe des théoremes de réduction étudiés au chapitre IV est de justifier 1’existence, (voire d’expliciter la construction)
de bases dans lesquelles un endomorphisme donné sécrit de « maniere plus simple » : correspondant le plus souvent a une écriture
de la matrice diagonale par bloc; lesquels blocs peuvent, dans les meilleurs cas étre caractérisés.

On a vu (cf. Probleme n° II, exercice E,) que de tels énoncés (en particulier le théoréme IV.10.10 de réduction de JORDAN,)
permettent de montrer, qu’une classe de similitude d’endomorphismes nilpotents est caractérisée (entierement déterminée) par au
moins deux suites numériques 1; ,1<;<c (la suite des dimension des noyaux itérés) et r; ,1<;<m, la suite des dimension des blocs
de JORDAN. On a également constaté que le théoréeme 1V.9.3 de décomposition de DUNFORD permet de considérer, d’une part
le cas des endomorphismes diagonalisables, et d’autrepart celui des endomorphisme nilpotents. Ce dernier résultat permettant
également de répondre a des questions pratiques (cf. TD n° VI, exercice A, question 1), f).)

Néanmoins les deux résultats cités ci-dessus, a savoir le théoreme IV.9.3 de décomposition de DUNFORD et le théoreme
IV.10.10 de réduction de JORDAN requierent que le polyndme minimal (ou le polyndme caractéristique) de I’endomorphisme
considéré soit scindé, i.e. que ses facteurs irréductibles soient de degré 1. Ce n’est pas du tout une restriction dés qu’on s’intéresse
a des espaces vectoriels sur le corps C des nombres complexes, ou n’importe quel corps algébriquement clos. Cependant ils
interdisent absolument de classifier des matrices

cosf —sinb
sinf  cos6

> € My(R)

et ne renseignent absoluement pas sur le fait de savoir que de telles matrices seraient, en quelques sorte les « plus élémentaires »
qu’on puisse trouver; ou de maniere équivalente, qu’il existerait, pour tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel une base
dans laquelle sa matrice serait diagonale par blocs, la dimension de chaque bloc étant majorée par 2. On peut avoir 1’intuition
que la dimension maximale des blocs dans une écriture diagonale est le degré maximal d’un polynome irréductible dans K[X]
sans avoir jusqu’ici les moyens de justifier un tel énoncé.

Le théoréeme IV.11.5 de réduction de FROBENTUS établit, entre autre, la véracité d’un tel énoncé. Il s’ensuit que les polyndme
irréductibles dans R[X] étant au plus de degré 2, on sera en mesure d’écrire une matrice réelle sous une forme diagonale par
blocs, dans laquelle la taille des blocs ne dépassra pas 2. L’existence, en revanche, de nombreux polyndmes irréductibles dans
Q[X], et notamment le fait qu’il en existe de tous degrés, augmente considérablement la complexité des formes réduites possibles
des matrices de M, (Q).

De surcroit contrairement aux deux résultats de décomposition de DUNFORD et de réduction de JORDAN le théoreme IV.11.5
de réduction de FROBENIUS s’applique sans aucune hypothése concernant le polynd6me minimal ou caractéristique de 1’endo-
morphisme.

Enfin I'importance d’un énoncé comme le théoreme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS se justifie, dans la présentation que
nous avons donnée dans ce cours, par le fait qu’il entre comme ingrédient principal dans la preuve du théoréme IV.10.10 dont
nous avons déja vu un certain nombre d’applications (cf. Probleme n° II.)

Si méme on pouvait éviter d’avoir recours au théoreme de réduction de FROBENTUS pour établir le théoréme de réduction de
JORDAN, il est vraisemblable qu’on échappe difficilement a la construction d’un suplémentaire stable a un sous-espace donné
que nous allons présenter an n°® VIL.2 et qui constitue I’'un des deux arguments de 1’existence (cf. IV.11.5.1),) d’une réduction
de FROBENIUS. Le théoréeme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS est en effet I’exact analogue, dans la correspondance entre
endomorphismes et K[X]-modules (cf. IV.1,) du théoréme I1.10.5 de structure des groupes abéliens finis; et par conséquent un
cas particulier du théoreme B.6.13 de structure des modules de torsion sur un anneau principal. Or, a chaque fois, dés qu’on a
mis en évidence un premier sous-module cyclique (maximal) C'il s’agit de justifier que la suite

0 - C — M — @ — 0(f.11.10.2.1, B.6.4.1)

est scindée, c’est-a-direque M = C @ (. On sait qu’on a pu donner un argument ad hoc dans le cas des groupes abéliens (cf.

I1.10.4;) et que dans le cas général (cf. B.6.7,) I’argument est assez délicat. Nous allons voir, (cf. n°® VIL.2,) que dans le cas de
la réduction des endomorphismes, des arguments d’algebre linéaire, pour I’essentiel, permettent de construire un sous-espace
vectoriel stable.



n° VII.1 . —Notations

Dans la suite K est un corps, K[ X ]| I’anneau des polynomes a une indéterminée et a coefficients dans K, £ un x-espace
vectoriel de dimension finie n € N*, v € Endg(F) un endomorphisme K-linéaire de E de polynéme minimal (cf. cours
IV.2.2.iv)) Puinw. € K[X] et de polynome caractéristique (cf. cours IV.6.1) Pear, € K[X].

On sait alors, au moins dans le cas ot K est infini, qu’il existe (cf. TD n° VI, exercice D, question 2), b),) un sous-espace
cyclique (cf. cours IV4.2,) C C F de polynéme minimal Pp;,,. Pour peu donc qu’on puisse construire un sous-K-espace
vectoriel .S supplémentaire de C et stable par u un argument de récurrence sur la dimension de ¥ donne presque immédiatement
I’énoncé 1V.11.5.1) d’existence dans le théoréeme de réduction de FROBENIUS.

Remarque n° VII.1.1 Remarquons une fois encore, méme si nous I’avons déja signalé a plusieurs reprises, que dans le cas
général des modules de torsion sur un anneau principal (cf. cours B.6,) c’est précisément le défaut d’existence d’un invariant
numérique comme la dimension (le cardinal dans le cas des groupes abéliens (cf. cours II.10,)) qui interdit le genre de raisonement
par récurrence q’uon fait ici.

Remarque n° VIL.1.2 L’essentiel de la difficulté dans la construction n® VII.2 réside dans le fait qu’on exige du supplémentaire
S de C qu’il soit stable par u ; sans quoi on ne disposerait pas d’un nouveau couple (.5, u|g) auquel appliquer I’hypothese de
récurrence. Ceci revient en fait a demander que la décomposition C = C @ S soit non seulement une décomposition de £ vu
comme K-espace vectoriel mais encore comme K|[X ]-module.

n° VIL.2 . —Sous-espaces stables

Notation n° VIL.2.0 On reprend les notation de n° VII.1 et on suppose donné un sous-K-espace cyclique stable maximal C' C
FE,i.etel que
u(C) € Cetd := dimg C = deg(Pumina) (cf. IV.4.1))

On propose de répondre aux questions (question 1) a question 8)) suivantes qui conduirons a I’énoncé n® VII.2.9. Les réponses
aux questions se trouvent au paragraphe n° VIL.3. Il s’agit en fait de reprendre les étapes de la démonstration de la proposition
IV.11.3 dont la rédaction dans le cours comporte d’ailleurs un certain nombre de typos et de problemes de notations.

On conseille enfin d’étudier la derniere étape conduisant de 1’énoncé n° VIL.2.9 & I’énoncé 1V.11.5.1). Bien entendu la
question IV.11.5.2) requiert d’autres arguments que nous nous proposons de présenter lors de la prochaine séance.

1) Montrer qu’il existe e; € C'tel que ui(el) ,0 < i < d—1 est une base de C' dans laquelle la matrice de la restriction ujc de

00 ... 00 —ag

10 ... 00 —a
uaC est : :

0 0 1 0 —ago

0 0 0 1 —ag—1

Dans la suite, on note
i—1
[ e1) = eii<i<a

qu’on complete en une base e; ,411<;<, de E. Notons alors e} ,1<;<,, € E* sa base duale.

2) Montrer que

d—1
Vo ,0<i<d—1 € K, 62(2 aiui(el)) = Qg4—1 -
i=0
On note désormais
S = {z € E;K[X] -z C Kerej}

= {2 € E;VPeK[X], P-x € Kerej}
= {x € E;VPeK[X], P(u)(z) € Kerej}.
3) Montrer que I’ensemble S est un sous-K-espace vectoriel de E stable par u (i.e. un sous-K[X]-module de (E, ).

4) Montrer que
cnsS=0.



5) Montrer que I’application
¢ : K[X] - E*, P — ejoP(u)

est un morphisme K-linéaire dont le noyau est K[X] Priq « -

6) En déduire qu’il existe un unique morphisme K-linéaire injectif ¢ tel que le diagramme suivant, ol la fleche vertical est la
surjection canonique, soit commutatif :
Kx] —2» E*
L9
KIX]/ (K[X] Prin )

7) Notons _
F :=1Im¢ C E*.

Montrer que :

S = F*
= {x € E;VfeF, f(x) = 0}.

8) Montrer que
dimg S + dimg C = dimg E' .

Proposition n° VIL.2.9 Le sous-espace cyclique C' de E posséde un supplémentaire S stable par u.

n° VIL.3 . —Solutions

1) Montrer qu’il existe e; € C'tel que ui(el) ,0 < i < d—1 est une base de C' dans laquelle la matrice de la restriction ujc de

00 ... 00 —ao
10 ... 00 -
walest |1 : 1 1o
00 ... 1 0 —ag_o
0O 0 ... 0 1 —Qd—1

Solution : (cf. cours IV.4.1.)

Dans la suite, on note
i—1
f (61) = €§,1<i<d

qu’on complete en une base e; ,41<;<,, de E. Notons alors e} ,1<;<,, € E* sa base duale.
2) Montrer que
d—1
Vo o<i<a—1 € K, e E ou'(er)) = g -
i=0

Solution : En effet :
d—1 _
e:;(z aiuz(el))
i=0
d—1
= 6:; (Z (673 €i+1)
i=0

d
= Y aiaei(e)
=1

= @g-—1 -



On note désormais

S = {x € E;K[X]-z C Kerej}
= {2 € E;VPeK[X], P-x € Kerejj}
= {z € E; VP eK[X], Plu)(z) € Kerej}.

3) Montrer que I’ensemble S est un sous-K-espace vectoriel de E stable par u (i.e. un sous-K[X]-module de (E, ).
Solution : Bien entendu0 € S si bien que S # 0.

i) (S est un sous-K[X|-module de (E, u).)

Pour tout
(x1,22) € S xS, tout (A1, As) € K[X] xK[X], tout P € K[X],
62(P(A11‘1+A2$2)) = 62((PA1)$1+(PA2)1‘2)
= egl(PA1) 2] + e3[(PA2) - x2]
= 0;
si bien que

Ay -1+ Ay -0 € 8

assurant que S est un sous-K[X]-module de E.

ii) (Autre argument)
On pourrait montrer « 4 la main » sans utiliser explicitement la structure de K[ X]-modules que S est un sous-espace vectoriel

stable par u. La stabilité de S par combinaison linéaire a coefficients dans K est trés élémentaires a vérifier. Ensuite pour tout

x € Settout P € K[X],
P-z = P(u)(z) € Kerej.

Or P(u)[u(x)] = (X P)(u)(z) si bien que
si bien que u(xz) € S.

4) Montrer que
cCnsS=0.

Solution : Soitxz € SN C. En particulierx € C si bien qu’il existe
d d

@ii<i<d € K telque © = Zaiei — Zam“l(el).
i=1 i=1

Par ailleurs, puisque x € S, pourtoutn € N,

eg(X"-x) = eju(z)] = 0.

Alors : ]
V0<j<d-1, 0 = e}(X7 2)
d
= ej(u [Z aiu' " (e1))])
J 1=1
= ea(Q] o e))
i=1
= Qq—j .
1l s’ensuit que z = 0.



5) Montrer que I’application
¢ : K[X] - E*, P — ejoP(u)

est un morphisme K-linéaire dont le noyau est K[X] Priq v -
Solution :

%) (¢ est K-linéaire)
Puisque u est un endomorphisme K-linéaire de E, pour tout P € K[X], P(u) est encore un endomorphisme K-linéaire de
Eet
G(P) = o P(u)

est donc bien une forme K-linéaire sur E i.e. un élément de E*.

V(P,Q) € K[X] x K[X],

V(a,b) e Kx K,
Vo € E, #(aP+bQ)(z) = e;((aP+bQ)(u)(z))
= ey((aP(u) +bQ(u))())
= ej(aP(u)(z) + bP(u)(x))
= alego P(u))(z) + b(eg 0 Q(u))(x)
= ag(P)(z) +bo(Q)(x)
d’ou il résulte que
P(aP +bQ) = ad(P) + bd(Q) .
1) (K[X]Pminu C Kero)
En outre, pour tout P € K[X|Pujnw, Pminu|P si bien que P(u) = 0, ce qui entraine
¢(P) = egoP(u) = 0
et donc
K[X]Ppinu C Ker.
Soit P € Ker ¢.
1) (P(u)(e;) = P-E; € Kere})
el o P(u) = 0. En particulier, pour tout1 < i < d,
es(P(u)le]) = 0.
Ore; € C,etC est stable par u donc P(u)(e;) € C, si bien que
Vi1<i<d, P-e; = P(u)(e;) € CnKerej. 1
§) (P-e; €5)
Orpourtoutj € N ‘
Xj-e =u(e) € C
puisque C est stable sous u, si bien qu’il existe
‘ d
ajji<j<d € Ktelque X7 -e; = Zai’jej .
1=j
Par conséquent : ‘ ‘
es (X7 P(u)(e;)) = efl((XJP)‘- €;)
= e5(P-[X7-¢))
d
= ei(P- D aijel)
Jj=1 1
d

Jj=1
= O0d’aprési).l.
Puisque Ker e est un K-espace vectoriel, il découle de 1 que, pour tout ) € K[X],
Q- (P-e;) € Kerej

c’est-a-dire que
K[X]-(P-e;) C Kerej.

Il s’ensuitque P -e; € S



D @) =0
OrP-e; € C,etdaprés question4), C NS = {0}. Donc

P(u)(e;) = P-e; = 0. 1
Comme e; ,1<;<q est une base de C, il s’ensuit que P(u)‘c = 0.
||) (Pminu|P)
11 s’ensuit que
Pmin ujc |P .
Or C' est précisément construit de sorte que
Pminu = Pminu‘c

ce qui termine la preuve.

6) En déduire qu’il existe un unique morphisme K-linéaire injectif ¢ tel que le diagramme suivant, ot la fleche vertical est la
surjection canonique, soit commutatif :

K[X] —% E*
L
KIX]/(K[X]Prinu)

Solution : Remarquons que K[X]Ppiy,, est un idéal de K[X] donc un sous-K[X]-module de KkX Iui-méme. C’est donc
aussi (cf. cours IV.1.2.iii),) un sous-K-espace vectoriel de K[X] . Ceci peut également se déduire du fait, que dans question 5),
on a identifié
K[X]Prninv au noyau d’une application K-linéaire.

11 suffit désormais d’appliquer la factorisation des morphismes de k-espaces vectoriels a ¢.

7) Notons _
F :=Im¢ C E*.

Montrer que :

S = F*+
= {x € E;VfeF flx) = 0}.

Solution :

x) (S C FY)
Pourtoutz € S, par définition K[X] - © C Kere}; c’est-a-dire que :
VP e K[X], P-x € Kerej
= es(P-z) = 0
< ea[P(w)(z)] = 0
= d(P)(x) = 0
& S c (*Im¢)
= (‘Img)
= [t
B #FtC 8
Vx € F+, VP € K[X], d(P)(z) = 0
g ealP(u)(x)] = 0
=4 P-x € Kerej
& x € 5.

ce qui acheve la preuve.

10. NiI’'un ni I’autre d’ailleurs n’étant de K-dimension finie alors qu’ils sont de type fini come K[X]-modules.



8) Montrer que
dimg S + dimg C = dimg F .
Solution : On déduit de question 6) que
dimg Im ¢ = dimg K[X]/K[X]Prinw -
Or K[X]/K[X]Ppniny est un K[X]-module cyclique au sens de la définition I1V.4.2, si bien qu’en vertu de la proposition IV.4.1,
dimg K[X]/K[X]Pninw. = deg(Puinn) = d = dimg C'.

C’est un résultat connu de dualité dans les espaces vectoriels que

dimg F + dimg F+ = dimg E

et qui permet de conclure.
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Corrigé du TD n° VII

Exercice A : (Endomorphismes nilpotents)
Soitu € Endg(E).

Montrrer que :

1) w estnilpotent d’échlon d si et seulement si Priny = x4,
Solution : Si u est nilpotent d’échelon d (cf. cours IV.8.1,)

u? = 0etud™t £ 0.
Ainsi X7 est un polynéme annulateur de u i.e. Ppin | X ¢ ; et puisque u=1 # 0,
Prinu = Xd .

Le sens réciproque est immédiat.

2) w estnilpotent d’échelon d et cyclique si et seulement si

u est cyclique et dimg £ = d .

Solution : Supposons donc que u est cyclique (cf. cours IV.4.2.)
Si u est nilpotent d’échelon d,
Prinuw = X% (cf. question 1) .)

Puisque u est cyclique
dimg £ = deg(Pminw) = d (cf. cours IV.4.1.)

La réciproque n’a en fait pas vraiment de sens.

3) westnilpotent d’échelon d si et seulement si u est nilpotent de rang d — 1.
Solution : C’est évidemment faux si on ne suppose pas u cyclique.

i) Si maintenant u est cyclique et d’échelon d, on sait qu’il existe un vecteure; € FE cyclique pour u et qu’alors
u'e1) 1 <i<d estunebasede E .

Il en résulte immédiatement que _
u'"(e1) 2 < i < a est une famille libre dans Tm u ;

ce qui entraine que
dimgImu > d—1.

Oru[u=!(e;)] = ul(e1) = 0; ce qui entraine que dimg Keru > 1. Il s’ensuit finalement que rg(u) = d — 1.
ii) réciproquement, supposons que rg(u) = d — 1. Puisque u et cyclique et nilpotent il existe
k = dimg E € N,e; € E telsque u*~! # 0, u* = Oet u' " (er) 1 < i<y estunebasede E .

Par le méme argument qu’en i) on a alors
d—1=Fk—-1.



Exercice B : Soit VV un espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de V. On suppose que V = &} ,V;
ou les sous-espaces vectoriels V; sont des sous-espaces stables par u, cycliques pour v de polynéme minimal respectif z, x,
x(x —1), (x —1)2

1) Quelle est la dimensionde V' 7
Solution : La dimension d’un espace cyclique est égale au degré de son polynéme minimal (cf. cours IV.4.1;) si bien que V
est de dimension 6.

2) Donner les invariants de similitude de V" et écrire une décomposition de FROBENIUS de .
Solution : Soit W, = V5 & V4. Comme les polynémes minimaux de V5 et V; sont premiers entre eux, Wy est un espace
cyclique de polynéme minimal (z — 1)%x. Ona donc V.= Wy @& V3 @ V; avec uvy, |pv; |pw, -
Par unicité des invariants de similitude (cf. cours IV.11.5.2),) ces invariants sont donc (x(z — 1)?, x(x — 1), z).

Exercice C : 1) Soient Py, P», P53, P, des polyndmes unitaires de Q[x] irréductibles et distincts deux a deux.
Donner le nombre de classes de similitude des matrices a coefficients dans Q

de polynéme caractéristique Pe,, = +Py PS P37 P}
(décomposition de P en facteurs irréductibles) et
de polyndme minimal Py = PPP;PIP} .

On justifiera en énoncant en particulier le théoréme utilisé sur les invariants des classes de similitude.
Solution : Si M est une matrice de polynéme caractéristique Po, = +P{PSPIP}

M € My(Q) avecd = Tdeg(P1) + 6deg(P2) + Tdeg(P3) + 4deg(Fy) .

Deux matrices de M 4(Q) sont semblables si et seulement si elles ont les mémes invariants de similitude (cf. cours IV.11.8)
Wi y1<i<r - On sait alors que

r
Pmin:,Ullypcar:Hﬂi7V1§i§T_1aui+llﬂi- 1
I=1

Dénombrer les classes de similitude, ou les caractériser équivaut donc, a dénombrer, ou caractériser, les suites
Wi s1<i<r € Q[X] satisfaisant I .
11 en résulte que, si une telle suite ; ,1<i<, €Xiste,
T
4 pd
[[wi = PP PP
i=2

11 s’ensuit que
r <5, PiPpo, V3 <i<r, Py fuiet Py fu .

Si o ,2<i<, est la valuation P»-adique de j1;, i.e.la plus grande puissance de Py qui divise pi;, onaog + ...+ o, = 4 avec
ag > a3 ... > op. Autrement dit, on cherche le nombre de partitionsde 4. Ilyenab :

4 =4,4=3+1,4=24+2,4=24+1+1,4=1+14+1+1.
De méme pour P5. On trouve donc 25 classes de similitude.

On pourra chercher a déterminer, pour quatres nombres premiers deux a deux distincts p1, p2, ps, p4 le nombre de classes

d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal p]pSp%p} et d’exposant pSp3p3ps.

2) Soient P;, P>, P; trois polynomes irréductibles distincts sur un corps K.

a) Combien y a-t-il de classes de similitude de matrices a coefficients dans K ayant comme polyndme minimal P; P3P et
comme polyndme caractéristique Py P3Py ? Pour chacune d’elles, donner les invariants de similitude.

Les classes de similitude sont en bijection avec les suites de polyndmes (pi1, fta, - - .) avec puilpi—1, p1 = PLPi P et [ i =
(P, P, P3)3. Elles sont nécessairement de la forme

(PLP3Ps, PP, P}, P Py?)
avecrs <11 < 2etry+ry+ 1=3. D’oudeux solutions :
(P P3P3, PP, P3, P P3)
(P, PiP3, PP,P}, Py)



b) Onprend K =QetP, =22+ 1, P, =2+ 1let P; =x — 1. Parmi les classes de similitudes précédentes, quelles sont
celles pour lesquelles la dimension de I’espace propre associé a la valeur propre 1 est supérieure ou égale a 3 7

Donner la matrice de Frobenius associée a une telle décomposition de Frobenius
Indication : il ne doit donc apparaitre que des matrices compagnons.

La condition impose que I’on est dans le premier cas. En effet, I’espace propre de u pour la valeur propre I restreint a chacun
des sous-espaces cycliques est de dimension 1 si P53 divise le polynéme minimal de ce sous-espace cyclique et de dimension 0
sinon.

PPiPs= (2> + 1)z +1)2z-1)=*+)z+1)(x-1) =@ - )@+1) =2+t -2 -1, PAPPs =21
PPy = 23 — 2% 4+ x + 1. La matrice dans une base adaptée est alors

0 00 0 1
100 0 1
01 00 O
0 01 0 O
0 00 1 -1
0 0 01
1 0 0 O
01 00
0 010
0 0 -1
1 0 -1
01 1

Exercice D: (Endomorphismes anti-involutif)
Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie et f € Endg(F) un endomorphisme de E anti-involutif ; ¢’est-a-dire
vérifiant 2 = —Id.
1) Donner un exemple d’un tel endomorphisme sur R?.

Solution : L’endomorphisme p de R?, donné dans la base canonique par la matrice ((1) 01) , vérifie p> = —Id. Dans le

N . - ) . m
cas o1 R? est muni de sa structure euclidienne canonique, p est la rotation d’angle 5"

2) Montrer que f n’admet pas de valeurs propres réelles. En déduire que la dimension de E est paire.
Solution : Soit A une valeur propre de f, associée a un vecteur propre x. On a alors

—r = fx) = fO) = M(@) = Na;

si bien que \* = —1, et que le polynome caractéristique P, n’a donc pas de racine réelle. Or un polyndme a coefficients réels
de degré impair (théoreme des valeurs intermédiaires) a toujours au moins une racine dans R. Il en résulte que P,y est de degré
pair. Comme dimg E = deg(Per ), E est de dimension paire.

3) Montrer que pour tout € F, le sous-espace vectoriel Vect{x, f (x)} est stable par f.
Solution :

Vy € Vect{z, f(z)}, I(a,b) € R?, y = ax+bf(x)

i fw) = flax+biG)
= af(z) +bf*(z)
= af(z)—bzx

= y € Vect{z, f(z)}.

4) Montrer que si F' C FE est un sous-espace vectoriel de E stable par f et si x est un élément de E tel que Vect{x, f (x)} N
F # {0},alorsxz € F.

Solution : Soit ' C FE stable par f etz € E. SiVect{z, f(z)} N F # {0}, il existe (a,b) € R* tel que:
ar+bf(x) € F
~ flas+bf(@)] € F
= af(x)—bx € F
= (a®>+b%)z € F.

Or
A+ =0 12=0

etdans cecasx € F';sinon
(a*>+bv)r € F = 2 € F.



5) En déduire que si dim E = 2n, il existe des vecteurs ey, - - - , e, de F tels que (e1, f(e1), -+, en, f(en)) soit une base
de F. Quelle est la matrice de f dans cette base ?

Solution : Soit F I’ensemble des sous-espaces de E de dimension 2d < 2n possédant une base (e1, f(e1), ..., eq, f(eq)).
1l suffit de montrer que E € F pour répondre a la question.
i)
VF € F, f(F) C F (cf. question 3) .)
i) (F # 0)
Pour tout vecteur,e; € E \ {0}, (e1, f(e1)) est une famille libre de E. En effet :
V(a,b) € R?, ae; +bf(e1) = 0
= af(er) —ber = 0
= (@>+b%e; = 0
= a2+ = 0
= a=b = 0.

On a alors bien entendu
Vect{ey, f(e1)} € F.

i) (F € F)
Puisque F est non vide et
VFeF,dmF < dimFE = 2n,
{dlm F} F e F

est une partie non vide et majorée de N qui contient donc un plus grand élément; i.e.il existe ' € F de dimension maximale
2d.
Sid < n, il existe
€d+1 € E, €d+1 §§ F.

Puisque F est stable par f (cf.i),) eteqi1 ¢ F,

F N Vect{eqs1, f(eat1)} = 0 (cf. question4).)

11 est clair qu’alors
F' .= F ® Vect{eqy1, f(eay1)} € F avecdim F' > dim F;

ce qui contredit la maximalité de la dimension de F.
I s’ensuit donc que

dimF = dimFE = F EF = FEF¢c F.
iv) (Matrice de f)
Bien entendu dans une base (e1, f(e1),...,en, f(€,)) la matrice de f est diagonale par blocs avec des blocs de la forme

0 -1
1 0/
Solution :
Remarque D.6 On constate (cf. question 5), iv),) qu’on a donné une réduction de FROBENIUS de f, puisque les blocs diagonaux

1 0
suivie, le théoréeme de réduction de FROBENTUS dont on sait que la preuve présente certaines difficultés.

En fait on a de la chance parce que le polyndme minimal en jeu ici est particulierement simple. On met immédiatement en
évidence un sous-espace cyclique (cf. question 3),) dont on peut constater a posteriori qu’il et maximal.

Une autre des grandes difficultés de la preuve du théoreme de FROBENIUS, a savoir la construction d’un sous-espace sup-
plémentaire stable au premier sous-espace cyclique (cf. DOC n° VIL,) (cf. cours IV.11.3,) est traitée assez facilement ici (cf.
question 4) question 5), iii).)

On pourrait cependant, tout a fait utiliser le théoréme de réduction de FROBENIUS pour réduire f. En effet, I’hypothese faite
sur f, f2 = —Id, signifie que X? + 1 et un polyndme annulateur de f ou encore, ce qui revient au méme, que Prin ¢| X2 + 1.
Or X2 + 1 étant irréductible dans R[X], et deg(Prin f) > 0, Puiny = X 2 4+ 1. 11 résulte alors, du corollaire IV.11.11 du cours
(ou du Probléme n° II, exercice I) , que Peor f = (X 24 1)™. Ceci donne alors immédiatement la réponse a la question 2).

Le téhoreme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS assure alors que les invariants de similitude de f sont tous égaux a X2 +1,
ce qui donne immédiatement la forme question 5), iv).

0 -1 . o £ . et 4
( > sont des matrices compagnons correspondant au polyndme X ? 4 1. Néanmoins on n’a jamais utilisé dans la démarche



Exercice E : Soit K un corps commutatif.

1) Combien y a-t-il de classes de similitude de matrices de Mg(K) telles que Im A = Ker A ?
Solution : Une telle matrice est nilpotente et vérifie méme A?> = 0. De plus

dimImA = dimKerA = dimImA =4 = A # 0 = Puna = X2.
Les invariants de similitude de A (cf. cours IV.11.9,) sont donc
Xk X aveeV1 <i<d—1, kign < ki < 2.
Les sous espaces I; ,1<ij<q correspondants dans la réduction I1V.11.5 de FROBENIUS sont alors de dimension 1 (resp. 2) et la
!
cours IV.10.1,) de JORDAN puisque les deux formes de matrices donnée ci-dessus, sont a la fois des blocs de JORDAN et des

matrices compagnons.
On note qu’alors

restriction de A a F; est semblable a O (resp. 0) .) C’est, a la fois une réduction de FROBENIUS et une réduction (cf.

dimKer Ajp, = 1

ce qui antraine immédiatement
d =dimKerA = 4etV1<i<4, k; = 2.

Le diagramme de YOUNG de A (cf. Probleme n° II, exercice C,) est

* X X %
* % ¥ %

2) Combien y a-t-il de classes de similitude de matrices nilpotentes de A € M5(K) telles que le rang de A? soit 2 ?

Solution : Une telle matrice vérifie A> = 0. Ses invariants de similitude (cf. cours IV.11.9,) sont donc
Xk X aveeV1 <i<d—1, kiyn < ki < 5.
Puisque dim Ker A% = 3, Ie diagramme de YOUNG de A2 a trois lignes (cf. Probléme n° II, exercice C;) si bien qu’on
peut avoir :
* * *
Tableau de YOUNG de A? : | ou
*k

On a également vu (cf. Probléme n° II, exercice C, question 7),) comment se construit le tableau de YOUNG de A? i partir
de celui de A ; ce qui empéche que la premiére forme soit le tableau de YOUNG de A? ; si bien que celui-ci est nécessairement

Le seul tableau de YOUNG possible pour A est alors :

Il y a donc une seule classe de similitude.
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Unicité dans le théoreme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS

On a établi (cf. DOC n° VIL,) (cf. cours IV.11.5.1),) I’existence, pour tout endomorphisme » d’un K-espace vectoriel F,
I’existence d’une décomposition de £ en somme directe de sous espaces I; ,1<;<, stables et cycliques pour u ; chacun des F;
ayant pour polynéme minimal (; = Phin uE, satisfaisant la condition

V1 <i<r—1, pigr|ps of. V.10.4 )

Nous allons montrer, dans ce qui suit, que I'entiers » € N est la suite 11; ,1<;<,» € K[X] sont uniques; ce qui correspond au
résultat IV.11.5.2) du cours.

Bien entendu cet énoncé d’unicité, est un corollaires du théoréme B.6.13.2) et est a rapprocher du théoréme I1.10.5.ii). Comme
dans ce dernier cas, on n’est pas obligé d’avoir recours aux arguments généraux exposés au paragraphe B.6 ; mais on peut utiliser
des arguments spécifiques aux K-espaces vectoriels et leur dimension en particulier, tout comme pour les groupes abéliens il était
possiblle de raisonner sur leur nombre d’élément.

On trouvera, au paragraphe n° IX.1, un certain nombre de questions qu’on vous invite a résoudre , pour arriver a 1’énoncé
d’unicité. La solutions sera donnée au paragraphe n° IX.2.

Une fois établi le théoréme IV.11.5 de réduction de FROBENIUS, vous pourrez étudier le paragraphe IV.10 du cours et
notamment comment le théoréme de réduction de FROBENIUS, combiné au théoreme IV.3.2 donne le théoreme 1V.10.10 de
JORDAN.

n° IX.0 . —Introduction

Notation n° IX.0.1 Dans tout ce qui suit K est un corps, K[X] I’anneau des polyndmes & une indéterminée et a coefficients dans
K, E un Kespace vectoriel de dimension finie d € N*etu € Endg(FE) un endomorphisme K-linéaire de E.

Définition n° IX.0.2 (Réduction de FROBENIUS) On rappelle (cf. cours IV.10.4 ,) que le couple (E, u) posséde une réduction
de FROBENIUS si Il existe unentierr € N, E; 1< <, des sous-K-espaces vectoriels de E, et des polyndmes 1, ,1<j<, € K[X]
tels que :

Frob)
V1 < j <r, Ejeststableparu.
FI‘ObQ)
Vi<j<r, (Ej u‘E].) est cyclique de polyndme minimal y; .
Frob3)
E = PE; .
j=1
Frob4)

VI<j<r—1, pjy|p; -



n° IX.0.3. — On supposera données dans la suites deux réductions de FROBENIUS de (E, u) :
(r € N, E; i<i<r C E pia<i<r € K[X]) et (s € N, F, 1<i<s C Evia<i<s € K[X]) .
L’ objectif sera de montrer (cf. n® IX.1.question 6),) que
r=setV1<i<r u = v.
Une fois un tel énoncé établi il devient 1égitime de désigner sous le terme d’invariants de similitude

(r € N,u; n<i<r € K[X]) (cf. cours IV.11.9.)

n° IX.1 . —Invariants de similitude
On rappelle qu’on se place sous les hypothéses n° IX.0.n° IX.0.3.
1) a) Caractériser uy et vg.
b) Caractériser

Zdeg(ui) (resp. Z deg(v;) )
i=1 i=1
On pourra supposer dans la suite que
Vn>r, u, = let B, = {0} (resp.Vn > s, v, = let F, = {0}).
2) Montrer que si les deux réductions de FROBENIUS données sont différentes, il existet € Nt > 1 tel que
Vi<i<t—1, u; = vietu # vg.

3) Soitk € N* k < t.Par hypothese sur ¢ 1, = vy et on note :

d—1
b = Vg = X E ang.
=0
On note encore
uk = u|g, et vp = up, .

Montrer que :

a) FEj et F}, sont stable par u;(u) ;

b)
dimK Ek = dimK Fk = dk;

¢) ilexistex € Ej (resp.y € Fy)tel que

{up(2)} 0 < ¢ < a1 (resp. {vx(¥)} 0 < ¢ < ap-1 )

est une base de Ey, (resp. Fy)
dkfl dkfl

ulk(z) = — Z agub(z) et vf*(y) = — Z agvi(y) .
=0 =0

d)
ok« Bx — Fi, uf(z) — vj(y),

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels tel que

Vz € B, ¢plug(z)] = vi[ow(2)] ;

e)
rg(pe(u) p) = re(pe(u)g,) -



4) a) Montrer que :
VEeN, k >t = pe(ug) = 0;

b) En écrivant y;(E) de deux maniéres différentes montrer que
T S
rg(u(u) = Y rg(m(u)g) = Y ra(n

i=1 7j=1

¢) En déduire que

d) En déduire finalement que

5) En déduire que
l/t|,ut .

6) Conclure finalement que
r=setvV1i<i<r u = v.
n° IX.2 . —Solutions
On rappelle qu’on se place sous les hypotheses n° IX.0.n° IX.0.3.

1) a) Caractériser u; et vg.
Solution : Deés I'instant oll 11; ,1<i<r €t V; ,1<i<s Satisfont 1V.10.4.Frob,) a 1V.10.4.Frob,), on a

H1 = Pminu = .

b) Caractériser _
> deg(ps) (resp. Y _ deg(vs) .)
i=1 i=1

Solution : En vertu de 1V.10.4.Frobs) (cf. cours IV.4.1,)
V1 <i<r deg(un;) = dimg E; (resp. V1 <1i < s, deg(v;) = dimg F; .

En outre, en vertu de 1V.10.4.Frobs),
> dimg B; = dimg E = Y dimg F} ;

si bien que

Zdeg(,ui) = dimg E = Zdeg(yi).

On pourra supposer dans la suite que

Vn>r, u, = let B, = {0} (resp.Vn > s, v, = let F, = {0}).

2) Montrer que si les deux réductions de FROBENTUS données sont différentes, il existet € Nt > 1 tel que
Vi<i<t—1, u; = viet uy # vy.
Solution : Si les deux réductions de FROBENIUS sont différentes I’ensemble {n € N; pu, # v,} et non vide et posséde
donc un plus petit élément t. Or (cf. question 1), a),)
H1 = Pminu = V1,

si bienquet > 1.



3) Soitk € N* k < t.Par hypothese sur ¢ 1, = v et on note :

d—1
e = Vg = X E ang.
=0
On note encore
ug = U|g, et vg == Up, .

Montrer que :

a) FEj et F}, sont stable par u;(u) ;
Solution : Par hypothése (cf. 1V.10.4.Frob;),) E}, et F}, sont stables par u et donc par nimporte quel polynéme en w.

b)
dimKEk = dimKFk = dk;

Solution : Puisque E};, et F}, sont cycliques (cf. 1V.10.4.Frobs),) c’est une conséquence de la proposition IV.4.1 du cours.

¢) ilexistex € Ej (resp.y € Fy)tel que
{up()} 0 < e < a1 (resp. {vp (W)} 0 <r< a1 )
est une base de Ey, (resp. Fy)

dr—1 dr—1

upt(x) = =Y aug(e) et vt (y) = =) avi(y) .
=0 £=0

Solution : En remarquant que Ey, et F}, sont cycliques de méme polynéme minimal iy, = vy. Ceci revient encore a direu
0 0 0 0 —ao
10

0 0 —ay
que, dans des bases biens choisies, uy, et vy, sont représentés par la méme matrice compagnon S :
1 0 —ag.—2

o O

0 1 —Aad;,—1
d)
¢ o By = Fi, uj(z) = vp(y),
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels tel que
Vz € Eg, ¢rlur(2)] = vi[o(2)]; 1

Solution : L’image d’une base de E}, étant par constructions une base de Fy,, ¢, est un isomorphisme.
L’identité 1 étant vérifier pour tous les éléments d’une base, elle est vérifiée (c’est une condition linéaire,) pour tout z € Ej.
On a alors

Gr © up = Vi o Pp

ce qui signifie (cf. IV.1.2.ii)q)ue ¢y, est en fait un isomorphisme du K[X|-module (E};, uy,) sur le K[ X]|-module (F};, vy).

e)
rg(pe(u) p) = re(pe(u)g,) -

Solution : D’apres d). 1,

Gk 0 Uy = Vg O Pk
= bk ° U, = U|F, © Pk
= bk © (U ;) = pe(uir,) © o
= bk © pe(u) g,
= ,ut(u)\pk o Pk
= 1g(dko Mt(u)|Ek) = rg(ut(u)‘Fk o dr)
= rg(pe(u) g, ) = rg (e (u) g,



4) a) Montrer que :
VEeN, k >t = pe(ug) = 0;

Solution :

VkeN, k > Tc= gl

et juy, est le polynome minimale de vy, = wug, si bien que

pe(w) g, = pe(ug,) = pe(ug) = 0.

b) En écrivant i (E) de deux maniéres différentes montrer que

T S

rg(u(u) = Y rg(u(u) ) = Y re(m

i=1 j=1

<.

Solution : Puisque les E; ,1<i<, et Fj ,1<<s sont stables par u donc par i, (),
= Pu(E) = Pul(Fy)
i=1 j=1

d’ou il résulte que
T
= > _ra(n
i=1 j=1

¢) En déduire que

T S

> re(u(w)p,) = D re(u(u) )

1=t Jj=t

Solution : C’est une conséquence immédiate de 1’égalité ci-dessus (ct. b),) et de la question 3), e).

d) En déduire finalement que
VE 2t pe(u) g, = me(u)p = 0.
Solution : Pour k > t, on a déja démontré (cf. a),) que ut(u)‘ g = 0 Ceci entraine (cf. ¢),)

S T

ng(ﬂt(u)‘pj) ng(“t(“)\lfi) =0;

j=t i=t

ce qui entraine que
VEEN, k >t = pu(u)p = 0.

5) En déduire que

Velp -
Solution : On vient d’établir ci-dessus (cf. question 4), d),) que ji; (u)| r, = 0, orle polynéme minimal de wr, est, par
hypothése, v¢, d’ou il suit immédiatement que
Velp -

6) Conclure finalement que
r=setVi<i<r u;, = v;.

Solution : On vient d’établir (cf. question 5),) que si les suite (Mk) ,keN, et (z/k) ,keN sont ditférentes, il existe un entier t
pour lequel v;|p; . Mais les roles jouées par ces deux suites étant les mémes, on a également yi;|v, si bien que uy = vy et qu’il
y a donc une contradiction a supposer que les suites sont différentes ; si bien qu’elles sont égales.
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Exercice A : Déterminer les invariants de similitude des matrices sous forme réduite de JORDAN suivantes :

9 1 0 0 20 0 0 2 1.0 0
02 0 0 021 0 020 0
A=1d001 0l Z= o0 2 1[*“= |00 21
00 0 1 00 0 2 00 0 2

Solution :

) (4)
On a immédiatement
Puina = (X —2)2(X —1) et Poypa = (WX —2)*(X —1)?
d’ou il vient immédiatement (ct. cours IV.11.11,)

=2, = (X-22*X-1),u = X 1.

i) (B)
PminB = (X72>3 ) Pczu‘B = (X*2)4
= r=2 , wm=X-2) pp=X-2.
iii) (C)
On a

PminC = (X—2)2 etPcarC = (X—2)4

Dans ce cas la donnée du polyndéme minimal et du polyndme caractéristique n’est pas suffisante pour déterminer les invariants
de similitude. On pourrait en effet avoir

((X - 2)2a (X - 2)5 (X - 2))011 ((X - 2)2a (X - 2)2) :

On peut cependant remarquer que la matrice C' est diagonale par blocs; ce qui correspond 4 une décomposition de C* en
somme directe. Chacun des sous-espaces a pour polynome minimale (X — 2)? et pour polynéme caractéristique (X — 2)?. Pour
chacun d’entre eux I’unique invariant de similitude est (X —2)? ; ce qui donne une suite ((X —2)2, (X — 2)2) de décomposition
en espaces cycliques de C*. Puisque le critére de divisibilité successive est satisfait, c’est I’unique réduction de FROBENIUS (cf.
cours IV.11.5.2);) ce qui assure qu’on a bien déterminé ainsi les invariants de similitude de C.

Exercice B : Soit V' un espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme dont la matrice est la suivante dans
une base B = (e, -+ ,e14) ¢

0 000OO0OO0OO0OTO0OTO0ODOO OO OTQO0OO0
100 00 O0OO0OOOOOTGO0OOO
01000O0O0OO0OO0OOO0OOO0OOQO0
001 00O0OO0OO0OO0OTO0OO0OOTO0OO0
0 000O0OO0OO0ODTO0OO0OOO0OOTO0OOQ 0
0 000O1O0O0O0OO0ODO0OO0OTO0OT OO0
0 000OO0O1O0O0OO0OO0OO0OTO0OQO0OOQO0
0 000O0OO0OO0OTO0OSO0OOTOOTO0OO 0
0 000O0OO0OO0ODT1O0O0OO0OO0OTO0OOQ 0
0 000O0OO0OO0ODTOOT1TO0OO0OO0OO0OO
0 000OO0OO0OO0OO0OTO0ODOTO OO OTQO0OO 0
0 000OO0OO0OO0OO0OTO0ODOTO OO OTQO0OO0
0 000OO0OO0OO0OO0OTO0ODOTO OO OTQO0OO0
0 000O0OO0OO0ODO0OO0OOO0OOT1O0

Répondre aux questions suivantes dans I’ordre désiré (en justifiant et en limitant les calculs) :

1) Calculer le polyndme minimal de u.



2) Ecrire la décomposition de FROBENIUS de (V,u) : V =
dspoplusil’V; en précisant la valeur de r et la valeur des polyndmes minimaux de la restriction de u a V.

3) Calculer la dimension des noyaux de «® pour s entier.

Solution : On réécrit la matrice en faisant apparaitre les blocs de JORDAN :

0 0 0O
10 0 0
01 0 0
0 010
0 0O
100
0 10
0 0 O
1 00
010
0

0 0
10

Les polynémes minimaux des blocs de JORDAN sont respectivement dans I’ordre X4, X3, X3, X, X, X2 Sion note V; les
sous-espaces vectoriels correspondant (V) est engendré par ey, ..., e4, Vo est engendré par es, ..., eg, etc). Une décomposition de
Frobenius de V' pour u est donc

V=Vielh,oVsoVedVidVs.

Le polynéme minimal de u est X*. Ses invariants de similitude sont (X*, X3 X3 X2 X X). Le nombre de blocs de
JORDAN de taille supérieure ou égale a i est égale a dim Ker u® — dim Ker u*~!. On en déduit que

dim Keru = 6,
dimKeru? =6+4 = 10,
dimKeru® =10+3 = 13,
dimKeru!=13+1 = 14=dimV.

Exercice C: (Réduite de JORDAN lorsque P, est connu)

1) Soit V' un espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme de V. On suppose que le polynome caracté-
ristique de u est +(X — 2)*(X + 3) et que le noyau de u — 21d est un plan.
Quelles sont les formes possibles de la réduite de JORDAN ?
Solution : Le nombre de blocs de JORDAN correspondant a la valeur propre 2 est 2 car le sous-espace propre est de dimension
2. Les formes possibles de JORDAN sont donc (a permutation pres des blocs sur la diagonale)
2 0 2 00
1 2 1 20
0 1 2

)

N
N O

2) Soit VV un espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme de V. On suppose que le polyndme caracté-
ristique de v est (X — 1)3(X + 1)? et que le noyau de u — Id est un plan.
Quelles sont les formes possibles de la réduite de JORDAN ?
Solution : Le nombre de blocs de JORDAN correspondant a la valeur propre 1 est 2 car le sous-espace propre est de dimension
2. Les formes possibles de JORDAN sont donc (a permutation pres des blocs sur la diagonale)
2 0 2 00
1 2 1 20
0 1 2

)

— N
N O



3) Soit VV un espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme de V. On suppose que le polyndme caracté-
ristique de u est (X + 1)4(X?2 — 1)? et que le noyau de u + Id est de dimension 3.

Quelles sont les formes possibles de la réduite de JORDAN ? Donner les invariants de similitude pour chacune.
Solution : La dimensionde V est 8. On a

V = Ker(u+1d)® @ Ker (u—1d)?.

La dimension de Ker (u + 1d)® est 6 et la dimension de Ker (u — 1d)? est 2 (polyndmes caractéristiques).
Le nombre de blocs de JORDAN correspondant a la valeur propre —1 est 3 car le sous-espace propre est de dimension 3.
Donc la réduite de JORDAN de u restreint au noyau de Ker (u + 1d)® est (a permutation prés des blocs sur la diagonale)

-1 -1

ou

Js =

Le nombre de blocs de JORDAN correspondant a la valeur propre 1 est 1 ou 2.
Donc Ia réduite de JORDAN de u restreint au noyau de ker (u — 1d)? est (a I'ordre prés)

2= ) )

Les invariants de similitude sont

— L@ Jy x4+ 1%z - 1), (z+1)*(z — 1), (x + 1)]
— L ®Js [(x+1)%(x —1)% (x +1)%, (x4 1)]

— L ®Jy (w4 1)2(x = 1), (x+1)%(x — 1), (x + 1)?]
— L@ Js [z +1)>*(z—1)% (@ +1)% (z +1)°]

— S @ Jy:[(@+ 1)z~ 1), (z+ D (@ - 1), (z + 1)]
— S @ Js 1 [z + D)z — 1) (@ + 1), (z + 1)]

Exercice D: (Matrice semblable a son double)
Soit A € M, (C).

1) Montrer que si A est semblable a 24 alors A est une matrice nilpotente.
Solution : Si A est semblable 224, il existe P € GL,,(K) tel que2A = P~'AP . Il s’ensuit que :

VkeN, 264k = (24)F
= (PlAP)
= plgkp.

L’application
¢ Mpy(K) = M,(K), A — P 'AP
est linéaire. II s’ensuit que si A¥ # 0, 2% est valeur propre de ¢. Or dimg M,,(K) = n
valeurs propres si bien que

2. et par conséquent ¢ a au plus n?

VkeN, k > n? = AF = 0;
ainsi A est nilpotente.
2) Montrer que pour tout £ € N, le bloc de JORDAN J, est semblable a 2.J.
Solution : On peut se donner une base (e, . . ., ex,) telle que
Vi<i<k-—1, Jye;, = ejy1etJyex = 0.

S’il existe P € GL(K) telle que 2J, = P~1J.P,

Vi<i<k-—1, 2PJye; = JiPe;
= 2P€i+1 = JiPe;.
Alors Pe; = 2e; convient et d’ailleurs également pour Pe;, = 2ey .



3) En déduire qu’une matrice est nilpotente si et seulement si elle est semblable a son double.
Solution : On a montré (cf. question 1),) que si une matrice est semblable a son double elle est nilpotente.
Réciproquement, si une matrice A est nilpotente son polynéme minimal est X¢ qui est scindé; si bien qu’elle admet (cf.
cours I1V.10.10,) une réduite de JORDAN. Chacun des blocs est (cf. question 2),) semblable a son double,; ce qui permet de
construire par bloc une matrice inversible P telle que 2A = P~1AP.

Exercice E : (Matrice semblable a sa transposée)
On va montrer que toute matrice A € M,,(C) est semblable a sa transposée.

1) Montrer qu’il suffit de vérifier le résultat pour les matrices avec une unique valeur propre.
Solution : Dans C[X] tous les polynémes sont scindés; si bien que le polynéme caractéristique P, o (resp. minimal Py )
de toute matrice A € M, (C) est scindé. I s’ensuit (cf. cours IV.10.10,) que toute matrice A € M,,(C) admet une réduite de

JORDAN

A0 0 0 O
1 X 0 0 0
1 N 0 0
0 0 0 1 N
J = :
Am 0 0 0 O
1 Ay 0 0 0
0 1 Ay 0 O
0 0 0 1
A 0O 0 ... 0 O
1 X 0 ... 0 0
Si on sait montrer que 0 1 M .. 0 0 egsemblable a sa transposée, on pourra construire par bloc une matrice
0 0 0 ... 1 X
inversible P telle que
A = P'AP.

On pourrait en fait se contenter de décomposer C™ en sous-espaces caracgtér’istique (cf. cours IV.3.2.)
La restriction de A a chacun des sous-espaces caractéristiques a une uniuge valeur propre.

2) Montrer qu’il suffit de vérifier le résultat pour les matrices nilpotentes.
Solution : Si A ne posséde qu’une valeur propre X\, la décomposition de DUNFORD (cf. cours IV.9.1,) de A s’écrit

A = M + N avec N nilpotente .

Or pour tout P inversible
P7INP = M = ')l

11 suffit donc de trouver P inversible telle que P"'NP = ' N.

3) Démontrer le résultat pour les matrices nilpotentes.
Solution : Si A est nilpotente elle est semblable a une réduite de JORDAN. On peut se ramener au cas d’un seul bloc de

0 0 0 ... 00
1 0 0 ... 0O

JORDAN J;, = 0 1.0 ... 0 0] 0Onaalorsune base (e1,...,ex) telle que
000 ... 10

V1<i<k-—1, Jye; = ejy1et Jyex, = 0.
La matrice P correspondant a I’endomorphisme e; — ej41_; (matrice anti-diagonale) est alors telle que

rPtnpP ="tJ,.



Exercice F :  On considére les endomorphismes v et v de C> dont les matrices dans la base canonique sont respective-
ment

8§ —=16 -9 2 2 =3
A= 7 =15 —9]etB := 5 1 =5
-7 16 10 -3 4 0

1) Montrerque Peyys = P = (X —1)3.

2) Montrer que I’ensemble des matrices M de M3(C) vérifiant (M — Id)?> = 0 est constitué de 3 classes de similitudes
dont on déterminera les réduites de JORDAN associées.

Solution : On raisonne sur le polynéme minimal Py, rr. Puisque (X — 1)3 est, par hypothése, un polynéme annulateur de
M

)

Prin m|(X = 1)3.

Puisque les facteurs irréductibles du polynéme caractéristique P.,ps de M sont ceux de Ppinar (cf. cours IV.11.11,) (cf.
Probleme n° II, exercice 1)
Pczu‘IW = (X - 3>3 .

1) (Pminmv = X —1)
alors M = 1d et sa classe est d’ailleur constituée du seul élément Id.

11) (PminM = (Xf 1)2)
Alors M est semblable a

1 1 0
0 1 0
0 0 1
iii) (Pminn = (X —1)%)
M est alors semblable a
1 1 0
0 1 1
0 0 1

3) Déterminer la réduite de JORDAN de u ainsi qu’une base de C3 dans laquelle la matrice de u est sa réduite de JORDAN.

4) Déterminer la réduite de JORDAN de v ainsi qu’une base de C? dans laquelle la matrice de v est sa réduite de JORDAN.

Exercice G : (Racine carrée)
Soit A € M,,(C). On appelle racine carrée de A, toute matrice M de M., (C) vérifiant M2 = A.

1) On suppose que A est diagonalisable. Montrer que A admet une racine carrée.
.
Solution : La matrice A est diagonalisable signifie que E = C" et somme directe E = P E; de telle sorte que E; est
i=1
stable sous A et qu’il existe \; ,1<i<, tel que
Ap, = Nldg, .

Or
Vi<i<r, du, € C, N\ :u?.

Définissons R par
V1 S ) S r, R‘E1 = /LiIdE

i)

qui définitbien R : E — FE puisque E = @ FE;. De plus on a bien évidemment R?> = A.
i=1

2) Dans cette question, on traite le cas ou A est nilpotente.

a) Soit B € M,,(C) une matrice nilpotente.

Déterminer le tableau de YOUNG associé a B? en fonction du tableau de YOUNG associé a B.

Solution : On renvoi au Probleme n° I, exercice C, question 7), pour les détails de la construction du tableau de YOUNG en
fonction de celui de B. On rappelle simplement que la 5™ colonne du tableau de B? est obtenue en « concaténant » la 2j — 1M
et Ia 25°™ colonne du tableau de B.



b) Etant donnée une matrice nilpotente A dont le tableau de YOUNG est

k%
k0 ok * k) ok
() e () (1)
*

trouver une matrice B telle que B2 = A.
Solution :

i) Si le tableau de YOUNG Y (A) de A est (: I) , il existe une base (e1, ea, e3, e4) telle que
Ae; = ey, Aeg = 0 Aes = eget Aey = 0.

Sion pose Be; = e3, nécessairement Bes B?e; = Ae; = ey. Il s’ensuit alors que Bes = B?e5 = Aes = ey4. Finalement
B€4 = B2€2 = A€2 = 0.

ii) Si
* *
Y(A) = [ = =],
*
la situation est celle de i) a ceci prés que la base se compléte en une base (e1, €2, ds, dy,ds) avec Aes = 0. Il suffit alors de
poser Bes = 0.
iii) Si

il existe une base (e1, ez, e3, €4, e5) telle que

A61 = 62,1462 = 63,1463 = 0,1464 = €5etA€5 =0.

si on pose :

Bei = ey
= Beys= B2€1 = A61 = €9
= Bey=B?4=Ades = ej
= Bes = 3262 = Aey = es3
= Bes= 3265 = A€5 = 0

ce qui définit bien B et satisfait a la condition que Aes = B?e3 = 0.

¢) En déduire que si A est une matrice nilpotente alors A admet une racine carrée si et seulement si le tableau de YOUNG
associé a A ne contient pas deux colonnes consécutives de méme longueur impaire. En particulier le bloc de JORDAN

000 ... 00
100 ... 00
010 0 0

n’a pas de racine carrée.

Solution : Pour une matrice nilpotante A, on notera d 4 ; la hauteur de la j®™ colonne dans son tableau de YOUNG qui
vaudra 0 pour j assez grand si on veut que cette suite soit définie sur N.

On rappelle (cf. Probléme n° II, exercice B, Probléme n° II, exercice E,) que

(daj),j e n estdécroissanteet ds; = dim Ker A7 — dim Ker A771 .

i) (A posséde une racine carrée)
tout d’abord si A est nilpotante et posséde une racine carrée B, il existee € N* tel que A°* = 0, ce qui entraine que B> = 0
et que, par conséquent, B est aussi nilpotente et qu’on peut donc lui appliquer le formalisme des tableaux de YOUNG (cf.
Probléme n° II, exercice C.)
On a vu (cf. a),) que
VjeN, dA_’j = dB,Qj—l + d372j.



Par conséquent
da; = daj+1 © dppoj—1 + dp2; = dp2j+1 + dBojt2 -
Or
dB2j+1 + dp2j+2 < 2dB,2j,
si bien que
dp2j—1 + dpp2j < 2dp2; = dpa2j—1 < dpyj.
Comme par ailleurs dp 2; < dp,2j—1
dpp2j—1 = dpy2; = daj; = 2dp2;;

si bien que d 4 ; est pair.

Si donc A admet une racine carrée, son tableau de YOUNG ne peut avoir de collones consécutives de hauteur impaire.

ii) (Réciproque)

%) (Réduction au cas d’un tableau de YOUNG de hauteur pair)

Si le tableau de YOUNG de A est de hauteur impaire, d 4 1 est impair. La condition que Y (A) n’a pas deux colonnes succes-
sives de méme hauteur impaire entraine ge da 2 < da,1. Ceci entraine que la d,4;71"é"7e ligne de Y (A) est de longueur 1 et donc
que A posséde un bloc de JORDAN J;. L’espace C se décompose donc en somme directe C" = D @& H, olt D est une droite,
D et H sont stables par A Ajp = 0 et Ay a pour tableau de YOUNG Y (A) privé de sa dernicre ligne.

Larestriction A|p de A de a D admet bien entendu une racine carrée 0, et si Ay en admet également une il en sra de méme
de A.

Reste a voir que le tableau privé de sa derniére ligne continue de satisfaire a la condition sur les colonnes. Or s’il a deux
colonnes de méme hauteur, il en était déja ainsi dans Y (A) ; sauf si le fait d’avoir « raccourci » la premiére colonne fait qu’elle
est désormais de méme hauteur que la deuxiéme. Mais alors cette hauteur qui vaut d4 1 — 1 est paire.

1) (Réduction a un tableau a 2 lignes)
On peut donc désormais supposer que la hauteur 2h du tableau de YOUNG Y (A) de A est paire. On peut alors écrire

2h
c" =Y E
i=1
ol E; est stable par A et tel que A|g, est cyclique nilpotent de rang r; qui est la longueur de la i®me ligne dans Y (A). Notons

H; 1<i<h = E2i_1 @© Ey .

Alors V1 < i < h, H; est stable par A et le tableau de YOUNG de A|Hi est un tableau a 2 lignes de longueurs respectives ra;_1
et ro;. La condition sur les colonnes de Y (A) entraine qu’alors

Toi—1 = T2, OUT2i—1 = T2; + 1.
Bien entendu si chacune des restrictions A|y, admet une racine carrée, il en sera de méme pour A.

1) (Tableau a deux lignes)
On peut donc désormais supposer que Y (A) a deux lignes de longueursr et s avecr = sour = s+ 1. Il convient alors
de généraliser I’argument donné en b).i) (resp. b).iii).)
On dispose en effet d’une base (e1, ..., €r,€r41,...,€rys) telle que

Vi<i<r—1,Vr+1<i<r+s—1, Ae; = €41, Ae, = 0et Ae,ys = 0.

Reste a constater que B définie par Be; = e,—; est uniquement déterminée dés I’instant ou1 I’on exige que B> = A.

3) Dans cette question, on traite le cas ou A est inversible.

a) Montrer que si B est une matrice nilpotente alors I 4+ B admet une racine carrée (ou / est la matrice identité.)
Indication : On pourra utiliser le développement en série entiere de x — +/1 + x au voisinage de 0.
Solution : Puisque I et B commutent, on peut par exemple constater que

1 1
(I—|—§B)2 = I+B+ZBQ

qui vaut I + B dés I'instant out B> = 0.
Reste a voir si on peut généraliser ce résultat de la maniére suivante : Pour toutd € N d > 2, existe-t-il un polyndéme
Ry € Cy4[X] tel que
R:-(1+X) = X%P, P c C[X].



d
Si on écrit R,, = E r X" on a nécessairement
k=0

Q= =

To
2TOT1

2
2rorg + 17

4

N

|

|
el

ce qui définit bien R,, par récurrence.
II s’ensuit que si B est nilpotent d’échelond, Rq(B)? = I + B.

b) En déduire que toute matrice inversible admet une racine carrée.
Solution : Une matrice A admet une racine carrée si et seulement si il en est de méme de tous ses conjugués P~1 AP,
P € GL,(C). On peut donc supposer que A est une réduite de JORDAN

Ai 0 0 0 O
m 1 XN 0 0 0
A = @ A; = 0 i 0 O

i=1
0 0 O 1 N\

Puisque A est inversible, aucun des \; n’est nul.
1
11 suffit désormais de montrer que chacun des A; admet une racine carrée. Or A; — \;I est nilpotante ainsi que B = x A;—1.

D’apres Ie point précédent,
1
R4(B)Y? = I+ B = )\—AZ— (cf. a).)

En choisissant un nombre complexe p; tel que p? = \;,

1
(niRa(B))? = M?;Ai = Ai.

4) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A admette une racine carrée.
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groupe abélien libre, 69, 81
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polynéme, 114, 117
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polynéme annulateur, 140
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polyndéme dérivé, 129
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p- 1

PPCM, 49

pré-ordre, 50
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primitif, TD n°® IV p. 2, DOC n° I p. 3

principal, 17, 51, 196

principe d’Euler-Poincaré, 169

produit, 9, 25, 28

produit cartésien, 25

produit de CAUCHY, Probleme n° II p. 9, Corrigé
du Probleme n® II p. 25

produit des, 61

projecteur, 41

projection sur le k™ facteur, 26

propriété universelle, 25

quaternions de Hamilton, 10
quotient, 31, 35, 40, 57, 122

récurrence, 61

réduction de Jordan, 160

réduction de FROBENIUS, 161, 168
réduction de JORDAN, 160

réduite de JORDAN, 160

rétractée, 44



rétraction, 44

regle de Leibnitz, 129

racine, 121

racine d’un polyndme, 121

rang, 71, 85

relation d’équivalence, 50

relation d’équivalence compatible, 32
reste, 57, 122

sans torsion, 79, 81, 140, 203

scindée, 44

scindage de la suite exacte, 44

se déduisent I’un de ’autre, 188

se factorise a travers, 37

section, 44

semblable, Examen du du 12 juin 2020 p. 1, Corrigé
de I’examen du 12 juin 2020 p. 1

similitude, Examen du du 12 juin 2020 p. 1, Corrigé
de I’examen du 12 juin 2020 p. 1

somme, 9, 18, 196, 198

somme directe, 18, 197, 198

sous- A-algebre, 194

sous-A-module, 194

sous-algebre engendrée, 196

sous-anneau, 14

sous-anneau engendré, 17

sous-espaces caractéristiques, 143

sous-groupe, 14, 41

sous-groupe engendré, 17

sous-jacent, 9, 11, 183, 185

sous-module, 41, 194

sous-module engendré, 196

spectre, 149

stabilité par combinaisons linéaires, 195

stathme euclidien, 57, 103

structure de A-module, 183

structure de groupe, 7

structure produit, 28

structure quotient, 35

structure d’anneau, 9

suite a valeurs dans A, 111

suite exacte, 40, 209

suite exacte courte, 40

suite exacte longue, 40

suites presque nulles, 114

supplémentaires, 18, 197

surjection canonique, 31

symétrique, 7

tableau de YOUNG, Probleme n° II p. 3, Examen du
6 mai 2019 p. 4, Corrigé du Probleme n°
IT p. 7, Corrigé de I’examen du 6 mai
2019 p. 8

théoreéme chinois des restes, 148

unité, 10

valeur propre, DOC n° V p. 1, 149

valuation, DOC n° I p. 3, Probléme n° II p. 10,
Corrigé du Probleme n° II p. 26, 131

valuation p-adique, 64, 135, 136

valuation p;-adique, 56

valuation X -adique, 114

vecteur cyclique, 147

vecteur primitif, Corrigé de 1’examen partiel du 3
mars 2020 p. 7, 239

vecteur propre, DOC n° V p. 1, 150
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Programme pour le partiel du 3 mars 2020

N.B. Les références renvoient au poly.
— 11 est indispensable de connaitre les constructions produit (cf. 1.7,) et quotient (cf. 1.8,) m&me si
on s’interdira absolument de considéré comme connues leurs généralisations au A-modules.
— Dans une moindre mesure la notion de suite exacte (cf.1.9.)
— 1l est indispensable de connaitre la définition d’anneau principal ainsi que les propriétés de ces
anneaux :
— Théoréme de BEZOUT (cf. 1.13.2.1,)
— lemme de GAUSS (cf.1.13.2.3,)
— lemme d’EUCLIDE (cf. 1.13.2.6,)
— Théoreme fondamental de I’ arithmétique (cf. 1.13.5)
— théoréme chinois des restes (cf. 1.13.4.)
On peut cependant si I’on veut s’en tenir a I’anneau Z.
— Concernant les groupes abéliens de type fini :
— La définition (cf. I1.3.2,) doit &tre parfaitement connue ainsi que les énoncés :
— 11.4.6,
— 11.6.4,
— II.10.5.
De manicere général le partiel porte sur le contenu du chapitre II du cours en sachant qu’on ne peut
se passer des outils exposés au chapitre I. On exclura cependant du programme du partiel le paragraphe
II.11 qui n’aura sans doute pas été complétement traité en cours.
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