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Avant-propos

On montre, au chapitre II, que les groupes abéliens sont essentiellement du genre Zr ou Z/nZ ou bien des
produits de ce type d’objets. On verra, au chapitre IV, qu’une matrice à coefficients dans un corps, dans les cas
les plus favorables, est semblable à une matrice composée de blocs de JORDAN :
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λ1 0 0 . . . 0 0
1 λ1 0 . . . 0 0
0 1 λ1 . . . 0 0
...

...
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...
...

...
0 0 0 . . . 1 λ1

0 . . . 0

0

λ2 0 0 . . . 0 0
1 λ2 0 . . . 0 0
0 1 λ2 . . . 0 0
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0 0 0 . . . 1 λ2
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0 0 . . .

λn 0 0 . . . 0 0
1 λn 0 . . . 0 0
0 1 λn . . . 0 0
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0 0 0 . . . 1 λn
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Même s’il n’est pas toujours possible d’obtenir une telle réduite de JORDAN, une matrice quelconque sera, en
revanche, toujours semblable à une matrice diagonale par blocs, dont les blocs diagonaux sont des matrices
compagnons :
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SMCa1,d1 0 . . . 0

0

0 0 . . . 0 0 −a2,0
1 0 . . . 0 0 −a2,1
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 −a2,d2−2

0 0 . . . 0 1 −a2,d2−1

. . . 0

...
...

...
...

0 0 . . .

0 0 . . . 0 0 −ar,0
1 0 . . . 0 0 −ar,1
...

...
...

...
...
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0 0 . . . 1 0 −ar,dr−2

0 0 . . . 0 1 −ar,dr−1
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On constate que, même si les questions paraissent, au premier abord tout du moins, assez dissemblables,
dans l’un et l’autre cas, celui des groupes abéliens et celui des matrices, on cherche à « décomposer« l’objet
de départ en objets élémentaires puis à assurer que deux objets possédant la même décomposition sont en fait
« identiques ».
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Il conviendra bien évidemment de préciser ce que sont ces « décompositions » et ce que signifie être « iden-
tique« qui peut être précisé en « isomorphe« mais ne sera tout à fait précis que lorsqu’on aura bien spécifié de
quel isomorphisme on veut parler.

La ressemblance entre les deux démarches évoquées ci-dessus n’est ni fortuite ni complètement formelle.
Nous verrons en effet que les résultats les plus précis qu’on peut obtenir concernant les groupes abéliens sont
en fait conséquences du théorème de structure (théorème II.10.5 ;) tandis que ceux concernant les matrices
proviennent du théorème de réduction de FROBENIUS (théorème IV.11.5.) On pourra alors se convaincre que
ces deux résultats sont des avatars du théorème B.6.13, de structure des modules de torsion sur un anneau
principal.

On pourait donc tout à fait introduire le formalisme général, à savoir celui des A-modules et faire découler
les résultats qu’on veut obtenir de résultats généraux sur ces objets. Cependant on préfère laisser découvrir de
telles formulations générales après avoir étudié en détail les cas particuliers ; sans compter que les preuves des
résultats généraux, exposés au paragraphe B.6 par exemple, nécéssitent l’usage d’outils plus techniques que
dans les cas particuliers des paragraphes II.10 et IV.11. Le formalisme des A-modules cependant développé à
l’appendice A, n’est en aucun cas un prérequis à la compréhension des résultats de ce cours, mais doit davantage
apparaître comme une synthèse des énoncés précédents. En particulier il est recommandé d’étudier l’appendice
A après avoir compris comment les constructions données dans les paragraphes I.6 et IV.1 se formalisent dans
le cadre plus général de la théorie des A-modules.

Dans cette perspective, on trouvera nombre de titres de paragraphes prenant, par exemple, la forme :

« I.1 Structures de groupe, d’anneau . . . (cf.
A.1) »

signifiant que le paragraphe A.1 peut être lu en parallèle avec le paragraphe I.1.

De la même manière :

« Théorème II.10.5 (cf.
IV.11.5, B.6.13) »

signifie que ces trois énoncés sont de même nature.
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I . −Groupes, anneaux, quelques constructions

I.0 . −Introduction

Ce chapitre (I,) pourra sembler être essentiellement constitué de révisions, ce qui est d’ailleurs le cas. on
recommande néanmoins de porter une attention particulière aux paragraphes I.7, I.8 et I.9 qui introduisent à un
formalisme dont il est très utile de disposer dans la suite. les notions de quotients et leur propriétés universelles
en particulier sont indispensables à nombre de constructions ultérieures.

on a placé ci-après (I.0.1, I.0.2) les définitions de magma et de leur morphismes à seule fin de pouvoir y
référer librement dans la suite, sans que ces objets n’aient un véritable intérêt en eux-mêmes eu égard au peu
de résultats qu’on peut obtenir avec aussi peu de structure. Bien entendu les structures algébriques qui seront
étudiées en détails au long de ce cours sont celles de groupes et d’anneaux exposées dans le paragraphe I.1 et
suivants.

Les notations données en I.0.3 sont autant de conventions commodes utilisées dans tout ce texte.

I.0.1 . −Magma

Définition I.0.1.1 (Loi de composition) Pour un ensembleM on appelle loi de composition (ou loi de compo-

sition interne ou loi interne) ∗ sur M une application

∗ : M ×M → M .

Le couple (M, ∗) est appelé magma.

Définition I.0.1.2 (Associativité) On dit qu’une loi de composition ∗ sur un ensemble M est associative si

∀x ∈M, ∀y ∈M, ∀z ∈M, ((x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)) .

On peut alors parler pour (M, ∗) de magma associatif .

Définition I.0.1.3 (Éléments particuliers) Soit (M, ∗) un ensemble muni d’une loi de composition associative
(magma associatif)

i) (Élément neutre)
Un élément neutre pour (M, ∗) est un élément ǫ ∈ M tel que

∀x ∈M, (x ∗ ǫ = ǫ ∗ x = x) .

ii) (Symétrique)
Si M possède un élément neutre ǫ on dit qu’un élément x ∈ M possède un symétrique pour la loi ∗ s’il

existe y ∈ M tel que
x ∗ y = y ∗ x = ǫ .

Remarque I.0.1.4 Dans la suite on ne considérera que des magmas associatifs dans la mesure où ce seront les
seuls que nous rencontrerons. Il se peut que certains énoncés puissent être formulés sans cette hypothèse mais
nous ne cherchons pas le plus grand degré de généralité possible mais une présentation que nous espérons la
plus claire et la plus lisible ainsi que la moins répétitive.

Proposition I.0.1.5 (Propriétés) Soient (M, ∗) un magma associatif.

i) Si ǫ et ǫ′ sont des éléments neutres de (M, ∗) alors ǫ = ǫ′.
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ii) Si (M, ∗) possède un élément neutre et si y et z éléments deM sont des symétriques pour x ∈ M, y = z.

Remarque I.0.1.6 On pourra donc parler de L’élément neutre d’un magma lorsqu’il en possède un et du sy-
métrique d’un élément lorsqu’il en possède un.

Exemple I.0.1.7 Si X est un ensemble l’ensemble M des applications de X dans lui-même est un magma
associatif pour la loi ◦ de composition des applications. Il possède un élément neutre IdX . En revanche un
élément f : X → X de M n’a pas de symétrique en général puisque f n’est pas bijective en général. La loi
◦ n’est en général pas commutative non plus.

Définition I.0.1.8 (Commutativité) On dit qu’une loi de composition ∗ sur un ensemble M est commutative

si
∀x ∈M, ∀y ∈M, (x ∗ y = y ∗ x) .

I.0.2 . −morphisme

Définition I.0.2.1 (Morphisme homomorphisme) Étant donnés deux magmas

(M, ∗) et (N, ·)

on dit qu’une application f : M → N est un morphisme ou homomorphisme de (M, ∗) dans (N, ·) si

∀x ∈M, ∀y ∈M, (f(x ∗ y) = f(x) · f(y)) .

Lemme I.0.2.2 i) Pour tout magma (M, ∗) l’identité IdM est un morphisme du magma M dans lui-même.

ii) Pour (M, ∗M ), (N, ∗N ) et (P, ∗P ) des magmas, f : M → N et g : N → P des morphismes, le com-
posé g ◦ f est un morphisme.

Définition I.0.2.3 Étant donnés deux magmas (M, ∗) et (N, ·), un morphisme f : M → N est un isomor-

phisme s’il existe un morphisme g : N → M tel que

g ◦ f = IdM et f ◦ g = IdN .

On notera Isom(M,N) l’ensemble des isomorphismes de (M, ∗) dans (N, ·).

Proposition I.0.2.4 Étant donnés deux magmas (M, ∗) et (N, ·), une application f : M → N est un isomor-
phisme si et seulement si c’est un morphisme bijectif.

Preuve : Si f est un isomorphisme, c’est par définition un morphisme qui est bijectif puisque possédant une
application réciproque.

Réciproquement si f : M → N est une application bijective, il existe une application

g : N → M telle que g ◦ f = IdM et f ◦ g = IdN .

Alors :
∀(u, v) ∈ N ×N, g(u · v) = g

[
f [g(u)] · f [g(v)]

]

= g
[
f [g(u) ∗ g(v)]

]

= g(u) ∗ g(v) .
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Définition I.0.2.5 Soit (M, ∗) un magma.

i) (Enndomorphismes)
Un morphisme f : M → M de M dans lui-même est appelé endomorphisme. On note End(M) l’en-

semble des endomorphismes de M.

ii) (Automorphisme)
Un morphisme f : M → M est un automorphisme si c’est à la fois un isomorphisme et un endomor-

phisme. Il revient au même, grâce à la proposition I.0.2.4, de dire que f est un endomorphisme bijectif. On note
Aut(M) l’ensemble des automorphismes de M.

Exemple I.0.2.6 Pour un magma M, l’identité IdM est un automorphisme de M.

Proposition I.0.2.7 Soient (M, ∗) un magma, E un ensemble et ME l’ensemble des applications de E dans
M. Pour tout (f, g) ∈ ME × ME, on définit f ∗ME g ∈ ME de la manière suivante : Pour tout x ∈ E,

f ∗ME g(x) := f(x) ∗ g(x) .

i) (ME , ∗ME ) est un magma c’est-à-dire que ∗ME est une loi de composition interne sur ME .

ii) La loi ∗ME est la seule loi sur l’ensemble ME telle que, pour tout x ∈ E, l’application

ME → M , f 7→ f(x)

soit un morphisme.

iii) Le magma (ME , ∗ME ) est associatif dès que (M, ∗) l’est.

iv) Le magma (ME , ∗ME ) est commutatif dès que (M, ∗) l’est.

v) Si (M, ∗) possède un élément neutre ǫ, l’application

ǫME : E → M , x 7→ ǫ

est l’élément neutre de ME .

Notation I.0.3 i) (Triangle/carré commutatif)
On dit que

X

f



y ց g

Y
h−−−−→ Z




resp.

X
f−−−−→ Y

g



y



y h

Z
i−−−−→ T






est un triangle (resp ; un carré) commutatif si X, Y, Z et T sont des ensembles f, g, h, i des applications dont
la sources et le but sont évidemment donnés par le sens des flèches et que

g = h ◦ f%(resp. i ◦ g = h ◦ f .)
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ii) (Diagramme commutatif)
Un diagramme plus élaboré sera dit commutatif si tous les triangles et carrés le constituant le sont. Par

exemple, dire que le diagramme

X
f−−−−→X

g



y



y h ց i

Z
j−−−−→ T

k−−−−→ U

est commutatif signifie que
k ◦ h = i , h ◦ f = j ◦ g

ce qui entraîne en particulier que
i ◦ f = k ◦ j ◦ g .

Autrement dit encore, en termes de graphes, si deux parcours sont possibles d’un sommet à un autre, il sont
équivalents au sens ou les composées des applications que l’ont trouve le long de l’un et l’autre parcours sont
les mêmes.

iii) Bien entendu les ensembles en jeu peuvent bénéficier de structures supplémentaires (groupes I.1.1, anneaux
I.1.6, modules A.1.1 . . . ) auquel cas les applications en jeu sont des morphismes (de groupes I.2.1, anneaux
I.2.4, modules A.2.1 . . . .)

I.1 . −Structures de groupe, d’anneau . . . (cf. A.1)

Définition I.1.1 (Groupe) Un groupe est un couple (G, ∗) (le plus souvent simplement noté G, ) où G est un
ensemble et ∗ : G×G → G est une application appelée loi de composition vérifiant :

Gr1) Pour tout triplet (x, y, z) d’éléments de G,

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) ,

on dit que la loi interne ∗ est associative.

Gr2) Il existe un élément e ∈ G appelé élément neutre de G tel que, pour tout x ∈ G, x ∗ e = e ∗ x = x.

Gr3) Pour tout élément x ∈ G, il existe un élément x′ ∈ G appelé symétrique de x et tel que x∗x′ = x′∗x =
e.

Il revient au même de dire que (G, ∗) est un magma associatif possédant un élément neutre et dans lequel
tout élément possède un symétrique au sens des définitions du paragraphe I.0.1.

Les formulations « (G, ∗) est un groupe » ou « ∗ munit G d’une structure de groupe » sont synonymes.

Exemple I.1.2 a) L’axiome I.1.1.Gr2) entraîne qu’il n’existe aucune structure de groupe sur l’ensemble vide
∅. Un groupe est donc un ensemble possédant au moins 1 élément.

b) On peut définir une unique loi de composition qui donne à l’ensemble {∅} à un élément une structure de
groupe :

∅ ∗ ∅ := ∅ .
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c) (Le groupe S(X))
Un des premiers groupes qu’on peut introduire, au sens où sa définition ne nécessite guère plus que les

premiers axiomes de la théorie des ensembles, est le groupe S(E) des bijections d’un ensemble E muni de la
loi ◦. C’est une partie du magma considéré dans l’exemple I.0.1.7, et précisément celle constituée des éléments
qui ont un symétrique. Pour ne nécessiter que très peu de matériel pour être défini, ce groupe n’est cependant
pas le plus aisé à étudier.

d) Si K est un corps et E un K-espace vectoriel, l’ensemble GL(E) des applications linéaires bijectives de E
dans lui-même (endomorphismes) est un groupe pour la loi de composition ◦. SiE est de dimension finie n, une
base de E étant fixée, cette dernière définit un isomorphisme de K-espace vectoriel E ∼= Kn qui définit lui-
même un isomorphisme de GL(E) sur le groupe GLn(K) des matrices carrées n× n inversibles à coefficients
dans K.

Définition I.1.3 Étant donné un groupe (G, ∗), si pour tout couple (x, y) d’éléments de G, x ∗ y = y ∗ x, on
dira que G est abélien ou commutatif .

Dans ce cas on notera usuellement + la loi interne et 0 l’élément neutre en référence au groupe abélien
(Z,+) .

Un groupe n’étant rien de plus (ni de moins d’ailleurs) qu’un magma associatif possédant un élément neutre
et dans lequel tout élément possède un symétrique, la proposition I.0.1.5 vaut encore ici mutatis mutandis.

Proposition I.1.4 (Propriétés) Soient (G, ∗) un grouepe.

i) Si ǫ et ǫ′ sont des éléments neutres de (G, ∗) alors ǫ = ǫ′.

ii) Si y et z éléments de E sont des symétriques pour x ∈ E, y = z.

Remarque I.1.5 On pourra donc parler de L’élément neutre d’un groupe et du symétrique d’un élément dans
un groupe.

L’élément neutre est souvent noté 1 et même 0 dans le cas des groupes abéliens par analogie avec le groupe
(Z,+). Le symétrique d’un élément x est usuellement noté x−1 et appelé inverse de x, voire −x dans le cas
d’un groupe abélien et appelé alors opposé de x.

Définition I.1.6 (Anneau) Un anneau est un triplet (A,+, ∗) (le plus souvent noté A, ) tel que :

Ann1) (A,+) est un groupe abélien (cf. I.1.3 ;)

et la loi ∗ : A×A → A vérifie :

Ann2) pour tout triplet (x, y, z) d’éléments de A,

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z ,

(la loi ∗ est associative) ;

Ann3) il existe un élément 1A de A, appelé élément neutre de (A, ∗), (souvent noté 1 lorsque le contexte est
clair) tel que, pour tout x ∈ A,

1A ∗ x = x ∗ 1A = x ;

(on supposera toujours que 1A 6= 0A où 0A est l’élément neutre pour la loi + ; )
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Ann4) pour tout triplet (x, y, z) d’éléments de A,

x ∗ (y + z) = x ∗ y + x ∗ z, et (x+ y) ∗ z = x ∗ z + y ∗ z ,
(la loi ∗ est distributive par rapport à la loi +.)

On dira aussi que les lois + et ∗ donnent à l’ensemble A une structure d’anneau.
La loi + est usuellement appelée addition et la loi ∗ multiplication, par analogie avec l’anneau “modèle”

(Z,+, ∗). Pour tout couple (x, y) d’éléments deA, on appellera x+ y et x ∗ y respectivement somme et produit

de x et y.
On remarque que pour tout x ∈ A,

0A ∗ x = x ∗ 0A = 0A .

On dit que 0A est un élément absorbant.
Il est usuel de désigner le groupe abélien (A,+) sous le terme de groupe abélien sous-jacent à l’anneau A.

Remarque I.1.7 On aurait pu formuler les axiomes I.1.6.Ann2) et I.1.6.Ann3) en disant que (A, ∗) est un
magma associatif possédant un élément neutre (cf. I.0.1.)

Définition I.1.8 (Anneau commutatif) Étant donné un anneau (A,+, ∗), si

∀(x, y) ∈ A×A, x ∗ y = y ∗ x
on dira que la loi ∗ est commutative ou encore que l’anneau (A,+, ∗) est un anneau commutatif.

Exemple I.1.9 a) L’ensemble Z des entiers relatifs muni de ses opérations + et ∗ est un anneau commutatif.

b) La relation ∼n de congruence modulo n est compatible à la multiplication i.e. pour tout (a, b) ∈ Z × Z,
et (a′, b′) ∈ Z× Z, si

a ∼n a′ et b ∼n b′ ,

alors
ab ∼n a′b′ .

Ce qui permet de définir une multiplication ∗Z/nZ sur l’ensemble Z/nZ des classes modulo n par :

a ∗Z/nZ b = a ∗ b .
Le triplet (Z/nZ,+Z/nZ, ∗Z/nZ), le plus souvent noté Z/nZ, est un anneau commutatif.

(Z/nZ, ∗) n’est jamais un groupe.

c) On dira qu’une fonction f : R → R est à support compact, s’il existe un intervalle [a; b] ⊂ R (i.e.un sous
ensemble compact de R, ) tel que pour tout x /∈ [a; b], f(x) = 0. L’ensemble C des fonctions continues à
support compact, muni de l’addition :

+ : C × C → C
(f, g) 7→ f + g | (f + g)(x) := f(x) + g(x) ∀x ∈ R, ;

et de la multiplication :

∗ : C × C → C
(f, g) 7→ f ∗ g | (f ∗ g)(x) := f(x) ∗ g(x) ∀x ∈ R, ;

n’est pas un anneau au sens de la définition I.1.6. En effet, C ne possède pas d’élément neutre pour la multipli-
cation ∗ et ne vérifie donc pas l’axiome I.1.6.Ann3).

Dans la suite de ce cours, nous n’aurons pas à considérer de tels objets, ce qui nous a incité à donner une
définition d’anneau plus restrictive à laquelle satisferont tous les objets de notre étude. Les anneaux que nous
considérerons sont parfois appelés anneaux unifères.
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Les propositions I.0.1.5 et I.1.4 s’étendent encore au cas des anneaux. On peut en effet remarquer qu’un
anneau est un magma à la fois pour sa loi d’addition + ainsi que pour sa loi de multiplication ∗ si bien que :

Proposition I.1.10 (Propriétés) Soient (A,+, ∗) un Anneau. Le couple (A,+) est en particulier un groupe
abélien si bien que :

i) L’élément neutre 0A pour la loi + est unique.

ii) Tout élément de A possède un unique opposé pour la loi +.

iii) L’élément neutre 1A pour la loi ∗ est unique.

iv) Un élément de A possède au plus un symétrique pour la loi ∗ qu’on appellera inverse.

Définition I.1.11 (Élément inversible) Tous les éléments d’un anneau A différents de 0A ne possédant pas
nécessairement un inverse pour la loi ∗, on noteraA× l’ensemble des éléments de A inversibles pour ∗ i.e. ceux
qui possèdent un inverse. On appelle parfois également unité un élément de A×.

Proposition I.1.12 Si A est un anneau (resp. un anneau commutatif) (A×, ∗) est un groupe (resp. un groupe
abélien.)

Exemple I.1.13 a) Le groupe (Z×, ∗) des inversibles de Z est ({−1, 1}, ∗) qui est isomorphe au groupe abé-
lien Z/2Z.

b) Pour un K-espace vectoriel V l’ensemble End(V ) des endomorphismes de V est un anneau dont le groupe
des inversibles End(V )

× est le groupe linéaire GL(V ).

Définition I.1.14 (Anneau intègre) Si (A,+, ∗) est un anneau tel que

∀x ∈ A, ∀y ∈ A, (x ∗ y = 0 ⇒ x = 0 ∨ y = 0),

on dit que A est un anneau intègre.

Exemple I.1.15 Les anneaux Z et K[X ] (cf. III.2.5.i),) sont intègres.

Définition I.1.16 (Corps) Un anneau commutatif (A,+, ∗) est un corps si tous les éléments de A différents de
0A possèdent un inverse pour la loi ∗ ; i.e. A× = A \ {0A}.

Remarque I.1.17 Un corps est un anneau intègre mais la réciproque est fausse. En effet l’anneau (Z,+, ∗) est
intègre mais n’est pas un corps.

Exemple I.1.18 Les ensembles Q, R, C munis de leurs lois usuelles sont des corps commutatifs ainsi que
Fp := Z/pZ pour p premier ; en revanche le corps des quaternions de Hamilton n’est pas commutatif.

10
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I.2 . −Morphismes (cf. A.2)

Définition I.2.1 (Morphisme de groupes) Étant donnés des groupes

(G, ∗) et (H, ·),

un morphisme de groupes (ou homomorphisme de groupes) est une application f : G → H telle que pour
tout couple (x, y) d’éléments de G,

f(x ∗ y) = f(x) · f(y) .
On notera HomGr(G,H) (ou simplement Hom(G,H) si le contexte ne prête pas à confusion) l’ensemble

des morphismes de G dans H. On verra également au paragraphe I.6 que la notation HomZ(G,H) est tout à
fait naturelle.

Remarque I.2.2 On constate que dans la définition ci-dessus aucune condition supplémentaire n’est exigée par
rapport à un morphisme de magma (cf. I.0.2.1.)

Proposition I.2.3 (Propriétés des morphismes) de groupes Étant donné un morphisme de groupe

f : (G, ∗) → (H, ·) avec eG(resp. eH) l’élément neutre de G(resp. H :)

i) f(eG) = eH ;

ii) pour tout x ∈ G, si y ∈ G est son symétrique, f(y) est le symétrique de f(x) dans H.

Définition I.2.4 (Morphisme d’anneaux) Une application

f : (A,+A, ∗A) → (B,+B, ∗B)

est un morphisme (homomorphisme) d’anneaux (ou simplement morphisme si le contexte ne prête pas à confu-
sion,) si :

Ann5) f : (A,+A) → (B,+B) est un morphisme de groupes (cf. I.2.1.)

Ann6) Pour tout couple (x, y) d’éléments de A,

f(x ∗A y) = f(x) ∗B f(y) .

Ann7) f(1A) = 1B.

Cela revient à dire que f est un morphisme à la fois pour les magma (A,+) et (B,+) (cf. Ann5),) ainsi que
pour les magma (A, ∗) et (B, ∗) (cf. Ann6).) Néanmoins on ajoute la condition Ann7) dont on verra l’importance
dans la suite.

On parlera, ici encore, du morphisme de groupe sous-jacent à f.

Lemme I.2.5 ( (cf. A.2.3)) i) Étant donné un ensembleX, si (X,+) est un groupe (resp. (X+, ∗) un anneau)
l’identité IdX de X et un morphisme de groupes (resp. d’anneaux.)

11
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ii) Soient
X

f−−−−→ Y
g−−−−→ Z

des applications (où X, Y et Z sont des ensembles) si (X,+), (Y,+) et (Z,+) sont des groupes, f et g
des morphismes de groupes (resp. (X,+, ∗) (Y,+, ∗) et (Z,+, ∗) sont des anneaux, f et g des morphismes
d’anneaux,) g ◦ f est un morphisme de groupes (resp. d’anneaux.)

Définition I.2.6 (Isomorphisme (cf. A.2.4)) Soit f : X → Y une application (où X et Y sont des ensem-
bles,) si (X,+) et (Y,+) sont des groupes (resp. (X,+, ∗) et (Y,+, ∗) des anneaux,) f est un isomorphisme de
groupes (resp. d’anneaux,) s’il existe un morphisme de groupes (resp. d’anneaux,)

g : Y → X tel que g ◦ f = IdX et f ◦ g = IdY .

On notera
IsomGr(X,Y )(resp. IsomAnn(X,Y ) ) ou simplement Isom(X,Y )

si le contexte ne prête pas à confusion, l’ensemble des isomorphismes de groupes (resp. d’anneaux) de X dans
Y.

Proposition I.2.7 (Morphisme bijectif (cf. A.2.5)) Étant donnée une application

f : X → Y (où X et Y sont des ensembles,)

si (X,+) et (Y,+) sont des groupes (resp. (X,+, ∗) et (Y,+, ∗) des anneaux,) f est un isomorphisme de
groupes (resp. d’anneaux,) si et seulement si f est un morphisme de groupe (resp. d’anneaux,) bijectif.

Preuve : Si f est un isomorphisme c’est une application bijective puisque possédant une application réci-
proque.

Réciproquement si f est un morphisme bijectif (de groupes (resp. d’anneaux,)) c’est en particulier un mor-
phisme du magma (X,+) dans le magma (Y,+) (resp. et du magma (X, ∗) dans le magma (Y, ∗).) Il découle
alors de la proposition I.0.2.4 qu’il existe une application réciproque

g : Y → X telle que
∀(u, v) ∈ Y × Y, g(u+ v) = g(u) + g(v)
(resp. g(u+ v) = g(u) + g(v) et g(u ∗ v) = g(u) ∗ g(v) .)

Dans le cas où f : (X,+, ∗) → (Y,+, ∗) est un morphisme d’anneaux reste uniquement à vérifier que
g satisfait bien à l’axiome I.2.4.Ann7) à savoir g(1Y ) = 1X . Or f est un morphisme d’anneaux et g son
application réciproque, si bien que f(1X) = 1Y et g ◦ f = IdX . Il s’ensuit que

1X = g(f(1X)) = g(1Y ) .

Définition I.2.8 (Endomorphisme/Automorphisme (cf. A.2.6)) Étant donné

un groupe (X,+) (mathresp un anneau (X,+, ∗), )

i) On appelle endomorphisme de X un morphisme de groupes (resp. d’anneaux) de (X,+) (resp. (X,+, ∗))
dans lui-même et on note

EndGr(X) (resp. .EndAnn(X) ) ou simplement End(X) si le contexte ne prête pas à confusion

l’ensemble des endomorphismes de X.

12
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ii) On appelle automorphisme deX un isomorphisme de groupes (resp. d’anneaux) de (X,+) (resp. (X,+, ∗))
dans lui-même et on note

AutGr(X) (resp. .AutAnn(X) ) ou simplement Aut(X)si le contexte ne prête pas à confusion

l’ensemble des automorphismes de X. Un automorphisme est donc un morphisme qui est à la fois un endo-
morphisme et un isomorphisme. À noter qu’en vertu de la proposition I.2.7, une application f : X → X
est un automorphisme de groupe (resp. d’anneau) si et seulement si c’est un endomorphisme de groupe (resp.
d’anneau) bijectif.

Exemple I.2.9 a) Pour (X,+) un groupe (resp. (X,+, ∗)) un anneau, IdX est un automorphisme.

b) On a construit, pour tout n ∈ N, n > 1, un isomorphisme de groupes

AutGr((Z/nZ,+)) ∼= (Z/nZ,+, ∗)× donné par : τ 7→ τ(1) .

Lemme I.2.10 i) Pour tout morphisme d’anneaux MorfAB, la restriction f× := f|A× de f à A× est un
morphisme de groupes à valeurs dans B×.

ii) Pour tout anneau A,
IdA

× = IdA× .

iii) Pour tous morphismes d’anneaux f : A → B et g : B → C,

(g ◦ f)× = g× ◦ f× .

iv) Pour tout isomorphisme d’anneaux f : A → B d’isomorphisme réciproque g : B → A,

f× : (A×, ∗) → (B×, ∗)

est un isomorphisme de groupes d’isomorphisme réciproque g×.

13
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I.3 . −Sous-groupes, sous-anneaux, idéaux (cf. A.3)

Définition I.3.1 (Sous-groupe) Une partie H d’un groupe (G, ∗) est un sous-groupe si la restriction de ∗ à
H ×H donne à H une structure de groupe.

Exemple I.3.2 Étant donné un groupe (G, ∗) d’élément neutre ǫ, les ensembles {ǫ} et G lui-même sont des
sous-groupes de G.

Définition I.3.3 (Sous-annau) Étant donné un anneau (A,+, ∗) un sous-anneau de A est une partie B de A
telle que 1A ∈ B et les restrictions respectives des lois + et ∗ à B donnent à B une structure d’anneau.

En particulier (B,+) est alors un sous-groupe de (A,+).

Remarque I.3.4 i) Notons que l’axiome I.1.6.Ann1) a en particulier pour conséquence que (B,+) est un
sous-groupe de (A,+) ; ce qui entraîne, en particulier, que l’élément neutre 0A de (A,+) est aussi l’élément
neutre de (B,+) et que l’opposé d’un élément x ∈ B est son opposé dans A.

ii) Notons que la condition 1A ∈ B, entraîne que 1A est l’élément neutre pour la loi ∗ sur B et que tout
inversible dans B est inversible dans A et que son inverse dans B est encore son inverse dans A. Il s’ensuit que
(B×, ∗) est alors un sous-groupe de (A×, ∗).

iii) La condition 1A ∈ B est automatiquement satisfaite dans le cas où A est intègre. En revanche si l’on
considère un anneau R quelconque (même intègre) et A := R×R muni des lois

(x, y) +A (z, t) := (x +R z, y +R t) et (x, y) ∗A (z, t) := (x ∗R z, y ∗R t),

(ce qu’on appelle la structure produit,) La partie

B := {(x, 0), x ∈ R}

est une partie qui est un sous-groupe pour la loi +A un sous-magma pour la loi ∗A. B est même un anneau
isomorphe à R dont l’élément neutre est 1B = (1R, 0) différent de lélément neutre 1A = (1R, 1R) de A. On
ne dira pas dans ce cas que B est un sous-anneau de A.

La condition 1A ∈ B est à rapprocher de la condition I.2.4.Ann7) et donne sa cohérence à un énoncé
comme la proposition I.3.10.c).

Définition I.3.5 (Idéal) Étant donné un anneau commutatif (A,+, ∗), une partie I ⊂ A de A est un idéal si
I est un sous-groupe de (A,+) tel que

∀(a, x) ∈ A× I, a ∗ x ∈ I .

Exemple I.3.6 a) Les sous-ensembles {0}, et A de A sont des idéaux de A. Ce sont les seuls idéaux de A si
A est un corps.

b) Pour tout a ∈ A, le sous-ensemble

aA := {a ∗ b , b ∈ A}

est un idéal de A.

c) Les idéaux de l’anneau (Z,+, ∗) sont exactement les sous-groupes du groupe (Z,+) c’est-à-dire les sous-
ensemble de Z de la forme dZ avec d ∈ Z.

14
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Définition I.3.7 (Idéal stricte/propre) Un idéal I ⊂ A, est un idéal strict ou un idéal propre si I 6= A .

Définition I.3.8 Un idéal p ⊂ A est premier si p 6= A (i.e. p est un idéal propre) et

∀(a, b) ∈ A×A, a ∗ b ∈ p ⇒ a ∈ p ∨ b ∈ p .

Code :

Proposition I.3.9 (Caractérisation des sous-groupes (cf. A.3.6)) Étant donnés un groupe (G, ∗) et H ⊂ G
une partie de G, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) H est un sous-groupe au sens de la définition I.3.1.

b) H est non vide et pour tout couple (x, y) d’éléments de H, x ∗ y−1 ∈ H.

c) H est non vide, pour tout couple (x, y) d’éléments de H, x ∗ y ∈ H et pour tout x ∈ H, x−1 ∈ H.

d) La restriction
IdG|H : H → G

de l’identité IdG à H est un morphisme de groupes. Ceci signifie implicitement que H possède une structure
de groupe.

Proposition I.3.10 (Caractérisation des sous-anneaux) Étant donnés un anneau

(A,+, ∗) et B ⊂ A

une partie de A, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) B est un sous-anneau au sens de la définition I.3.3.

b) B est non vide, 1A ∈ B, et pour tout couple (x, y) d’éléments de B,

y − x ∈ B et x ∗ y ∈ B .

c) La restriction
IdA|B : B → A

de l’identité IdA à B est un morphisme d’anneaux. Ceci signifie implicitement que B possède une structure
d’anneau.

Proposition I.3.11 (Caractérisation des idéaux) Une partie I d’un anneau commutatif (A,+, ∗) est un idéal
de a si et seulement si I 6= ∅ et

∀(x, y) ∈ I× I, ∀(a, b) ∈ A×A, a ∗ x+ b ∗ y ∈ I .

Proposition I.3.12 (Le « treillis » des sous-groupes (resp. idéaux) (cf. A.3.9)) Soit

(X,+) un groupe (resp. (X,+, ∗) un anneau , )(resp. (X,+, ∗) un anneau commutatif .)

i) (Intersection)
Pour tout ensemble Y de sous-groupes (resp. de sous-anneaux) (resp. d’idéaux) de X,

⋂

Y
Y est un sous-

groupe (resp. un idéal de X.)
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ii) (Réunion)
Pour Y et Z deux sous-groupes (resp. deux sous-anneaux) (resp. deux idéaux) de X, Y ∪ Z est un sous-

groupe (resp. un sous-anneau) (resp. un idéal) si et seulement si

Y ⊂ Z ou Z ⊂ Y .

iii) (Union filtrante)
Étant donnée une suite

(
Yn
)
,n∈N de sous-groupes (resp. de sous-anneaux) (resp. d’idéaux) de X, telle que

∀(p, q) ∈ N× N, ∃r ∈ N, Yp ⊂ Yr et Yq ⊂ Yr

alors
⋂

n∈N

Yn est un sous-groupe ((resp. un sous-anneau) (resp. un idéal) de X. C’est en particulier le cas si la

suite
(
Yn
)
,n∈N, est croissante pour l’inclusion.
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I.4 . −Intersection, somme, engendrement (cf. A.4)

Corollaire I.4.1 (de la proposition I.3.12 (cf. A.4.1)) Étant donné

un groupe (X,+),

(resp. un anneau (X,+, ∗), )
(resp. un anneau commutatif (X,+, ∗), )

et une partie S ⊂ X, l’ensemble Y

des sous-ghroupes de X,

(resp. des sous-anneaux de X, )

(resp. des idéaux de X, )

contenant S possède un plus petit élément

(S) =
⋂

Y ∈ Y

Y .

Définition I.4.2 (Sous-groupe (resp. idéal,) engendré (cf. A.4.2)) Avec les notations du corollaire I.4.1, le
sous-groupe (resp. sous-anneau) (resp. idéal) (S) s’appelle le sous-groupe engendré, (resp. le sous-anneau

engendré,) (resp. l’idéal engendré,) par S. On dit que S est une partie génératrice de (S).

Exemple I.4.3 ( (cf. A.4.3)) a) < ∅ > = {0} est le groupe à un élément ; l’idéal (∅) est l’idéal nul {0}.

b) Pour tout sous-groupe (resp. idéal) Y, < Y > = Y.

c) Le groupe abélien (Z/nZ,+) est engendré par 1Z/n = 1 ou par tout élément inversible de l’anneau
(Z/nZ,+, ∗).

Notation I.4.4 Si a ∈ A, l’idéal ({a}) engendré par le singleton {a}, est usuellement noté aA ou (a), et l’on
a :

({a}) = (a) = aA = {a ∗ b , b ∈ A} .
un tel idéal est dit principal (cf. I.12.)

Lemme I.4.5 Étant donné un idéal I de A, les assertion suivantes sont équivalentes :

a) I = A ;

b) I ∩ A× 6= ∅ ;

c) ∃u ∈ A×, I = uA .

d) 1 ∈ I ;
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On peut donner une description explicite du sous-groupe (resp. de l’idéal) engendré. Ce serait aussi théori-
quement possible pour le sous-anneau engendré mais ne présente pas de réel intérêt, dans le cadre de ce cours
au moins.

Lemme I.4.6 ( (cf. A.4.4)) Si (X,+) est un groupe le sous-groupe engendré par une partie S ⊂ X est :

< S > =

{

r ∈ N ;

r∑

i=1

si , ∀1 ≤ i ≤ r, si ∈ S ou s−1
i ∈ S

}

. I.4.6.1

Si (X,+, ∗) est un anneau commutatif l’idéal engendré par une partie S ⊂ X est :

(S) =

{

r ∈ N ;

r∑

i=1

ai ∗ si , ∀1 ≤ i ≤ r, si ∈ S et ai ∈ X

}

. I.4.6.2

Lemme I.4.7 (Somme (cf. A.4.5)) Soit (A,+) un groupe abélien, (resp. (A,+, ∗)) un anneau commutatif et
X un ensemble de sous-groupes (resp. d’idéaux) de A.

(
⋃

X ∈ X

X) =

{

r ∈ N ;
∑

i

1rsi , ∀1 ≤ i ≤ r, ∃X ∈ X , si ∈ X

}

. I.4.7.1

Autrement dit :

∀x ∈ A, x ∈ (
⋃

X ∈ X

X) ⇔ ∃r ∈ N, ∀1 ≤ i ≤ r, ∃Xi ∈ X , ∃xi ∈ Xi, x =

r∑

i=1

xi . I.4.7.2

Définition I.4.8 (Somme (cf. A.4.6)) Avec les notations du lemme I.4.7 :

i) (Somme)
(
⋃

X ∈ X
Y ) s’appelle la somme des X pour X appartenant à X qu’on notera

∑

X ∈ X

X.

ii) (Somme directe)
On dit qu’on a une somme directe si dans la décomposition I.4.7.2 l’entier r, les Xi et les xi 6= 0, sont

uniques. On notera alors
⊕

X ∈ X

X := (
⋃

X ∈ X

) .

iii) (Supplémentaires)
Pour un groupe abélien A et deux sous-groupes B et C de A, si A = B ⊕ C, on dit que B et C sont

supplémentaires l’un de l’autre.

iv) (Idéaux étrangers/comaximaux)
Pour un anneau commutatif A et des idéaux I et J de A, on dit que I et J sont comaximaux ou étrangers si

A = I + J.
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Proposition I.4.9 (Propriété universelle des sommes directes (cf. A.4.7)) Étant donnés

un groupe abélien (A,+) et X une famille de sous-groupes

telle que la somme
∑

X ∈ X

X =
⊕

X ∈ X

X

est directte, pour tout ensemble de morphismes

{fX : X → B} ,X ∈ X ,

où B est un groupe abélien, il existe un unique morphisme

f :
⊕

X ∈ X

X → B tel que ∀X ∈ X , f|X = fX .

Preuve : Ce résultat est en définitive plus long à énoncer qu’à démontrer.

Remarque I.4.10 ( (cf. A.4.8)) i) Il est bien sûr immédiat de vérifier que deux sous-groupes B et C d’un
groupe abélien A sont supplémentaires l’un de l’autre si et seulement si

A = B + C et B ∩ C = {0} .

ii) La définition de supplémentaire donnée en I.4.8.iii) ne doit pas pour autant laisser penser que, pour un
groupe abélien A quelconque et B un sous-groupe, un suplémentaire existe toujours. On se reportera au théo-
rème I.9.15 qui assure que l’existence d’un supplémentaire pour B équivaut à l’existence d’une section pour la
surjection canoniqueA → A/B.
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I.5 . −Images directes, images réciproques, noyaux (cf. A.5)

Proposition I.5.1 (Image réciproque/directe (cf. A.5.1)) Soient X et Y des groupes (resp. des anneaux com-
mutatifs) et f : X → Y un morphisme de groupes (resp. d’anneaux.)

i) (Image réciproque)
Pour tout sous-groupe Z ⊂ Y (resp. tout idéal Z ⊂ Y,) l’image réciproque f−1(Z) de Z par f, est un

sous-groupe (distingué si Z l’est) (resp. un idéal) de X.
En particulier le noyau Ker f = f−1({0}) est un sous-groupe distingué (resp. un idéal) de X.

ii) (Image directe)
Pour tout sous-groupe (resp. sous-anneau) Z ⊂ X de X, l’image directe f(Z) de Z par f, est un sous-

groupe (resp. un sous-anneau) de Y.
En particulier l’image Im f = f(X) de f est un sous-groupe (resp. un sous-anneau de Y.)

Code :

Définition I.5.2 (Noyau/Image (cf. A.5.2)) Étant donné un morphisme de groupes f : G → H, (resp. un
morphisme d’anneaux f : A → B,) ǫH étant l’élément neutre de H, (resp. 0 l’élément neutre de B, cette
notation étant plus usuelle puisque (B,+) est un groupe abélien,) on appelle

i) (Noyau)
noyau de f le sous-ensemble

Ker f := f−1({ǫ}H) = {x ∈ G ; f(x) = ǫH} (resp. .f−1{0} ),

ii) (Image)
image de f l’ensemble

Im f := f(G) = {y ∈ H ; ∃x ∈ G, , y = f(x)} (resp. f(A) ) .

Remarque I.5.3 (Noyau/Image (cf. A.5.3)) Le noyau (resp. l’image) d’un morphisme d’anneaux est encore le
noyau (resp. l’image) du morphisme de groupes sous-jacent.

Proposition I.5.4 (Injectivité/surjectivité (cf. A.5.5)) Soit

f : X → Y un morphisme de groupes (resp. d’anneaux.)

i) Le morphisme f est injectif si et seulement si Ker f = {0}.

ii) Le morphisme f est surjectif si et seulement si Im f = Y.
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I.6 . −Compléments sur les groupes abéliens

Proposition I.6.1 i) Étant donnés un groupe (G, ∗) et un ensemble E, l’ensemble GE des applications de E
dans G muni de la loi induite (cf. I.0.2.7,) est un groupe (abélien si G l’est.) C’est la seule loi sur GE telle que
pour tout x ∈ E, l’évaluation en x,

GE → G , f 7→ f(x)

soit un morphisme de groupes.

ii) Étant donnés un anneau (A,+, ∗) et un ensemble E, l’ensemble AE des applications de E dans A muni
des lois induites (cf. I.0.2.7,) est un anneau (commutatif si A l’est.) Ce sont les seules lois sur AE telles que
pour tout x ∈ E, l’évaluation en x,

AE → G , f 7→ f(x)

soit un morphisme d’anneaux.

Preuve : (cf. I.14.1.question 5).)

Proposition I.6.2 Pour deux groupes abéliensA etB,HomGr(A,B) est un sous-groupe commutatif du groupe
BA considéré en I.6.1.i).

Preuve : (cf. TD n◦ I, exercice B, question 1).)

Proposition I.6.3 Soit (G,+) un groupe abélien (cf. I.1.3.)

i) L’ensemble EndGr(G) = HomGr(G,G) est un sous-groupe du groupeGG (cf. I.6.1.i).)

Preuve : (cf. A.2.12.)

ii) Le triplet (EndGr(G),+, ◦) est un anneau.

Proposition I.6.4 Pour tout groupe (G, ∗) et tout élément x ∈ G, il existe un unique morphisme de groupes
ǫx : (Z,+) → (G, ∗) tel que ǫx(1) = x.

Notation I.6.5 On note usuellement xn := ǫx(n) pour tout n ∈ Z.
Comme ǫx(−1) est l’inverse de ǫx(1) = x, on notera x−1 l’inverse de x dans G.
Si G est abélien et sa loi interne notée +, on notera n · x := ǫx(n).
Notons qu’ici, · n’est pas une loi interne et que par conséquent, les propriétés qui suivent ne sont pas tauto-

logiques et demandent une démonstration, même si cette dernière est très élémentaire :

Proposition I.6.6
Étant donné un groupe abélien (A,+),

il existe une unique loi externe · : Z×A → A telle que pour tout couple d’entiers relatifs (p, q) et tout couple
(x, y) d’éléments de A,

p · (x+A y) = p · x +A p · y . I.6.6.1

(p+Z q) · x = p · x +A q · x ; I.6.6.2
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(p ∗Z q) · x = p · (q · x) ; I.6.6.3

1 · x = x ; I.6.6.4

Il est nécessaire de faire l’hypothèse que (A,+) est abélien, pour obtenir la propriété I.6.6.1.

Preuve : (cf. I.14.1.question 6).)

Corollaire I.6.7 (de la proposition I.6.6) Les propriétés énoncées dans la proposition I.6.6 ont, entre autres,
pour conséquences, que pour tout n ∈ Z et tout x ∈ A,

n · 0A = 0A
0Z · x = 0A

(−n) · x = −(n · x) = n · (−x) .
I.6.7.1

Corollaire I.6.8 (de la proposition I.6.6) Soit (A,+) un groupe abélien.

i) Pour tout n ∈ Z, on note
φ(n) : A → A , x 7→ n · x .

On définit ainsi un morphisme d’anneaux

φ : Z → EndGr(A) .

Preuve : La propriété I.6.6.1 assure que φ(n) est bien un morphisme de groupes i.e. un élément de EndGr(A).
La propriété I.6.6.2 assure alors que φ est un morphisme de groupes si bien que l’axiome I.2.4.Ann5) est
satisfait.

Enfin les propriétés I.6.6.3 et I.6.6.4 correspondent respectivement aux axiomes I.2.4.Ann6) et I.2.4.Ann7).

ii) Réciproquement si φ : Z → EndGr(A) est un morphisme d’anneaux, la loi externe

· : Z×A → A , (n, x) 7→ φ(n)(x)

vérifie les propriétés I.6.6.1 à I.6.6.4.

Remarque I.6.9 L’énoncé d’unicité dans la proposition I.6.6 permettrait d’établir l’unicité d’un morphisme
φ : Z → EndoGrA pour peu qu’on établisse rigoureusement (ce qui n’est en réalité pas très difficile) que
les procédés I.6.8.i) et I.6.8.ii) sont inverses l’un de l’autre. Cependant un résultat d’unicité plus général est
établi à la proposition I.6.11.

Proposition I.6.10 Pour deux groupes abéliens A et B, une application f : A → B est un morphisme de
groupes si et seulement si

∀(x, y) ∈ A×A, ∀(p, q) ∈ Z× Z, f(p · x+ q · y) = p · f(x) + q · f(y) .

Proposition I.6.11 Pour tout anneau (A,+, ∗) (pas nécessairement commutatif) il existe un unique morphisme
d’anneau Z → A appelé morphisme structural de A.
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Preuve :

i) (Existence)
— Puisque (A,+, ∗) est un anneau (A,+) est en particulier un groupe abélien. Il s’ensuit, en vertu de la

proposition I.6.6 qu’on dispose d’une loi externe · : Z×A → A. Il s’ensuit que

φ : Z → A , n 7→ n · 1A

est une application de Z dans A.
— De plus la propriété I.6.6.2 assure que

∀(p, q) ∈ Z× Z, φ(p+ q) = (p+ q) · 1A = p · 1A +A q · 1A = φ(p = +A φ(q)

si bien que φ satisfait l’axiome I.2.4.Ann5).
— La propriété I.6.6.4 assure que

φ(1) = 1 · 1A = 1A

si bien que l’axiome I.2.4.Ann7) est satisfait.
— On laisse le soin au lecteur de vérifier que l’axiome I.2.4.Ann6) est satisfait.

ii) (Unicité)
Un morphisme d’anneaux φ : Z → A est en particulier un morphisme de groupes et vérifie φ(1) = 1A

ce qui le détermine complètement.

Remarque I.6.12 On aurait pu établir a priori l’unicité du morphisme structural (cf. I.6.11) et en déduire l’uni-
cité de la loi externe sur un groupe abélien (cf. I.6.6) grâce à la correspondance établie au corollaire I.6.8.

Remarque I.6.13 Soit (A,+, ∗) un anneau.
— On dispose du morphisme structural φ : Z → A grâce à la proposition I.6.11.
— De plus, en vertu du corollaire I.6.8.i), puisque (A,+) est un groupe abélien, on dispose d’un morphisme

d’anneaux ψ : Z → EndGr(A).
— Enfin pour tout a ∈ A, lapplication

µ(a) : A → A , x 7→ a ∗ x

est un endomorphisme du groupe (A,+) (cf. I.1.6.Ann4).)
Le même axiome assure que

µ : A → EndGr(A)

est un morphisme de groupes. Les axiomes I.1.6.Ann2) et I.1.6.Ann3) assurent que µ est un morphisme
d’anneaux.

— Le composé
µ ◦ φ : Z → EndGr(A)

est alors un morphisme d’anneau qui ne peut-être que le morphisme structural ψ de EndGr(A) en vertu
de la proposition I.6.11. On a alors le diagramme commutatif de morphismes d’anneaux :

Z
φ−−−−→ A

ց ψ


y µ

EndGr(A) .

I.6.13.1

23



L3/S6 M305, Algèbre II, I.6.14 Université Paris Sud, 2019–2020

Remarque I.6.14 Étant donné un idéal I d’un anneau A, on peut définir une loi externe

· : A× I → I , (a, x) 7→ a · x := a ∗ x

sur I. On remarque alors que, pour tout (x, y) ∈ I × I, et tout (a, b) ∈ A × A,

a · (x+ y) = a · x + a · y ; I.6.14.1

(a+ b) · x = a · x + b · x ; I.6.14.2

(a ∗ b) · x = a · (b · x) ; I.6.14.3

1 · x = x . I.6.14.4

On avait déjà mis en évidence des propriétés très analogues à la proposition I.6.6, auxquelles on donnera un
cadre général et formel avec la définition A.1.1.

On pourra alors constater qu’un idéal de A n’est, ni plus ni moins, qu’un sous-A-module de A (cf. A.3.1.)
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I.7 . −Produits

La construction du produit est d’abord une construction ensembliste comme expliqué en I.7.0. À ce stade
déjà le produit possède une propriété universelle I.7.0.iii) qui ne peut être formulée sans le secours des projec-
tions introduites en I.7.0.ii). Ces dernières sont, en définitives partie prenantes du produit qui n’est en réalité
pas constitué du seul ensemble produit mais aussi des projections. Ce sont, comme on va le voir, les idées qui
guident la construction du produit, lorsque les ensembles impliqués acquièrent davantage de structure notam-
ment algébrique. La « bonne structure » sur le produit cartésien sera celle qui aura tendance à préserver une
propriété universelle analogue pour la structure algébrique considérée. De tels énoncés ne pourront être raison-
nablement formulés que si les projections deviennent des morphismes pour la structure considérée. Dès lors
on s’apercevra que, pour les structures algébriques considérées au moins (groupes abéliens, anneaux, modules
algèbres) cette seule exigence sur les projections suffisent à déterminer uniquement la structure sur le produit.

Proposition I.7.0 Soient n ∈ N∗, et Ek ,1≤k≤n , des ensembles.

i) On définit par récurrence le produit cartésien des ensembles Ek ,1≤k≤n par

n+1∏

k=1

Ek :=

n∏

k=1

Ek × En+1 .

ii) On définit également des projections

pk : P :=

n+1∏

i=1

Ek → Ek ,1 ≤ k ≤ n+1

en supposant construites pk ,1≤k≤n , on définit pn+1 par

pn+1 :
(
n∏

k=1

Ek
)
× En+1 → (x, y) , y 7→ .

Ce qu’on peut écrire
pk(x1, . . . , xn) = xk .

iii) Pour tout ensemble F et tout n-uplet d’applications fk : F → Ek ,1 ≤ k ≤ n , il existe une unique appli-
cation

f : F → P :=
n∏

k=1

Ek telle que ∀1 ≤ k ≤ n, fk = pk ◦ f .

iv) Dans le cas où il existe un ensemble E tel que ∀1 ≤ k ≤ n, Ek = E, on rappelle que E[1;n] désigne
l’ensemble des applications de [1;n] à valeurs dans E. Pour tout 1 ≤ k ≤ n, on définit

qk : E[1;n] → E , f 7→ f(k) .

En vertu de iii), il existe une unique application

φ : E[1;n] →
n∏

k=1

E telle que ∀1 ≤ k ≤ n, qk = pk ◦ φ .

L’application φ est alors une bijection ;
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Preuve : Pour tout y ∈
n∏

k=1

E, l’application f : [1;n] → E définie par

∀1 ≤ k ≤ n, f(k) := pk(y)

vérifie évidemment φ(f) = y ce qui assure que φ est surjective ;
Pour tout (f, g) ∈ E[1;n] × E[1;n], φ(f) = φ(g) entraîne que pour tout 1 ≤ k ≤ n, pk[φ(f)] =

pk[φ(g)] c’est-à-dire qk(f) = qk(g) ou encore f(k) = g(k) ce qui entraîne f = g, et assure donc
finalement que φ est injective.

Notation I.7.1 Dans tout le paragraphe I.7, on garde les notations de la proposition I.7.0, à savoir que, n ∈ N∗

est un entier, Ek ,1≤k≤n des ensembles dont on note

P :=
n∏

k=1

Ek

le produit cartésien i.e.

P =
{
(x1, . . . , xn)∀1 ≤ k ≤ n, xk ∈ Ek

}
.

On note enfin
∀1 ≤ k ≤ n, pk : P → Ek , (x1, . . . , xn) 7→ xk

la projection sur le kième facteur.
Pour tout 1 ≤ k ≤ n, on considérera les cas où Ek est muni de l’une des structures algébriques suivantes

(en sachant que la structure de magma n’est pas étudiée en soit mais comme ingrédient pour la construction des
autres structures algébriques ) :

0) (magma)
(Ek, †k) est un magma associatif (cf. I.0.1.1 ;)

i) (groupe)
(Ek, ∗k) est un groupe (éventuellement abélien) (cf. I.1.1) d’élément neutre εk ;

ii) (anneau)
(Ek,+k, ∗k, 0k, 1k) est un anneau (éventuellement commutatif) (cf. I.1.6 ;)

iii) (A-module)
(Ek,+k, ·k) est un A-module pour A un anneau fixé, (cf. A.1.1 ;)

iv) (A-algèbre)
(Ek,+k, ∗k, sk : A → Ek) est une A-algèbre (cf. A.1.6.)
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Proposition I.7.2 (Existence de produits) Si pour tout 1 ≤ k ≤ n, Ek est muni de l’une des structures al-
gébrique I.7.1.0) à I.7.1.iv) il existe une unique structure de même nature sur le produit P et telle que

∀1 ≤ k ≤ n, pk : P → Ek est un morphisme

pour la structure correspondante sur les Ek ,1≤k≤n , (i.e. un morphisme de magmas (cf. I.0.2.1,) (resp. de
groupes (cf. I.2.1,)) (resp. d’anneaux (cf. I.2.4,)) (resp. de A-modules (cf. A.2.1,)) (resp. de A-algèbres (cf.
A.2.2.)))

Si ∀1 ≤ k ≤ n, on a une loi interne †k sur Ek, la loit interne correspondante sur
n∏

k=1

Ek est donnée par :

∀
(
(x1, . . . , xn), (y1, . . . , xn)

)
∈ P × P,

(x1, . . . , xn) † (y1, . . . , yn) = (x1 †1 y1, . . . , xn †n yn) ; I.7.2.1

si ∀1 ≤ k ≤ n, εk est un élément neutre pour †k, alors

(ε1, . . . , εn) est un l’élément neutre pour † ; I.7.2.2

si
∀1 ≤ k ≤ n, ∀xk ∈ Ek,

yk est le symétrique de xk pour †k,

(y1, . . . , yn) est le symétrique de (x1, . . . , xn) pour † ; I.7.2.3

si ∀1 ≤ k ≤ n, on a une loi externe ·k : A× Ek → Ek, la loi externe correspondante sur
n∏

k=1

Ek est

donnée par :
∀(x1, . . . , xn) ∈ P, ∀a ∈ a, A

a · (x1, . . . , xn) = (a ·1 x1, . . . , a ·n xn) . I.7.2.4

Preuve :

0) (Le cas des magmas)
Si

∀1 ≤ k ≤ n, pk :
(
P, †
)
→ (Ek, †k)

est un morphisme, alors :

∀(x1, . . . , xn) ∈ P,
∀(y1, . . . , xn) ∈ P, pk

(
(x1, . . . , xn) † (y1, . . . , yn)

)
= pk

(
(x1, . . . , xn)

)
†k pk

(
(y1, . . . , yn)

)

= xk †k yk ,

ce qui assure, d’une part l’unicité de la loi † et, d’autre part, au cas où elle existe, qu’elle est définie par la
formule I.7.2.1. Reste à vérifier, ce qui est très élémentaire, qu’ainsi définie, elle convient bien et a les propriétés
requises.

27



L3/S6 M305, Algèbre II, I.7.4 Université Paris Sud, 2019–2020

i) (Le cas des groupes)
Un groupe étant en particulier un magma associatif le point 0) assure que si

∀1 ≤ k ≤ n, (Ek, ∗k) est un groupe d’élément neutre εk,

il existe une unique loi ∗ sur P telle que

∀1 ≤ k ≤ n, ∀(x, y) ∈ P × P, pk(x ∗ y) = pk(x) ∗k pk(y)

i.e. les pk sont des morphismes de groupe en particulier. Il suffit alors, ce qui est très élémentaire, de vérifier
que les formules I.7.2.2 et I.7.2.3 sont satisfaites.

ii) (Le cas des anneaux)
Si

∀1 ≤ k ≤ n, (Ek,+k, ∗k, 0k, 1k) est un anneau,

(Ek,+k, 0k) est un groupe abélien et le point i) assure donc qu’il existe une unique structure de groupes + sur
P telle que

∀1 ≤ k ≤ n, pk : P → Ek est un morphisme de groupes .

Il est en outre immédiat de vérifier, en utilisant par exemple l’expression I.7.2.1 de + que cette dernière est
commutative.

En appliquant le point 0) aux (Ek, ∗k) on conclut à l’existence et à l’unicité d’une loi ∗ sur P faisant de P
un anneau et des pk ,1≤k≤n des morphismes d’anneaux.

iii) (A-modules)
Si

∀1 ≤ k ≤ n, (Ek,+k, ·k) est un A-module pour un anneau A fixé,

(Ek,+k) est en particulier un groupe abélien et P hérite dès lors d’une structure de groupe en vertu du point
i) telle que les pk ,1≤k≤n soient des morphismes de groupes. Reste alors à vérifier la formule I.7.2.4 ce qui est
sans difficulté.

iv) (A-algèbres)
Si

∀1 ≤ k ≤ n, , (Ek,+k, ∗k, sk : A → Ek) est une A-algèbre pour un anneau A fixé,

en particulier (Ek,+k, ∗k) est un anneau et le point ii) assure qu’il existe une unique structure d’anneau (+, ∗)
sur P telle que les pk ,1≤k≤n soient des morphismes.

Pour construire le morphisme structural s : A → P il faut disposer du résultat de la proposition I.7.4
pour les anneaux. En dépit du fait que celui-ci est présenté immédiatement après, aucun défaut de logique n’est
cependant à déplorer.

Définition I.7.3 (Structure produit) Avec les notations I.7.1, si P est muni de l’unique structure faisant de
pk ,1≤k≤n des morphismes on dit que P est muni de la structure produit. On parlera ainsi de groupe produit

d’anneau produit de A-module produit de A-algèbre produit . . . .

Lorsqu’on écrira P =
n∏

k=1

Ek sans précision supplémentaire c’est que P sera muni de la structure produit

héritée des structures des Ek.
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Proposition I.7.4 (Propriété universelle du produit) Pour tout ensemble F et tout

n− uplet de morphismes, fk : F → Ek pour l’une des structures I.7.1.0) à I.7.1.iv)

il existe un unique morphisme

f : F → P tel que ∀1 ≤ k ≤ n, fk = pk ◦ f .

Remarque I.7.4.1 i) Dès l’instant où l’on fait l’hypothèse que ∀1 ≤ k ≤ n, fk : F → Ek est un mor-
phisme c’est qu’on suppose implicitement que F etEk sont munis de la structure algébrique (I.7.1.0) à I.7.1.iv))
correspondante.

ii) Le résultat de cette proposition est, bien entendu, une particularisation au cas des morphismes de l’énoncé
I.7.0.iii) ; ce dernier constituant d’ailleurs l’ingrédient principal de la preuve qui suit.

Preuve (de la proposition I.7.4): Les fk ,1≤k≤n étant en particulier des applications il résulte de I.7.0.iii) qu’il
existe une unique application

f : F → P telle que ∀1 ≤ k ≤ n, fk = pk ◦ f .

Il suffit donc de vérifier que f est un morphisme pour les structures considérées ; ce qui est tout à fait facile
et laissé au lecteur.

Remarque I.7.4.1 (Le cas des A-algèbrs) On peut alors compléter le point I.7.2.iv) de la preuve de la propo-
sition I.7.2 tout en justifiant aussi la proposition I.7.4 dans le cas des A-algèbres. Si, en effet les Ek ,1≤k≤n sont
des A-algèbres ce sont des anneaux si bien que P acquiert, en vertu de I.7.2.ii) une unique structure d’anneau
telle que les pk ,1≤k≤n sont des morphismes. Les morphismes structuraux sk : A → Ek étant, par définition,
des morphismes d’anneaux, la proposition I.7.4 appliquée au cas des anneaux assure qu’il existe un unique
morphisme d’anneaux

s : A → P tel que ∀1 ≤ k ≤ n, sk = pk ◦ s .
Si maintenant fk : F → Ek sont des morphismes de A-algèbres ce sont en particulier des morphismes

d’anneaux, et il existe donc, en vertu de la proposition I.7.4 un unique morphisme d’anneaux

f : F → P tel que ∀1 ≤ k ≤ n, fk = pk ◦ f .

Reste à vérifier que ce dernier morphisme est bien compatible aux morphismes structuraux

u : A → F et s : A → P ;

cette vérification étant laissée en exercice.

Proposition I.7.5 Dans le cas où il existe E tel que

∀1 ≤ k ≤ n, Ek = E, la bijection φ : M [1;n] ∼=
n∏

k=1

M

définie par la proposition I.7.0.iv) est un isomorphisme pour l’une des structure I.7.1.0) à à I.7.1.iv), pour peu
que E[1;n] soit muni de la structure considérée en I.0.2.7, (resp. I.6.1.i),) (resp. I.6.1.ii),) (resp. A.1.2.d) . . . .)

29



L3/S6 M305, Algèbre II, I.7.8 Université Paris Sud, 2019–2020

Proposition I.7.6 Supposons que ∀1 ≤ k ≤ n, (Ek,+k) (resp. (Ek,+k, ·k)) est un groupe (abélien)
(resp. un A-module.) Soit alors

ik : Ek → P , x 7→ (01, . . . , 0k−1, x, 0k+1, . . . , 0n) ;

ce qui revient à dire que ik est caractérisée par le fait que

∀1 ≤ j ≤ n, pj ◦ ik est
IdEj

si j = k
0 sinon .

.

i) Pour tout 1 ≤ k ≤ n ik est un morphisme injectif et

pk ◦ ik = IdEk
.

Preuve : Immédiat sur la définition de ik.

ii) Le groupe
(resp. A-module,) P est la somme directe (cf. I.4.8.ii),) (resp. (cf. A.4.6.ii),)) des images des ik :

P =

n⊕

k=1

Im ik

qu’on écrira, dans l’a mesure où ik induit un isomorphismeEk ∼= Im ik,

P =
n⊕

k=1

Ek .

Remarque I.7.7 (Attention!) Dans la proposition I.7.6, ci-dessus on a uniquement considéré le cas des
groupes et des A-modules mais on n’a pas de résultat analogue pour les anneaux ou les A-algèbnres (cf.
I.14.4.)

Remarque I.7.8 Si l’on considère avec attention les propriétés universelles énoncées d’une part en I.7.4 et
d’autre part en I.4.9 (resp. A.4.7,) on constate qu’elles sont en fait, en un certain sens « duales » l’une de l’autre
au sens où la structure de produit permet de construire des morphismes de but P tandis que la structure de
somme directe permet de construire des morphisme dont la source est précisément la somme directe.

La proposition I.7.6 réconcilie les deux aspects mais il faut quand-même bien avouer que c’est un petit
miracle qui ne concerne, parmi les structures que nous avons envisagées (cf. I.7.1.0)à I.7.1.iv)) que les groupes
abéliens et les A-modules. Il faut notamment prêter toute l’attention qu’il mérite à l’élément neutre 0k de Ek
qui permet de construire le morphisme ik de manière suffisamment naturelle.
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I.8 . −Quotients

De même que pour le produit traité au paragraphe I.7, la question des quotients comence avec une construc-
tion ensembliste qui s’enrichit en même temps que les structures dont on peut disposer sur les ensembles
considérés.

Rappel I.8.0 (sur les relations d’équivalence) On rappelle que si E est un ensemble muni d’une relation dé-
quivalence∼, et qu’on noteE/ ∼ l’ensemble des classes d’équivalence, on dispose d’une application surjective
π : E → E/ ∼ qu’on appelle surjection canonique. Cette dernière, pou plus exactement le couple (E/ ∼, π)
a la propriété universelle suivante :

Proposition I.8.0.1 (Propriété universelle) Pour toute application f : E → F, les assertions suivantes sont
équivalentes :

a)
∀(x, y) ∈ E × E, x ∼ y ⇒ f(x) = f(y) .

b) Il existe une unique application

g : E/ ∼→ F tel que g ◦ π = f .

De plus, si f est surjective g l’est aussi et g est injective si l’implication dans a) est une équivalence.

Corollaire I.8.0.2 En particulier si p : E → F est une application surjective et que l’on définit la relation ∼
sur E, par :

forallset(x, y)E × Ex ∼ y ⇔ p(x) = p(y), I.8.0.2.1

on a un unique diagramme commutatif :

E

π



y ց p

E/ ∼ g−−−−→ F

I.8.0.2.2

où g est bijective.

Lemme I.8.0.3 Ceci établit une correspondance bijective entre relations déquivalences et applications surjec-
tives qui a toute relation déquivalence associe sa surjection canonique et à toute application surjective la relation
d’équivalence définie comme en I.8.0.2.1.

Lemme I.8.0.4 Pour toute relation d’équivalence∼ sur E, l’ensembleE/ ∼ des classes d’équivalence est une
partition de E.

Réciproquement pour toute partition P de E, la relation ∼ définie sur E par

∀(x, y) ∈ E × E, x ∼ y ⇔ ∃A ∈ P , x ∈ Ay ∈ A

est une relation d’équivalence telle que
E/ ∼ ∼= P .
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Remarque I.8.0.5 Les lemmes I.8.0.3 et I.8.0.4 devraient donc établir une correspondance bijective entre ap-
plications surjective p : E → F et partitions de E. On peut expliciter cette correspondance en remarquant
que l’ensemble des fibres de p

{y ∈ F ; p−1({y})}
est une partition de E qui correspond bien à la relation d’équivalence I.8.0.2.1

Les relations d’équivalences sur E, les partitions de E ou les applications surjectives p : E → F sont
donc en fait trois manières de rendre compte d’une même réalité.

Néanmoins on constatera assez rapidement que si l’on ajoute des structures sur E et notamment des struc-
tures algébriques (groupe (cf. I.1.1,) anneau (cf. I.1.6,) A-module (cf. A.1.1,)) le choix d’une relation d’équi-
valence ne sera pas indifférent si l’on veut que le quotient E/ ∼ soit muni d’une structure de même nature et
tant qu’à faire de manière canonique (c’est-à-dire unique,) que la surjection canonique soit alors un morphisme
et qu’on ait une propriété universelle analogue à I.8.0.1 mais mettant cette fois en jeu des morphismes pour la
structure considérée.

On est alors amené à donner la définition suivante :

Définition I.8.1 Étant donné un magma associatif (M, ∗), on dit qu’une relation d’équivalence ∼ sur l’en-
semble M est compatible à la loi ∗ ou simplement compatible si

∀(x, y, z, t) ∈M ×M ×M ×M,
(
x ∼ z et y ∼ t

)
⇒ x ∗ y ∼ z ∗ t .

Définition I.8.2 De même si A est un anneau et M est muni dune loi externe · : A×M → M, une relation
d’équivalence∼ sur M sera dite compatible à · si

∀(a, x, y) ∈ A×M ×M,
(
x ∼ y

)
⇒ a · x ∼ a · y .

Lemme I.8.3

Soit (X,+) un groupe abélien,
(resp. (X,+, ∗) un anneau commutatif,)
(resp. (X,+, ·) un A-module pour A un anneau commutatif fixé.)

Soit ∼ une relation d’équivalence sur X, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) La relation ∼ est compatible avec la loi + (resp. avec les lois + et ∗,) (resp. avec les lois + et ·.)

b) Si 0X est la classe modulo ∼ de l’élément neutre 0X de (X,+)), 0X est un sous-groupe de (X,+) (resp.
un idéal de (X,+, ∗)) (resp un sous-A-module de (X,+, ·),) et

∀x ∈ X, x = x+ 0X = {y ∈ 0X ; x+ y} .

c) 0X est un sous-groupe (resp. idéal) (resp. sous-module) de X et

∀(x, y) ∈ X ×X, x ∼ y ⇔ x− y ∈ 0X .
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Preuve :

i) (a)⇒ b))
Si ∼ est compatible, comme 0X ∈ 0X , 0X 6= ∅. En outre

∀(x, y) ∈ 0X × 0X , x ∼ 0X et y ∼ 0X ⇒ x+ y ∼ 0 ⇔ x+ y ∈ 0X
x ∼ 0et − x ∼ −x ⇒ 0 = x− x ∼ −x ⇔ −x ∈ 0X ;

ce qui prouve que 0X est un sous-groupe de (X,+)
Par ailleurs :

∀(x, y) ∈ X ×X, x ∼ y
⇔ x ∼ y et −x ∼ −x
⇒ y − x ∼ 0
⇒ y − x ∈ 0X
⇒ y ∈ x+ 0X
i.e. x ⊂ x+ 0X ;
Réciproquement y ∈ x+ 0X
⇒ x− y ∈ 0X
⇒ y − x ∼ 0X
⇒ y − x ∼ 0X et x ∼ x
⇒ y = y − x+ x ∼ x = 0X + x
i.e. x+ 0X ⊂ x .

Si l’on suppose de plus que (X,+, ∗) est un anneau commutatif et que∼ est compatible à ∗,

∀(ax) ∈ X ×X, x ∈ 0X ⇒ x ∼ 0 ⇒ a ∗ x ∼ 0 = a ∗ 0 ⇒ a ∗ x ∈ 0X

ce qui prouve que 0X est un idéal de X.
On laisse le lecteur traiter le cas d’unA-module en utilisant par exemple la caractérisation des sous-modules

donnée en A.3.6.

ii) (b)⇒ c))
Est presque tautologique.

iii) (c)⇒ a))

∀(x, y, z, t) ∈ X ×X ×X ×X, x ∼ y et z ∼ t
⇔ y − x ∈ 0X et t− z ∈ 0X
⇒ y + t− (x+ z) = y − x+ z − t ∈ 0X
⇒ x+ z ∼ y + t

1

en utilisant le fait que 0X est un sous-groupe de (X,+).
Dans le cas où c’est un idéal (si bien entendu (X,+, ∗) est un anneau commutatif,) il est tout aussi immédiat

de montrer que
x ∼ y ⇒ a ∗ x ∼ a ∗ y .

Enfin le cas d’un A-module est laissé encore en exercice mais consiste en réalité formellement à remplacer
∗ par · dans la formule ci-dessus.
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Lemme I.8.4 Étant donnés (X,+) un groupe abélien, (resp. (X,+, ∗) un anneau commutatif,) (resp. (X,+, ·)
un A-module pour A un anneau commutatif fixé) et Y
subset X un sous-groupe (resp. un idéal,) (resp. un sous-A-module,) il existe une unique relation d’équivalence
∼ sur X compatible à +, (resp. à + et ∗,) (resp. à + et ·,) telle que Y = 0X (où 0X est la classe de 0X modulo
∼). Elle est caractérisée par le fait que

∀(x, y) ∈ X ×X, x ∼ y ⇔ y − x ∈ 0X . I.8.4.1

Preuve : Il faut remarquer que le fait que∼ soit compatible à + ce qui est exigé dans tous les cas entraîne que
∼ est nécessairement définie par la formule I.8.4.1. L’unicité est ainsi assurée et la formule I.8.4.1 définit bien
une relation binaire. Le fait que Y soit un sous groupe assure que ∼ est bien une relation d’équivalence.

Le fait que Y soit un idéal (resp. un sous-module) entraînera que∼ est compatible à ∗ (resp. ·.)

Définition I.8.5 Si (X,+) est un groupe abélien (resp. (X,+, ∗), un anneau commutatif,) (resp. (X,+, ·) un
A-module,) on dira simplement qu’une relation d’équivalence ∼ sur X est compatible à la structur de groupe
(resp. d’anneau) (resp. de A-module) ou même compatible (sans précision supplémentaire si le contexte est
clair) si elle est compatible à la loi + (resp. aux lois + et ∗,) (resp. aux lois + et ·.)

Les lemmes I.8.3 et I.8.4 assurent que ∼ est alors la relation d’équivalence donnée par un sous-groupe (resp.
un idéal,) (resp. un sous-module) Y de X et la formule I.8.4.1.

On parlera alors indifféremment de congruence modulo ∼ ou de congruence modulo Y et de classes selon

∼ ou de classes selon Y .

Remarque I.8.6 Le caractère un peu disparate de la définition ci-dessus ainsi que des constructions dans les
lemmes I.8.3 et I.8.4, tiens au fait qu’on n’a pas formulé ces énoncé dans le langage des A-module.

Si en effet on considère un groupe abélien (X,+) muni de sa structure naturelle de Z-module (cf. A.1.11.i),)
il est équivalent pour une relation d’équivalence∼ d’être compatible à la structure de groupe où à la structure
de Z-module (la compatibilité à · étant une conséquence de la compatibilité à +.) La condition que 0X soit un
sous-groupe équivaut alors à ce que ce soit un sous-Z-module (cf. A.3.10.i).)

De même si (X,+, ∗) est un anneau commutatif, la compatibilité d’une relation d’équivalence ∼ à la
structure d’anneau sur X n’est autre que la compatibilité à sa structure de X-module sur lui-même (cf.
A.1.2.b),) et la condition pour 0X d’être un idéal équivaut à celle d’être un sous-X-module de X (cf. A.3.2.b).)

Remarque I.8.7 Dans les énoncés I.8.3 à I.8.6, on n’a considéré que des groupes abéliens. On laisse le lecteur
rappeler ses souvenirs dans le cas d’un groupe quelconque et formuler des énoncé analogue ; ce qui revient
grosso modo à remplacer sous-groupe par sous-groupe distingué.

Proposition I.8.8 (existence de quotients) Soient (X,+) un groupe abélien (resp. (X,+, ∗) un anneau com-
mutatif,) (resp. (X,+, ·) unA-module,.) (resp. (X,+, ∗, s : A → X) uneA-algèbre (cf. A.1.6.)) Étant donné
un sous-groupe de (X,+) (resp. un idéal de (X,+, ∗)) (resp. un sous-A-module de (X,+, ·),) (resp. un idéal
de (X,+, ∗, s : A → X),) Y ou, de manière équivalente (cf. I.8.3,) une relation d’équivalence compatible
∼ sur X, il existe une unique structure de groupe (resp. d’anneau,) (resp. de A-module,) (resp. de A-algèbre,)
sur l’ensemble X/ ∼ des classes d’équivalence modulo ∼ (ou modulo Y ) telle que la surjection canonique
π : X → X/ ∼ soit un morphisme de groupes (cf. I.2.1,) (resp. d’anneaux (cf. I.2.4,)) (resp. de A-modules
(cf. A.2.1,)) (resp. de A-algèbres (cf. A.2.2.))

On a alors :
Y = 0X = Kerπ l I.8.8.1

et
∀(x, y) ∈ X ×X, x ∼ y ⇔ y − x ∈ Y . I.8.8.2
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Preuve :

Lemme I.8.8.1 Si (M, ∗) est un magma associatif, et ∼ une relation d’équivalence compatible,

i) il existe une unique structure de magma sur l’ensemble quotientM/ ∼ (ensemble des classes d’équivalence
pour la relation ∼,) telle que la surjection canonique π : M → M/ ∼ soit un morphisme.

ii) Le magma M/ ∼ est alors associatif (resp. commutatif) (resp. possède un élément neutre) s’il en est ainsi
pour (M, ∗).

Grâce au lemme I.8.8.1, on peut munir X/ ∼ d’une unique structure de groupe (resp. d’anneau.) Le cas des
A-modules consiste à faire des vérifications analogues à celles du lemme I.8.8.1 dans le cas d’une loi externe
ce qui est tout à fait formel et laissé en exercice.

Définition I.8.9 (Structure quotient) Pour un groupe abélien (X,+) (resp. un anneau commutatif (X,+, ∗),)
(resp. un A-module (X,+, ·),) (resp. une A-algèbre (X,+, ∗, s : A → X),) et Y un sous-groupe (resp. un
idéal) (resp. un sous-A-module,) (resp. un idéal ;) on notera X/Y l’ensemble X/ ∼ muni de la structure de
groupe (resp. d’anneau,) (resp. de A-module,) (resp. de A-algèbre,) définie par la proposition I.8.8 que l’on
appellera structure quotient.

On appellera
X/Y ou même le couple

(
X/Y, π : X → X/Y

)

groupe quotient (resp. anneau quotient,) (resp. module quotient) (resp. algèbre quotient.)

Remarque I.8.10 Dans la définition ci-dessus il s’agit en fait dans tous les cas de modules quotient, qui peuvent
éventuellement disposer d’autres structures.

La proposition qui suit assure que les quotients au sens où on les a construits par la proposition I.8.8 l’on
été de manière à « prolonger » la propriété universelle dont on disposait dans le cadre ensembliste (cf. I.8.0.1.)
Il s’agit en quelque sorte de « remplacer » les applications par des morphismes pour la structure algébrique à
laquelle on a affaire :

Proposition I.8.11 (Propriété universelle des quotients)

Soit (X,+) un groupe abélien,
(resp. (X,+, ∗) un anneau commutatif, )
(resp. (X,+, ·) un A-module, )
(resp. (X,+, ∗, s : A → X) une A-algèbre.)

Pour tout morphisme f : X → Y (de groupes (cf. I.2.1,)) (d’anneaux (cf. I.2.4,)) (resp. de A-modules (cf.
A.2.1,)) (resp. de A-algèbres (cf. A.2.2,)) et tout sous-groupe (resp. idéal,)
(resp. sous- A-module,) (resp. idéal,) Z ⊂ X, notons

∀(x, y) ∈ X ×X, x ∼ y ⇔ y − x ∈ Z .

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a)
∀(x, y) ∈ X ×X, x ∼ y ⇒ f(x) = f(y) ;
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b)
f(Z) = {0Y } i.e. Z ⊂ Ker f .

c) Il existe un unique morphisme de groupes (resp. d’anneaux) (resp. de A-modules,) (resp. de A-algèbres,)

g : X/Z → Y tel que f = g ◦ π où π : X → X/Z

est la surjection canonique.

De plus le morphisme g est injectif si et seulement si Z = Ker f, ou de manière équivalente si et seulement
si l’implication dans a) est une équivalence.

Le morphisme g est surjectif si et seulement si f l’est.

Preuve :

i) (a)⇔ b))
C’est une conséquence immédiate de la proposition I.8.3.

ii) (c)⇒ b))
Est immédiat.

iii) (b)⇒ c))
On est alors dans la situation de l’implication I.8.0.1.a) entraîne I.8.0.1.b) si bien qu’il

existe une unique application g : X/Z → Y tel que f = g ◦ π .

Reste donc uniquement à prouver que g est un morphisme :

∗) (de magmas)

∀(u, v) ∈ X/Z ×X/Z, ∃(x, y) ∈ X ×X, π(x) = u et π(y) = v
ce qui entraîne que g(u † v) = g[π(x) † π(y)]

= g[π(x † y)]
= f(x † y)
= f(x) † f(y)
= g[π(x)] † g[π(y)]
= g(u) † g(v)

f est π étant des morphismes.

†) (de groupes)
Cela découle immédiatement de ∗).

‡) (d’anneaux)
Cela découle immédiatement de ∗) appliqué aux lois + et ∗ et au fait que

g(1X/Z) = g[π(1X)] = f(1X) = 1Y

puisque f et π sont des morphismes d’anneaux.
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§) (A-modules)
D’après †), g est déjà un morphisme de groupes. De plus

∀(a, u) ∈ A×X/Z, ∃x ∈ X, u = π(x)
d’où g(a ·X/Z u) = g[a ·X/Z π(x)]

= g[π(a ·X x)]
= f(a ·X x)
= a ·Y f(x)
= a ·Y g[π(x)]
= a ·Y g(u)

f et π étant des morphismes.

¶) (A-algèbres)
Il résulte de ‡) que g est d’ores et déjà un morphisme d’anneaux. De plus

g ◦ sX/Z = g ◦ π ◦ sX = f ◦ sX = sY .

iv) (Injectivité/surjectivité)
Sont des questions purement ensemblistes déjà établies en I.8.0.1.

Notation I.8.12 On dit souvent, dans la situation de la proposition I.8.11, que f se factorise à travers X/Z ou
encore à travers π.

Corollaire I.8.13 Étant donné un morphisme surjectif de groupes, (resp. d’anneaux,)
(resp. de A-modules,)
(resp. de A-algèbres,) q : X → Y il existe un unique isomorphisme de groupes (resp. anneaux,)
(resp. A-modules,)
(resp. A-algèbres,)

φ : X/Ker q → Y tel que φ ◦ π = q où π : X → X/Ker q , est la surjection canonique.

Corollaire I.8.14 (Factorisation canonique des morphismes)

Étant donné un morphisme f : X → Y de groupes
(resp. d’anneaux,)
(resp. de A-modules,)
(resp. de A-algèbres,)

il existe un unique isomorphisme de groupes (resp. d’anneaux,)
(resp. de A-modules,)
(resp. de A-algèbres,)

φ : X/Kerf ∼= Im f tel que φ ◦ π = f

où π est la surjection canonique.

Corollaire I.8.15 Soient (X,+) un groupe abélien (resp. (X,+, ·) un A-module,) Y et Z des sous-groupes
(resp. sous-A-modules de X.)

i) Si Z ⊂ Y, la surjection canonique πY : X → X/Y se factorise à travers le quotient X/Z en un mor-
phisme surjectif π tel que le diagramme suivant soit commutatif :

X

πZ



y ց πY

X/Z
π−−−−→ X/Y .
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ii) SiZ ⊂ Y, restriction πZ |Y à Y de la surjection canoniqueπZ : X → X/Z se factorise en un diagramme
commutatif où j et injective :

Y → Y/Z

IdX |Y



y



y j

X
πZ−−−−→ X/Z .

iii) Toujours sous l’hypothèse que Z ⊂ Y, et avec les notations du point ii), notons

(X/Z)/(Y/Z) := (X/Z)/Im j et π : X/Z → (X/Z)/(Y/Z) la surjection canonique.

Alors la composée π ◦ πZ ce factorise à travers la surjection canonique πY : X → X/Y de sorte que le
diagramme du point ii) se complète en un diagramme commutatif où φ est un isomorphisme :

Y → Y/Z

IdX |Y



y



y j

X
πZ−−−−→ X/Z

πY



y



y π

X/Y
φ−−−−→ (X/Z)/(Y/Z) .

iv) En ne supposant plus nécessairement que Z ⊂ Y, la composée de la surjection canonique Y + Z → Z
avec l’inclusion naturelle Y ⊂ Y +Z, se factorise à travers le quotient Y/(Y ∩Z), donnant lieu au diagramme
commutatif suivant où φ est un isomorphisme :

Y → Y + Z

↓ ↓
Y/(Y ∩ Z) φ−−−−→ (Y + Z)/Z .

Corollaire I.8.16 Soient (X,+) un groupe abélien (resp. (X,+, ∗) un anneau commutatif,) (resp. (X,+, ·) un
A-module,) (resp. (X,+, ∗, s : A → X) une A-algèbre,) et Y ⊂ X un sous-groupe
(resp. un idéal,) (resp. un sous- A-module,) (resp. un idéal.)

Soit π : X → X/Y la surjection canonique.
Un sous-ensemble Z de X/Y est un sous-groupe

(resp. un idéal,) (resp. un sous- A-module,) (resp. un idéal,) de X/Y si et seulement si π−1(Z) est un sous-
groupe
(resp. un idéal,) (resp. un sous- A-module,) (resp. un idéal,) de X.

On a alors
Z ∼= π−1(Z)/Y .

L’application Z 7→ π−1(Z) est alors une bijection croissante (pour la relation d’inclusion) de l’ensemble
des sous-groupes
(resp. idéaux,) (resp. sous- A-modules,) (resp. idéaux,) de X/Y, dans l’ensemble des sous-groupes (resp.
idéaux,)
(resp. sous- A-modules,) (resp. idéaux) de X contenant Y.

Remarque I.8.17 Étant donné un groupe abélien
(resp. un A-module,) X. les données suivantes sont équivalentes au sens où la donnée de l’une d’entre elles
permet de construire canoniquement les trois autres :

a) Un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) Y de X.
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b) Un morphisme injectif i : Y →֒ X.

c) Une relation d’équivalence compatible sur X.

d) Un morphisme surjectif q : X → Z.

Par exemple d) ⇒ a) consiste à prendre le noyau du morphisme surjectif, tandis que a) ⇒ d) consiste à
prendre le quotient par le sous-groupe (resp. sous-A-module.)

L’équivalence a)⇔ c) a été établie dans la proposition I.8.3.
Le reste des vérifications est laissé au lecteur.

Remarque I.8.18 (Le cas des A-algèbres) Le cas des A-algèbres apparaît toujours à l’intersection des A-
modules et des anneaux et il convient toujours de vérifier que lorsqu’une consttruction est possible dans les
deux cadres, elle coïncide bien dans le cas des A-algèbres.
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I.9 . −Suites exactes

Dans toute cette section (I.9,) A désigne un anneau commutatif (cf. I.1.8.)

Définition I.9.1 (Suite exacte courte) La notation

0 → N
i−−−−→ X

p−−−−→ Q → 0 I.9.1.1

signifie que :

Ex1) N, X et Q sont des groupes abéliens (resp. des A-modules.)

Ex2) i et p sont des morphismes de groupes (resp. de A-modules.)

Ex3)
Im i = Ker p .

Ex4) i est un morphisme injectif (i.e. le noyau de i est l’image du morphisme nul {0} → N .)

Ex5) p est un morphisme surjectif

(i.e. l’image de p est le noyau du morphisme nul Q → {0} .)
On dit alors que I.9.1.1 est une suite exacte courte de groupes abéliens (resp. de A-modules.)

On dira aussi que
N

i−−−−→ X
p−−−−→ Q

est une suite exacte si l’on exige seulement que la condition Ex3) soit satisfaite.
On peut encore généraliser la notion à

. . . → Xi
fi−−−−→ Xi+1

fi+1−−−−→ Xi+2 → . . .

dont on dit que c’est une suite exacte longue si pour tout i, Im fi = Ker fi+1 .

Remarque I.9.2 La donnée d’une suite exacte courte de groupes abéliens (resp. de A-modules,) équivaut à
l’une des données équivalentes de la remarque I.8.17.

Plus précisément si i : N →֒ X est un morphisme injectif il se complète en une suite exacte courte 0 →
N

i−−−−→ X
p−−−−→ Q → 0 en prenant Q := X/Im i et p la surjection canonique. On notera d’ailleurs

souvent X/N := X/Im i puisque le morphisme injectif i induit un isomorphisme i : N ∼= Im i.
De même si p : X → Q est un morphisme surjectif, il se complète en une suite exacte courte 0 →

N
i−−−−→X

p−−−−→ Q → 0 en prenant N := Ker p; Le morphisme p se factorise alors en un isomorphisme

X/Kerp = X/Im i = X/N ∼= Q (cf. I.8.14 .)

Remarque I.9.3 Dans le cas d’un morphisme de A-modules les notions de noyau et d’image étant celle du
morphisme de groupes sous-jacent une suite est exacte au sens des A-modules si et seulement si elle l’est au
sens des groupes abéliens sous-jacents. En particulier pour une suite de groupes abéliens il est équivalent d’être
exacte comme suite de groupes abéliens ou comme suite de Z-modules.

Définition I.9.4 Étant donnée une suite exacte courte de groupes abéliens
(resp. A-modules,)

0 → N
i−−−−→ X

p−−−−→ Q → 0,

on dira que :

i) (quotient)
Q, ou le couple (Q, p) ou même p est un quotient de X ;
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ii) (Sous-module)
N, ou le couple (N, i) ou même i est un sous-groupe (resp. sous-module,) de M. Cette dernière définition

ne représentant d’ailleurs presque aucune nouveauté par rapport à celles qui ont été données dans la section I.3
(resp. A.3.)

Remarque I.9.5 Les deux notions définies ci-dessus de quotient et de sous-groupe
(resp. sous- A-module,) ont « rarement » tendance à coïncider pour une paire de sous-modules donnée : si X et
Y sont des groupes abéliens
(resp. A-modules,) « généralement » Y n’est pas simultanément un quotient et un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) de X.

Le cadre des K-espaces vectoriels, qui rappelons-le, sont un cas particulier de groupes abéliens
(resp. A-modules,) peut induire en erreur. En effet dans ce cas la distinction entre quotient et sous-module
n’est pas nécessairement facile à faire. Cela est lié, comme nous allons le voir précisément dans la suite à
l’existence de supplémentaires pour un sous-espace, ou de scindage pour les suites exactes ce qui revient au
même.

L’exemple suivant est néanmoins peut-être plus éclairant et il srait bon de le garder à l’esprit :

Exemple I.9.6 a) Dans la proposition I.7.6 on a donné les ingrédients permettant de construires les couples
de suites exactes

0 → X1
i1−−−−→ X1 ×X2

p2−−−−→ X2 → 0 et 0 → X2
i2−−−−→ X2 ×X1

p1−−−−→ X1 → 0

qui font manifestement apparaître les objets X1 et X2 simultanément comme des quotients et des sous-objets
de X1 ×X2.

Cependant, on est parti de la situation d’un produit ce qui n’est pas forcément le cas général mais bel et bien
celui développé dans les propositions I.9.9 et I.9.10.

b) Pour un entier d ≥ 2, on a une suite exacte de groupes abéliens bien connue :

0 → dZ −→ Z −→ Z/dZ → 0

qui fait naturellement de Z/dZ un quotient de Z.
On a établi dans un ou plusieurs exercices et si on l’a oublié il serait opportun désormais de ne pas le perdre

de vue, qu’il n’existe pas de morphisme de groupes injectif de Z/dZ dans Z. Ainsi Z/dZ ne peut en aucun cas
se réaliser comme (ous-groupe (sous-Z-module) de Z. Il résulte de a) ou plus exactement de la proposition I.7.6
qu’on ne peut pas écrire Z = dZ× Z/dZ.

Définition I.9.7 (Projecteur) On dit qu’un endomorphisme p d’un groupe abélien
(resp. A-module,)X est un projecteur si (come dans le cas de l’algèbre linéaire) p ◦ p = p.

Lemme I.9.8 (Propriétés des projecteurs) Soit p : X → X un projecteur (où X est un groupe abélien
(resp. A-module :)

i)
X = Ker p ⊕ Im p ;

ii)
IdX − p est un projecteur, Ker p = Im (IdX − p) , Im p = Ker IdX − p .

41



L3/S6 M305, Algèbre II, I.9.10 Université Paris Sud, 2019–2020

Proposition I.9.9 Soient
0 → N

i−−−−→ X
p−−−−→ Q → 0, I.9.9.1

une suite exacte courte de groupes abéliens
(resp. A-modules,) et un morphisme

s : Q → X tel que p ◦ s = IdQ . I.9.9.2

i) Le morphisme s est injectif.

ii)
X = Im s ⊕ Im (IdX − s ◦ p) et Im (IdX − s ◦ p) = Ker p = Im i .

Preuve : Remarquons d’abord que

(s ◦ p)2 = s ◦ p ◦ s ◦ p = s ◦ p

si bien que s ◦ p est un projecteur et que l’on peut appliquer le lemme I.9.8. On a donc

X = Im (s ◦ p) ⊕ Ker (s ◦ p) .

Le morphisme p étant surjectif, Im (s ◦ p) = Im s. Le morphisme s étant injectif,

Ker (s ◦ p) = Ker p = Im i

puisque la suite I.9.9.1 est exacte.

iii) On peut donc noter
r := i−1 ◦ (IdX − s ◦ p) : X → N

et l’on a
r ◦ i = IdN :

En effet
r ◦ i = i−1 ◦ (IdX − s ◦ p) ◦ i = i−1 ◦ (i − s ◦ p ◦ i) = i−1 ◦ i = IdN .

Ce qui entraîne que r est surjectif. De plus r ◦ i est un projecteur et

(r ◦ i) + (s ◦ p) = IdX .

iv)
Im s = Ker r .

Preuve : En effet,
Ker r = Ker (i−1 ◦ (Id−s ◦ p)) = Ker (IdM − s ◦ p)

puisque i−1 est injectif. Or
Ker (IdX − s ◦ p) = Im (s ◦ p)

en vertu du lemme I.9.8. Or p étant surjectif, Im s ◦ p = Im s.
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v) Il résulte de ce qui précède que

0 → Q
s−−−−→M

r−−−−→ N → 0

est une suite exacte courte.

Proposition I.9.10 Soient
0 → N

i−−−−→ X
p−−−−→ Q → 0, I.9.10.1

une suite exacte courte de groupes abéliens
(resp. A-modules,) et un morphisme

r : X → N tel que r ◦ i = IdN . I.9.10.2

i) Le morphisme r est surjectif.

ii)
X = Im i ⊕ Im (IdX − i ◦ r) et Im i = Ker p .

Preuve : Remarquons d’abord que

(i ◦ r)2 = i ◦ r ◦ i ◦ r = i ◦ r

si bien quei ◦ r est un projecteur et que l’on peut appliquer le lemme I.9.8. On a donc

X = Ker (i ◦ r) ⊕ Im (i ◦ r) .

De plus Ker (i ◦ r) = Im (IdX − i ◦ r). Enfin, r étant surjectif,

Im (i ◦ r) = Im i = Ker p

puisque la suite I.9.10.1 est exacte.

iii) Il en résulte que p|Im (IdX−i◦r) est un isomorphisme. On note s : Q → M son isomorphisme inverse. Il
s’ensuit immédiatement que s est injectif et

p ◦ s = IdQ .

De plus s ◦ p est un projecteur et
(r ◦ i) + (s ◦ p = IdX .

iv)
Im s = Ker r .

Preuve : En effet, en utilisant encore le lemme I.9.8,

Im s = Im IdX − i ◦ r = Ker i ◦ r = Ker r

puisque i est injectif.
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v) Il résulte de ce qui précède que

0 → Q
s−−−−→M

r−−−−→ N → 0

est une suite exacte courte.

Définition I.9.11 i) (Section)
Un morphisme s : Q → M comme en I.9.9.2 est usuellement appelée une section de p ou un scindage de

la suite exacte et l’on di que la suite exacte courte I.9.9.1 est scindée ;

ii) (Rétraction)
On dit qu’un morphisme r : M → N come en I.9.10.2 est une rétraction de i et l’on dit que la suite

exacte courte I.9.10.1 est rétractée.

En fait les proposition I.9.9 et I.9.10 montrent qu’une suite exacte courte de groupes abéliens
(resp. A-modules,) est scindée si et seulement si elle est rétractée ;

Exemple I.9.12 a) Bien entendu les situations envisagées en I.7.6 fournissent des exemples de suites exactes
courtes scindées (ou de manière équivalente rétractée.) Nous allons en fait voir à la proposition I.9.13, qu’on a
là en quelque sorte une situation modèle de suites scindées ou rétractées.

b) Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie m et F un sous espace vectoriel de E de
dimension n ≤ m. notons G := E/F si bien qu’on a une suite exacte

0 → F
i−−−−→ E

p−−−−→ G → 0

où p est la surjection canonique et i l’inclusion naturelle de F dans E (i.e. la restriction de l’identité IdE
à F.) Une base (u1, . . . , un) de F se complète en une base (u1, . . . , um) de E. C’est précisément un des
points essentiels de la théorie des espaces vectoriels et qui nous fera défaut dans le cadre des groupes abéliens
(resp. A-modules,) et auquel nous chercherons les meilleurs paliatifs possibles.

C’est alors un exercice facile (mais qu’ill est néanmoins bon d’avoir fait au moins une fois) que de montrer
que p(ui) ,n+1 ≤ i ≤ m est une base de G qui se trouve donc être de dimension finie également.

On définit s : G → E comme l’unique morphisme (application linéaire) tel que

∀n+ 1 ≤ i ≤ m, s[p(ui)] = ui .

Il est alors immédiat de vérifier que p ◦ s = IdG c’est-à-dire que s est une section de p.

La proposition suivante est une sorte de réciproque de l’exemple I.9.6.a) :

Proposition I.9.13 Étant donnée une suite exacte courte de groupes abéliens
(resp. A-modules,)

0 → N
i−−−−→ X

p−−−−→ Q → 0,

s’il existe
une section s : Q → M de p (cf. I.9.9.2 ,)

(resp. une rétraction r : M → N de i (cf. I.9.10.2 ,)

il existe une rétraction r de i (resp. une section s de p,) et le morphismes

f : M → N ×Q , x 7→
(
r(x), p(x)

)
et g : N ×Q → M , (y, z) 7→ i(y) + s(z)

sont des isomorphismes inverses l’un de l’autre.
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Preuve : En effet :

∀x ∈M, g[f(x)] = g[r(x), p(x)]
= i[r(x)] + p[p(x)]
= x (cf. I.9.9.iii) ou I.9.10.iii) ) .

Réciproquement :

∀(y, z) ∈ N ×Q, f [g[(y, z)]] = f [i(y) + s(z)]
=

(
f [i(y)], p[s(z)]

)

= (y, z) .

Remarque I.9.14 La proposition I.9.13 ci-dessus est en fait un énoncé réciproque de la proposition I.7.6. En
effet, avec les notations de la proposition I.7.6, les points I.7.6.i) à I.7.6.ii) assurent que l’on a deux suites
exactes scindées

0 → X1
i1−−−−→M

p2−−−−→ X2 → 0 et 0 → X2
i2−−−−→M

p1−−−−→ X1 → 0 .

On pourrait synthétiser ces résultats dans l’énoncé suivant :

Théorème I.9.15 Soient X et Y deux groupes abéliens
(resp. A-modules,) alors les données suivantes sont équivalentes :

a) Un morphisme injectif i : Y →֒ X tel que la suite exacte

0 → Y
i−−−−→ X

p−−−−→ Q → 0

qui s’en déduit soit scindée/rétractée.

b) Un morphisme surjectif p : X → Y tel que la suite exacte

0 → N
i−−−−→ X

p−−−−→ Y → 0

qui s’en déduit soit scindée/rétractée.

c) Un morphisme injectif i : Y → X et un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) Z ⊂ X tel que

X = i(Y ) ⊕ Z .

d) Un groupe abélien
(resp. A-module,) Z et un isomorphisme

f : Y × Y ∼= X .

Définition I.9.16 (Facteur direct) Dans le cas où X et Y sont des groupes abéliens
(resp. A-modules,) vérifiant les conditions équivalentes du théorème I.9.15, on dit que Y est un facteur direct de
X. Ceci signifie que Y est à la fois un quotient et un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) de X.

Corollaire I.9.17 Étant donné un groupe abélien
(resp. A-module,)X,

i) si Y et Z sont des sous-groupes
(resp. sous- A-modules,) de X tels que

X = Y ⊕ Z,

le morphissme naturel Y × Z → M , (x, y) 7→ x+ y est un isomorphisme ;

45



L3/S6 M305, Algèbre II, I.9.19 Université Paris Sud, 2019–2020

ii) Réciproquement, si Y et Z sont des groupes abéliens
(resp. A-modules,) tels qu’on ait un isomorphisme

f : Y × Z ∼= X,

que lon note
i : Y → X , x 7→ f(x, 0) et j : Z → X , x 7→ f(0, x),

X = i(Y ) ⊕ j(Z)

qu’on abrègera, si aucune confusion n’est à craindre en

X = Y ⊕ Z .

Proposition I.9.18 Soient f : X1 → X2 un morphisme de groupes abéliens
(resp. A-modules,), (Yi, Zi) un couple de sous-groupes
(resp. sous- A-modules,) de Xi ,i = 1 ou 2 , tel que

Xi = Yi ⊕ Zi , f(Y1) ⊂ Y2 et f(Z1) ⊂ Z2 .

On note alors
fY := f|Y1

(resp. fY := f|Z1
) la restriction de f à Y1 (resp. .Z1 .)

i)
Ker f = Ker fY ⊕ Ker fZ .

Preuve : Puisque
Ker fY ⊂ Y1 et Ker fZ ⊂ Z1,

que Z1 et Y1 sont en somme directe, la somme Ker fY + Ker fZ est nécessairement directe. Or pour tout
x ∈ X1, il existe un unique couple (y, z) ∈ Y1 × Z1 tel que x = y + z. Or

f(x) = 0 ⇔ f(y + z) = 0 ⇔ fY (y) + fZ(z) = 0,

fY (y) ∈ Y2 fZ(z) ∈ Z2, Y2 et Z2 sont en somme directe si bien que

fY (y) + fZ(z) = 0 ⇔ fY (y) = fZ(z) = 0 ⇔ y ∈ Ker fY et z ∈ Ker fZ .

ii)
Im f = Im fY ⊕ Im fZ .

Preuve : Ici encore, comme ci-dessus, la somme Im fY + Im fZ est directe ; l’inclusion Im fY + Im fZ ⊂
Im f est immédiate.

Pour tout x ∈ Im f, il existe u ∈ X1 tel que x = f(u). Or il existe (v, w) ∈ Y1×Z1 tel que u = v+w
si bien que

x = f(u) = f(v + w) = fY (v) + fZ(w) ∈ Im fY + Im fZ .
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Le théorème qui suit permetra notamment de donner une preuve moins technique que dans le cas général
du théorème II.10.5 dans le cas des groupes abéliens et des K[X ]-modules (E, u).

Théorème I.9.19 (Principe d’EULER–POINCARÉ) i) Si

0 → K −→ G −→ H → 0

est une suite exacte courte de groupes abéliens, G est un groupe fini si et seulement si il en est de même de K
et H et dans ce cas

#(G) = #(K) ∗ #(H) .

ii) Si
0 → N −→ E −→ Q → 0

est une suite exacte courte de K-espaces vectoriels, E est de dimension finie si et seulement si N et Q le sont
et dans ce cas

dimKE = dimKN + dimKQ .
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I.10 . −Divisibilité et idéaux

Supposons donc dans cette section (I.10) que (A,+, ∗) est un anneau commutatif (cf. I.1.8.)

Définition I.10.1 (Divisibilité) Pour tout couple (a, b) ∈ A×A, on dit que a divise b ou que a est un diviseur

de b ou encore que b est un multiple de a et l’on note a|b, s’il existe c ∈ A tel que a ∗ c = b.

Lemme I.10.2
∀(a, b) ∈ A×A, a|b ⇔ bA ⊂ aA ⇔ b ∈ aA

(où aA est l’idéal principal engendré par a .)

Remarque I.10.3 On sait que dans un anneau A, pour tout a ∈ A, 0 ∗ a = 0 .Il en résulte que pour tout
a ∈ A, a|0.

Par ailleurs
∀a ∈ A, ∀b ∈ A, ∀c ∈ A,

(
a|b et a|c ⇒ a|b+ c

)
.

Remarque I.10.4 On remarque que la notion de divisibilité « correspond » à l’inclusion sur les idéaux laquelle
est une relation d’ordre partielle. La réflexivité et la transitivité ne posent aucune difficulté pour la relation de
divisibilité mais il n’est pas clair qu’elle soit antisymétrique : a|b et b|a n’implique pas forcément que a = b.
Même dans Z 5| − 5 et −5|5.

On verra comment on peut affiner cette notion de manière intéressante dans le paragraphe concernant les
anneaux intègres (cf. I.11.)

Définition I.10.5 (Élément premier) Un élément a ∈ A est dit premier si l’idéal principal engendré par a
aA est premier (cf. I.3.8 ;) ce qui équivaut à dire que a /∈ A× (cf. I.4.5,) et

∀(b, c) ∈ A×A, a|b ∗ c ⇒ a|b ∨ a|c .

Définition I.10.6 (Élément irréductible) Un élément a ∈ A est irréductible si a /∈ A× (a n’est pas inver-
sible) et

∀(b, c) ∈ A×A, a = b ∗ c ⇒ b ∈ A× ∨ c ∈ A× .

Remarque I.10.7 Les définitions I.10.6 et I.10.5 sont présentées ici de manière tout à fait indépendantes l’une
de l’autre contrairement à l’habitude qu’on peut en avoir en travaillant dans les anneaux usuels Z ou K[X ].
Ces deux notions n’entretiennent en effet de rapports étroit que si on fait des hypothèses sur l’anneau A. Un
premier résultat sera obtenu dans la proposition I.11.1 en supposant que A est intègre. Finalement dans le cas
des anneaux principaux le lemme de GAUSS et son corollaire le lemme d’EUCLIDE (cf. I.13.2.6,) permettra de
« presque » confondre les deux notions d’irréductibilité et de primalité et de retrouver la définition usuelle de
nombre premier

Notation I.10.8 On notera

∀X ⊂ A , D(X) := {y ∈ A ; ∀x ∈ X, y|x} (resp.M(X) := {y ∈ A ; ∀x ∈ X, x|y} )

l’ensemble des diviseurs (resp. multiples) communs à tous les éléments de X.
De manière un peu abusive, on notera encore

D(x, y) := D({x, y}) (resp.M(x, y) := M({x, y}) .)
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Proposition I.10.9 Pour tout X ⊂ A,

d ∈ D(X) ⇔ (X) ⊂ dA,

(où (X) est l’idéal engendré par X défini en (cf. I.4.2.)

Corollaire I.10.10 Pour tout X ⊂ A, A× ⊂ D(X).

Définition I.10.11 PourX ⊂ A, si D(X) = A× on dit que les éléments de X sont premiers entre eux (dans

leur ensemble).

Remarque I.10.12 Cependant la situation que nous aurons souvent à considérer par la suite est celle où deux
éléments x et y de A sont premiers entre eux i.e.où D({x, y}) = A× ou vien où X ⊂ A est constitué
d’éléments deux à deux premiers entre eux c’est-à-dire

∀(x, y) ∈ X ×X, D({x, y}) = A× .

Bien sûr que cette situation entraîne que les éléments de X sont premiers entre eux dans leur ensemble mais le
fait que les éléments de X sont deux à deux premiers entre eux est une hypothèse plus forte. Les éléments 2, 5,
6 de Z sont premiers entre eux dans leur ensemble mais pas deux à deux premiers entre eux.

Définition I.10.13 (PGCD PPCM) Étant donné un ensembleX ⊂ A, on appelle plus grand commun diviseur

ou PGCD (resp. plus petit commun multiple ou PPCM)

un plus grand élément de D(X)(resp. un plus petit élément deM(X), )

au sens de la relation | bien entendu, autrement dit, un élément d ∈ D(X) (resp. m ∈ M(X)) tel que :

∀a ∈ X, d|a et ∀b ∈ D(X), b|d (resp. ∀a ∈ X, a|m et ∀b ∈M(X), m|b .) I.10.13.1

Remarque I.10.14 La définition I.10.13 peut sembler un peu abusive au sens où nous n’avons parlé de plus

grand élément ou de plus petit élément que pour une relation d’ordre. Nous verrons en outre que la relation ·|·
n’est pas « vraiment » une relation d’ordre (cf. I.11.6,) met en particulier en défaut le fait que de tels éléments,
s’ils existent, (ce que nous n’avons pas encore établi mais qui le sera pour les anneaux principaux (cf. I.13.1.3
et I.13.1.6) est unique.

Lemme I.10.15 Étant donné une partie X ⊂ A, tous les PGCD (resp. PPCM) de X s’ils existent engendrent
un même idéal (cf. I.4.4.)

Notation I.10.16 Le lemme ci-dessus peux motiver les notations suivantes : PourX ⊂ A d (resp.m) un PGCD
(resp. PPCM) de X, on notera :

∧

X := dA et PPCM(X) := mA . I.10.16.1

Pour tout (x, y) ∈ A × A, on notera :

x ∧ y :=
∧

{x, y} et PPCM(x, y) = PPCM({x, y}) . I.10.16.2
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I.11 . −Éléments remarquables d’un anneau intègre

Dans cette section (I.11,) (A,+, ∗) est un anneau commutatif intègre (cf. I.1.8, I.1.14.)

Proposition I.11.1 Dans un anneau commutatif intègre A, tout élément premier (cf. I.10.5,)
non nul est irréductible (cf. I.10.6.)

Définition I.11.2 (Éléments associés) Pour (a, b) ∈ A×A, on dit que b est associé à a s’il existe un élément
inversible u ∈ A×, tel que b = u ∗ a.

Lemme I.11.3 La relation d’association est une relation déquivalence.

Lemme I.11.4 Pour tout (a, b) ∈ A×A, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) a|b et b|a ;

b) aA = bA ;

c) ∃u ∈ A×, b = a ∗ u ;

d) ∃u ∈ A×, a = b ∗ u ;

e) a et b sont associés.

Remarque I.11.5 L’équivalence entre I.11.4.b) et I.11.4.e) peut se reformuler en disant qu’on a une bijection
naturelle entre les classes d’équivalences pour la relation d’association et les idéaux principaux de A.

Remarque I.11.6 Bien qu’elle soit réflexive et transitive, la relation | (divise) n’est pas « vraiment » antisymé-

trique, fait qu’on ne peut pas dire que | est une relation d’ordre.
Cependant la relation d’association est une relation d’équivalence. On dira dans ce cas que | est une relation

de pré-ordre. Ce pré-ordre n’est pas total, en effet on ne peut pas toujours comparer deux éléments de Z du
point de vue de la divisibilité. Par exemple, on n’a ni 3|5 ni 5|3.

Lemme I.11.7 L’élément neutre pour + 0 est le plus grand élément pour | tandis que tout élément u ∈ A× est
un plus petit élément pour |.

Remarque I.11.7.1 On constate d’ores et déjà que | ne se comporte pas tout à fait comme une relation d’ordre
puisqu’il n’y a pas unicité d’un plus petit élément.

Lemme I.11.8 Pour tout X ⊂ A, les PGCD de X (resp. PPCM de X) forment une classe d’équivalence pour
la relation d’association.

Remarque I.11.9 On n’a pas parlé jusqu’ici du PGCD ni du PPCM mais d’un PGCD ou d’un PPCM à cause du
défaut d’unicité constaté dans le lemme ci-dessus. Ce dernier énoncé montre en outre que de toute évidence, le
« bon objet » à considérer n’est pas un PGCD ou un PPCM mais la classe d’association des PGCD (resp PPCM)
qui, pour le coup, et d’après le lemme I.11.8 est unique. Cette classe d’association elle-même ne semble pourtant
pas être un objet très utilisable sauf à remarquer qu’on peut la représenter par un objet tout à fait maniable à
savoir un idéal. Grâce au lemme I.11.4 on sait en effet que tous les PGCD (resp. PPCM) engendrent le même
idéal.

Le défaut majeur de ces notions, dans ce cadre trop général, est de ne pas jouir d’un résultat d’existence.
Un cadre confortable pour s’y intéresser est celui des anneaux principaux (cf. I.13,) à moins qu’on introduise la
notion d’anneau factoriel, ce qui ne sera pas fait dans le cadre de ce cours.
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I.12 . −Anneaux principaux

Définition I.12.1 (Idéal principal) Un idéal aA pour a ∈ A comme dans l’exemple I.3.6.b), est dit principal.
On dit que l’idéal aA est engendré par a ou encore que a est un générateur de l’idéal aA.

Définition I.12.2 (Anneau principal) Un anneau commutatif A est principal s’il est intègre (cf. I.1.14,) et si
tout idéal de A est principal.

Exemple I.12.3 a) Un corps est un anneau principal, puisqu’on a déjà remarqué (cf. I.3.6.a),) que ses seuls
idéaux sont {0} et lui-même qui sont évidemment principaux. Néanmoins cet exemple ne présente qu’un intérêt
très limité du point de vue de l’arithmétique.

b) La proposition I.13.6.4 nous permettra de donner un certain nombre d’exemple d’anneaux principaux qui
ne sont pas des corps à savoir les anneaux euclidiens :

Exemple I.12.4 D’autres exemples d’anneaux principaux sont donnés par :

a) (L’anneau des entiers relatifs)
l’anneau Z . des entiers relatifs ;

b) (Les anneaux de polynômes)
les anneaux de polynômes K[X ] (cf. III.4.4,) où κ est un corps ;

c) (Les entiers de GAUSS)
l’anneau des entiers de GAUSS ;

d) (Les entiers d’Eisenstein)
et l’anneau des entiers d’Eisenstein.
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I.13 . −Arithmétique des anneaux principaux

I.13.1 . −Existence de PGCD et de PPCM dans les anneaux principaux

Dans la suite, c’est-à-dire dans les paragraphes I.13.1 à I.13.5 A est un anneau principal.

Lemme I.13.1.1 Pour tout X ⊂ A, il existe d ∈ A, tel que (X) = dA.

Lemme I.13.1.2 PourX ⊂ A, si d est un générateur de (X), i.e.si (X) = dA, il existe n ∈ N, ai ,1≤i≤n ∈
A et xi ,1≤i≤n ∈ X tels que

d =
n∑

i=1

ai ∗ xi .

Proposition I.13.1.3 (PGCD) Soit X ⊂ A une partie de A (qui peut être finie ou non.)

i) X admet un PGCD (cf. I.10.13 ;)

ii) d ∈ A est un PGCD de X si et seulement si (X) = dA ;

iii) pour tout PGCD d de X :

∃n ∈ N, ∀1 ≤ i ≤ n,
(
∃xi ∈ X, ∃ai ∈ A,

)
, d =

n∑

i=1

ai ∗ xi . 1

Définition I.13.1.4 (Identité de BÉZOUT) La formule I.13.1.3.iii).1 est appelée identité de BÉZOUT et les élé-
ments ai ,1≤i≤n ∈ A coefficients de BÉZOUT.

Remarque I.13.1.5 La proposition I.13.1.3 montre en particulier que, dans le cas où A est un anneau principal
et X ⊂ A, les notations (X) introduite en I.4.1 et

∧
X introduite en I.10.16.1, sont redondantes au sens où

elles désignent le même objet, à savoir l’idéal engendré par X. Cependant dans le cas où A est principal, cet
idéal est aussi celui engendré par n’importe quel PGCD des éléments de X.

On pourrait aussi sans grande difficulté constater que les éléments de X eux-mêmes sont bien moins déter-
minants que les idéaux qu’ils engendrent. En effet, si on remplace les éléments de X par des éléments qui leurs
sont associés, l’idéal (X) n’est pas changé et partant l’ensemble des PGCD non plus.

Proposition I.13.1.6 (PPCM) Pour tout X ⊂ A, X admet un PPCM et les PPCM de X sont les générateurs
de l’idéal

∩(X) :=
⋂

x ∈ XxA .

I.13.2 . −Théorème de BÉZOUT,

lemme de GAUSS,
lemme d’EUCLIDE

On insiste que dans cettte section (I.13.2) l’anneau A est principal. Certains résultats comme le lemme
de GAUSS (cf. I.13.2.3,) le lemme d’EUCLIDE (cf. I.13.2.6,) pourrraient être obtenus dans un cadre plus
général, à savoir celui des anneaux factoriels, mais l’hypothèse A principal est indispensable pour dispo-
ser du théorème de BÉZOUT I.13.2.1. Dans la mesure où, dans ce paragraphe les résultas qui suivent sont
des corollaires de ce premier théorème, il est évident que la stratégie de démonstration devra être tout à
fait différente pour les obtenir dans un autre cadre que celui des anneaux principaux.
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Théorème I.13.2.1 (de BÉZOUT) Pour tout X ⊂ A, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) D(X) = A× c’est-à-dire que les éléments de X sont premiers entre eux dans leur ensemble (cf. I.10.11.)

b)
(X) =

∧

X = A .

c) L’élément 1 de A est un PGCD pour X.

d) Il existe un entiers n ∈ N, un n-uplet ai ,1≤i≤n ∈ A, un n-uplet xi ,1≤i≤n ∈ X tels que

n∑

i=1

ai ∗ xi = 1 .

Corollaire I.13.2.2 (Idéaux comaximau) Deux idéaux I et J deA sont comaximaux (cf. I.4.8.iv),) si et seule-
ment si pour tout couple (x, y) ∈ A×A tel que I = xA et J = yA x et y sont premiers entre eux.

Théorème I.13.2.3 (Lemme de GAUSS) Pour tout (a, b, c) ∈ A × A × A, si a et b sont premiers entre eux,
et a|bc alors a|c.

Remarque I.13.2.4 Il se peut que dans la littérature, le lemme de GAUSSne soit pas habituellement déduit du
théorème de BÉZOUT mais plutôt du théorème fondamental de l’arithmétique (théorème I.13.5.3.) Il pourrait
alors sembler surprenant de procéder comme on l’a fait. Pour expliquer cette différence d’approche, il fau-
drait mentionner qu’il existe des anneaux dans lesquels le théorème I.13.5.3 est satisfait mais dans lesquels le
théorème de BÉZOUT I.13.2.1 ne l’est pas. Dans de tels anneaux dits factoriels le lemme de GAUSSest encore
vérifié mais ne peut alors se déduire du théorème de BÉZOUT. Pour donner une quelconque pertinence aux
considérations qui précède il faudrait encore montrer qu’il existe vraiment des anneaux factoriels qui n’ont pas
la propriété de BÉZOUT, ce qui est effectivement le cas.

Lemme I.13.2.5 Pour tout p ∈ A irréductible et tout a ∈ A, si p ne divise pas a, a et p sont premiers entre
eux.

Théorème I.13.2.6 (Lemme d’EUCLIDE) Dans un anneau principalA, tout éléments irréductibles (cf. I.10.6,)
est premier (cf. I.10.5.)

Remarque I.13.2.7 Comme on a supposé dans cette section que A est intègre, tout élément premier non nul
de A est irréductible (cf. I.11.1,). Le lemme d’EUCLIDE ci-dessus montre donc que les notions de premiers
et d’irréductibles coïncident peu ou prou, et correspondent à l’idée que l’on a depuis longtemps des nombres
premiers.

Proposition I.13.2.8 Étant donné un anneau principal A qui n’est pas un corps, pour tout élément p ∈ A, le
quotient A/pA est un corps si et seulement si p est irréductible (cf. I.10.6.)

I.13.3 . −Arithmétique modulaire

Proposition I.13.3.1 Étant donné un anneau principalA et p ∈ A, si p est irréductible l’anneau quotientA/Ap
est un corps. La réciproque est vraie, pour peu que A ne soit pas déjà lui-même un corps.

I.13.4 . −Le théorème chinois des restes

Notation I.13.4.1 i) Pour tout idéal I de A, on notera πI : A → A/I la surjection canonique
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Pour n ∈ N et I := Ik ,1≤k≤n une famille d’idéaux, on notera :

ii)
∀1 ≤ k ≤ n, pk :

∏

j

1nA/Ij → A/Ik

la projection du produit sur le kième facteur (cf. I.7.1,)

iii) Il existe alors un unique morphisme d’anneaux

πI : A →
∏

j

1nA/Ij

caractérisé par le fait que
∀1 ≤ k ≤ n, pk ◦ πI = πIk

Plus explicitement, pour tout x ∈ A,

πI(x) =
(
πI1 (x), . . . , πIn(x)

)
.

iv) On simplifiera autant que possible la notation πIk en πk si aucune confusion ne peut en résulter. De même
on notera simplement π au lieu de πI s’il n’y a pas d’ambiguîté sur la famille d’idéaux considérée.

v) Enfin on notera
ψI ou simplement ψ : A → A/

( ⋂

1 ≤ j ≤ n

A/Ij
)

la surjection canonique.

On peut synthétiser ces notations dans le diagramme suivant :

A
πI−−−−→

∏

j

1nA/Ij

ψI



y ց πIk



y pk

A/
(⋂

1 ≤ j ≤ nA/Ij
)

A/Ik .

I.13.4.1.1

Proposition I.13.4.2 Soient n ∈ N, I := I1 ,k≤1≤n un n-uplet d’idéaux de A.

i) Il existe un unique morphisme injectif d’anneaux

γ : A/
( ⋂

1 ≤ j ≤ n

A/Ij
)
→
∏

j

1nA/Ij tel que γ ◦ ψ = π .

ii) Si les idéaux Ik ,1≤k≤n sont deux à deux comaximaux (cf. I.4.8.iv),) π est surjective et partant γ est surjec-
tive et donc un isomorphisme.
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Remarque I.13.4.3 Une lecture attentive montrera que dans la preuve de la proposition I.13.4.2 il n’a jamais
été fait usage du fait que A est un anneau principal ni d’aucun des résultats que nous avons établis pour ce type
d’anneau (cf. TD n◦ II, exercice B.)

La particularité du cas des anneaux principaux va consister à traduire en termes de PGCD l’hypothèse que
les idéaux sont deux à deux comaximaux grâce au corollaire I.13.2.2, et conduira à la forme suivante (théorème
I.13.4.4,) plus usuelle, du théorème chinois des restes. Des formulations plus particulières encores dans le cas
de l’anneau Z (resp. de l’anneau K[X ]) pourront être données .

Théorème I.13.4.4 Soient n ∈ N, ak ,1≤k≤n des éléments de A et m un PPcM (cf. I.13.1.6,) des ak ,1≤k≤n .
Pour tout 1 ≤ k ≤ n on note πk : A → A/akA (qui correspond à la notation donnée en I.13.4.1.iv)

pour peu qu’on définisse l’idéal Ik par Ik := akA. Il s’en déduit comme en I.13.4.1.iii) un morphisme
d’anneaux

π : A →
n∏

j=1

A/ajA =
∏

j

1nA/Ij .

Notons encore ψ : A → A/mA la surjection canonique (qui n’est autre que le morphisme ψ défini en
I.13.4.1.v) dans la mesure où

mA =
⋂

1 ≤ j ≤ n

ajA

(cf. I.13.1.6.) )
Alors :

i) Il existe un unique morphisme injectif d’anneaux

γ : A/mA →
n∏

j=1

A/ajA tel que γ ◦ ψ = π .

ii) Si les ak ,1≤k≤n sont deux à deux premiers entre eux (cf. I.10.11,) le morphisme π est surjectif ce qui
entraîne que γ est surjectif et donc un isomorphisme.

I.13.5 . −Théorème fondamental de l’arithmétique

La preuve des résultats de cette section peut être assez appréciablement simplifiée dans le cas de Z ou
K[X ] en utilisant la valeur absolue ou le degré. Il peut cependant être instructif de savoir que ces énoncés
sont valables dans un cadre plus général.

Lemme I.13.5.1 Tout élément a ∈ A \ A× possède un diviseur irréductible.

Preuve : Construisons des suites
(
an
)
,n∈N et

(
bn
)
,n∈N à valeurs dans A de la manière suivante. On pose

a0 := a, et b0 := 1.
— Si an n’est pas irréductible, il existe an+1 et bn+1 tous deux non inversibles tels que an = an+1∗bn+1.
— Sinon on pose an+1 := an et bn+1 := 1.
Les suites

(
an
)
,n∈N et

(
bn
)
,n∈N sont bien définies par récurrence.

Notons In := anA, l’idéal engendré par an. Puisque an+1|an, la suite
(
In
)
,n∈N est croissante. Il résulte

alors de la proposition I.3.12.iii), que I :=
⋃

n∈N

In est un idéal de A.
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Puisque A est principal, il existe c ∈ A tel que I = cA. Or c ∈ I, donc c ∈
⋃

nn∈N

In ; donc il existe

p ∈ N tel que c ∈ Ip. Il en résulte que I ⊂ Ip. Comme Ip ⊂ I par construction, I = Ip. Comme

∀q ∈ N, q ≥ p ⇒ Ip ⊂ Iq,

On a
Ip ⊂ Iq ⊂ I = Ip

si bien que
∀q ∈ N, q ≥ p ⇒ Iq = Ip .

En particulier Ip+1 = Ip. Ceci entraîne que ap+1 ∈ Ip i.e. ap|aP+1. Comme, par hypothèse, ap+1|ap,
ap+1 et ap sont associés. Il existe donc u ∈ A× tel que ap+1∗u = ap. Par construction on a ap = ap+1∗bp+1,
il en résulte que bp+1 = u. Ceci entraîne par construction des suites

(
an
)
,n∈N et

(
bn
)
,n∈N, que ap est

irréductible. Or ap|a, si bien qu’on a mis en évidence un diviseur irréductible de a.

Remarque I.13.5.2 En considérant attentivement la preuve du lemme I.13.5.1, on constate qu’on a montré que
dans un anneau principal toute suite croissante d’idéaux est stationnaire à partir d’un certain rang. Un anneau
possédant cette propriété est dit noethérien.

Théorème I.13.5.3 (fondamental de l’arithmétique) i) Pour tout élément a ∈ A, a 6= 0, il exist un entier
n ∈ N des éléments irréductibles pi ,1≤i≤n deux à deux non associés, des entiers naturels αi ,1≤i≤n ∈ N, et
un élément inversible u tels que :

a = u ∗
n∏

i=1

pαi

i . 1

ii) La décomposition ci-dessus d’un élément a ∈ A, a 6= 0, est unique au sens où si

a = u ∗
d∏

i=1

pαi

i = v ∗
e∏

i=1

qβi

i , 1

m = n et il existe une bijection σ : [1; d] → [1; d] tel que

∀1 ≤ i ≤ n, αi = βσ(i) , piet qβ(i) sont associés .

Remarque I.13.5.4 On pourra être surpris de voir ici que la décomposition en produit de facteurs premiers
(irréductibles) apparaît comme une conséquence du lemme de GAUSS (cf. I.13.2.3,) ou du lemme d’Euclide (cf.
I.13.2.6,) alors que souvent l’on présente ces deux résultats comme conséquence de la décomposition en produit
de facteurs premiers. On pourrrait montrer qu’en fait ces propriétés sont équivalentes pour un anneau et qu’en
particulier un anneau dans lequel le théorème de BÉZOUT est vérifié, les possède.

Définition I.13.5.5 (Valuation p-adique) Le théorème I.13.5.3.ii) assure que pour tout

a = u ∗
n∏

i=1

pαi

i ∈ A \ {0},

l’entier naturel αi est bien défini. On le notera vpi(a) qu’on appellera valuation pi-adique de a.
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I.13.6 . −Algorithme d’Euclide

Il ne suffit pas que l’anneau A soit principal pour qu’on puisse mettre en œuvre l’algorithme d’Euclide,
celui-ci s’appuyant en effet sur la division euclidienne. Les anneaux Z et K[X ] (cf. III.4.2,) disposent néan-
moins de cette propriété. Nous allons introduire la notion d’anneau euclidien à seule fin de donner une dé-
nommination commune à ces situations et remarquer que les anneaux euclidiens sont principaux de manière à
pouvoir utiliser toutes les ressources dévloppées dans le paragraphe I.13, à propos des anneaux principaux.

Définition I.13.6.1 Étant donné un anneau commutatif intègre A, un stathme euclidien sur A est une applica-
tion

v : A \ {0} → N

vérifiant :

∀(a, b) ∈ A × (A \ {0}), ∃(q, )r ∈ A × A, a = b ∗ q + r et
(
r = 0 ou v(r) < v(b)

)
, I.13.6.1.1

∀(a, b) ∈ (A \ {0}) × (A \ {0}), v(b) ≤ v(a ∗ b) . I.13.6.1.2

Un anneau commutatif intègre muni d’un stathme euclidien v est appelé anneau euclidien et on parle de
division euclidienne suivant le stathme v.

On adopte en général la terminologie usuelle suivante : a est le dividende b le diviseur q un quotient et r un
reste.

Exemple I.13.6.2 a) ((Z, | · |))
L’anneau Z muni de la valeur absolue est un anneau euclidien .

b) ((K[X ], deg(·)))
L’anneau K[X ] muni du degré deg(·) est un anneau euclidien (cf. III.4.)

c) ((K[X ], val(·)))
L’anneau K[X ] peut également être muni du stathme euclidien donné par la valuation val(·) donnant lieu à

la notion de division suivant les puissances croissantes.

d) (Entiers de GAUSS)

Remarque I.13.6.3 On constate que dans la définition I.13.6.1 aucun énoncé d’unicité du couple (q, r) n’est
donné contrairement à ce qui est le cas dans le cas de l’anneau Z ou même pour l’anneau K[X ] (cf. III.4.2.)
Dans ces deux cas, le stathme euclidien considéré possède une propriété supplémentaire de « compatibilité » à
l’addition |a + b| ≤ |a| + |b|, deg(P +Q) ≤ max(deg(P ), deg(Q)) qui n’est pas exigé par les axiomes
I.13.6.1.1 et I.13.6.1.2. On constatera que l’anneau des entiers de GAUSS n’a pas de telle propriété et que
néanmoins une arithmétique similaire à celle des anneaux Z et K[X ] peut y être développée.

En particulier l’absence d’énoncé d’unicité dans la division euclidienne n’interdit pas de montrer que l’an-
neau est principal comme nous allons le voir dans la proposition I.13.6.4 qui peut servir de point de départ à
toute l’arithmétique de ces anneaux.

Proposition I.13.6.4 Un anneau euclidien (A,v) (où A est un anneau commutatif intègre et v un stathme
euclidien) est principal.
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Proposition I.13.6.5 (Algorithme d’Euclide) Soit (A,v) un anneau euclidien
(cf. I.13.6.1.) Étant donnés deux éléments a0 et a1 deA, l’algorithme d’Euclide consiste en la donnée des suites

(
an
)
,n∈N ,

(
un
)
,n∈N ,

(
vn
)
,n∈N et

(
qn
)
,n∈N

définies par récurrence de la manière suivante :

u0 := 1
u1 := 0
v0 := 0
v1 := 1 ;

I.13.6.5.1

pour tout n ∈ N, si an+1 = 0,

an+2 = un+2 = vn+2 = qn = 0 ;

sinon, qn est un quotient de la division euclidienne de an par an+1 et an+2 := an − qn ∗ an+1 un reste. On
pose alors :

un+2 := un − qn ∗ un+1

vn+2 := vn − qn ∗ vn+1 .
I.13.6.5.2

Alors :

i) Soit
∀n ∈ N, an = 0,

et on pose m := 0, soit
∃m ∈ N, ((am 6= 0) et (∀q > m , aq = 0)) .

ii)
∀n ∈ N,

(
n ≤ m− 2 ⇒ D(an, an+1) = D(an+1, an+2)

)
;

d’où il résulte que d est un PGCD de an et an+1 si et seulement si d est un PGCD de an+1 et an+2.

iii)
∀n ∈ N, an = a0 ∗ un + a1 ∗ vn .

iv) L’élément am ∈ A est un PGCD pour a0 et a1, um et vm des coefficients de BÉZOUT (cf. I.13.1.4.)

Exemple I.13.6.6 On peut 1 mettre en oeuvre l’algorithme d’Euclide de la manière suivante :

qn an un vn
179 1 0
11 0 1

16 3 1 −16
3 2 −3 49
1 1 4 −65

d’où il résulte que
179 ∧ 11 = 1 et 4 ∗ 179 − 65 ∗ 11 = 1 .

1. On n’a jamais dit « on doit »
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Remarque I.13.6.7 En considérant attentivement la proposition I.13.6.5, on constaterait qu’il n’est nul besoin
de savoir a priori qu’il existe un PGcD dans l’anneau A. En particulier nul besoin de savoir si l’anneau A
est principal ou non. l’algorithme d’Euclide établit directement l’existence du pGCD à partir de la division
euclidienne. Comme il donne également les coefficients de BÉZOUT il permet de démontrer le théorème de
BÉZOUT sans recours au formalisme des idéaux. Reformuler le théorème chinois des restes dans ce contexte
commencerait peut-être à devenir moins séduisant moins encore si on s’avisait d’en donner une formulation
pour l’anneau K[X ].
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I.14 . −Exercices

Exercice I.14.1 [Loi de composition, (Magma)]
Cet exercice a été traité dans le premier TD d’algèbre I (M303).

Dans tout cet exercice A est un ensemble muni d’une loi de composition associative (i.e. un magma
associatif (cf. I.0.1.2.)) Pour tout (x, y) ∈ A×A, on note simplement xy leur composé qu’on appellera
également produit.

1) a) Soit n un entier ≥ 2, et soient a1, . . . , an des éléments de A. Pour calculer dans A le produit
a1a2 . . . an, il faut mettre des parenthèses de façon à ne calculer, aux étapes successives, que des produits
de deux éléments de A. Montrer que le résultat ne dépend pas du choix d’un tel parenthésage ; on le note
a1a2 . . . an.
Indication : On pourra procéder par une récurrence sur n, et comparer deux tels parenthésages, l’un où le
dernier produit effectué regroupe les k premiers termes : (a1 . . . ak)(ak+1 . . . an), l’autre où le dernier produit
regroupe les (k + 1) premiers termes (1 ≤ k ≤ n).

b) Pour a ∈ A et p entier ≥ 1, on note ap le produit a1 . . . ap où a1 = a2 = . . . = ap = a. Montrer qu’on
a

apaq = ap+q et (ap)q = apq pour p, q entiers ≥ 1 .

2) a) Supposons que A possède un élément neutre, c’est-à-dire un élément e tel que ea = ae = a pour
tout a ∈ A. Montrer qu’un tel élément est unique ; on le note souvent 1 et on pose a0 = 1 pour tout a ∈ A.

b) Étendre aux entiers p et q ≥ 0 les règles établies en question 1), b).

c) Soient a,b,c des éléments deA tels que ab = bc = 1 ; montrer qu’alors a = c. En déduire que si a possède
un inverse b, cet inverse est unique ; on le note a−1.

d) Prouver que si des éléments a1, . . . , an de A ont chacun un inverse, alors a1 . . . an est inversible aussi, et
calculer son inverse.

e) Prouver que l’ensemble des éléments inversibles de A est un groupe pour la loi (a, b) 7→ ab.

f) Si a est un élément inversible deA, on pose a−p := (a−1)p pour p entier≥ 1. Étendre les règles établies
en question 1), b) à tous les entiers p, q ∈ Z.

3) a) Soient x et y deux éléments de A qui commutent : xy = yx. Prouver que, quels que soient les
entiers p et q ≥ 1, xp et yq commutent aussi, et qu’on a (xy)p = xpyp.

b) Étendre ces résultats aux entiers p et q ≥ 0 si A a un élément neutre 1, et à tous les entiers p et q si x et y
sont inversibles.

c) Si on prend pour A un groupe abélien avec une loi noté additivement (a, b) 7→ a + b, on écrit 0
(plutôt que 1) pour l’élément neutre et on note nx au lieu de xn (en particulier l’opposé de x, c’est-à-dire
l’inverse pour la loi +, est noté −x .)

a) Écrire dans ces notations les résultats obtenus en question 1), question 2), question 3).
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b) Pour x, y dans A on pose alors x − y = x + (−y) ; prouver que c’est le seul élément z de A tel que
x = z + y ; calculer −(x− y), (x− y) + (x′ − y′), (x− y)− (x′ − y′).

4) Pour n ∈ N∗ et tout n-uplet ai ,1≤i≤n d’éléments de A, on définit le produit des ai ,1≤i≤n qu’on note
a1 × . . .× an par récurrence : Si n = 1, le produit de l’élément a est a lui-même et pour tout n+ 1-uplet
ai ,1≤i≤n+1 ,

(a1 × . . .× an+1) := (a1 × . . .× an)× an+1 .

a) Soit n un entier ≥ 1, et (ai)i ∈ I une famille à n éléments de A, ces éléments commutent l’un à l’autre.
Montrer que, quelle que soit la numérotation i1, . . . , in qu’on mette sur I (i.e.quelle que soit la bijection n 7→ in
de {1, . . . , n} sur I , ) le produit ai1 × . . . × ain est toujours le même; on le note

∏

i ∈ I

ai [on pourra procéder

par récurrence sur n et comparer deux tels produits, tout d’abord dans le cas où un élément b de A se trouve en
dernière position, puis dans le cas où un élément b de A se trouve en kième position dans le premier produit, et
en (k + 1)

ième position dans le second, 1 ≤ k < n .]

b) Soit I =
⋃

k ∈ K

Jk une partition de I (en sous-ensembles deux à deux disjoints non vides.) Montrer qu’on

a : ∏

i ∈ I

ai =
∏

k ∈ K

(
∏

j∈Jk

aj) .

Pour m entier ≥ 1, on a
(
∏

i ∈ I

ai)
m =

∏

i ∈ I

ami .

c) Supposons que A ait en outre un élément neutre 1 ; on pose alors
∏

i ∈ I

ai = 1 si I est vide ; étendre les

règles précédentes aux cas où I, ou l’un des Jk est vide.

d) Supposons que A soit un groupe abélien noté additivement ; on écrit alors
∑

i ∈ I

ai ; traduire dans ces

notations les résultats précédents.

5) Soit X un ensemble. On munit l’ensemble AX des applications de X dans A de la loi (f, f ′) 7→ ff ′

où ff ′(x) = f(x)f ′(x) pour tout x ∈ X .

a) Montrer que la loi définie ci-dessus est la seule pour laquelle, pour tout x ∈ XX, f 7→ f(x) est un
morphisme.

b) Montrer que cette loi sur AX est associative et queAX est un groupe pour cette loi si A est un groupe, un
groupe abélien si A est un groupe abélien.

c) Si A est un groupe, et X un autre groupe, montrer que l’ensemble Hom(X,A) des homomorphismes de
groupes de X dans A est un sous-groupe de AX , pourvu que A soit abélien.
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6) (Groupe abélien)
On suppose que A est un groupe abélien et pour tout p ∈ Z, et tout a ∈ A, on note p · a := ap avec

les notations de question 2), f) et question 1), b).

Réécrire dans ce formalisme les résultats de question 1), b) et question 2), f).

Exercice I.14.2 Quelle différence y-a-til entre I.5.1.i) et I.5.1.ii) du point de vue des anneaux et de celui des
groupes. Comparer à la proposition A.5.1.

Exercice I.14.3 Avec les notations I.7.1, montrer que pour tout F muni d’une des structures algébriques I.7.1.i)
ou I.7.1.iii), l’application

Hom(F, P ) →
n∏

k=1

Hom(F,Ek) , f 7→
(
p1 ◦ f, . . . , pn ◦ f

)

est un isomorphisme pour la structure algébrique considérée.

Exercice I.14.4 Avec les notations I.7.1, si ∀1 ≤ k ≤ n, Ek est un anneau,
(resp. une A-algèbre,)

1) les applications ik de la proposition I.7.6 sont-elles des morphismes d’anneaux (resp. de A-algèbres?)

2) Que peut-on dire de Im ik ?

Exercice I.14.5 Démontrer le théorème I.9.19.

Exercice I.14.6 Soit
0 → B

i−−−−→ A
p−−−−→ C → 0

une suite exacte courte de groupes abéliens finis. On suppose que #(B) et #(C) sont des entiers premiers entre
eux. Montrer qu’alors la suite exacte courte est scindée.

Exercice I.14.7

Exercice I.14.8

Exercice I.14.9 [Valuations p-adiques]
Soit p ∈ P .
On peut, dans cet exercice, remplacer Z par n’importe quel anneau principal A et Q par son corps

des fractions K.

1) Pour tout x ∈ Q , x 6= 0, montrer qu’il existe un unique triplet

(rx, nx, dx) ∈ Z× Z× N∗ tel que x = prx
nx
dx

, nx ∧ dx = 1 , p ∧ dx = 1 et p ∧ nx = 1 .
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On définit ainsi une application vp : Q → Z en posant

vp(x) := rx ∀ x ∈ Q \ {0} et vp(0) := (+∞) .

Pour tout x ∈ Q \ {0}, on notera

S(x) := {p ∈ P ; vp(x) 6= 0} et S(0) := P .

2) (Propriétés de vp)
Établir les propriétés suivantes de vp :

Val1)
∀x ∈ Z, ∀y ∈ Z, x|y ⇒ ∀p ∈ P , vp(x) ≤ vp(y) .

Val2) Pour tout x ∈ Z\ {0}, (resp. tout x ∈ Q\ {0},) S(x) est un ensemble fini éventuellement vide et que
l’on a

x = ǫ
∏

p∈S(x)

pvp(x) , ǫ ∈ {−1, 1} .

Val3) La réciproque de Val1) est vraie.

Val4)
∀x ∈ Q, x ∈ Z ⇔ vp(x) ≥ 0 ∀ p ∈ P .

Val5)

∀x ∈ Q, ∀y ∈ Q, ∀p ∈ P, vp(xy) = vp(x) + vp(y) et vp(x + y) ≥ min(vp(x), vp(y))

avec égalité dans la dernière inégalité si vp(x) 6= vp(y).

Val6)

∀ (x, y) ∈
(
Z \ {0}

)2
, x ∧ y =

∏

p∈P

pmin(vp(x),vp(y)) et [x, y] =
∏

p∈P

pmax(vp(x),vp(y)) .
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II . −Structure des groupes abéliens de type fini

II.0 . −Introduction

le but de ce chapitre (II,) est d’établir de manière rigoureuse qu’un groupe abélien est essentiellement
constitué d’une partie du type Zr et d’une autre qui est un produit de groupes cycliques. Un énoncé précis
sera obtenu au théorème II.6.4. il est dès lors nécessaire d’étudier les groupes abéliens libres (de type fini) (cf.
II.3.2,) d’une part, et les groupes abéliens de type fini et de torsion (i.e. finis,) (cf. II.5.2.vi).) c

Les premiers ressemblent assez à des espaces vectoriels, mais qu’on ne sy ’laisse pas prendre : le théorème
II.4.6 semble déjà suffisamment délicat à obtenir pour qu’on puisse douter que la situation de deux groupes
abéliens libres inclus l’un dans l’autre soit aussi simple que celle de deux espaces vectoriels emboîtés. De fait
le résultat optimal qui pourra être obtenu est celui dit du théorème de la base adaptée (théorème II.11.12 qui est
tout de même assez éloigné, de ce qui lui est cependant le plus proche à savoir le théorème de la base incomplète
en algèbre linéaire.

Les groupes abéliens de type finni et de torsion recevront quant à eux une description complète en termes
des plus élémentaires d’entre eux, à savoir les groupes cycliques, au théorème II.10.5. le résultat en réalité
le plus susceptible d’être utilisé dans le paragraphe II.10 est le corollaire II.10.7 qui permet de déterminer
quand deux groupes abéliens de type fini sont isomorphes. À noter que le théorème II.8.3 s’il est un ingrédient
clef de la construction aboutissant au théorème de structure II.10.5, est déjà un résultat significatif en soi et qui
fournit une première description des groupes de torsion. Dans ce chapitre (II,) les notations suivantes seront

couramment utilisées :

Notation II.0.1 Pour tout n ∈ Z, on notera Z/nZ ou même simplement Z/n le quotient de l’anneau Z par
l’idéal nZ et

πn : Z → Z/n la surjection canonique.

Notation II.0.2 (Éléments irréductibles, nombres premiers) On notera PZ ou simplement P l’ensemble des
nombres premiers i.e. l’ensemble des éléments irréductibles de Z contenus dans N∗.

Notation II.0.3 (Valuations p-adiques) Pour tout nombre premier

p ∈ P et tout entier relatif a ∈ Z, on note vp(a)

sa valuation p-adique définie comme en I.13.5.5. On note encore

S(a) := {p ∈ P ; vp(a) 6= 0}

dont on rapelle que c’est un ensemble fini.

Notation II.0.4 (Décomposition en produit d’irréductibles) Pour tout a ∈ Z \ {0}, on a

a = u
∏

p ∈ P

pvp(a) =
∏

p ∈ S(a)

pvp(a) , u ∈ Z×, i.e. u = ±1 (cf. I.13.5.3 ;)

le produit ci-dessus étant en fait fini puisque vp(a) 6= 0 pour un nombre fini de p ∈ P seulement.
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II.1 . −Groupes abéliens de type fini

Dans ce paragraphe (II.1,) A est un anneau commutatif.

Rappel II.1.1 (Partie génératrice) Pour un groupe abélien (X,+) (resp. un A-module (X,+, ·),) un sous-
ensemble S ⊂ X est une partie génératrice (cf. I.4.2 (resp. A.4.2,)) si X = < S > . On dit alors que X est
engendré par S.

Remarque II.1.2 Pour un groupe abélien X, et S ⊂ X, il est équivalent de dire que X est engendré par S en
tant que groupe abélien ou en tant que Z-module.

Lemme II.1.3 Soient X un groupe abéliens (resp. A-module.)

i) Un morphisme de groupes abéliens
(resp. A-modules,) f : X → Y est surjectif si et seulement s’il existe une partie S de X telle que f(S)
est une partie génératrice de Y ; si et seulement si l’image par f de toute partie génératrice de X est une partie
génératrice de Y.

ii) Toute partie T de X contenant une partie génératrice S est génératrice.

Exemple II.1.4 a) Le groupe abélien Z est engendré par {1} ou {−1}.

b) L’anneau A lui-même vu comme A-module comme en A.1.2.b) engendré par {1} ou par {u} pour tout
u ∈ A×.

c) Plus généralment, pour tout entier n ∈ N, le groupe abélien
(resp. A-module,) Zn (resp. An,) (cf. I.7,) est engendré par la famille εi ,1≤i≤n où

εi = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ou encore εi(j) = δji ∀1 ≤ i ≤ n, ∀1 ≤ j ≤ n, .

d) Dans l’anneauA[X ] des polynômes à une indéterminée et à coefficients dans A,

la famille Xn ,n ∈ N

est une famille génératrice (cf. III.2.5.v).a).)

Définition II.1.5 (Groupe abélien (resp. Module) de type fini) Un groupe abélien
(resp. A-module,)X est de type fini s’il possède une partie génératrice finie.

Exemple II.1.6 a) On constate sur l’exemple II.1.4.a) que Z est un groupe abélien de type fini et sur l’exemple
II.1.4.b) que A est un A-module de type fini. De même l’exemple II.1.4.c) montre que Zn (resp. An,) est un
groupe abélien (resp. un A-module) de type fini.

b) En revanche la famille Xn ,n ∈ N de A[X ] n’est pas finie. On pourrait cependant se demander s’il n’existe
pas une famille génératrice finie du A-module A[X ] (que A soit un corps K ou non.) L’exercice A.8.4 apporte
une réponse à cette question.
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Définition II.1.7 (Groupe monogène) Pour X un groupe abélien
(resp. A-module,) et x ∈ X, le sous-groupe
(resp. sous- A-module,)

< {x} > = {a · x , a ∈ Z (resp. A)} ,
engendré par {x} est usuellement noté

Z · x (resp. A · x, )
ou même simplement

Zx (resp. Ax .)

En particulier pour a ∈ A, l’idéal engendré par {a} est noté Aa. Cette notation rappelle celle utilisée pour les
K-espaces vectoriels et qui consiste à noter Kv la droite engendrée par le vecteur v.

Si X = < {x} > on dit que X est monogène.

Lemme II.1.8 Étant donnés un groupe abélien (resp. un A-module,) X, un entier n ∈ N∗ et un n-uplet
xi ,1≤i≤n ∈ X d’éléments de X, il existe un morphismes de groupes (resp. de A-modules,)

φ : Zn(resp. An) → X , εi 7→ xi

(où les éléments εi ,1 ≤ i ≤ n sont les éléments introduits en II.1.4.c).) La généralisation de ce lemme donnée
en II.2.10 assure même que φ est unique.

Preuve : Si un tel morphisme existe,

∀ai ,1≤i≤n ∈ Zn(resp. An), φ
(
n∑

i=1

aiεi
)
=

n∑

i=1

ai · xi .

Il est tout à fait élémentaire de voir que cette formule définit bien un morphisme.

Proposition II.1.9 Étant donné un groupe abélien
(resp. A-module,)X, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) X est de type fini.

b) Il existe un entier r ∈ N, et un morphisme surjectif

p : Zr(resp. Ar) → X .

c) Il existe un groupe abélien
(resp. A-module,) de type fini Y et un morphisme surjectif p : Y → X.

Preuve :

i) (a)⇒ b))
Si X est de type fini, il possède une partie génératrice fini S := {s1, . . . , sr}. Il existe alors, en vertu du

lemme II.1.8 un morphisme de groupes
(resp. A-modules,)

φ : Ar → X , εi 7→ si ,1 ≤ i ≤ r

(où εi) et défini comme dans l’exemple II.1.4.c). Il résulte alors du lemme II.1.3.i), que φ est surjectif.
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ii) (b)⇒ c))
(cf. II.1.4.c).)

iii) (c)⇒ a))
Si Y est de type fini, il existe une partie génératrice finie S de Y. Si p : Y → X est un morphisme

surjectif, il résulte du lemme II.1.3.i) que p(S) est une partie génératrice de X finie qui plus est.

Remarque II.1.10 On constate avec la proposition ci-dessus qu’il est presque tautologique qu’un quotient d’un
groupe abélien
(resp. A-module,) de type fini est de type fini mais qu’on n’a rien affirmé concernant les sous-groupes (resp.
sous-A-modules.) Ceci semble d’autant plus contre intuitif qu’on sait depuis longtemps que la dimension est
croissante pour les K-espaces vectoriels. Des résultats positifs seront cependant exposés au paragraphe II.4.

Proposition II.1.11 Étant donné deux groupes abéliens
(resp. A-modules,) de type fini X1 et X2,

i) le groupe abélien
(resp. A-module,)X1 ×X2 est de type fini ;

ii) si X1 et X2 sont des sous-groupes
(resp. sous- A-modules,) d’un groupe abélien
(resp. A-module,)X tels que X = X1 + X2, X est de type fini ;

iii) si X est un groupe abélien
(resp. A-module,) tel qu’il existe une suite exacte

0 → X1
i−−−−→ X

p−−−−→ X2 → 0

X est de type fini.

Preuve : Étant donnée une partie génératrice finie de X2, on note X2 un ensemble de relèvement de ces
générateurs dans X. Alors X2 est une partie finie de X, et si l’on note Y2 := < X2 > le sous-groupe
(resp. sous- A-moduled)eX engendré par X2, tout élément de X2 possède un relèvement dans Y2. Ainsi, pour
tout x ∈ X, p(x) possède un relèvement y ∈ Y2. Il en résulte que

p(x− y) = p(x)− p(y) = 0,

c’est-à-dire que x− y ∈ i(X1).
Il s’ensuit que X = Y2 + i(X1) (cette somme n’ayant aucune raison d’être directe en général.)
Il suffit donc d’aplliquer le point ii).
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II.2 . −Groupes abéliens (resp. A-modules) libres

Définition II.2.1 (Famille libre) Une partie L ⊂ X d’un groupe abélien
(resp. A-module,) est libre si, pour tout entier n, tout n-uplet λi ,1≤i≤n ∈ L d’éléments deux à deux dis-
tincts de L, tout n-uplet ai ,1≤i≤n d’éléments de Z (resp. A,)

n∑

i=1

aiλi = 0 ⇒ ∀1 ≤ i ≤ n, ai = 0 .

Remarque II.2.2 Dans la définition II.2.1 ci-dessus, il revient au même de dire que

< L > =
∑

λ ∈ L

Z · λ(resp. A · λ) est une somme directe (cf. I.4.8.ii) (resp. A.4.6.ii).))

Lemme II.2.3 Soit X un groupe abélien (resp. A-module.)

i) si f : X → Y est un morphisme injectif de groupe abéliens (resp. A-modules) l’image de toute partie
libre de X est une partie libre de Y.

ii) Pour toute partie libre L de X tout sous-ensemble de L est libre.

Exemple II.2.4 Dans l’anneau A[[X ]] (cf. III.1,) (ainsi d’ailleurs que dans le groupe abélien
(resp. A-module,)A[X ],) la famille Xn ,n ∈ N est libre.

Définition II.2.5 (Base) Une partie B d’un groupe abélien
(resp. A-module,)X est une base de X si c’est une partie libre et génératrice.

Exemple II.2.6 a) Dans les exemples II.1.4.b) à II.1.4.d) les partie génératrices qu’on a mises en évidence
sont en fait des bases.

b) Si A = Zx =< x > est un groupe monogène (cf. II.1.7,) {x} est tautologiquement une partie génératrice
de A, cependant, contrairement à ce qui se passe dans le cas des espaces vectoriels, il ne suffit pas que x 6= 0
pour que x soit une base de A. Les paragraphes II.5 et A.7 précisent cette question en introduisant la notion
d’éléments de torsion.

Si X = xi ,1≤i≤r est une partie finie de X, le sous-groupe
(resp. sous- A-module,)< X > de X engendré par X est (cf. I.4.8(resp. A.4.6,))

< X > =

r∑

i=1

A · xi .

Là encore il est difficile de donner, en toute généralité, des conditions dans lesquelles cette somme est directe.

Remarque II.2.7 La définition d’une base donnée ci-dessus n’est en rien différente de celle donnée pour les
K-espaces vectoriels. Plus précisément encore, une base d’un K-espace vectoriel E est une base de E en tant
que K-module.

Si, comme nous allons le voir, les bases des groupes abéliens (resp. A-modules) bénéficient de bonnes
propriétés, leur plus grand défaut est, contrairement à la situation rencontrée pour les K-espaces vectoriels, de
ne pas toujours exister. Dans le groupe abélien (Z-module)Z/nZ, par exemple,n·α = 0 pour tout α ∈ Z/nZ.
Aucune famille de Z/nZ n’est donc libre.

Certains groupes abéliens (modules,) ne possédant donc pas de base, on est motivé à donner la définition
suivante :
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Définition II.2.8 (Groupe abélien (resp. A-module,) libre) On dira qu’un groupe abélien
(resp. A-module,)X est libre s’il admet une base.

Pour un groupe abélien il revient au même d’être libre au sens ci-dessus ou d’être libre en tant queZ-module.

Exemple II.2.9 Ainsi les modules considérés dans les exemples II.1.4.b) à II.1.4.d) sont des modules libres.
Bien entendu, si K est un corps un K-espace vectoriel est un K-module libre.

Lemme II.2.10 Étant donné un groupe abélien
(resp. A-module,) X possédant une base B := βi ,1≤i≤n , pour tout groupe abélien
(resp. A-module,) Y et tout n-uplet γi ,1≤i≤n ∈ Y d’éléments de Y, il existe un unique morphisme de groupes
(resp. A-modules,)

φ : X → Y , βki 7→ γi ,1 ≤ i ≤ n .

Preuve : Pour tout x ∈ X, il existe, puisque B est une base de X, ai ,1≤i≤n ∈ A, tel que x =
n∑

i=1

aiβi. Si

donc φ existe, nécessairement,

φ(x) = φ
(
n∑

i=1

aiβi
)
=

n∑

i=1

aiφ(βi) =

n∑

i=1

aiγi .

Ceci établit l’unicité de φ.
Reste à voir que la formule ci-dessus définit bien, sans ambiguïté un morphisme de groupes abélienss (resp.

A-modules.)

Remarque II.2.11 i) Le lemme II.2.10 est bien connu dans le cas des espaces vectoriels, et la preuve donnée
ici n’est pas sensiblement différente de celle qu’on peut donner pour les espaces vectoriels et les applications li-
néaires. Une fois encore dès que l’on dispose d’une base pour un groupe abélien
(resp. A-module,) un certain nombre de résultats établis dans le cas des espaces vectoriels peuvent se transposer
aisément au cas des groupes abéliens (resp. modules.) Mais outre que l’on ne dispose pas toujours d’une base, un
certain nombre de résultats ne s’étendront pas au cas des groupes abéliens
(resp. A-modules.)

ii) Dans le lemme II.2.10 on n’est pas obligé de supposer que la base B est de cardinal fini mais c’est essen-
tiellement la situation que nous allons rencontrer (cf. II.12.2 pour un résultat plus général.)

Lemme II.2.12 Si f : X ∼= Y est un isomorphisme de groupes, entre groupes abéliens
(resp. A-modules,) pour toute base B de X, f(B) est une base de Y.
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II.3 . −Groupes abéliens
(resp. A-modules,) libres de type fini

Proposition II.3.1 (Modules libres de type fini) Pour un groupe abélien
(resp. A-module,)X, les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X possède une base de cardinal fini n ∈ N∗.

b) Il existe un isomorphisme
X ∼= Zn(resp. An)

(cf. II.1.6.a).)

c) X est un groupe abélien
(resp. A-module,) à la fois libre et de type fini.

Preuve :

i) (a)⇒ b))
Soit B := βi ,1≤i≤n une base deX et εi ,1≤i≤n la base de Zn (resp.An) introduite dans l’exemple II.1.4.c).

En vertu du lemme II.2.10, il existe un unique couple de morphismes de groupes (resp. A-modules,)

φ : X → Zn(resp. An) , βi 7→ εi ,1 ≤ i ≤ n

et ψ : Zn(resp. An) → X , εi 7→ βi ,1 ≤ i ≤ n .

Comme
∀1 ≤ i ≤ n, ψ(φ(βi)) = βi = IdX(βi)

le lemme II.1.8 assure encore que
ψ ◦ φ = IdX .

Le même argument assure que
φ ◦ ψ = IdZn(resp.An) .

ii) (b)⇒ a))
Il suffit d’appliquer le lemme II.2.12.

iii) (a)⇒ c))
Est tautologique.

iv) (c)⇒ a))
Soit B une base de X et S := {s1, . . . , sr} une famille génératrice finie de X. Puisque B est une base,

pour tout 1 ≤ i ≤ r il existe une partie finie Bi de B et une application

ai : Bi → Z(resp. A)

tels que
si =

∑

β ∈ Bi

ai(β)β .

Or S étant une famillle génératrice de X, pour tout x ∈ X, il existe un

r − uplet xi ,1≤i≤r ∈ Z(resp. A),
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d’éléments de Z (resp. A,) tel que

x =

r∑

i=1

xisi .

Il en résulte que

x =

r∑

i=1

∑

β ∈ Bi

xiai(β)β .

Cela signifie exactement que
r⋃

i=1

Bi est une famille génératrice de X. Comme c’est une union finie d’ensemble

finis c’est un ensemble fini. Comme de plus c’est un sous-ensemble de B c’est une famille libre en vertu du
lemme II.2.3.ii). C’est donc une base de cardinal fini de X.

Définition II.3.2 (Groupe abélien (resp. A-Module,) libre de type fini) Un groupe abélien
(resp. A-module,)X vérifiant les assertions équivalentes de la proposition II.3.1 est dit libre de type fini.

Proposition II.3.3 Étant donné un groupe abélien (resp. un A-module,) X, les assertions II.1.9.a) à II.1.9.c)
sont encore équivalente au fait qu’il existe un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de type fini L et un morphisme surjectif f : L → X.

Proposition II.3.4 Soient (r, s) ∈ N× N il existe un isomorphisme

φ : Zr ∼= Zs (resp. φ : Ar ∼= As

si et seulement si r = s.

Preuve : (cf. TD n◦ III, exercice B.)

Corollaire II.3.5 Si X est un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de type fini, il existe un entier r ∈ N et un isomorphisme

X ∼= Zr(resp. Ar) .

L’entier r est alors uniquement déterminé par X.

Définition II.3.6 (Rang d’un groupe abélien (resp. A-module,) libre de type fini) Si X est un groupe abé-
lien
(resp. A-module,) libre de type fini, l’entier r donné par le corollaire II.3.5 est appelé le rang de X noté
rg(X). Il est égal au nombre d’éléments d’une base de X.

Remarque II.3.7 Il serait tentant ici encore de faire jouer au rang d’un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de type fini le rôle de la dimension d’un K-espace vectoriel mais le rang n’a malheureu-
sement pas d’aussi bonnes propriétés : par exemple deux groupes abéliens
(resp. A-modules,) Y ⊂ X de même rang ne sont pas nécessairement égaux (cf. II.12.3.question 3).)

Remarque II.3.8 On pourrait penser que les groupes abéliens
(resp. A-modules,) libres de type fini ont tendance à se comporter comme des espaces vectoriels. Cependant
même sous l’hypothèse libre de type fini un certains nombre de résultats ne se transposent pas du contexte des es-
paces vectoriels à celui des groupes abéliens
(resp. A-modules :)

i) Une famille libre maximale n’et pas nécessairement une base (cf. II.12.3.question 1).)
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ii) Un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) d’un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de type fini n’a pas nécessairement un supplémentaire (cf. II.12.3.question 2).)

iii) Une famille libre ne peut pas nécessairement se compléter en une base.

Les résultats positifs que nous pouvons cependant donner sont les suivants :

Proposition II.3.9 Étant donné un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de type fini L, toute suite exacte

0 → Y
i−−−−→ X

p−−−−→ L → 0

de groupes
(resp. A-modules,) est scindée, (cf. I.9.11.i) ;) ce qui entraîne en particulier que Y possède un suplémentaire
dans X isomorphe à L.

Preuve : Soit λi ,1≤i≤r une base deL. Le morphisme p étant surjectif, pour tout 1 ≤ i ≤ r il existe µi ∈ X,
tel que p(µi) = λi. En vertu du lemme II.2.10, il existe un unique morphisme de groupes
(resp. A-modules,)

s : L → X , λi 7→ µi ,1 ≤ i ≤ r .

Comme,
∀1 ≤ i ≤ r, p(s(λi)) = p(µi) = λi = IdL(λi),

l’énoncé d’unicité dans le lemme II.2.10 assure que

p ◦ s = IdL .

On laisse alors le lecteur établir, à partir des résultats du paragraphe I.9 que l’on a un isomorphisme

X ∼= i(Y )⊕ s(L) .

Proposition II.3.10 Soient L1 et L2 des groupes abéliens
(resp. A-modules,) libres de rangs respectifs r1 et r2.

i) L1 × L2 est libre de rang r1 + r2.

ii) Si
0 → L1 −→ L −→ L2 → 0

est une suite exacte courte de groupes
(resp. A-modules,) L est un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de rang r1 + r2.

iii) Soit L un groupe abélien
(resp. A-module,) tel que L = L1 ⊕ L2. Alors L est libre de rang r1 + r2.

Preuve : On laisse le soin au lecteur de vérifier que les arguments qu’il connaît bien dans le cas des espaces
vectoriels pour établir les points i) et iii) s’adaptent sans presque de modification au cas des groupes abéliens
(resp. A-modules.)

On déduit ii) de i), dans la mesure où, dès qu’on a une suite exacte 0 → L1 −→ L −→ L2 → 0,
L2 étant libre celle-ci sera scindée, en vertu de la proposition II.3.9. Dans ce cas, en appliquant la proposition
I.9.13, on disposera d’un isomorphisme L ∼= L1 × L2 permettant de conclure graçe à i).
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Remarque II.3.11 L’énoncé II.3.10.ii) est sans doute l’énoncé le plus proche du théorème du rang que l’on
puisse envisager. Si f : X → Y est un morphisme de groupes, il s’en déduit une suite exacte

0 → Ker f −→ X −→ Im f → 0 .

Or si X et Y sont des groupes abéliens libres de type fini :
— Ker f est un groupe abélien libre de type fini comme sous-groupe de X (cf. II.4.6 ;)
— Im f est un groupe abélien libre de type fini comme sous-groupe de Y.
Il résulte alors de II.3.10.ii) que

rg(X) = rg(Ker f) + rg(Im f) . II.3.11.1

Si bien entenduX et Y sont des K-espaces vectoriels pour K un corps, l’égalité ci-dessus n’est autre que le
théorème du rang.

Remarque II.3.12 (Attention! !) Si le théorème du rang semble valoir encore pour des groupes abéliens
(resp. A-modules,) libres de type fini, il faut prendre garde que ses corollaires fréquemment utilisés en algèbre
linéaire ne sont plus tous valables dans le cas des groupes abéliens
(resp. A-modules,) même libre de type fini.

i) (Morphisme surjectif)
Si f : X → X est un endomorphisme surjectif (ou même f : X → Y un morphisme entre groupes

abéliens libres de même rang) l’égalité II.3.11.1 assure que rg(Ker f) = 0, et donc que f est injectif (cf.
TD n◦ III, exercice A, question 2), b).)

ii) (Morphisme injectif)
Il n’est pas vrai en revanche qu’un endomorphisme

f : X → X injectif

(ou même un morphisme f : X → Y entre groupes abéliens
(resp. A-modules,) libres de même rang) est nécessairement surjectif. L’égalité II.3.11.1 entraîne, en effet,
que rg(Im f) = rg(Y ), mais ce qui n’assure en aucun cas que Im f soit égal à Y (cf. TD n◦ III, exercice A,
question 2), a).)

Nous avons déjà remarqué (cf. II.3.7,) que deux groupes abéliens
(resp. A-moduleS,) libres de type fini, emboîtés, fussent-ils de même rang, ne sont pas nécessairement égaux.
Les paragraphes II.11 et C expliquent complètement quelles peuvent être les positions relatives de deux objets
dans ce cas.
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II.4 . −Sous-groupe (resp. sous-A-module,) d’un groupe abélien (resp. A-module,)
libre de type fini

Si l’on veut, dans ce paragraphe (II.4,) tenir compte des généralisations des énoncés sur les groupes
abéliens, aux A-modules, il faut nécessairement supposer que A est un anneau principal (cf. I.12.2.) On
pourrait juste penser que c’est une hypothèse de confort et qu’on pourrait éventuellement l’affaiblir. La
preuve du lemme II.4.1 montre déjà qu’on aurait du mal à s’en passer mais la remarque II.4.9 et surtout
la proposition II.4.10 assurent définitivement qu’il n’en est pas question!

Lemme II.4.1 Si L est un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de rang 1 (cf. II.3.6,) et M un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) de L, alors M est un groupe abélien (resp. A-module,) libre de rang plus petit que
1.

Preuve : On dispose, en vertu du corollaire II.3.5, d’un isomorphisme

φ : Z(resp. A) ∼= L .

Pour tout sous-groupe (resp. sous-A-module,) M ⊂ L, puisque φ est un morphisme, en particulier surjectif,
M = φ[φ−1(M)].

En outre φ(M) est un sous-groupe de Z (cf. I.5.1.ii),) (resp. sous-A-module de A (cf. A.5.1.ii).))
Or un sous-groupe de Z est un idéal de Z (resp. un sous-A-module de A un idéal de A (cf. A.3.2.b).)) Il

existe donc a ∈ Z(resp. A) tel que
φ−1(M) = aZ(resp. aA .)

Il s’ensuit que φ(a) est une base de M si a 6= 0. Ainsi soit M = {0} soit M est le sous-groupe
(resp. sous- A-module,) de L de base φ(a) donc de rang 0 ou 1.

Remarque II.4.2 Une fois établi le lemme II.4.1 ci-dessus, on imagine qu’on pourra obtenir un résultat ana-
logue pour des groupes abéliens
(resp. A-modules,) libres de rang quelconque par un argument de récurrence sur le rang.

Rappelons cependant que, siL est un groupe abélien (resp.A-module,) libre de rang r+1, (r étant un entier),
muni d’une base λi ,0≤i≤r , queD désigne le sous groupe (resp. sous-A-module,) de L engendré par {λ0}, etH
le sous-groupe (resp. sous-A-module,) engendré par {λ1, . . . , λr},) D et H sont bien entendu supplémentaires
dans L. Cependant, pour un sous-groupe (resp. sous-A-module,)X ⊂ L, il n’est pas du tout certain, et même
faux en général, que X soit somme directe de X ∩ D, et X ∩ H. Ce résultat est déjà faux dans le cas des
espaces vectoriels même si dans ce dernier cas, on peut adapter la situation en choisissant D convenablement,
c’est-à-dire en choisissant une famille libre que l’on complètera convenablement. On ne dispose pas, dans le
cas des groupes abéliens (resp. A-modules,) (même libres de type fini) d’un équivalent du théorème de la base
incomplète et le mieux qu’on pourra espérer, dans le cas déjà très particulier des anneaux principaux, est exposé
aux paragraphe II.11 et C.

Sans choix particulier de la base λi ,0≤i≤r de L, le « découpage »L = D ⊕ H, permet cependant d’obtenir
un « découpage » de tout sous-groupe abélien (resp. A-module,) X qui nous permettra de metre en œuvre un
argument de récurrence :

Notation II.4.3 Soit r ∈ N∗, un entier et L un groupe abélien (resp.A-module,) libre de rang r+1 et de base
λi ,0≤i≤r . Soit D le sous-groupe (resp. sous-A-module,) de L engendré par {λ0} et H par {λ1 . . . , λr}.
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Lemme II.4.4 Avec les notations ci-dessus on a deux suites exactes (cf. I.9.1,) de groupes (resp. A-modules,)
scindées :

0 → D
i−−−−→ L

p−−−−→ H → 0 II.4.4.1

et
0 → H

j−−−−→ L
q−−−−→ D → 0 . II.4.4.2

Preuve : Il suffit de remarquer que, par construction, L = D ⊕ H, et d’appliquer le théorème I.9.15.

Remarque II.4.5 On pourrait utiliser indifféremment l’une ou l’autre des suites exactes II.4.4.1 ou II.4.4.2
pour établir le théorème II.4.6 et l’on choisira de développer la construction à partir de II.4.4.1. Néanmoins une
relecture attentive du paragraphe I.9 montrerait que ces deux suites exactes sont en fait deux formulations d’un
même résultat, à savoir que L = D ⊕ H et peuvent se déduire l’une de l’autre.

Théorème II.4.6 Étant donné un groupe abélien (resp. A-module,) L libre de rang r ∈ N, tout sous-groupe
(resp. sous-A-module,)M de L est libre de rang s avec s ≤ r.

Preuve : On raisonne par récurrence sur l’entier r. Si r = 0, L = {0} etM = {0}, si bien que la conclusion
est immédiate.

Pour r ∈ N si L est libre de rang r + 1, il existe un isomorphisme

L ∼= Zr+1(resp. Ar+1)

ou, ce qui revient au même (cf. II.3.1,) une base λi ,0≤i≤r de L. On reprend les notations II.4.3 et l’on considère
la suite exacte II.4.4.1. Étant donné un sous-groupe abélien (resp. A-module,) M de L, P := p(M) est un
sous-groupe (resp. sous-A-module,) de H. Le groupe abélien (resp. A-module,) H étant libre de rang r, on
peut, par hypothèse de récurrence, supposer que P est un groupe abélien (resp.A-module,) libre de rang s avec
s ≤ r. Soit donc ρi ,1≤i≤s une base de P.

Choisissons des antécédents des ρi ,1≤i≤s dans M i.e. σi ,1≤i≤s des éléments de M tels que

∀1 ≤ i ≤ s, p(σi) = ρi

(on dit parfois des relèvements des ρi.) Puisque l’image par p de la famille σi ,1≤i≤s est une base de P, donc
une famille libre, la famille σi ,1≤i≤s est une famille libre. Le sous-groupe (resp. sous-A-module,) S de M
engendré par {σ1 . . . , σs} est donc un sous-groupe (resp. sous-A-module,) libre de rang s de M et de L.

Le groupe abélien (resp. A-module,) E := M ∩ D est un sous-groupe (resp. A-module,) de D. Puisque
D est un groupe abélien (resp. A-module,) de rang 1, il résulte du lemme II.4.1 que E est un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de rang ≤ 1.

Si donc on établit (ce qui va être fait dans le lemme II.4.6.1,) que

M = E ⊕ S,

il résulte de la proposition II.3.10.iii), que M est un groupe abélien (resp. A-module,) libre de rang inférieur ou
égale à s+ 1 ≤ r + 1.

Lemme II.4.6.1
M = E ⊕ S .
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Preuve : Pour tout x ∈ M, p(x) ∈ P si bien qu’il existe ai ,1≤i≤s tel que p(x) =
s∑

i=1

aiρi si bien que :

p(x)−
s∑

i=1

aiρi = 0

⇔ p(x)−
s∑

i=1

aip(σi) = 0

⇔ p
(
x−

s∑

i=1

aiσi
)

= 0

⇔ x−
s∑

i=1

aiσi ∈ Ker p = D .

Pour tout x ∈ M, il existe donc y ∈ S tel que z := x− y ∈ D. Or x ∈ M, y ∈ S ⊂ M donc

z ∈ M ∩ D = E .

Il est immédiat de voir que
S ∩ E ⊂ S ∩ D = {0}

si bien que
M = S ⊕ E .

Remarque II.4.7 Une lecture attentive de la preuve du théorème II.4.6 et plus particulièrement de la preuve du
lemme II.4.6.1 permettra de se rendre compte, qu’un certain nombre d’arguments donnés ici semblent l’avoir
déjà été, en particulier dans les preuves des propositions II.3.9 et I.9.13 ; ce qui pourrait laisser penser que l’on
peut rédiger la preuve du théorème II.4.6 de manière plus concise en faisant appel à ces résultats antérieurs :

En effet, en reprenant les notations de la preuve, considérons la restrictions q := p|M de p à M à valeurs
dans P := p(M). Le noyau de q est E = M ∩ D et l’on a donc une suite exacte

0 → E −→ M
q−−−−→ P → 0 . II.4.7.1

Le lemme II.4.1 dont il est bien entendu inenvisageable de se passer, assure alors que E est un groupe
abélien (resp. A-module,) libre de rang inférieur ou égal à 1. Le groupe abélien (resp.A-module,)H étant libre
de rang r et P un sous-groupe abélien (resp.A-module,) deH, l’hypothèse de récurrence assure que P est libre
de rang inférieur ou égal à r. Il suffit alors d’appliquer la proposition II.3.9 pour conclure.

Corollaire II.4.8 (du théorème II.4.6) i) Tout sous-groupe (resp. sous-A-module,) Y d’un groupe abélien
(resp. A-module,) de type fini X est de type fini.

Preuve : Si X est de type fini il existe (cf. II.3.3,) un groupe abélien (resp. A(-module,) libre de type fini
L et un morphisme surjectif p : L → X. Alors l’image inverse p−1(Y ) de Y dans L est un sous-groupe
(resp. sous- A-module,) de L. Ce dernier étant libre de type fini, p−1(Y ) est encore libre de type fini en vertu
du théorème II.4.6. Or la restriction

p|p−1(Y ) : p−1(Y ) → N

est un morphisme surjectif ce qui entraîne, en vertu de la proposition II.1.9 que Y est de type fini.
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ii) Étant donnée une suite exacte de groupes abéliens (resp. A-modules,)

0 → N −→ X −→ Q → 0,

X est de type fini si et seulement si N et Q le sont.

Preuve : Si X est de type fini, Q l’est ausssi en vertu de la proposition II.1.9 et N en vertu du point i).
L’assertion réciproque a été montrée dans la proposition II.1.11.iii).

Remarque II.4.9 On pourrait donner une réciproque au théorème II.4.6 dont nous n’aurons pas d’usage parti-
culier dans ce cours. Cependant soit A un anneau tel que tout sous-A-module d’unA-module libre de rang r est
un A-module libre de rang inférieur ou égal à r. L’anneau A lui-même étant un A-module libre de rang 1, tout
idéal de A étant un sous-A-module de A il est libre de rang plus petit que 1 ce qui signifie exactement qu’il est
principal.

On peut même donner un énoncé plus fort :

Proposition II.4.10 Réciproquement, si A est un anneau intègre tel que tout sous-A-module d’un A-module
libre de type fini est libre de type fini, alors A est principal.

Preuve : Considérons en effet un idéal I ⊂ A de A. En tant que sous-A-module de A lui-même il est donc
libre de type fini c’est-à-dire qu’il possède une base εi ,1≤i≤d . Si d > 1,

ε1ε2 − ε2ε1 = 0

ce qui contredit le fait que {ε1, ε2} soit libre et entraîne donc d ≤ 1 c’est-à-dire I principal.
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II.5 . −Ordre d’un élément„ exposant d’un groupe (cf. IV.2, A.7)

Dans tout ce paragraphe (II.5,) (A,+) est un groupe abélien. On note toujours · : Z×A → A la loi
externe définie en I.6.6, et qui donne à A sa structure de Z-module (cf. A.1.11.i).)

Lemme II.5.1 ( (cf. IV.2.1, A.7.1)) Pour tout

x ∈ A etm ∈ Z,

il est équivalent que nx = 0, ou que le morphisme de groupes

Z → A , m 7→ mx II.5.1.1

se factorise en un morphisme
Z

↓ ցm 7→mx

Z/nZ → A .
II.5.1.2

Définition II.5.2 ( (cf. IV.2.2, A.7.2)) i) (Élément de torsion)
Si x et n vérifient les conditions équivalentes du lemme II.5.1 ci-dessus, on dit que x est de n-torsion.
On dit que x ∈ A est de torsion s’il existe n ∈ Z n 6= 0, tel que x soit de n-torsion, i.e. tel que nx = 0.

ii) (Partie de n-torsion)
Pour tout n ∈ N∗, on note

A[n] := {x ∈ A ; nx = 0}
le sous-ensemble de A formé des éléments de n-torsion de A.

On appellera A[n] la partie de n-torsion de A.
On dira que A est de n-torsion si A = A[n].

iii) (Ordre d’un élément)
Pour tout x ∈ A, on dit que x est d’ordre n si le morphisme

Z/nZ → A , m 7→ mx (cf. II.5.1.2 )

est injectif ou, ce qui revient au même, si nZ est le noyau AnnZ(x) du morphisme II.5.1.1.
Si x est d’ordre n 6= 0, n est aussi le nombre d’éléments de l’image du morphisme IV.2.1.2 qui est encore

l’image du morphisme II.5.1.1 ou bien encore le sous-groupe< x > de A engendré par x.

iv) (Exposant d’un groupe)
L’ensemble

AnnZ(A) :=
⋂

x ∈ A

AnnZ(x) = {n ∈ Z ; ∀x ∈ A, n · x = 0}

est un sous-groupe, ou de manière équivalente un idéal de Z dont le générateur positif est usuellement appelé
exposant du groupe A.

v) (Partie de torsion)
On note

TorZ(A) ou tout simplement Tor(A) :=
⋃

n ∈ N∗

A[n]

l’ensemble des éléments de torsion de A qu’on appelle la partie de torsion de A.
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vi) (Groupe de torsion)
On dit que A est de torsion si

A = Tor(A) .

vii) (Groupe sans torsion)
On dit que A est sans torsion si

Tor(A) = {0} .

Proposition II.5.3 (Ordre et exposant (cf. IV.2.3, A.7.3)) i) L’exposant du groupeA est le Ppcm des ordres
des éléments de A. Il s’ensuit, en vertu du théorème de LAGRANGE, que si A est de cardinal fini, ce dernier est
un multiple de l’exposant de A.

ii) Un entier m est l’exposant du groupe abélien A, si et seulement si mZ est le noyau du morphisme naturel

Z → EndGr(A) . (cf. I.6.8 .)

iii) Pour A et B des groupes abéliens, si A ⊂ B, l’exposant de A divise celui de B.

iv) Pour tout morphisme de groupes f : A → B et tout x ∈ A, l’ordre de f(x) dans B divise l’ordre de x
dans A avec égalité si f est injectif.

Il s’ensuit que l’exposant de f(A) divise l’exposant de A avec égalité si f est injectif.

Proposition II.5.4 (Propriétés de A[n] (cf. IV.2.4, A.7.4)) i) Pour tout n ∈ N, A[n] est un sous-groupe de
A.

Preuve : (cf. TD n◦ I, exercice A, question 1).)

ii) Pour B un groupe abélien, f : A → B un morphisme de groupes, et tout n ∈ N,

f(A[n]) ⊂ B[n] et f [n] := f|A[n] : A[n] → B[n]

est un morphisme de groupes, qui est un isomorphisme dès que f en est un.

Preuve : (cf. TD n◦ I, exercice A, question 2).)

iii) Pour tout (p, q) ∈ Z× Z si p et q sont premiers entre eux

A[pq] = A[p] ⊕ A[q] .

Preuve : (cf. TD n◦ I, exercice A, question 3).)

iv) Si de plus A est d’exposant pq alors A[p] (resp. A[q],) est d’exposant p (resp. q.)

Proposition II.5.5 (Propriétés de la partie de torsion cf. A.7.5) i) L’ensemble Tor(A) est un sous-groupe
de A.

Preuve : (cf. TD n◦ I, exercice A, question 1).)
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ii) Le quotient A/Tor(A) et sans torsion.

Preuve : (cf. TD n◦ I, exercice A, question 4).)

iii) Pour tout groupe abélien B et tout morphisme f : A → B,

f(Tor(A)) ⊂ Tor(B) et f|Tor(A) : Tor(A) → Tor(B)

est un morphisme de groupes qui est un isomorphisme dès que f en est un.

Preuve : (cf. TD n◦ I, exercice A, question 2).)

iv) Si A est d’exposant strictement positif (i.e. AnnZ(a) 6= {0},) A est de torsion.

Remarque II.5.6 La réciproque du point II.5.5.iv) n’est en revanche pas vraie en général : Par exemple pour
tout ab ∈ Q/Z, bab ∈ Z c’est-à-dire que bab = 0 dans Q/Z. Cependant pour tout n ∈ N∗, a ∈ AnnZ(

1
n )

si et seulement si a ∈ nZ, ce qui entraîne que

AnnZ(Q/Z) ⊂
⋂

n ∈ N∗

nZ = {0} .

En revanche si A est de type fini, on a la proposition suivante :

Proposition II.5.7 ( (cf. IV.2.5, A.7.6)) Si A est de type fini (cf. II.1.5,) A est de torsion si et seulement si A
est d’exposant strictement positif.

Proposition II.5.8 ( cf. IV.2.6) Un groupe abélien est de type fini et de torsion si et seulement s’il est fini.

Preuve : (cf. TD n◦ III, exercice D.)
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II.6 . −Structure des groupes abéliens de type fini (cf. B.1)

Proposition II.6.1 ( (cf. B.1.1)) Un groupe abélien libre (cf. II.2.8,) est sans torsion (cf. II.5.2.vii).)

Preuve : Soit L un groupe abélien libre de base B. Pour tout x ∈ L, x 6= 0, a ∈ AnnZ(x), (i.e. a ·x = 0.)
Or il existe une partie finie Bx ⊂ B et une application ξ : Bx → Z non identiquement nulle, tels que

x =
∑

β∈Bx

ξ(β)β .

Il s’ensuit que ax = 0 entraîne
∑

β∈Bx

aξ(β)β = 0 .

Or Bx est une partie d’une famille libre donc est libre (cf. II.2.3.ii).) Il s’ensuit que

∀β ∈ Bx, aξ(β) = 0 .

L’élément x n’étant pas nul il existe β ∈ Bx tel que ξ(β) 6=0 . Puisque Z est intègre, aξ(β) = 0 entraîne
a = 0 et finalement

AnnZ(x) = {0}
ce qui assure que L est sans torsion.

On peut enfin donner la réciproque attendue, dans le cas des anneaux principaux à la proposition II.6.1 :

Théorème II.6.2 ( (cf. B.1.2)) Un groupe abélienA de type fini (cf. II.1.5,) est libre (cf. II.2.8,) si et seulement
s’il est sans torsion (cf. II.5.2.vii).)

Preuve : Le fait qu’un groupe abélien libre est sans torsion découle de la proposition II.6.1.
Réciproquement, soit A un groupe abélien de type fini et sans torsion. Il existe une partie génératrice finie

αi ,1≤i≤m de A. Par ailleurs pour tout a ∈ Z, aαi = 0 entraîne a = 0, puisque A est sans torsion.
L’ensemble des parties libres de αi ,1≤i≤m , est donc non vide puisque {αi} est libre pour tout i. Il existe donc
une partie libre maximale de αi ,1≤i≤m qu’on peut noter, quite à renuméroter αi ,1≤i≤n n ≤ m.

Notons B := Vect
{
αi ,1≤i≤n

}
le sous-groupe de A engendré par {α1, . . . , αn} qui est un groupe abélien

libre de rang n.

Lemme II.6.2.1 Pour tout n < k ≤ m, il existe

ak ∈ Z \ {0} tel que akαk ∈ B .

Preuve (du lemme II.6.2.1): Pour tout n < k ≤ m, la famille {αi ,1≤i≤n } ∪ {αk} est liée par maximalité

de αi ,1≤i≤n . Il existe donc ai ,1≤i≤n ∈ A et ak ∈ A non tous nuls, tels que
n∑

i=1

aiαi + akαk = 0. Or

puisque αi ,1≤i≤n est libre, ak 6= 0. De plus

akαk = −
n∑

i=1

aiαi ∈ B .
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Soit

a :=
m∏

i=n+1

ai etλ : A → A , x 7→ a · x

(où les ai ,n+1≤i≤m sont définis par le lemme II.6.2.1.) Notons que si n = m, la démonstration est déjà
terminée puisque A = B, mais qu’on peut n’en pas tenir compte en posant dans ce cas a = 1 et poursuivre
comme nous allons le faire.

Lemme II.6.2.2 L’application λ définie ci-dessus est un morphisme injectif de groupes à valeurs dans B.

Preuve (du lemme II.6.2.2): D’abord il est clair que λ est un morphisme.
Ensuite λ(x) = 0 ⇔ ax = 0. Comme A est sans torsion et que a 6= 0, Kerλ = {0}.

Enfin pour tout x ∈ A, il existe xi ,1≤i≤m ∈ A tel que x =

m∑

i=1

xiαi. Il s’ensuit que :

λ(x) = ax

=

m∑

i=1

axiαi

= a
n∑

i=1

xiαi +
m∑

i=n+1

xiaαi .

Or a
n∑

i=1

xiαi ∈ B par définition et
m∑

i=n+1

xiaαi ∈ B en vertu du lemme II.6.2.1. Il s’ensuit que

λ(x) ∈ B.

D’après le lemme ci dessus, λ induit donc un isomorphisme de A sur Imλ ⊂ B. Or B étant un groupe
abélien libre de type fini, le théorème II.4.6, entraîne qu’il en est de même de Imλ et donc de A.

Proposition II.6.3 ( (cf. B.1.3)) Soit A un groupe abélien de type fini et Tor(A) son sous-groupe de torsion
(cf. II.5.5.i),) et p : A → L := A/Tor(A) la surjection canonique. Alors :

i) Le sous-groupe Tor(A) de A est de type fini.

Preuve : (cf. II.4.8.i).)

ii) Le groupe abélien L est libre de type fini.

Preuve : Le groupe L est de type fini en vertu de la proposition II.1.9, est sans torsion grâce à la proposition
II.5.5.ii) et donc libre, de type fini, en vertu du théorème II.6.2.

iii) La suite exacte
0 → Tor(A) −→ A

p−−−−→ L → 0

est sindée (cf. I.9.11.i),) si bien que p définit un isomorphisme

A ∼= Tor(A)⊕ L .

Preuve : Puisque L est un groupe abélien libre en vertu de ii), la suite exacte

0 → TorA(M) −→ M
p−−−−→ L → 0

est sindée en vertu de la proposition II.3.9. L’isomorphismeA ∼= Tor(A) ⊕ L provient alors de la proposition
I.9.13.
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Théorème II.6.4 (Structure des groupes abéliens de type fini (cf. B.1.4)) Soit A un groupe abélien de type
fini (cf. II.1.5.)

i) Il existe un groupe abélien T de type fini et de torsion (cf. II.5.2.vi),) (i.e. en vertu de II.5.8 un groupe abélien
fini,) et un groupe abélien libre de type fini (cf. II.3.2,) L tels que

A ∼= T × L .

Preuve : (cf. II.6.3.iii).)

ii) Le couple (T, L) est unique au sens où T est isomorphe au sous-groupe de torsion Tor(A) de A et s’il
existe L1 et L2 tels que

A ∼= T × L1
∼= T × L2

L1 et L2 sont isomorphe et ont donc en particulier même rang.

Preuve : Soit T un groupe abélien de type fini et de torsion, L un groupe abélien libre de type fini et

f : T × L ∼= A un isomorphisme .

∗) (Construction d’un morphisme g : L → A/Tor(A))
Le sous-groupe T ⊂ T ×L (cf. I.7.6,) est de torsion dans T ×L, son image f(T ) est donc un sous-groupe

de Tor(A) en vertu du lemme II.5.5.iii). Si p : A → A/Tor(A) désigne la surjection canonique Ker p =
Tor(A), si bien que p ◦ f se factorise en un morphisme

g : (T × L)/T → A/Tor(A) .

Or le produit T ×L donne lieu, en vertu de la proposition I.7.6 ou de sa reformulation dans le théorème I.9.15,
à une suite exacte

0 → T −→ T × L q−−−−→ → 0L

rendant isomorphes L et T × L/T. On peut donc considérer qu’on a un morphisme

g : L → A/Tor(A) tel que g ◦ q = p ◦ f .

†) (Un « morphisme de suites exactes »)
En notant h := f|T , la restriction de f à T, nous pouvons récapituler les informations dont nous disposons

dans le diagramme commutatif à lignes exactes suivant :

0 → T
j−−−−→ T × L q−−−−→ L → 0

h



y f



y



y g

0 → Tor(A)
i−−−−→ A

p−−−−→ A/Tor(A) → 0 .

2 1

‡) (g est surjectif et h injectif)
Or p ◦ f étant surjectif et g ◦ q = p ◦ f, g est surjectif. De même i ◦ h = f ◦ j et f ◦ j étant injectif,

h est injectif.

2. Il est d’usage d’appeler un tel diagramme un morphisme de suites exactes mais il n’est vraiement pas nécessaire, dans l’immédiat
tout du moins, de s’encombrer l’esprit avec une pareille terminologie.
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§) (g est injectif)
Pour tout x ∈ L, il existe y ∈ T ×L tel que x = q(y) . Il s’ensuit que g(x) = 0 entraîne g[q(y)] = 0

c’est-à-dire que p[f(y)] = 0 donc
f(y) ∈ Ker p = Tor(A) .

Il s’ensuit que (cf. II.5.5.iii),) y = f−1[f(y)] est de torsion dans T × L. Il en résulte, toujours en vertu de
loc. cit., que x = q(y) est de torsion dans L. Or L étant libre il est sans torsion (cf. II.6.1,) si bien que x = 0.
On en conclut que g est injectif.

¶) (h est surjectif)
Quiconque connaîtrait le lemme du serpent conclurait immédiatement du fait que g est injectif et f surjectif,

que h est surjectif 3.
Soit donc x ∈ Tor(A), et i(x) qu’on peut continuer à noter x son image dans A. Autrement dit, soit x un

élément de torsion de A. Son image f−1(x) dans T × L est encore un élément de torsion ce qui entraîne que
q[f−1(x)] est de torsion dans L qui est sans torsion. Il s’ensuit donc que q[f−1(x)] = 0, c’est-à-dire que

f−1(x) ∈ Ker q = T

c’est-à-dire que f−1(x) est un antécédent pour x par h ce qui assure que h est surjectif.

‖) (Conclusion)
Il résulte de ce qui précède que g et h sont des isomorphismes ; ce qui prouve le résultat.

3. On ne supposera pas acquis ce résultat.
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II.7 . −Rang d’un groupe abélien de type fini

On a défini le rang d’un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de type fini en II.3.6. On peut étendre cette définition au groupe abéliens de
type fini en général. Les résultats du présent paragraphe (II.7,) s’appliqent également aux A-modules de
type fini en prenant bien soint de faire l’hypothèse que A est un anneau principal. Ce qui suit s’appuyant
essentiellement sur le théorème II.6.4, si on en veut l’analogue pour les A-modules de type fini, il faut
utiliser le théorème B.1.4.

Définition II.7.1 (Rang d’un groupe abélien (resp. A-module,) de type fini) L’énoncé d’unicité II.6.4.ii)
(resp. B.1.4.ii),) permet de définir le rang d’un groupe abélien
(resp. A-module,) de type fini X comme le rang au sens de la définition II.3.6, de sa partie libre L(X) :=
X/Tor(X) et l’on notra

rg(X) := rg(L(X)) .

On déduit de ce qui précède, une nouvelle caractérisation des groupe abéliens
(resp. A-modules,) de torsion (cf. II.5.2.vi) (resp. A.7.2.vi) :))

Corollaire II.7.2 (du théorème II.6.4 (resp. B.1.4)) Un groupe abélien
(resp. A-module,)X de type fini, est de torsion si et seulement si rg(X) = 0.

La définition II.7.1 ne prend tout son sens que si on dispose d’un énoncé similaire à la proposition II.3.10,
or :

Proposition II.7.3 Soient X1 et X2 deux groupes abéliens
(resp. A-modules,) de type fini.

i) ((cf. II.3.10.i),))
On a :

rg(X1 ×X2) = rg(X1) + rg(X2) .

Preuve : Écrivons
X1 = T1 × L1 et X2 = T2 × L2

grâce à II.6.4.i) (resp. B.1.4.i) avec Ti de type fini et de torsion et Li libre de type fini (pour i = 1 ou 2.) On a
alors

X1 × X2 = (L1 × L2) × (T1 × T2)

où L1 × L2 est libre de rang

rg(L1) + rg(L2) = rg(X1) + rg(X2)

d’après la proposition II.3.10.i), et T1 × T2 est de torsion. Le résultat d’unicité II.6.4.ii) (resp. B.1.4.ii),) permet
de conclure.
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ii) ( cf. II.3.10.iii))
Si X1 et X2 sont des sous-groupes

(resp. sous- A-modules,) d’un groupe abélien
(resp. A-module,)X tels que

X = X1 ⊕ X2,

rg(X) = rg(X1) + rg(X2) .

Preuve : Il suffit d’utiliser l’isomorphisme

X ∼= X1 ×X2

donné par le théorème I.9.15, pour conclure grâce au point i).

On aimerait également avoir l’analogue du point II.3.10.ii), ce qui sera obtenu dans la proposition II.7.9. On
introduit d’abord quelques notations (cf. II.7.4,) puis on énonce et on démontre les lemmes II.7.6 à II.7.8, qui
sont des cas particuliers de la proposition qu’on veut obtenir mais entrent également comme ingrédients dans
sa preuve.

Notation II.7.4 Pour un groupe abélien
(resp. A-module,) X de type fini, on note toujours Tor(X) sa partie de torsion et l’on notera L(X) :=
X/Tor(X) qui est un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de type fini. Le théorème II.6.4 (resp. B.1.4,) assure alors qu’on a toujours une suite
exacte :

0 → Tor(X)
jX−−−−→ X

pX−−−−→ L(X) → 0 II.7.4.1

où jX = IdX |Tor(X) est l’inclusion naturelle et pX la surjection canonique.
Dans la suite on suppose que X est un groupe abélien

(resp. A-module,) tel qu’il existe une suite exacte :

0 → N
i−−−−→X

q−−−−→ Q → 0 avec N et Q de type fini. II.7.4.2

Si N et Q sont de type fini X l’est aussi en vertu de la proposition II.1.11.iii).
Le lemme II.5.5.iii) (resp. A.7.5.iii),) donne le carré commutatif

Tor(N)
Tor(i)−−−−→ Tor(X)

j(N)



y



y j(X)

N
i−−−−→ X

II.7.4.3

qui donnent par factorisation un diagramme commutatif à lignes exactes :

0 → Tor(N)
jN−−−−→ N

pN−−−−→ L(N) → 0

Tor(i)



y i



y



y L(i)

0 → Tor(X)
jX−−−−→ X

pX−−−−→ L(X) → 0

II.7.4.4

Lemme II.7.5 Le morphisme L(i) dans le diagramme II.7.4.4 est injectif.
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Preuve : Pour tout x ∈ L(N) il existe y ∈ N tel que pN (y) = x. Alors

L(i)[pN (y)] = 0 ⇔ pX [i(y)] = 0

i.e.

i(y) ∈ Ker pX = Im jX .

Il existe donc z ∈ Tor(X) tel que i(y) = jX(z). Or z ∈ Tor(X) c’est-à-dire que z est de torsion i.e.

∃a ∈ Z \ {0}(resp.A \ {0}), az = 0 .

Il s’ensuit que
i(ay) = ai(y) = ajX(z) = jX(az) = 0 .

Puisque i est injectif, ay = 0 i.e. y est de torsion i.e.

∃w ∈ Tor(N), y = jN (w) .

Finalement
x = pN(y) = pN [jN (w)] = 0 .

Lemme II.7.6 Sous les conditions II.7.4.2, si N et X sont libres et Q de torsion,

rg(X) = rg(N) .

Preuve : Puisque X est libre de type fini, choisissons une base xi ,1≤i≤r de X. Puisque Q est de torsion,

∀1 ≤ i ≤ r, ∃ai ∈ Z \ {0}(resp. A \ {0}), aiq(xmi) = 0 .

Il s’ensuit que q(aixi) = 0, i.e.

∀1 ≤ i ≤ r, aixi ∈ N .

Puisque xi ,1≤i≤r est une partie libre de X, aixi ,1 ≤ i ≤ r est encore une partie libre de X. Le sous-module P
qu’elle engendre est donc libre de rang r. Or

P ⊂ N ⊂ X

ce qui entraîne, en vertu du théorème II.4.6, que

r = rg(P ) ≤ rg(N) ≤ rg(X) = r

d’où finalement
rg(X) = rg(N) .
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Lemme II.7.7 Sous les conditions de II.7.4.2, si Q est de torsion

rg(X) = rg(N) .

Preuve : D’après le lemme II.7.5, L(i) : L(N) → L(X) est injectif ; notons donc

R := L(X)/L(N) et r : L(X) → R la surjection canonique

si bien qu’on a une suite exacte :

0 → L(N)
L(i)−−−−→ L(N)

r−−−−→ R → 0 . II.7.7.1

Or
r ◦ pX ◦ i = r ◦ L(i) ◦ pN = 0

si bien qu’il existe un morphisme

t : Q → R tel que t ◦ q = r ◦ pX ;

en d’autres termes qu’on a le diagramme commutatif suivant à lignes exactes :

0 → N
i−−−−→ X

q−−−−→ Q → 0

pN



y pX



y



y t

0 → L(N)
L(i)−−−−→ L(X)

r−−−−→ R → 0 .

Cette dernière condition entraîne, puisque r ◦ pX est surjectif, que r est surjectif. Ceci entraîne que R est
de torsion.

On peut alors appliquer le lemme II.7.6 à la suite II.7.7.1 qui donne alors

rg
(
L(X)

)
= rg

(
L(N)

)

c’est-à-dire
rg(X) = rg(N) .

Lemme II.7.8 Sout les conditions de II.7.4.2, si Q est libre (de type fini,)

rg(X) = rg(N) + rg(Q) .

Preuve : Si Q est libre, la suite exacte

0 → N
i−−−−→ X

q−−−−→ Q → 0 (cf. II.7.4.2 ,)

est scindée (cf. II.3.9 ;) on a donc un isomorphisme

X ∼= N ⊕ Q

et le résulta découle alors du point II.7.3.ii).
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Proposition II.7.9 Soit X un groupe abélien
(resp. A-module,) tel qu’on ait une suite exacte

0 → N
i−−−−→ X

q−−−−→ Q → 0 (cf. II.7.4.2 ,)

où N et Q sont des groupes abéliens
(resp. A-moduless) de type fini, alors X est de type fini et

rg(X) = rg(N) + rg(Q) .

Preuve : Écrivons une décomposition de

0 → Tor(Q)
jQ−−−−→ Q

pQ−−−−→ L(Q) → 0 (cf. II.7.4.1 )

où L(Q) est libre et Tor(Q) de torsion. Cette suite étant scindée on peut en fait écrire une suite exacte

0 → L(Q)
ℓ−−−−→ Q

t−−−−→ Tor(Q) → 0 (cf. I.9.9 .)

Notons alors P := q−1[ℓ(L(Q))] si bien que q|P donne un morphisme surjectif p : P → L(Q) de noyau
N (cf. I.8.16.)

On a donc un diagramme commutatif à lignes et colonnes exactes :

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → N
j−−−−→ P

p−−−−→ L(Q) → 0

IdN



y IdX |P



y



y ℓ

0 → N
i−−−−→ X

q−−−−→ Q → 0

0



y r



y



y t

0 → R → Tor(Q) → 0
↓ ↓
0 0

II.7.9.1

où l’isomorphismeR ∼= Tor(Q) n’est autre que celui du corollaire I.8.15.iii).
En appliquant le lemme II.7.7 à la suite exacte verticale centrale dans le diagramme II.7.9.1, puisque R est

de torsion, on obtient
rg(X) = rg(P ) .

En appliquant alors le lemme II.7.8 à la ligne horizontale du haut dans le diagramme II.7.9.1, puisqueL(Q)
est libre, on obtient

rg(X) = rg(P ) = rg(N) + rg
(
L(Q)

)
= rg(N) + rg(Q) .
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II.8 . −Décomposition p-primaire (cf. IV.3, B.2)

Notation II.8.1 ( cf. B.2.1) Pour un groupe abélien A, p ∈ P et n ∈ N, on note

A[pn] = {x ∈ A ; pnx = 0} sa partie de pn torsion (cf. II.5.2.v) ,)

Définition II.8.2 (Composante p-primaire (cf. IV.3.1, B.2.2)) PourA un groupe abélien et p ∈ P, la compo-

sante p-primaire de A est

A[p∞] :=
⋃

n ∈ N

A[pn]

qui est un sous-groupe de A en vertu de la proposition I.3.12.iii).

Théorème II.8.3 (de décomposition primaire (cf. IV.3.2, B.2.3)) Étant donné un groupe abélien fini de car-
dinal n et d’exposantm (cf. II.5.2.iv),)

∀p ∈ P, A[p∞] = A[pvp(m)] = A[pvp(n)] ; II.8.3.1

de plus, on a des isomorphismes naturels (donnés par l’inclusion des sous-groupes :)

⊕

p ∈ S(m)

A[p∞] ∼= A ; II.8.3.2

⊕

p ∈ S(n)

A[p∞] ∼= A . II.8.3.3

Preuve : (cf. TD n◦ I, exercice A, question 10).)

Corollaire II.8.4 ( cf. B.2.5) Étant donné un groupe abélien fini A d’exposant m, pour tout p ∈ S(m), il
existe x ∈ A d’ordre pvp(m).

Preuve : Puisque A[pvp(m)] s’injecte dans A, en vertu du théorème II.8.3, et que l’ordre se conserve par injec-
tion (cf. II.5.3.iv),) on peut supposer que A = A[pvp(m)].

On remarque alors que, pour tout x ∈ A l’ordre de x est pk avec k ≤ vp(m). L’exposant de A étant le
Ppcm des ordres des éléments de A (cf. II.5.3.i),) il s’ensuit qu’il existe x ∈ A d’ordre pvp(m).
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II.9 . −Groupes cycliques (cf. IV.4, B.3)

Proposition II.9.1 (Groupes cycliques (cf. IV.4.1, B.3.1)) Soit A un groupe abélien. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

a) A est fini et #(A) est l’exposant de A (cf. II.5.2.iv).)

ii) A est fini et il existe a ∈ A d’ordre #(A);

c) Le groupeA est monogène et fini.

d) Le groupeA est monogène (cf. II.1.7,) engendré par un élément d’ordre d ∈ N∗ (cf. II.5.2.i).)

e) Il existe d ∈ N∗ et un isomorphisme
Z/dZ ∼= A .

f) Le groupe abéllien A est d’exposantm 6= 0 et isomorphe à Z/mZ.

Preuve : Cet énoncé étant l’exact analogue de la proposition IV.4.1, certains arguments de preuve seront donnés
ici tandis que d’autres seront donnés dans la preuve de IV.4.1 laissant le lecteur faire le parallèle entre ces deux
preuves et les compléter.

i) (a)⇒ ii))
(cf. IV.4.1.)

ii) (ii)⇒ c))
(cf. IV.4.1.)

iii) (c)⇒ d))
Immédiat.

iv) (d)⇒ e))
(cf. IV.4.1.)

v) (e)⇒ a))
Découle du fait que 1Z/dZ est précisément d’ordre d.

vi) (f)⇔ e))
Est immédiat.
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Définition II.9.2 (Groupes cycliques (cf. IV.4.2, B.3.2)) Un groupe vérifiant les assertions équivalentes de la
proposition II.9.1 est un groupe cyclique. Un tel groupe est nécessairement abélien.

Proposition II.9.3 (Sous-groupe cyclique (cf. IV.4.5, B.3.5)) Un groupe abélien A possède un sous-groupe
cyclique isomorphe à Z/dZ si et seulement si A contient un élément d’ordre d.

Proposition II.9.4 (Théorème chinois des restes (cf. IV.4.6, B.3.6)) Si A est un groupe cyclique d’exposant
m avec m = pq, p et q premier entre eux alors

A ∼= Z/pZ× Z/qZ .

Remarque II.9.4.1 C’est exactement le théorème II.8.3 dans le cas cyclique.

Corollaire II.9.5 ( (cf. IV.4.7, B.3.7)) SoitA un groupe abélien (x, y) ∈ A×A d’ordres respectifs p et q avec
p et q premiers entre eux, alors il existe z ∈ A d’ordre pq.

Preuve : On a des morphismes injectifs

Z

πp



y ցn7→nx

Z/p
πp−−−−→ A

et

Z

πq



y ցn7→ny

Z/q
πq−−−−→ A

(cf. II.9.3 .)

Le morphisme
Z× Z → A , (m,n) 7→ mx+ ny

se factorise donc en un morphisme
φ : Z/p× Z/q → A .

Or :
∀(α, β) = (πp(m), πq(n)) ∈ Z/p× Z/q, φ(α, β) = 0
⇔ mx+ ny = 0 .

Or
x ∈ A[p] et y ∈ A[q] .

Comme A[p] et A[q] sont en somme directe (cf. II.5.4.iii),)

mx+ ny = 0
⇔ mx = 0 et ny = 0
⇔ p|m et q|n
⇔ α = 0 et β = 0 ;

si bien que φ est injectif.
Enfin on dispose d’après le théorème chinois des restes, d’un isomorphisme

γ : Z/(pq) ∼= Z/p× Z/q .

Le composé φ ◦ γ est donc un morphisme injectif

Z/(pq) →֒ A

ce qui donne, grâce encore à II.9.3 un élément d’ordre pq dans A.
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II.10 . −Théorème de structure des groupes abéliens finis (cf. IV.11, B.6)

Notation II.10.0 ( (cf. IV.11.0, B.6.0)) Dans tout ce paragraphe (II.10,)A est un groupe abélien fini d’exposant
m.Rappelons (cf. II.5.8,) qu’il revient au même de demander queA soit de type fini (cf. II.1.5,) et de torsion (cf.
II.5.2.vi).) En particulier A est d’exposantm > 0 (cf. II.5.7.)

Proposition II.10.1 (Existence d’un élément d’ordre maximal m (cf. IV.11.1, B.6.3)) Il existe un élément

a ∈ A d’ordrem

i.e. un sous-groupe de A isomorphe à Z/mZ.

Preuve : On a :

A ∼=
⊕

p ∈ S(m)

A[pvp(m)] (cf. II.8.3.2 .)

On sait en outre, graçe au corollaire II.8.4, que, pour tout p ∈ S(m), il existe xp ∈ A d’ordre pvp(m).
Puisque S(m) est un ensemble fini, un argument de récurrence et le corollaire II.9.5 permettent de conclure.

Notation II.10.2 ( (cf. IV.11.2, B.6.4)) Soit C ⊂ A un sous-groupe cyclique de A isomorphe à Z/mZ et
construit grâce à la proposition II.10.1 ci-dessus. On note Q := A/C si bien qu’on a une suite exacte :

0 → C
i−−−−→ A

q−−−−→ Q → 0 . II.10.2.1

Proposition II.10.3 ( cf. IV.11.3) Dans la suite exacte II.10.2.1, si Q et cyclique isomorphe à Z/dZ, la surjec-
tion canonique q possède une section (cf. I.9.11.i),) i.e. il existe un morphisme de groupes

s : Q → A tel que q ◦ s = IdQ .

On déduit alors naturellement (cf. I.9.15,) de la suite exacte 0 → C
i−−−−→A

q−−−−→Q → 0 un isomorphisme

A ∼= C ×Q .

Preuve : Soit y un générateur de Q (par example l’image de 1 par la surjection canonique

Z → Z/dZ .)

Soit x ∈ A tel que q(x) = y, si bien que q(x) est d’ordre d. Notons n l’ordre de x. On a alors :

d|n|m . II.10.3.1

Par ailleurs, q(dx) = dq(x) = 0, c’est-à-dire que

dx ∈ Ker q = i(C) ∼= Z/mZ .

Soit donc z un générateur de Ker q, il existe a ∈ Z tel que

dx = az .
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Or x ∈ M, si bien que mx = 0. Il résulte alors de II.10.3.1 qu’il existe

k ∈ Z tel que m = dk .

Il s’ensuit que
0 = mx = kdx = kaz .

Comme z est d’ordrem,
kaz = 0 ⇒ m|ka,

c’est-à-dire que dk|ka, d’où finalement
d|a .

Il existe donc b ∈ Z tel que a = db.
Soit alors w := x− bz. Il en résulte que

dw = dx− dbz = dx − az = 0 et donc que

l’ordre de w divise d.
Le morphisme Z → A , 1 7→ w se factorise donc en un morphisme

s : Q → A , y 7→ w .

Or
q(s(y)) = q(w) q(x− bz) = q(x) = y

d’où puisque y est un générateur de Q,
q ◦ s = IdQ .

Proposition II.10.4 ( cf. IV.11.4) Dans la suite exacte II.10.2.1, si

Q ∼=
r∏

k=1

Z/dkZ

est isomorphe à un produit de groupes cycliques alors la surrjection canonique q : A → Q possède une sec-
tion s, qui induit un isomorphisme

A ∼= C ×Q ∼= Z/mZ×
r∏

k=1

Z/dkZ .

Preuve : Supposons donc qu’il existe

r ∈ N et dk ,1≤k≤r , tels que Q ∼=
r∏

k=1

Z/dkZ .

Notons allors

∀1 ≤ k ≤ r,
ik : Z/dkZ −→ Q

y 7−→ (0, . . . , 0, y, 0, . . . , 0)
(resp. χk : Q −→ Z/dkZ

(0, . . . , 0, x, 0, . . . 0) 7−→ x , )
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le morphisme injectif (resp. surjectif) défini par la structure de produit de Q comme en I.7.6. On constate alors
presque immédiatement que

r∑

k=1

ik ◦ χk = IdQ . II.10.4.1

Soit
Ak := q−1[ik(Z/dkZ)],

d’où un diagramme commutatif :

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → C
jk−−−−→ Ak

qk−−−−→ Z/dkZ → 0

IdC



y IdA|Ak



y



y ik

0 → C
i−−−−→ A

q−−−−→ Q → 0

Puisque
C ⊂ Ak ⊂ A,

l’exposant m de C divise l’exposant de Ak divisant lui-même l’exposant de A encore égal à m ; si bien que m
est encore l’exposant de Ak.

On peut donc appliquer la proposition II.10.3 à la suite exacte

0 → C
jk−−−−→ Ak

qk−−−−→ Z/dkZ → 0

du diagramme ci-dessus. Pour tout 1 ≤ k ≤ r il existe donc un morphisme

sk : Z/dkZ → Ak tel que qk ◦ sk = Id Z/dkZ .

On définit alors :

s :=

r∑

k=1

sk ◦ χk : Q → A .

Il s’ensuit que :

q ◦ s = q ◦
(
r∑

k=1

sk ◦ χk
)

=

r∑

k=1

q ◦ sk ◦ χk

=

r∑

k=1

ik ◦ qk ◦ sk ◦ χk

=

r∑

k=1

ik ◦ χk

= IdQ ,

la dernière égalité étant II.10.4.1.
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Théorème II.10.5 (de structure des groupes abéliens finis (cf. IV.11.5, B.6.13)) Étant donné un groupe abé-
lien fini A, il existe un unique entier r ∈ N et un unique r-uplet dk ,1≤k≤r ∈ N tels que

A ∼=
r∏

k=1

Z/dkZ , d1 > 1et ∀1 ≤ k ≤ r − 1, dk|dk+1 .

Remarque II.10.5.1 Il est immédiat de constater que si les conditions ci-dessus sont satisfaites, dr est l’expo-
sant de A.

Preuve :

i) (Existence)
Si A = {0}, r = 0 convient.
Le groupe abélien A étant fini, on peut appliquer la proposition II.10.1 qui donne la suite exacte

0 → C
i−−−−→ A

q−−−−→ Q → 0 (cf. II.10.2.1 ,)

où C ∼= Z/mZ est un groupe cyclique.
Bien entendu, si Q = {0}, C ∼= A et le résultat est établi.
Sinon, il résulte du téhorème I.9.19 que

#(Q) < #(A) .

On peut alors faire lh’ypothèse de récurrence qu’il existe

r ∈ N , dk ,1≤k≤r ∈ N , d1 > 1 tels que Q ∼=
r∏

k=1

Z/dkZ et ∀1 ≤ k ≤ r − 1, dk|dk+1 .

La proposition II.10.4 permet alors d’écrire

A ∼= Q× C ∼=
r∏

k=1

Z/dkZ × Z/mZ .

Le lemme II.5.3.iv) assure alors que dr|m ce qui achève la preuve.

ii) (Unicité)
(cf. TD n◦ IV, exercice A, TD n◦ IV, exercice B)

Remarque II.10.5.3 Bien entendu le théorème II.10.5 peut être vu comme un corollaire du théorème B.6.13
puisque les arguments utilisés dans la preuve de ce dernier s’appliquent sans restriction aux groupes abéliens
considérés comme Z-modules.

On s’aperçoit néanmoins qu’ici, comme ce sera le cas en IV.11.5, un certain nombre d’argument est simplifié
grâce notamment à des résultats come le théorème I.9.19.

Définition II.10.6 (Facteurs invariants (cf. IV.11.9, B.6.14)) Pour un groupe abélien fini A, les entiers

dk ,1≤k≤r donnés par le théorème II.10.5

ci-dessus sont appelés les facteurs invariants de A.
Il est d’usage de dire que lorsqu’on écrit alors

A ∼= Z/d1Z× . . .× Z/drZ

on a mis A sous sa forme canonique.
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Corollaire II.10.7 ( (cf. IV.11.10, B.6.15)) i) Deux groupes abéliens finis sont isomorphes si et seulement si
ils ont mêmes facteurs invariants.

Preuve : Soient A et B deux groupes abéliens finis. En vertu du théorème II.10.5.i), il existe

r ∈ N et dk ,1≤k≤r tels que A ∼= Z/d1Z× . . .× Z/drZ et ∀1 ≤ k ≤ r − 1, dk+1|dk .

Un isomorphismeB ∼= A donne par composition un isomorphisme

B ∼= Z/d1Z × . . . × Z/drZ .

Les dk ,1≤k≤r sont alors les facteurs invariants de B grâce à l’énoncé d’unicité B.6.13.2).
Réciproquement si r ∈ N, dk ,1≤k≤r , sont simultanément les facteurs invariants de A et B, les isomor-

phismes
A ∼= Z/d1Z × . . . × Z/drZ et B ∼= Z/d1Z × . . . × Z/drZ

donne un isomorphisme
B ∼= A

grâce à la proposition I.4.9 par exemple.

ii) Deux groupes abéliens de type fini sont isomorphes si et seulement si ils ont même rang (cf. II.7.1) et
mêmes facteurs invariants.

Preuve : Écrivons, grâce au théorème II.6.4,

A = Tor(A) ⊕ L(A) et B = Tor(B) ⊕ L(B)

où Tor(A) et Tor(B) (resp. L(A) et L(B)) sont de type fini et de torsion (resp. libres de type fini.)
Si φ : A ∼= B est un isomorphisme

Tor(φ) : Tor(A) ∼= Tor(B) (cf. II.5.4.ii) ,)

est un isomorphisme, ce qui assure, d’après le point i) que A et B ont les mêmes facteurs invariants.
Les isomorphismes

A ∼= B et Tor(A) ∼= Tor(B)

assurent, graçe au théorème B.1.4.ii) que L(A) et L(B) sont isomorphes, c’est-à-dire que A et B ont même
rang.

Réciproquement si A et B ont les mêmes facteurs invariants il résulte de i) qu’il existe un isomorphisme
ψ : Tor(A) ∼= Tor(B) . Si L(A) et L(B) sont libres de type fini et ont même rang, n ils sont tous les deux
isomorphes à Zn ce qui done, par composition, un isomorphisme

φ : L(A) ∼= L(B) .

On vérifie facilement que le morphisme

ψ + φ : A = Tor(M) ⊕ L(A) → B = Tor(B) ⊕ L(B) , (x+ y) 7→ ψ(x) + φ(y)

est un isomorphisme.

Exemple II.10.8 a) Bien évidemment, étant donnés des entiers naturels a 6= b, Z/aZ et Z/bZ ne sont pas
isomorphes parce qu’il n’ont pas le même nombre d’éléments et c’est le plus élémentaire des invariant qui se
conserve par isomorphisme.
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b) Il n’est nul besoin des résultats donnés ci-dessus pour établir non plus que Z/4Z et Z/2Z× Z/2Z ne sont
pas isomorphes, puisqu’il y a un élément d’ordre 4 dans le premier et qu’il n’y en a pas dans le second et que
l’ordre se conserve par isomorphismes (cf. II.5.3.iv).) On pourrait aussi remarquer, ce qui revient un peu au
même, que ces deux groupes n’ont pas même exposant.

c) Il commence à devenir délicat, en s’abstenant d’utiliser le corollaire II.10.7.i), de déterminer si Z/2Z ×
Z/2Z × Z/4Z et Z/4Z × Z/4Z sont ou non isomorphes. Il n’est pas impossible qu’en analysant finement le
nombre d’éléments d’ordre respectifs 2 et 4 dans chacun d’entre eux on arrive finalement à les discriminer. Se
faisant, cela revient à analyser la 2n-torsion dans chacun de ces groupes et du coup à redémontrer (partiellement
peut-être) dans un cas particulier le théorème II.10.5.

Bien entendu, le premier groupe ayant pour facteurs invariants (2, 2, 4) et le second (4, 4) il ne sont pas
isomorphes.

d) Il se peut qu’on ait affaire à des groupes qui ne sont pas donnés sous forme canonique : par exempleZ/3Z×
Z/4Z et Z/2Z × Z/6Z. Le premier groupe n’est pas donné sous forme canonique alors que le second l’est.
En appliquant itérativement le théorème chinois des restes on peut remettre ce groupe sous forme canonique
ici : Z/12Z. Les facteurs invariants du premier groupe sont donc (12) tandis que ceux du second sont (2, 6).
Ces groupes ne sont donc pas isomorphes (à noter qu’ici en réalité l’argument de b) s’appliquait sans qu’on ait
besoin d’avoir recours à des arguments sophistiqués.

e) (cf. TD n◦ IV, exercice C, II.12.5.)
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II.11 . −Le théorème de la base adaptée et lalgorithme d’EUCLIDE–GAUSS (cf. C)

Le théorème II.4.6 assure qu’étant donné un groupe abélien
(resp. A-module,) libre de type fini L (A étant bien entendu toujours un anneau principal,) tout sous-
groupe
(resp. sous- A-module,) M de L est libre de type fini et de rang inférieur à celui de L. En revanche
on n’a encore donné aucune réponse quant au fait de savoir dans quel(s) cas M pourrait posséder un
supplémentaire dans L, ou de manière équivalente à quelle(s) condition(s) une base de M pourrait se
compléter en une base de L. On a parfois néanmoins abordé ces questions à travers des exemples (cf.
TD n◦ III, exercice C, question 1), c), TD n◦ III, exercice C, question 2), TD n◦ III, exercice C, ques-
tion 3).)

Le théorème II.11.12, dit de la base adaptée assure qu’un couple M ⊂ L de groupes abéliens, où L est
supposé libre de type fini, possède une base adaptée au sens de la définition II.11.1. Le théorème II.11.12 peut
être démontré sans préalablement supposer que le théorème II.4.6 a été établi, et dans ce cas il en redonne en
fait une preuve.

Nous allons cependant, dans ce paragraphe (II.11,) démontrer le théorème II.11.12 de la base adaptée,
uniquement dans le cas des groupes abéliens ou à tout le moins dans le cas de A-modules lorsque A est un
anneau euclidien I.13.6.1. La contrepartie à cette restriction concernant les anneaux, est que, la preuve qu’on
va donner ici du théorème II.11.12, est algorithmique et donne un moyen de construire effectivement une base
adaptée (cf. II.11.9.)

On constatera (cf. II.11.3,) que l’existence d’une base adaptée pour un coupleM ⊂ L deA-modules (donc
en particulier de groupes abéliens,) n’est pas indépendante de l’existence des facteurs invariants pour le groupe
quotient L/M. L’interaction entre ces deux questions sera développée davantage dans l’appendice C où l’on
traitera la question d’existence d’une base adaptée pour un couple M ⊂ L de A-modules où A est un anneau
principal quelconque.

Définition II.11.1 (BAse adaptée) On dit qu’un couple M ⊂ L de groupes abéliens
(resp. A-modules,) libres de type fini (cf. II.3.2,) admet une base adaptée, s’il existe une base λi ,1≤i≤r de
L, un entier s ≤ r, des éléments

di ,1≤i≤s ∈ Z(resp. A) tel que diλi ,1 ≤ i ≤ s soit une base de M

et
∀1 ≤ i ≤ s− 1, di+1|di .

Remarque II.11.2 Si I ⊂ A est un idéal, puisque A est principal, il existe a ∈ A tel que I = Aa. Si
I 6= {0}, a 6= 0 est une base de I. Comme 1 est une base deA, c’est une base adaptée pour I ⊂ A. On peut
donc trouver une base adaptée dans cette situation.

Proposition II.11.3 Si un couple M ⊂ L, possède une base adaptée
(
λi ,1≤i≤r , di ,1≤i≤s

)
,s≤r ∀1 ≤ i ≤ s− 1, di+1|di,

les éléments di non inversibles sont les facteurs invariants de L/M (cf. II.10.6, B.6.14.)

Preuve : Soit P := Z−s(resp. Ar−s, ) muni de sa base canonique (cf. II.1.4.c),) εi ,s+1 ≤ i ≤ r . Soit

Q := A/d1 × . . . × A/ds × P .
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Il résulte du théorème II.6.4 (resp. B.1.4,) que

TorA(Q) = A/d1 × . . . × A/ds et rg(Q) = r − s .

Définissons un Z(resp. A)-morphisme :

φ : L −→ Q
λi 7−→ 1A/di , ∀1 ≤ i ≤ s,
λi 7−→ εi , ∀s+ 1 ≤ i ≤ r, .

Alors :

Lemme II.11.3.1 Le morphisme φ est surjectif et M est son noyau.

Il découle alors du lemme II.11.3.1 ci-dessus et du théorème de factorisation des morphismes (cf. I.8.11,)
qu’il existe un isomorphisme

ψ : L/M ∼= Q tel que ψ ◦ π = φ où π : L → L/M est la surjection canonique .

Puisque
∀1 ≤ i ≤ s− 1, di+1|di,

il existe un unique 1 ≤ t ≤ s tel que

di ∈ Z×(resp. A×) ⇔ i ≥ t .

Comme pour i ≥ t, A/di = {0}, on en déduit que

TorA(Q) = A/d1 × . . . × A/dt .

La condition di+1|di assure l’unicité de cette décomposition dans le théorème II.10.5.ii) (resp. B.6.13.2),) si
bien que les di ,1≤i≤t sont bien les facteurs invariant de L/M.

Preuve (du lemme II.11.3.1):

i) (Surjectivité de φ)
Pour tout α ∈ Q, il existe un unique couple (αt, αl),

αt ∈
s∏

i=1

A/di et αl ∈ P tel que α = αt + αl .

Or

∃ai ,1≤i≤s ∈ A, αt =
(
a11A/d1, . . . , as1A/ds

)
et ∃ai ,s+1≤i≤r ∈ A, αl =

r∑

i=s+1

aiεi .

On vérifie alors que :

φ
(
r∑

i=1

aiλi
)

= φ
(
s∑

i=1

aiλi
)
+ φ

(
r∑

i=s+1

aiλi
)

= αt + αl

= α .
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ii) (Le noyau de φ)
Pour tout

x :=

r∑

i=1

aiλi ∈ M,

φ(x) = 0 entraîne que

φ
(
s∑

i=1

aiλi
)
= 0 et φ

(
r∑

i=s+1

aiλi
)
= 0

puisque Q = TorA(Q) ⊕ P .

La seconde égalité entraîne
r∑

i=s+1

aiεi = 0 qui entraîne

∀i ≤ s+ 1 ≤ r, ai = 0

puisque εi ,1 ≤ s+1 ≤ i est une base de P.

Par ailleurs φ
(
s∑

i=1

aiλi
)
= 0, équivaut à

∀1 ≤ i ≤ s, ai1A/di = 0

ce qui équivaut encore à
∀1 ≤ i ≤ s, di|ai

qui équivaut finalement à
∀i ≤ 1 ≤ s, aiλi ∈ M .

Corollaire II.11.4 Si M ⊂ L possède une base adaptée
(
λi ,1≤i≤r , di ,1≤i≤s

)
,s≤r ∀1 ≤ i ≤ s− 1, di+1|di,

le s-uplet di ,1≤i≤s est unique (à association près.)

Preuve : C’est bien entendu une conséquence de l’identification faite entre les di ,1≤i≤s et les facteurs inva-
riants dans la proposition II.11.3 et l’énoncé d’unicité dans le théorème II.10.5.ii) (resp. B.6.13.2).)

Notation II.11.5 Pour deux entiers naturels n et p, on noteMn,p(A) l’ensemble des matrices à n lignes et p
colonnes à coefficients dans A etMn(A) := Mn,p(A) pour p = n l’ensemble des matrices à n lignes et n
collonnes à coefficients dans A.

Pour tous (m,n, p) ∈ N× N× N, (M,N) ∈ Mm,n(A) × Mn,p(A), le produit M · N est défini de
manière usuelle.

En particulier (Mn(A),+, ·) a une structure d’anneau (non commutatif en général) et on note GLn(A) le
groupe des élément inversibles deMn(A) qu’on apelle ordinairement le groupe linéaire.

On notera
O1,n ∈ M1,n(A)(resp. On,1 ∈ Mn,1(A) )

la matrice dont tous les coefficients sont nuls.

101



L3/S6 M305, Algèbre II, II.11.9 Université Paris Sud, 2019–2020

Lemme II.11.6 Étant donné un A-module L libre de type fini et de rang n, muni d’une base λi ,1≤i≤n l’appli-
cation qui à tout endomorphisme

f ∈ EndA(L) = HomA(L,L)

de L associe la matrice M(f) définie par

∀1 ≤ j ≤ n, f(λj) =

n∑

i=1

M(f)i,jλi

est un isomorphisme d’anneaux.
En particulier pour tout f ∈ EndA(L) f est un automorphisme si et seulement si sa matrice M(f) est

inversible i.e.

f ∈ AutA(L) ⇔ M(f) ∈ GLn(A) .

Notation II.11.7 Soit n ∈ N∗ un entier et L un A-module libre de rang n rapporté à une base
λi ,1≤i≤n . On note In ∈ Mn(A) la matrice identité. Pour M ∈ Mn,p(A) :

i) ((Lignei(M)↔ Lignej(M)))
l’opération sur les lignes deM symboliquement notée (Lignei(M)↔ Lignej(M)) consistant à échanger la

iième et la j ième ligne, correspond à la multiplication à gauche par la matrice P (n)
i,j obtenue à partir de la matrice

In en appliquant la permutation des lignes Lignei(In) et Lignej(In), qui correspond (par l’isomorphisme
construit dans le lemme II.11.6,) à l’automorphisme de L défini par

λi 7→ λj , λj 7→ λi , ∀1 ≤ k ≤ n, k 6= i , k 6= j , λk 7→ λk ;

ii) ((Lignei(M)← Lignei(M) + aLignej(M)))
l’opération sur les lignes de m symboliquement notée (Lignei(M)← Lignei(M) + aLignej(M)) consis-

tant à remplacer la iième ligne par une combinaison linéaire de cette dernière et d’une autre ligne, correspond à
la multiplication à gauche par la matrice T (n)

i,j (a), matrice de transvection obtenue à partir de In par application
de la transvection (Lignei(M) ← Lignei(M) + aLignej(M)), correspondant à l’automorphisme de L défini
par

λj 7→ λj + aλi , ∀1 ≤ k ≤ n, k 6= j , λk 7→ λk ;

iii) les opérations sur les colonnes correspondent, elles, à des multiplications à droite par les matrices P (p)
i,j et

tT
(p)
i,j (a).

Remarque II.11.8 Les matrices P (n)
i,j et T (n)

i,j (a) introduites en II.11.7.i) et II.11.7.ii) correspondant à des au-
tomorphismes de L, sont donc inversibles.

II.11.9 . −Description de l’algorithme

L’algorithme consiste à transformer une matrice M ∈ Mn,p(A) par des opérations élémentaire sur les
lignes et les colonnes. Seules les opérations suivantes sont autorisées :

—
les permutations de lignes (Lignei(M)↔ Lignej(M))

ou de colonnes (Colonnei(M)↔ Colonnej(M)),
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—

les transvections de lignes (Lignei(M)← Lignei(M) + aLignej(M) , i, j ∈ {1, . . . , n} , a ∈ A)

ou de colonnes (Colonnei(M)← Colonnei(M) + aColonnej(M) , i, j ∈ {1, . . . , p} , a ∈ A) .

—
La multiplication d’une ligne et d’une colonne par − 1 .

(Lignei(M)← −Lignei(M)) et (Colonnej(M)← −LColonnej(M)) .

Comme dans l’algorithme de Gauss habituel, les opérations élémentaires correspondent à la multiplication
par des matrices inversibles dans l’anneauMn(A) (respectivementMp(A)). Une suite finie d’opérations élé-
mentaires autorisées transforment donc la matrice M en une matrice de la forme PMQ où P ∈ GLn(A) et
Q ∈ GLp(A)

Très précisément, il s’agit, par une suite finie d’opérations élémentaires autorisées, de transformer la matrice
non nulle

M := (mi,j) 1 ≤ i ≤ n
1 ≤ j ≤ p

∈ Mn,p(A) II.11.9.1

en une matrice de la forme (quasi-diagonale)

D =












d1 0 0
0 d2 0

. . .
ds 0

0 0












où :

1 ≤ s ≤ min(n, p) ,
di ,1≤i≤s ∈ A
d1|d2|. . . |ds .

II.11.9.2

Tous les autres coefficients de D sont nuls.

Notation II.11.9.3 L’anneau A étant euclidien on note

v : A \ {0} → N

le stathme euclidien (cf. I.13.6.1.)

si A = Z , ∀n ∈ Z \ {0}, v(n) = |n| ;
si A = K[X ] , ∀P ∈ K[X ] \ {0}, v(P ) = deg(P ) .

Pour toute matrice
M := (mi,j)1 ≤ i ≤ n

1 ≤ j ≤ p
∈ Mn,p(A),

on note
v(M) := min

1 ≤ i ≤ n

1 ≤ j ≤ p
,mi,j 6= 0

(
mi,j

)
.

À chaque étape de l’algorithme, l’entier strictement positif v(M) décroît strictement, ce qui assure la fini-
tude de l’algorithme.

Définition II.11.9.4 (Pivot) Un coefficient mi,j de M tel que v(mi,j) = v(M) s’appelle un pivot.
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II.11.10 . −Les étapes de l’algorithme

i) (Première étape)

a) On choisit un pivot mi,j que l’on amène à la position (1, 1) grâce aux transpositions

Ligne1(M)↔ Lignei(M) et Colonne1(M)↔ Colonnej(M) .

b) Pour j de 2 à p et pour i de 2 à n on effectue les divisions euclidiennes

m1,j = qjm1,1 + rj etmi,1 = q′im1,1 + r′i ;

puis les transvections

Colonnej(M)← Colonnej(M)− qjColonne1(M)et Lignei(M)← Lignei(M)− aLigne1(M) .

c) On a alors
v(m1,j) < v(m1,1) et v(mi,1) < v(m1,1) ∀j > 1 et i > 1 .

Si tous les m1,j et mi,1 sont nuls, on passe à la deuxième étape ii).
Sinon on choisit l’un de ces coefficient non nul, on le place en position (1, 1) par une transposition, et on

recommence b).
Puisque v(m1,1) diminue strictement à chaque étape le processus s’arrête, et on arrive à une matrice de la

forme 



m1,1 O1,p−1

On−1,1 M ′



 où M ′ ∈ Mn−1,p−1(A) . 1

ii) (Deuxième étape)
Si m1,1 divise tous les coefficients de M ′, on passe à la troisième étape iii). Sinon, on choisit un coefficient

mi,j qui n’est pas divisible par m1,1 et on effectue l’opération Ligne1(M) ← Ligne1(M) + Lignej(M).
(Notons que le coefficient m1,1 n’est pas modifié). On recommence alors la première étape i) à partir de i).b) :
divisions euclidiennes, transvections, transposition. On arrive à une matrice de la forme i).c).1 mais avec une
nouvelle valeur de v(m1,1) strictement plus petite.

Comme à chaque fois la valeur de v(m1,1) diminue strictement, on arrive à une matrice de la forme





m1,1 O1,p−1

On−1,1 M ′



 où M ′ ∈ Mn−1,p−1(A) 1

et où m1,1 divise tous les coefficients de M ′.

iii) (Troisième étape)
On applique les étapes i) et ii) à la matriceM ′, ce qui ne modifie pas la première ligne et la première colonne.

En répétant un nombre fini de fois le processus, on arrive à la forme quasi-diagonale II.11.9.2 souhaitée.
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Proposition II.11.11 Étant donnés deux entiers n et p la donnée d’une matriceM comme en II.11.9.1 équivaut
à se donner les coordonnées de p vecteurs de An (ou d’un A-module libre de rang n, rapporté à une base.) Soit
B le sous-A-module de An engendré par ces p vecteurs. Les multiplications autorisée à gauche de la matrice
M correspondent à des changements de base dans An tandis que les multiplications autorisées à droite de M
changent les générateurs de B en une autre famille de générateurs.

Il s’ensuit, qu’au terme des transformations effectuées, le sous-A-module engendré par les colonnes de la
matriceD (II.11.9.2) est encoreB. Ces colonnes constituent alors manifestement une famille libre i.e. une base
de B et cette base est évidemment adaptée à B ⊂ An (cf. II.11.1.)

Si donc les étapes de l’algorithme ne sont pas uniques, si même les matrices P etQ telles queD = PMQ,
ne le sont pas non plus le s-uplet di ,1≤i≤s constituant les éléments diagonaux de D, est quant à lui unique en
vertu du théorème II.11.12. aux termes de la proposition II.11.3, ce sont mêmes des générateurs des facteurs

invariants (cf. II.10.6,) du quotient An/B.

Théorème II.11.12 (de la base adaptée) Si M ⊂ L sont des groupes abéliens, et L est libre de type fini (cf.
II.3.2,) alors M est libre de type fini et le couple

(L,M) possède une base adaptée
(
λi ,1≤i≤r , di ,1≤i≤s

)
,s≤r ∀1 ≤ i ≤ s− 1, di+1|di ,

(ce qui contient en particulier le fait que rg(M) ≤ rg(L).) De plus le s-uplet di ,1≤i≤s est unique.

Preuve : D’abord le théorème II.4.6 assure que M est libre de type fini et rg(M) ≤ rg(L).
Ensuite, l’existence d’une base adaptée est assurée par la proposition II.11.11.
L’unicité est finalement assurée par le corollaire II.11.4.

Exemple II.11.13 (Vecteur primitif) Soit M :=
(
6 10 30

)
On effectue une suite d’opérations sur les

colonnes :

(
6 10 30

)

Colonne3(M)← Colonne3(M)− 5Colonne1(M),

Colonne2(M)← Colonne2(M)− Colonne1(M) →
(
6 4 0

)

Colonne1(M)← Colonne1(M)− Colonne2(M) →
(
2 4 0

)

Colonne2(M)← Colonne2(M)− 2Colonne1(M) →
(
2 0 0

)
= D .

On obtient la matrice Q en appliquant la suite d’opérations élémentaires à la matrice I3 :

Q =





2 −5 −5
−1 3 0
0 0 1





On a donc
(
2 0 0

)
=
(
6 10 30

)





2 −5 −5
−1 3 0
0 0 1



 .

On a aussi

Q−1 =





3 −5 −15
1 2 5
0 0 1





et donc
(
6 10 30

)
=
(
2 0 0

)





3 −5 −15
1 2 5
0 0 1



 .
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Remarque II.11.14 Comparer l’exemple ci-dessus au corollaire C.1.4.

Exemple II.11.15 Trouver une base de Z3 adaptée au sous-groupe (sous-Z-module) F engendré par les vec-
teurs

y1 :=





1
1
−1



 et y2 :=





2
−1
0



 .

On a ici Y =





1 2
1 −1
−1 0



 et en appliquant l’algorithme d’EUCLIDE–GAUSS, on voit que la suite d’opéra-

tions élémentaires
Colonne2(Y )← Colonne2(Y )− 2Colonne1(Y ) ,

Ligne2(Y )← Ligne2(Y )− Ligne1(Y ) ,
Ligne3(Y )← Ligne3(Y ) + Ligne1(Y ) ,
Ligne2(Y )← Ligne2(Y ) + Ligne3(Y ) ,
Ligne3(Y )← Ligne3(Y ) + 2Ligne1(Y )

transforment la matrice Y en la matrice D =





1 0
0 −1
0 0



. On en déduit que

Y = P−1DQ avec P−1 =





1 0 0
0 1 1
1 2 3



 et Q =

(
1 2
0 1

)

.

On a alors P =





1 0 0
1 3 −1
−1 −2 1



. La base

{
e1 =





1
1
−1



 , e2 =





0
3
−2



 , e3 =





0
−1
1




}

est donc adaptée au sous-groupe F : c’est une base de Z3 et (e1,−e2) est une base de F.

Exemple II.11.16 (Résolution d’un système Z-linéaire) Soit

A := (ai,j) ∈ Mn,p(Z) et B :=






b1
...
bn




 ∈ Mn,1(Z) .

On cherche à résoudre le système linéaire AX = B, avec X =






x1
...
xp




 .

i) (Cas d’un système homogène)
L’ensemble F de ses solutions est un sous-module de Zp. Il est libre, de rang p − k où k est le rang de la

matrice A. On écrit A sous la forme A = PDQ−1 où D (cf. II.11.9.2.) Le système s’écrit alors PDQ−1X =
0, c’est à dire DY = 0 où

Y = Q−1X =






y1
...
yp




 .
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L’ensemble des solutions du système DY = 0 est le sous Z-module dont une base est (Yk+1, . . . , Yp) où
Yj est le vecteur colonne dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf la coordonnée d’indice j qui vaut 1.
Les vecteurs Xj = QYj (k + 1 ≤ j ≤ p) forment donc une Z-base de F. Si l’on préfère une représentation
paramétrique on peut écrire :

F =
{

p
∑

j=k+1

tjXj , | (tk+1, . . . tp) ∈ Zp−k
}
.

ii) (Cas général)
Le système s’écrit alors sous la forme

DY = C =






c1
...
cn




 ,

où C = P−1B.
Pour que le système soit compatible il faut et il suffit que

{

d1|c1, . . . , dk|ck
ck+1 = . . . = cn = 0 .

Les solutions du système DY = C sont de la forme













c1/d1
...

ck/dk
tk+1

...
tp













où tk+1,...tp sont des entiers arbitraires. Les solutions du système AX = B sont alors de la forme

(c1/d1)X1 + . . . + (ck/dk)Xk + tk+1Xk+1 + . . . + tpXp

où tk+1, . . . , tp sont arbitraires dans Z. On retrouve bien, comme dans le cas des espaces vectoriels" la structure
de "sous-module affine" de l’ensemble des solutions. (On parle plus volontiers, dans ce cas, d’espace principal

homogène).

iii) On peut traiter ici, à titre d’exemple, la résolution de l’équation a1x1 + . . .+ apxp = b. où a1,. . . , ap sont
des entiers premiers entre eux.
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II.12 . −Exercices

Exercice II.12.1 Démontrer les points II.1.11.i) et II.1.11.ii).

Exercice II.12.2 Soit M un A-module et B une base de M. Pour tout A-module N, définir une bijection entre
l’ensemble des applications de B dans N et l’ensemble HomA(M,N) des morphismes de A-modules de M
dans N.

Exercice II.12.3 Soit n ∈ Z un entier strictement plus grand que 1.

1) Montrer que {n} est une partie libre maximale du Z-module Z mais n’est pas une base.

2) Montrer que le sous-Z-module nZ de Z n’a pas de supplémentaire dans Z.

3) Montrer que Z et nZ sont des Z-module libre de type fini et de rang 1.

Exercice II.12.4 [Sous-groupes de Z/nZ]

1) Étant donnée une application f : E → F , rappeler rapidement pourquoi, si f est surjective,

∀A ⊂ F f(f−1(A)) = A .

2) Soit G un groupe abélien, H un sous-groupe de G, et π : G → G/H la projection canonique. No-
tons E (resp. F ,) l’ensemble des sous-groupes de G contenant H, (resp. l’ensemble des sous-groupes de
G/H.)

Montrer que les applications

π∗ : E → F , K 7→ π(K) et π∗ : F → E , L 7→ π−1(L)

sont bien définies et inverses l’une de l’autre.

3) Soit n ∈ N∗,
π : Z → Z/nZ , x 7→ xmodn

la projection canonique et L un sous-groupe de Z/nZ.

a) Montrer qu’il existe un unique d ∈ N, tel que

d|n et L = π(dZ) .

b) Construire un isomorphisme
Z/dZ ∼= (Z/nZ)/L .

On note n = de.

c) Construire un isomorphisme
Z/eZ ∼= L .
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Exercice II.12.5 [cf. IV.12.1]

1) Parmi les groupes suivants, lesquels sont isomorphes (justifier) :

G1 = Z/3Z× Z/3Z× Z/2Z× Z/25Z, G2 = Z/9Z× Z/2Z× Z/25Z, G3 = (Z/27Z)× × Z/25Z,
G4 = Z/9Z× Z/5Z× Z/10Z,

Lesquels sont cycliques?

2) Déterminer les classes d’isomorphisme de groupes abéliens d’ordre 32, puis les classes d’isomorphisme de
groupes abéliens d’ordre 18.

3) Un groupe abélien G a un élément d’ordre 11 × 24 et au moins 26 éléments d’ordre 11. Quel est le plus
petit ordre possible du groupe? Donner alors la structure (ou les structures possibles) pour cet ordre.

4) Déterminer à isomorphisme près les groupes abéliens de cardinal 300.

5) Les groupes abéliens
Z/5Z× Z/5Z × Z/25Z et Z/25Z × Z/25Z

sont-ils isomorphes?

6) (Groupes abéliens à 144 éléments)
Donner les classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal 144.

7) Soit A le groupe abélien Z/18Z× Z/24Z× Z/20Z .

Trouver les entiers k ≥ 1 et di ,1≤i≤k ≥ 2 tels que :
— pour tout 1 ≤ i < k, di+1|di et
—

A ∼= Z/d1Z × . . . × Z/dkZ .

8) Soit G = Z/30Z× Z/25Z× Z/125Z× Z/6Z. Donner les invariants du groupe abélien fini G. Combien
y a-t-il de sous-groupes d’exposant 5 dans G?

9) On pose
A := Z/2Z× Z/4Z× Z/4Z , B := Z/3Z× Z/9Z , C := Z/5Z .

Trouver les entiers k ≥ 1 et di ≥ 2 pour 1 ≤ i ≤ k tels que di+1 divise di pour tout 1 ≤ i < k et tels que

A×B × C = Z/d1Z× . . .× Z/dkZ .

10) On admet que le groupe multiplicatif de l’anneau Z/prZ est cyclique quand p est un nombre premier
impair. Trouver les entiers k ≥ 1 et di ≥ 2 pour 1 ≤ i ≤ k tels que di+1 divise di pour tout 1 ≤ i < k et tels
que (Z/91Z)× ∼= Z/d1Z× . . .Z/dkZ.

11) a) On rappelle/admet que si p est un nombre premier impair et n ≥ 1, le groupe (Z/pnZ)× des
éléments inversibles de Z/pnZ est cyclique. Donner son cardinal.
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b) SoitG = (Z/6615Z)×. EcrireG sous la formeG ∼=
∏s
i=1 Z/diZ avec s un entier positif et di des entiers

positifs et di+1|di pour 1 ≤ i ≤ s− 1.

12) Soient p, q, r trois nombres premiers distincts. Combien y a-t-il de classes d’isomorphismes de groupes
abéliens d’ordre p× q3 × r4 ?

Donner la structure en termes d’entiers di avec di+1|di de tous ceux possédant de plus un sous-groupe
d’ordre r3 et d’exposant r.

13) a) On rappelle/admet que si p est un nombre premier impair et n ≥ 1, (Z/pnZ)× (groupe des éléments
inversibles de Z/pnZ) est cyclique. Donner son cardinal.

b) Soit G = (Z/(49× 18× 17)Z)×. Ecrire G sous la forme G ∼=
∏s
i=1 Z/diZ avec s un entier positif et di

des entiers positifs tels que di+1|di pour 1 ≤ i ≤ s− 1.
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Errata :

1. À la fin de la preuve de la proposition II.10.3
il faut lire « Le morphisme Z → A , 1 7→ w se factorise donc »
et non « Le morphismeA → M , 1 7→ w se factorise donc » .

2. La référence B.7 au paragraphe II.11 est en fait C.

III . −Les anneaux de polynômes

Dans tout ce chapitre (III), (A,+A, ∗A, 0A, 1A) est un anneau (commutatif) (cf. I.1.8,) qu’on supposera
même assez vite intègre (cf. I.1.14,) et l’on ne finira même par considérer, au paragraphe III.5 que le cas
où A est un corps.

III.1 . −L’anneau des séries formelles à coefficients dans A

On ne construit, dans ce paragraphe (III.1,) l’anneau A[[X ]] des séries formelles à coefficients dans A que
pour servir de cadre à la construction de l’anneauA[X ] des polynômes à une indéterminée et à coefficients dans
A construit au paragraphe III.2.

On n’aura malheureusement pas le loisir de sintéresser à l’anneauA[[X ]] pour lui-même ce qui pourtant est
à la base de nombreux développements.

Définition III.1.1 On rappelle qu’une suite à valeurs dans A est une application N → A. On note le plus
souvent αn ∈ A et on appelle nième terme général l’image d’un entier n ∈ N par la suite α.

Notation III.1.2 On rappelle que l’ensemble des suites à valeurs dans A est usuellement noté AN . On notera
(
ζn
)
,n∈N ∈ AN (resp.

(
υn
)
,n∈N ∈ AN) la suite définie par

∀n ∈ N, ζn := 0 (resp. υ0 := 1A , ∀n ∈ N, n ≥ 1 , υn := 0 .)

Pour tout (α, β) ∈ AN ×AN, on définit l’élément α+AN β ∈ AN par :

(α+AN β)n := αn +A βn III.1.2.1

et

(α ∗AN β)n :=

n∑

k=0

αk ∗A βn−k . III.1.2.2

Proposition III.1.3 Le triplet (AN, +AN , ∗AN ) est un anneau (commutatif si A l’est) d’élément neutre ζ pour
la loi +AN et υ pour la loi ∗AN .

Preuve : Il s’agit, en premier lieu , de montrer que (A, +AN ) est un groupe abélien, ce qui est fait dans l’exer-
cice III.7.1 et résulte également de la proposition I.6.1.i).

On montre ensuite dans l’exercice III.7.2 que (A, +AN , ∗AN ) est un anneau commutatif.
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Définition III.1.4 (Anneau des séries formelles) L’anneau (A, +AN , ∗AN ) est appelé anneau des séries for-

melles à coefficients dans A.

Notation III.1.5 Pour tout a ∈ A, on définit l’élément i(a) de AN par :

i(a)0 := a et ∀n ∈ N, n > 0 ⇒ i(a)n = 0 . III.1.5.1

Pour tout α ∈ AN, on définit p(α) ∈ A par :

p(α) := α0 . III.1.5.2

Proposition III.1.6 i)
p ◦ i = IdA .

ii) L’application i est injective et l’application p surjective.

Preuve : Découle du point précédent.

iii) Les applications i et p définies ci-dessus sont des morphismes d’anneaux.

Preuve : Le fait que i est un morphisme d’anneaux est démontré dans le III.7.5. La vérification du fait que p
est aussi un morphisme est très simple et laissée en exercice.

Notation III.1.7 Pour tout a ∈ A et tout α ∈ AN, on note

a · α := i(a) ∗AN α

qu’on finira par noter a∗α en confondantA et l’image de i qui sont isomorphes et même aα si aucune confusion
ne devait en résulter.

On remarque, en tout cas que :

∀n ∈ N, (a · α)n =
(
i(a) ∗AN α

)

n
= a ∗A αn .

Proposition III.1.8 On a alors :

∀a ∈ A, ∀b ∈ A, ∀
(
αn
)
,n∈N ∈ AN, ∀

(
βn
)
,n∈N ∈ AN, :

Mod1)
a · (α +AN β) = a · α +AN a · β ;

Mod2)
(a +A b) · α = a · α +AN b · β ;

Mod3)
(a ∗A b) · α = a · (b · α) ;

Mod4)
1A · α = α .
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Preuve : Ce n’est qu’un jeu d’écriture sur le fait que i est un morphisme d’anneaux.

Remarque III.1.9 Si A était un corps les propriétés III.1.8.Mod1) à III.1.8.Mod4) assureraient que AN est
un A-espace vectoriel. Cependant dans le cas où A est simplement un anneau on parle de A-module (cf.
A.1.1.) Le morphisme i : A → AN fait même de AN une A-algèbre (cf. A.1.6e)t sa structure de A-module
n’est autre que celle induite par sa structure de A-algèbre (cf. A.1.8.b).)

Notation III.1.10 Pour tout j ∈ N, on note εj ∈ AN l’élément de AN défini par :

(εj)j := 1 et ∀n ∈ N, n 6= j ⇒ (εj)n = 0 .

Notons qu’on a immédiatement ε0 = υ.

Lemme III.1.11 Pour tout j ∈ N,
εj+1 = ε1 ∗AN εj

et par conséquent
∀(j, k) ∈ N× N, εj ∗AN εk = εj+k .

Preuve : C’est un exercice.

Notation III.1.12 Il est d’usage de noter X := ε1, le lemme ci-dessus assurant que Xj = εj . L’anneau
(AN, +AN , ∗AN ) est usuellement notté A[[X ]] et appelé anneau des séries formelles à coefficients dans A. Un
élément

(
αn
)
,n∈N ∈ AN est noté

α =

+∞∑

n=0

αnX
n

cette notation ne devant cependant pas laisser croire qu’on ait pu écrire α comme combinaison linéaire et par
conséquent trouver une base.

La notation A[[X ]] ne recouvre pas seulement AN en tant qu’ensemble mais bel et bien l’anneau

(AN, +AN , ∗AN , ζ, υ)

si bien que lorsqu’on écrit A[[X ]] il n’est nul besoin de spécifier quelle est la structure d’anneau. Les éléments

ζ (resp. υ )sont, bien entendu, notés 0 (resp. 1 .)

Proposition III.1.13 i) Pour tout
(
αn
)
,n∈N ∈ AN, α 6= ζ, il existe un entier naturel val(α) tel que

αval(α) 6= 0 et ∀n ∈ N, n < val(α) ⇒ αn = 0 .

Preuve : Voir l’exercice III.7.4.question 2).

ii)
∀(α, β) ∈ (AN \ {ζ}) × (AN \ {ζ}), val(α ∗AN β) ≥ val(α) + val(β)

avec égalité dans le cas où A est un anneau intègre.

Preuve : Voir l’exercice III.7.4.question 3).
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iii)
∀(α, β) ∈ (AN \ {ζ}) × (AN \ {ζ}), val(α+AN β) ≥ min

(
val(α) , val(β)

)

avec égalité dans le cas où val(α) 6= val(β).

Preuve : Voir l’exercice III.7.4.question 5).

Définition III.1.14 (Valuation) Pour tout α ∈ AN \ {ζ}, on appellera valuationX-adique ou simplement de
α, l’entier val(α).

Remarque III.1.15 a) On peut interpréter la valueation d’un élément α de AN \ {ζ}, comme la plus grande
puissance de X divisant α. La définition de valuation donnée en III.1.14 est alors à rapprocher de la notion de
valuation p-adique donnée en I.13.5.5, et on aurait affaire ici à la « valuation X-adique » en quelque sorte.

b) On peut prolonger l’application valuation de AN \ {ζ} à AN en posant :

val(ζ) = (+∞) .

Sit on note N := N ∪ {(−∞), (+∞)} val(·) est une application de AN à valeurs dans N.
On peut prolonger partiellement l’addition + de N à N en posant :

∀n ∈ N, n+ (+∞) = (+∞) + n = (+∞)

n+ (−∞) = (−∞) + n = (−∞)

(+∞) + (+∞) = (+∞)

(−∞) + (−∞) = (−∞) .

On peut aussi prolonger la relation d’ordre sur N, en posant

∀n ∈ N, (−∞) < n < (+∞) .

Avec ces définitions, les énoncés III.1.13.ii) et III.1.13.iii) sont vérifiés pour tout (α, β) ∈ AN × AN .

Proposition III.1.16 Si A est un anneau commutatif intègre il en est de même de AN.

Preuve : Voir l’exercice III.7.4.question 4).

III.2 . −Anneau des polynômes à une indéterminée

On reprend les notations du paragraphe III.1.

Notation III.2.1 On notera AN,0 ⊂ AN l’ensemble des éléments de AN qui sont des « suites presque nulles »
c’est-à-dire que AN,0 est l’ensemble des éléments

(
αn
)
,n∈N ∈ AN tel qu’il existe p ∈ N, tel que

∀n ∈ N, n ≥ p ⇒ αn = 0 .

Il est immédiat de constater que

ζ ∈ AN,0 , υ ∈ AN,0 et ∀n ∈ N, εn ∈ AN,0 .

Proposition III.2.2 i) Pour tout
(
αn
)
,n∈N ∈ AN,0, α 6= ζ, il existe un unique entier naturel deg(α) tel que

αdeg(α) 6= 0 et ∀n ∈ N, n > deg(α) ⇒ αn = 0 .

Preuve : Voir l’exercice III.7.6.question 1).
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ii)
∀(α, β) ∈ AN,0 × AN,0, deg(α ∗AN β) ≤ deg(α) + deg(β)

avec égalité dans le cas où A est un anneau intègre.

Preuve : Voir l’exercice III.7.6.question 2).

iii)
∀(α, β) ∈ (AN,0 \ {ζ}) × (AN,0 \ {ζ}), deg(α+AN β) ≤ max

(
deg(α) , deg(β)

)

avec égalité dans le cas où deg(α) 6= deg(β).

Preuve : Voir l’exercice III.7.6.question 3).

iv) (Divisibilité)
Si A est un anneau intègre,

∀α ∈ AN,0, ∀β ∈ AN,0,
(
α|β et β 6= 0 ⇒ deg(α) ≤ deg(β) .

)

Preuve : Voir l’exercice III.7.6.question 6).

Définition III.2.3 (Degré) Pour tout α ∈ AN,0 \ {ζ}, l’entier deg(α) sera appelé degré de α.

Remarque III.2.4 De même que pour la valuation, on peut prolonger le degré à AN,0 en posant

deg(ζ) := (−∞)

(cf. III.1.15.b).) Les assertions III.2.2.ii) et III.2.2.iii) sont alors vérifiées pour tout (α, β) ∈ AN,0 × AN,0 .

Proposition III.2.5 i) Le triplet (AN,0, +AN , ∗AN ) est un anneau (commutatif si A l’est), (intègre si A est
intègre.)

Preuve : Voir l’exercice III.7.6.question 4).

ii) Le morphisme i : A → AN étant celui défini en III.1.5.1, l’image de i est incluse dans AN,0 et l’on a

Im i = {α ∈ AN,0 ; deg(α) = 0} .

Il s’ensuit que i : A → AN,0 est un morphisme injectif d’anneaux.

Preuve : Voir l’exercice III.7.6.question 7).

iii) L’ensemble AN,0× des éléments inversibles de AN,0 s’identifie (c’est-à-dire est isomorphe en tant que
groupe abélien) à A×.

Preuve : Voir l’exercice III.7.6.question 8).

115



L3/S6 M305, Algèbre II, III.2.8 Université Paris Sud, 2019–2020

iv) La loi externe · définie en III.1.7 se restreint à AN,0 et vérifie encore les axiomes
III.1.8.Mod1) à III.1.8.Mod4).

Preuve : Est une conséquence presque immédiate du point ii).

v) La famille Xn ,n∈N est une base de AN,0 c’est-à-dire que :

a) (elle est génératrice)
pour tout α ∈ AN,0 il existe d ∈ N et un d-uplet ai ,1≤i≤d ∈ A tels que

α =
d∑

j=0

aj ·Xj;

b) (elle est libre)
pour tout n ∈ N, tout n-uplet ai ,1≤i≤n ∈ A,

n∑

j=0

aj ·Xj = ζ ⇒ ∀1 ≤ j ≤ n, aj = 0 .

Preuve :

a) C’est presqu’uniquement un jeu d’écriture. On peut cependant donner un argument un peu plus formel par
récurrence. On remarque en effet que si deg(α) = 0,

α = i(a) = i(a) ∗AN υ = a ·X0 .

Pour d ∈ N, si deg(α) = d+ 1, on écrit

α = αd ·Xd + β

et l’on constate que deg(β) ≤ d. Si on fait donc l’hypothèse de récurrence qu’on peut écrire

β =
d∑

j=0

βj ·Xj

on peut décomposer α de manière analogue ce qui prouve le résultat par récurrence sur le degré.

b) Exercice.

Notation III.2.6 Il est donc usuel de noter les éléments α ∈ AN,0 :

α =

deg(α)
∑

j=0

αjX
j

et l’anneau (AN,0, +AN , ∗AN ) A[X ].
De même que pour l’anneau des séries formelles (cf. III.1.12,) la notation A[X ] recouvre toute la structure

d’anneau de AN,0 si bien qu’il n’est n’ul besoin de spécifier que l’addition est donée par +AN et la multiplica-
tion par ∗AN . L’élément neutre ζ sera bien entendu noté 0 et l’élément unité υ 1.
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Définition III.2.7 L’anneau A[X ] est appelé anneau des polynômes àune indéterminée à coefficients dans A.
Un élément de A est appelé polynôme.

Exemple III.2.8 Dans l’anneauA := Z/p2Z, pour p un nombre premier, les éléments

α := (1, p, 0, . . . , 0, . . . et β := (1,−p, 0, . . . , 0, . . .

de AN,0. On constate qu’alors

α ∗AN β = (1, 0,−p2, 0, . . . , 0, . . . = (1, 0, . . . , 0, . . . = υ

alors qu’on a deg(α) = deg(β) = 1.

Proposition III.2.9 (Propriété universelle de l’anneau des polynômes) Soient

f : A → B un morphisme d’anneaux et b ∈ B .

Il existe un unique morphisme d’anneaux

φb : A[X ] → B tel que φb(X) = b et f = φb ◦ i

(où i : A → A[X ] est le morphisme défini en III.1.5.1.)
Ceci entraîne en particulier que :

∀α ∈ A[X ], α =

deg(α)
∑

k=0

αkX
k ⇒ φb(α) =

deg(α)
∑

k=0

f(αk) ∗B bk . III.2.9.1

Preuve :

i) (Unicité)
Un élément b ∈ B étant fixé, s’il existe un morphisme φb : A[X ] → B tel que φb(X) = b, nécessaire-

ment ∀n ∈ N∗, φb(X
n) = bn. Puisque φb est un morphisme d’anneaux,

φb(1A[X] = 1B ⇒ φb(υ) = 1B ⇒ φb(X
0) = 1B

d’où il résulte finalement :
∀n ∈ N, φb(X

n) = bn . 1

Par ailleurs si on note · la loi externe définie en III.1.7, φb ◦ i = f entraîne :

∀α ∈ A[X ], ∀β ∈ A[X ],
∀a ∈ A, ∀b ∈ A, φb(a · α+AN b · β) = φb(i(a) ∗AN α+AN i(b) ∗AN β)

= φb(i(a)) ∗B φb(α) +B φb(i(b)) ∗B φb(β)
= f(a) ∗B φb(α) +B f(b) ∗B φb(β) .

L’application φb est donc «A-linéaire » et l’image de la base {Xn}n∈N étant déterminée d’après 1, φb est
nécessairement unique.
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ii) (Existence)
Il existe une unique application «A-linéaire » φb : A[X ] → B telle que ∀n ∈ N, φb(X

n) = bn. Puisque
φb est linéaire, en particulier ∀α ∈ A[X ], ∀β ∈ A[X ], φb(α+AN β) = φb(α) +B φb(β) si bien que l’axiome
I.2.4.Ann5) est satisfait.

Par ailleurs :

∀α ∈ A[X ], α =

deg(α)
∑

k=0

αkX
k

∀β ∈ A[X ], β =

deg(β)
∑

k=0

βkX
k φb(α ∗AN β) =

deg(α)+deg(β)
∑

k=0

( ∑

ℓ+m=k

αℓβm
)
·Xk

=

deg(α)+deg(β)
∑

k=0

f
( ∑

ℓ+m=k

αℓβm
)
∗B bk

=
(
deg(α)
∑

k=0

f(αk) ∗B bk
)
∗B
(
deg(β)
∑

k=0

f(βk) ∗B bk
)

= φb(α) ∗B φb(β)

ce qui prouve que φb vérifie l’axiome I.2.4.Ann6).
Il est enfin clair que l’axiome I.2.4.Ann7) est satisfait.

Notation III.2.10 Avec les hypothèses et notations de la proposition III.2.9 ci-dessus, on notera A[b] l’image
de A[X ] dans B par le morphisme φb.

Corollaire III.2.11 (Fonctorialité de l’anneau des polynômes) En particulier, étant donné un
morphisme d’anneaux f : A → B, il existe un unique morphisme d’anneaux

f [X ] : A[X ] → B[X ] caractérisé par : f [X ](X) = X et f [X ] ◦ iA = iB ◦ f

ce qui entraîne en particulier que :

∀α ∈ A[X ], α :=

deg(α)
∑

k=0

αkX
k ⇒ f [X ](α) =

deg(α)
∑

k=0

f(αk)X
k . III.2.11.1

Preuve : Il suffit d’appliquer la proposition III.2.9 au morphisme d’anneaux iB ◦ f : A → B[X ] et à l’élé-
ment X ∈ B[X ].

Exemple III.2.12 Le corollaire III.2.11 justifie un certain nombre d’opérations :

a) Si f : R → C est l’inclusion naturelle du corps R des réels dans le corps C des complexes, le morphisme

f [X ] : R[X ] → C[X ]

consiste simplement à considérer les coefficients d’un polynôme à coefficients réels comme des nombres com-
plexes.

b) En considérant l’inclusion Z ⊂ Q, on obtient également une inclusion Z[X ] ⊂ Q[X ] et comme dans
l’exemple a) elle consiste juste à considérer les coefficients entiers comme des nombres rationnels.
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c) Soit σ : C → C la conjugaison complexe. L’application σ est bien un morphisme d’anneaux de C dans
lui-même si bien qu’on peut lui appliquer le corrollaire III.2.11 pour en déduire un morphisme

σ[X ] : C[X ] → C[X ] qui vérifie,

en vertu de III.2.11.1

σ[X ]
(

d∑

k=0

αkX
k
)
=

d∑

k=0

σ(αk)X
k

qu’on écrira de manière plus usuelle :

d∑

k=0

αkXk =

d∑

k=0

αkX
k .

d) Dans le cas où l’on considère la surjection canonique πn : Z → Z/nZ le morphisme πn[X ] associe, à

un polynôme P :=

d∑

i=0

akX
k à coefficients entiers, le polynôme P =

d∑

i=0

ak modnXk dont les coefficients

sont des entiers modulo n. En particulier si n est un nombre premier on obtient un polynôme à coefficients dans
un corps et l’on peut appliquer tous les résultats du paragraphe III.5

Corollaire III.2.13 (Polynômes à plusieurs indéterminées) Soit A un anneau commutatif et A[X ] l’anneau
des polynômes à une indéterminée et à coefficients dans A. Puisque A[X ] est un anneau, on peut construire
(A[X ])[Y ] l’anneau des polynômes à une indéterminée et à coefficients dans A[X ] qu’on va simplement noter
A[X ][Y ]. C’est également une notation temporaire, qu’on va pouvoir encore simplifier au vu de ce qui suit.

En effet, la suite d’inclusions
A

iA−−−−→ A[X ]
iA[X]−−−−→ A[X ][Y ]

permet de considérer A comme un sous-anneau de A[X ][Y ]. Il existe donc, grâce à la proposition III.2.9, un
unique morphisme d’anneaux

A[X ] → A[X ][Y ] , X 7→ Y

respectant les inclusions ci-dessus. Ce dernier morphisme, permet, toujours grâce à la proposition III.2.9, de
construire un morphisme

A[X ][y] → A[X ][Y ] , (X,Y ) 7→ (Y,X) .

On laisse le soin au lecteur de montrer que ce dernier morphisme est un isomorphisme d’anneaux. Cela
justifie la notation A[X,Y ] := A[X ][Y ].

On peut dès lors définir par récurrrence

A[X1, . . .Xn+1] := A[X1, . . . , Xn][Xn+1] .

Pour ne nécessiter que des arguments plutôt formels pour être définis, les anneaux de polynômes à plusieurs
indéterminées nécessitent cependant des outils un peu plus élaborés pour être étudiés que les anneaux à une
indéterminée et en particulier quandA est un corps.

III.3 . −Évaluation et fonctions polynômes

Dans cette section (III.3) A est un anneau.
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Proposition III.3.1 (Évaluation) Pour tout a ∈ A, il existe un unique morphisme d’anneaux

eva : A[X ] → A | eva(X) = a et eva ◦ i = IdA

et en particulier :

∀α ∈ A[X ], α =

deg(α)
∑

k=0

αkX
k ⇒ eva(α) =

deg(α)
∑

k=0

αk ∗ ak . III.3.1.1

Preuve : Il suffit d’appliquer la proposition III.2.9 à l’identité de A et à l’élément a de A.

Notation III.3.2 Étant donné un ensemble X, notons

F(X,A) := {f : X → A}

l’ensemble des fonctions f : X → A de X à valeurs dans A .

Lemme III.3.3 i) Pour tout ensemble X, on peut munir l’ensemble AX des applications de X dans A d’une
structure d’anneau (commutatif) par :

∀f ∈ AX , ∀g ∈ AX , ∀x ∈ A, (f + g)(x) := f(a) +A g(a) et (f ∗ g)(x) := f(x) ∗A g(x) 1

lélément neutre pour + (resp. ∗,) étant la fonction constante de valeurs 0A (resp. 1A.)

Preuve : Voir la proposition I.6.1.ii)

ii) La loi externe · définie sur A×AX par :

∀a ∈ A, ∀f ∈ AX , ∀x ∈ X, (a · f)(x) := a · f(x) 1

vérifie les axiomes III.1.8.Mod1) à III.1.8.Mod4).

iii) L’application :
jA : A → AX , a 7→ a · 1AX 1

est un morphisme d’anneaux.

Proposition III.3.4 Considérons l’ensembleAA des applications deA dans lui-même muni de la structure +, ∗
définie en III.3.2 et III.3.3.

i) Il existe un unique morphisme d’anneaux :

φ : A[X ] → AA , X 7→ IdA | φ ◦ iA = jA 1

et l’on a alors :

∀α ∈ A[X ], α =

deg(α)
∑

k=0

αkX
k , φ(α) = x 7→

deg(α)
∑

k=0

αkx
k . 2

Preuve : Il suffit d’appliquer la proposition III.2.9 au morphisme jA et à IdA ∈ AA.
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ii) Si · désigne la loi externe définie en III.1.7 (resp. la loi externe définie en III.3.3.ii).1), selon le contexte :

∀a ∈ A, ∀α ∈ A[X ], φ(a · α) = a · φ(α) . 1

Preuve : Vérification sans difficulté.

iii)

∀a ∈ A, ∀α ∈ A[X ], eva(α) = φ(α)(a) =

deg(α)
∑

k=0

αka
k 1

qu’on notera bien évidemment α(a).

Preuve : Idem.

Définition III.3.5 (Racine) Pour tout polynôme α ∈ A[X ] on appelle racine de α dans A un élément a ∈ A
tel que : α(a) = 0A.

Définition III.3.6 (Fonctions polynômes) On appelle ensemble des fonctions polynômes l’image du morphis-
me φ défini en III.3.4.i).1, dans AA et fonction polynôme un élément de cette image.

Remarque III.3.7 On pourrait se demander pourquoi on a bien pris soin de distinguer les polynômes éléments
de A[X ] des fonctions polynômes leurs image dans AA. En effet :

a) Si A est le corps R le corps C, et plus généralement un corps infini le morphisme φ défini en III.3.4.i).1 est
injectif c’est-à-dire que si deux polynômes définisssent la même fonction polynôme ils sont égaux.

b) En revanche si κ est un corps fini, typiquement le corps Fp := (Z/pZ,+, ∗) pour p un nombre premier,
on peut considérer le polynôme Xp − X ∈ Fp[X ]. La fonction polynôme qu’il définit sur Fp est la fonction
x 7→ xp−x qui est la fonction nulle. Or Xp−X n’est pas le polynôme nul à savoir l’élément ζ ∈ A[X ] défini
en III.2.1.

III.4 . −Le théorème de la division euclidienne

Dans ce paragraphe (III.4,) K est un corps et l’on s’intéresse à l’anneau K[X ] des polynômes à une
indéterminée et à coefficients dans K.

Proposition III.4.1

∀P ∈ K[X ], ∀Q ∈ K[X ],
(
P |Q et Q 6 = 0 ⇒ deg(P ) ≤ deg(Q)

)
.

Preuve : Résulte de III.2.2.ii).
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Théorème III.4.2 (de la division euclidienne) Pour tout couple (A,B) d’éléments de K[X ], B 6= 0, il existe
un unique couple (Q,R) d’éléments de K[X ] tel que

A = B ∗ Q + R et deg(R) < deg(B) .

Preuve : (cf. III.7.7.)

Remarque III.4.3 a) On peut faire ici la même observation que dans le cas des entiers relatifs à savoir qu’on a
unicité du couple ( quotient , rest ) dans l’énoncé du théorème de la division euclidienne. Ce résultat d’unicité
se déduit de la propriété deg(P +Q) ≤ max(deg(P ), deg(Q)) (cf. III.2.2.iii).) On a déjà mentionné et on
rappelle encore que cet énoncé d’unicité n’est pas nécessaire pour établir que l’anneau K[X ] est principal . et
qu’elle n’est pas vérifiée, par exemple, par le stathme euclidien de l’anneau des entiers de GAUSS qui n’en jouit
pas moin de toute les propriétés des anneaux principaux.

b) Les termes de dividende, diviseur, quotient et reste introduits en I.13.6.1 sont bien entendu, utilisés dans le
cas de l’anneau K[X ] et l’on peut même, en vertu de a), parler du reste et du quotient.

Théorème III.4.4 (Structure des idéaux de K[X ]) Une partie I ⊂ K[X ] est un idéal
(cf. I.3.5,) de K[X ] si et seulement si :

∃P ∈ K[X ], I = PK[X ] = {P ∗Q ; Q ∈ K[X ]} III.4.4.1

c’est-à-dire que l’anneau K[X ] est un anneau principal (cf. I.12.2.)

Preuve :

i) Si I = PK[X ] :

∀P1 ∈ I, ∃Q1 ∈ K[X ], P1 = P ∗Q1

∀P2 ∈ I, ∃Q2 ∈ K[X ], P2 = P ∗Q2

⇒ ∀A1 ∈ K[X ], ∀A2 ∈ K[X ],
A1 ∗ P1 +A2 ∗ P2 = A1 ∗ P ∗Q1 +A2 ∗ P ∗Q2

= P ∗ (A1 ∗Q1 +A2 ∗Q2)
∈ I

ce qui prouvve que I est un idéal.

ii) Réciproquement si I est un idéal non nul, soit A := {deg(P ) ; P ∈ I\{0}}. L’ensembleA est une partie
non vide de N, et possède donc un plus petit élément d . Soit P ∈ I avec deg(P ) = d. Puisque I est un idéal,
∀Q ∈ K[X ], PQ ∈ I si bien que si on note J := PK[X ] l’idéal J est inclus dans I.

Pour tout S ∈ I, il existe un couple (Q,R) ∈ K[X ]×K[X ] tel que

S = PQ + R et deg(R) < d .

Or
S ∈ I ∧ PQ ∈ J ⊂ I ⇒ R = S − PQ ∈ I ⇒ deg(R) ≥ d ou R = 0

ce qui et entraîne R = 0 et par conséquent S = PQ ∈ J et finalement I = J.
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Remarque III.4.5 Dans la proposition précédente, et partant dans le théorème III.4.2 on ne peut pas omettre
l’hypothèse que K est un corps. Prenons en effet A := K[X ] alors A[Y ] est l’anneau K[X,Y ] dans lequel
l’idéal engendré par X et Y n’est pas de la forme III.4.4.1.

III.5 . −Propriétés arithmétiques de l’anneau K[X ]

Dans tout ce paragraphe (III.5,) K est un corps et l’anneau K[X ] est l’anneau des polynômes à une
indéterminée à coefficients dans K introduit au paragraphe III.2. Son élément neutre que nous avons
jusqi’ci noté ζ (resp. son élément unité υ) seront dorénavant noté 0 (resp. 1.)

Il faut bien prendre garde que peu de résultats de ce paragraphe subsistent si l’on ne suppose pas
que l’anneau des coefficients est un corps et en particulier celui qui est à l’origine des autres à savoir le
théorème III.4.2 et son corollaire le théorème III.4.4.

On aurait pu, pour ce paragraphe (III.5,) se contenter d’établir l’existence d’une division euclidienne pour
l’anneau K[X ] (cf. III.4.2,) la proposition I.13.6.4 assurant alors que l’anneau K[X ] est un anneau principal.
Dès lors, tous les résultats dévelopés au paragraphe I.13 et relatifs à l’arithmétique des anneaux principaux
s’appliquent à K[X ].

Nous allons cependant passé de nouveau en revue ces résultats en donnant le cas échéant des arguments de
preuve particuliers à l’anneau K[X ] :

l’existence de PGCD et de PPCM (cf. I.13.1 III.5.1 ;)
le théorème de BÉZOUT (cf. I.13.2.1 III.5.2.1 ;)
le lemme de GAUSS (cf. I.13.2.3 III.5.2.3 ;)
le lemme d’Euclide (cf. I.13.2.6 III.5.2.4 ;)
les applications à l’arithmétique modulaire (cf. I.13.2.8 III.5.3.1 ;)
le théorème chinois des restes (cf. I.13.4.4 III.5.4.1 ;)
le théorème fondamental de l’arithmétique (cf. I.13.5.3 III.5.5.1.)

III.5.0 . −Quelques remarques préliminaires

Certaines notions introduites dans le cadre général des anneaux principaux au paragraphe I.13, revêtent un
aspect particulier dans le cas de l’anneau K[X ], elle peuvent en fait être précisées et explicitées :

Remarque III.5.0.1 (Éléments inversibles) L’ensemble K[X ]× des éléments inversibles de
l’anneau (K[X ],+, ∗) s’identifie au groupe K× des inversibles de K lui-même (cf. III.2.5.iii).)

Remarque III.5.0.2 (Éléments associés) Par conséquent, deux éléments P et Q de K[X ] sont associés (cf.
I.11.2,) si et seulement s’il existe u ∈ K× tel que P = u ∗Q.

III.5.1 . −PGCD et PPCM dans K[X ]

Proposition III.5.1.1 Pour tout entier n ∈ N∗, et toute partie

A := {P1, . . . , Pn} ⊂ K[X ]

finie à n éléments :

i) (PGCD)
A possède un PGCD (cf. I.10.13.)
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ii) (Identité de BÉZOUT)
Si D est un PGCD de A il existe un n-uplet (U1, . . . , Un) ∈ K[X ]n tel que :

D =

n∑

i=1

UiPi . 1

(voir la proposition I.13.1.3 .)

Définition III.5.1.2 (Identité de BÉZOUT) La formule III.5.1.1.ii).1 est appelée identité de BÉZOUT et les
polynômes Ui ,1≤i≤n coefficients de BÉZOUT.

Remarque III.5.1.3 L’hypothèse queA est fini dans la proposition III.5.1.1 n’est pas indispensable et l’on peut
tout à fait s’en passer comme le montre la preuve de la proposition I.13.1.3

Proposition III.5.1.4 Toute famille de polynômes admet un PPCM. (voir la proposition I.13.1.6 .)

III.5.2 . −Théorème de BÉZOUT,

lemme de GAUSS,
lemme d’Euclide

dans l’anneau K[X ]

Théorème III.5.2.1 (de BÉZOUT) Pour tout entier naturel n et toute partie A := {P1, . . . , Pn} ⊂ K[X ],
les assertions suivantes sont équivalentes :

a) D(A) = K× c’est-à-dire que les éléments de A sont premiers entre eux dans leur ensemble (cf. I.10.11.)

b)
∧
A = 1.

c) Il existe un n-uplet de polynômes Ui ,1≤i≤n tel que

n∑

i=1

PiUi = 1 .

(voir le théorème I.13.2.1 .)

Remarque III.5.2.2 Le théorème de BÉZOUT III.5.2.1 est le plus souvent appliqué pour deux éléments puisque
dans un certain nombre d’applications la condition utilisée est qu’une famille d’éléments soit constituée d’élé-
ments deux à deux premiers entre eux et non premiers entre eux dans leur ensemble. C’est notamment le cas
pour le théorème III.5.4.1 chinois des restes. C’est de toute façon la situation à laquelle on peut avoir accès de
manière calculatoire à travers l’algorithme d’Euclide (cf. III.5.6.1.)

Théorème III.5.2.3 (lemme de GAUSS) Étant donnés trois polynômes P,Q,R, si P et Q sont premiers entre
eux, et P |QR alors P |R.

(voir le théorème I.13.2.3 .)

Théorème III.5.2.4 (lemme d’Euclide) Dans l’anneau de polynômesK[X ] tous les éléments irréductibles (cf.
I.10.6,) sont premiers (cf. I.10.5.)

(voir le théorème I.13.2.6 .)
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Remarque III.5.2.5 (Éléments irréductibles) Le théorème III.5.2.4 assure que les deux notions de premier
et d’irréductible sont équivalentes dans l’anneaux K[X ] mais elle ne permet pas pour autant facilement de
donner l’ensemble des polynômes irréductibles de K[X ]. Rappelons d’abord quelques résultats qui sont des
conséquences directes du fait que le corps K est en particulier un anneau intègre :

i) (Intégrité)
L’anneau K[X ] est intègre.

ii) (Inversibles)
L’ensemble K[X ]× s’identifie à K× qui dans le cas d’un corps s’identifie à K \ {0} qu’on peut encore

identifier à l’ensemble des polynômes de degré 0 et l’on a ainsi :

∀P ∈ K[X ], P ∈ K[X ]× ⇔ deg(P ) = 0 . 1

Lemme III.5.2.6 Pour tout P ∈ K[X ] deg(P ) = 1 entraîne P irréductible.

Preuve : En effet si
deg(P ) = 1 et ∃Q ∈ K[X ], ∃R ∈ K[X ], P = Q ∗R

alors d’après III.2.2.ii) et III.2.2.iii),

0 ≤ deg(Q) ≤ 1 0 ≤ deg(R) ≤ 1 et deg(Q) + deg(R) = 1 ⇒ deg(Q) = 0 ou deg(R) = 0

ce qui, en vertu de III.5.2.5.ii).1 entraîne Q ou R inversible et donc P irréductible.

Remarque III.5.2.7 (Polynômes irréductibles) Nous venons de montrer en III.5.2.6 que les polynômes de
degré 1 à coefficients dans un corps sont irréductibles mais il n’existe pas d’argument aussi élémentaire pour
dire qu’il n’en existe pas d’autres ou bien sous quelle(s) condition(s) il n’en existe pas d’autre. On peut certes
dire que si K est algébriquement clos les seuls polynômes irréductibles sont les polynômes de degré 1 mais
c’est pratiquement une définition et l’on n’a donc pas donné beaucoup plus d’information.

a) (Le cas complexe)
Le théorème de d’Alembert-GAUSS assure justement que dans C[X ] les seuls polynômes irréductibles sont

les polynômes de degré 1, c’està-dire que C est algébriquement clos. Cependant la démonstration de ce théo-
rème fait intervenir des arguments d’analyse qu’on ne peut pas développer ici.

b) (Le cas réel)
On peut déduire de la situation sur C[X ] que les polynômes irréductibles de R[X ] sont au plus de degré

2 en utilisant la conjugaison complexe. Néanmoins il existe aussi des polynômes de degré 2 qui ne sont pas
irréductibles.

c) (Le cas rationnel/entier)
La situation dans Q[X ] est beaucoup plus compliquée, puisqu’on peut montrer qu’il existe des polynômes

irréductibles de degré arbitrairement grand. (cf. TD n◦ V, exercice D et III.7.13.)

III.5.3 . −Arithmétique modulaire sur K[X ]

Proposition III.5.3.1 Soit P ∈ K[X ] un polynôme irréductible (ou premier non nul ce qui revient au même
en vertu du lemme d’Euclide (cf. III.5.2.4,)) de degré d > 0. Alors :

i) L’anneau K[X ]/PK[X ] est un corps contenant K.
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ii) De plus l’inclusionK ⊂ K[X ]/PK[X ] donne à K[X ]/PK[X ] une structure naturelle de K-espace vectoriel
qui est de dimension d.

Preuve : (Voir aussi le TD n◦ V, exercice B.) Notons

π : K[X ] → K[X ]/PK[X ] , P 7→ P

la surjection canonique dont on sait que c’est un morphisme d’anneaux.

i)
∀α ∈ K[X ]/PK[X ], ∃Q ∈ K[X ], α = π(Q) ∧ α 6= 0 ⇒ P 6 |Q .

Comme P est irréductible, il existe (U, V ) ∈ K[X ]×K[X ] tel que

PU +QV = 1 ⇒ π(PU +QV ) = 1 ⇒ απ(V ) = 1

c’est-à-dire que tout α ∈ K[X ]/PK[X ] α 6= 0 est inversible autrement dit que K[X ]/PK[X ] est un corps.
Il est clair que l’injection naturelle i : K → K[X ] qui à tout élément λ de K associe le polynôme constant

λ est un morphisme d’anneaux. Il en va donc de même de π ◦ i.

∀λ ∈ K, ∀µ ∈ K, π[i(λ)] = π[i(µ)] ⇔ P |i(λ− µ) .

Or deg(P ) = d > 0 et deg(i(λ− µ)) ≤ 0, par conséquent, i(λ−µ) = 0 ⇒ λ−µ = 0 c’est-à-dire que
π ◦ i est injective et qu’on peut donc considérer que K est un sous-corps de K[X ]/PK[X ].

ii) On laisse le soin au lecteur de vérifier que

· : K×K[X ]/PK[X ] → K[X ]/P , (λ, α) 7→ λ · α := π[i(λ)]α

donne à K[X ]/PK[X ] une structure de K-espace vectoriel.

∀α ∈ K[X ]/PK[X ], ∃Q ∈ K[X ], α = π(Q) .

Or si R est le reste de la division euclidienne de Q par P, deg(R) < d et π(R) = α. Il existe donc
λj ,0≤j≤d−1 ∈ K tels que

R =

d−1∑

j=0

λjX
j

(où l’on revient ici à une notation plus conventionnelle et où l’on note simplement λ = i(λ). ) Si bien que :

α =

d−1∑

j=0

π(λj)π(X)j . 1

Il s’ensuit que la famille π(X)j ,0 ≤ j ≤ d−1 est une famille génératrice de K[X ]/PK[X ].
Or si

α =

d−1∑

j=0

π(µj)π(X)j ,

en posant S :=

d−1∑

j=0

µjX
j, on a π(R) = α = π(S) c’est-à-dire que P |R− S.Or deg(R − S) ≤ d−1 < d

si bien que R − S = 0 c’est-à-dire que la décomposition 1 est unique et que par conséquent la famille
π(X)j ,0 ≤ j ≤ d−1 est une base du K-espace vectoriel K[X ]/P.
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III.5.4 . −Théorème chinois des restes sur K[X ]

Théorème III.5.4.1 (chinois des restes) Soient (P,Q) ∈ K[X ]×K[X ] un couple de polynômes et M leur
Ppcm. On note

πP : K[X ] → K[X ]/PK[X ] , πQ : K[X ] → K[X ]/QK[X ] et πM : K[X ] → K[X ]/MK[X ]

les surjections canoniques, K[X ]/PK[X ]×K[X ]/QK[X ] l’anneau produit défini comme en I.7.3, et

π: K[X ] −→ K[X ]/PK[X ]×K[X ]/QK[X ]
R 7−→

(
πP (R), πQ(R)

)
.

i) Il existe un unique morphisme injectif d’anneaux γ tel que le diagramme suivant soit commutatif :

K[X ]

πM



y ց π

K[X ]/MK[X ]
γ−−−−→ K[X ]/PK[X ]×K[X ]/QK[X ] .

ii) Si P et Q sont premiers entre eux, γ est surjectif et est donc un isomorphisme.

Preuve : (cf. III.7.8.)

Remarque III.5.4.2 Bien entendu le résultat du théorème III.5.4.1 ci-dessus peut s’étendre à une famille finie
de polynômes deux à deux premiers entre eux (cf. TD n◦ II, exercice B, question 5).)

III.5.5 . −Théorème fondamental de l’arithmétique

Théorème III.5.5.1 (fondamental de l’arithmétique) Pour tout polynômes P ∈ K[X ], P 6= 0, il existe une
unique (à permutation près) famille de polynômes irréductibles unitaires Pi ,1≤i≤d deux à deux premiers entre
eux, une unique famille αi ,1≤i≤d et un unique λ ∈ K tels que

P = λ

d∏

i=1

Pi
α
i .

III.5.6 . −Algorithme d’Euclide sur K[X ]

Proposition III.5.6.1 (Algorithme d’Euclide) Soient P0 et P1 des éléments de K[X ] non tous deux nuls. On
définit une suite Pn par récurrence pour tout n ≥ 2 :

— si Pn−1 = 0, Pn := 0 ;
— sinon, Pn est le reste de la division euclidienne de Pn−2 par Pn−1.
Alors :

i) Il existe un entier naturel m, tel que Pm 6= 0 et pour tout n > m, Pm = 0.

ii) Pour tout entier naturel n, il existe un couple (Un, Vn) d’éléments de K[X ] tel que

Pn = Un ∗ P0 + Vn ∗ P1 .

En particulier, il existe un couple (U, V ) d’éléments de K[X ] tel que

Pm = U ∗ P0 + V ∗ P1 1
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iii) Si pour tout élément P ∈ K[X ], on note D(P ) l’ensemble de ses diviseurs, pour tout n ∈ N Pn+1 = 0
ou

D(Pn) ∩D(Pn+1) = D(Pn+1) ∩ D(Pn+2)

en particulier
D(Pm) = D(P0) ∩ D(P1) . 1

(voir la proposition I.13.6.5 .)

Preuve : Seul le point i) de cette proposition nécessite des arguments nouveaux par rapport à ceux donnés pour
l’anneau Z . ou dans le cas général pour les anneaux euclidiens dans la proposition I.13.6.5.

Pour n ≥ 2, si Pn 6= 0, deg(P )n < deg(P )n−1 (cf. III.4.2.) On en déduit, par récurrence, que Pn+1 est
soit nul, soit deg(P )n+1 ≤ deg(P )1 − n. Le degré d’un polynôme étant un entier positif, nécessairement, soit
P1 = 0 et dans ce cas, Pn = 0 pour tout n ≥ 1, soit pour n > deg(P )1, Pn+1 = 0.

On vient donc de montrer que l’ensemble des entiers n tels que Pn 6= 0, est une partie majorée de N et
possède donc un plus grand élément m.

III.6 . −Étude des racines d’un polynôme

Dans cette section (III.6,) K est un corps si bien que tou les résultat du paragraphe (III.5,) peuvent être
utilisés.

Certain résultat du paragraphe III.6 peuvent être établis dans un cadre un peu moins strict que celui des
corps, notamment celui des anneaux intègres, mais nécessiteraient des arguments techniques supplémentaires.
On se limitera donc au cas des corps.

Proposition III.6.1 Pour tout polynôme P ∈ K[X ], a ∈ K est une racine de P (cf. III.3.5,) si et seulement
si il existe Q ∈ K[X ] tel que P = (X − a) ∗K[X] Q.

Preuve :

i) (a est racine de P )
Supposons que a est une racine de P. Considérons le morphisme eva : K[X ] → K défini par la proposi-

tion III.3.1.
Un élément a ∈ K est racine de P si et seulement si P ∈ Ker eva. Or Ker eva est un idéal de K[X ] non

égal à K[X ]. En effet, un corps contient au moins deux éléments distincts, il existe donc b ∈ K b 6= a, ce qui
implique que X − b /∈ Ker eva.

En vertu du théorème III.4.4, Ker eva est engendré par un élément M. Comme Ker eva 6= K[X ],
deg(M) > 0. Or X − a ∈ Ker eva, ce qui implique que M divise X − a et que deg(M) ≤ 1 d’après
la proposition III.4.1. Il en résulte queX − a est un générateur de Ker eva donc qu’il existe Q ∈ K[X ] tel que
P = (X − a) ∗K[X] Q.

ii) (X − a|P )
Réciproquement si P = (X − a) ∗K[X] Q il est clair que P (a) = 0.

Corollaire III.6.2 (Nombre de racines d’un polynôme) Un polynôme P ∈ K[X ] non nul possède au plus
deg(P ) racines.

Preuve :

i) (deg(P ) = 0)
Un polynôme constant non nul n’a pas de racines et le résultat est donc établi pour deg(P ) = 0.
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ii) (deg(P ) > 0)
Si P n’a pas de racines le résultat est établi. Si a est une racine de P, X − a|P (cf. III.6.1,) c’est-à-dire qu’il

existe Q ∈ K[X ] tel que P = (X − a) ∗Q. Il s’ensuit que

deg(Q) = deg(P )− 1 < deg(P ) .

Si l’on fait donc lh’ypothèse de récurrence que Q a au plus deg(Q) racines P qui a une racine de plus que Q
en aura donc au plus deg(P ) ce qui achève la preuve en raisonnant par récurrence sur le degré des polynômes.

Proposition III.6.3 (Groupe de racines de l’unité) Pour tout entier d ∈ N∗ l’ensemble Γd ⊂ K× des ra-
cines du polynômeXd − 1 est un sous-groupe de K× et
cardΓd ≤ d.

Preuve : Le fait que #(Γd) ≤ d est une conséquence immédiate du corollaire III.6.2.
En suite il est clair que 1d = 1 i.e.1 ∈ Γd. De plus

∀x ∈ Γd, x ∗ xd−1 = 1 ∧ (xd−1)d = (xd)−1 = 1

si bien que x possède un inverse dans Γd. Enfin puisque (K×, ∗) est commutatif,

∀x ∈ Γd, ∀y ∈ Γd, (x ∗ y)d = xd ∗ yd = 1 ⇒ x ∗ y ∈ Γd .

Proposition III.6.4 (Polynômes dérivé) i) Il existe une unique application K-linéaire

K[X ] → K[X ] , Xn 7→ nXn−1 .

L’image d’un polynômes P par cette application sera notée P ′ et appelée polynôme dérivé.

ii) La dérivation définie ci-dessus satisfait à la règle de Leibnitz à savoir

(PQ)′ = P ′Q + PQ′ .

Preuve :

i) L’ensemble des Xn ,n∈N étant une base du K-espace vectoriel K[X ], et une application linéaire étant uni-
quement déterminée par l’image d’une base le résultat est clair.

ii) C’est une vérification très élémentaire.

Proposition III.6.5 (Polynômes à racines simples) Pour tout polynôme P ∈ K[X ] si P et P ′ sont premiers
entre eux les racines de P sont simples.

Preuve : Soit a ∈ K une racine de P. Alors il existe k ∈ N∗, et Q ∈ K[X ] tels que P = (X−a)kQ. On a
alors P ′ = k(X−a)k−1Q+(X−a)kQ′. Si P et P ′ sont premiers entre eux, il existe (U, V ) ∈ K[X ]×K[X ]
(cf. III.5.2.1,) tel que

PU + P ′V = 1 ⇒ (X − a)kQU + [k(X − a)k−1Q+ (X − a)kQ′]V = 1 .

Or k > 1 entraîne que a est racine de (X−a)kQU+[k(X−a)k−1Q+(X−a)kQ′]V donc racine du polynôme
constant 1 ce qui n’est pas. Par conséquent, k = 1 c’est-à-dire que a est racine simple.
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III.7 . −Exercices

Soit (A,+, ∗) un anneau commutatif dont on note 0 l’élément neutre pour + et 1 l’élément neutre
pour ∗. On note AN l’ensemble des suites à valeurs dans A ou encore de manière équivalente l’ensemble
des applications de N dans A. Pour tout a ∈ AN, on note an le nième terme de a i.e. la valeur de a en
n ∈ N. On reprends les notations données en III.1.2.

Exercice III.7.1 [Addition]
Pour tout (a, b) ∈ AN ×AN, on définit l’élément a+AN b ∈ AN par (a+AN b)n := an + bn.

Montrer que (AN, +AN ) ainsi construit est un groupe abélien dont on précisera l’élément neutre z.
Dorénavant on notera simplement + pour +AN si aucune confusion n’est à craindre.

Exercice III.7.2 [Multiplication]
Pour tout (a, b) ∈ AN ×AN, on définit a ∗AN b par

(a ∗AN b)n :=

n∑

k=0

ak ∗ bn−k .

Montrer que :

1) l’élément υ ∈ AN défini par

υ0 := 1 et ∀n ∈ N, n ≥ 1 ⇒ υn := 0,

est un élément neutre pour ∗AN ;

2)
∀(a, b) ∈ AN ×AN, a ∗AN b = b ∗AN a ;

3)
∀(a, b, c) ∈ AN ×AN ×AN, a ∗AN (b+AN c) = a ∗AN b +AN a ∗AN c .

De même on notera ∗ au lieu de ∗AN si aucune confusion n’est à craindre.

Exercice III.7.3 [Anneau] Énoncer et démontrer les propriétés de +AN et ∗AN qui font de

(AN, +AN , ∗AN ) un anneau commutatif .

Exercice III.7.4 [Valuation]

1) Rappeler ce que signifie que l’anneau A est intègre.

On suppose, dans toute la suite de la III.7.4 que (A,+, ∗) est intègre.

2) Pour tout a ∈ AN, a 6= ζ, montrer qu’il existe un plus petit entier v ∈ N tel que av 6= 0.
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On notera désormais val(a) l’entier v qu’on appellera la valuation de a et on adoptera les conventions
suivantes : val(ζ) = (+∞), (+∞) ≤ (+∞), (+∞) + (+∞) = (+∞)

∀n ∈ N, n+ (+∞) = (+∞) et n < (+∞) .

3) Montrer que
∀(a, b) ∈ AN ×AN, val(a ∗AN b) = val(a) + val(b) ;

4) En déduire que (AN, +AN , ∗AN ) est un anneau intègre.

5) Montrer que
∀(a, b) ∈ AN ×AN, val(a+AN b) ≥ min(val(a), val(b))

avec égalité si val(a) 6= val(b).

6) Montrer que
m := {a ∈ AN ; val(a) > 0}

est un idéal de AN dont on donnera une autre caractérisation.

Exercice III.7.5 [Morphisme structural]
Pour tout a ∈ A, on définit l’élément i(a) de AN par

i(a)0 := a et ∀n ∈ N, n > 0 ⇒ i(a)n = 0 .

Montrer que l’application i : A → AN ainsi définie est un morphisme injectif d’anneaux.

On note désormais

P := {a ∈ AN ; ∃n ∈ N, ∀p ∈ N, p ≥ n ⇒ ap = 0}

le sous-ensemble de AN des suites « presque nulles » autrement dit dont le terme est nul à partir d’un
certain rang.

Exercice III.7.6 [degré]
On suppose encore que A est un anneau intègre.

1) Montrer que, pour tout a ∈ P , a 6= ζ, il existe un entier d ∈ N tel que

ad 6= 0 et ∀n ∈ N, n > d ⇒ an = 0 .

On notera désormais deg(a) l’entier d qu’on appellera le degré de a et on adoptera les conventions
suivantes : deg(ζ) = (−∞), (−∞) ≤ (−∞), (−∞) + (−∞) = (−∞)

∀n ∈ N, n+ (−∞) = (−∞) et n > (−∞) .

2) Montrer que
∀(a, b) ∈ P × P , deg(a ∗AN b) = deg(a) + deg(b) .
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3) Montrer que
∀(a, b) ∈ P × P , deg(a+AN b) ≤ max(deg(a), deg(b))

avec égalité si deg(a) 6= deg(b).

4) En déduire que (P , +AN , ∗AN ) est un anneau commutatif intègre.

5) Montrer que
m0 := P ∩m

est un idéal de P (où m est l’idéal de AN défini à la III.7.4.question 6).)

6) Montrer que pour tout (a, b) ∈ P × P , si b divise a et a 6= ζ, deg(b) ≤ deg(a)

7) Montrer que l’image du morphisme i défini à la III.7.5, est contenue dansP et que i est donc un morphisme
injectif d’anneaux de A dans P . Caractériser les éléments de Im i par leur degré.

8) Montrer que la restriction i× := i|A× de i à l’ensemble A× des éléments inversibles de A est un mor-
phisme bijectif de groupes de (A×, ∗) dans (P×, ∗AN )
Indication : on pourra penser à caractériser les éléments de P× en termes de degré.

Exercice III.7.7 [Division euclidienne]

1) Rappeler ce que signifie l’assertion : A est un corps.

On suppose, jusqu’à la fin de III.7.7 que A est un corps.
Soit b ∈ P , b 6= ζ.

2) Montrer que pour tout a ∈ P , si deg(a) < deg(b), il existe (q, r) ∈ P × P tel que

a = b ∗AN q +AN r et deg(r) < deg(b) .

3) Montrer que pour tout a ∈ P , si deg(a) ≥ deg(b), il existe (s, c) ∈ P × P tel que

a = b ∗AN s +AN c et deg(c) < deg(a) .

4) Montrer finalement que, pour tout a ∈ P il existe un unique (q, r) ∈ P × P tel que :

a = b ∗AN q +AN r et deg(r) < deg(b) .

Exercice III.7.8 [Théorème chinois des restes dans K[X ]]
Cet exercice particularise, au cas des anneaux de polynômes sur un corps, les résultats obtenus pour

des anneaux généraux au TD n◦ II, exercice B, question 3), ou encore pour les anneaux principaux, dont
K[X ] est un cas particulier, en I.13.4.

Dans tout cet exercice,K est un corps commutatif et K[X ] l’anneau des polynômes à une indéterminée
sur k.

Pour tout couple (P,Q) ∈ K[X ]2, on notera QmodP la classe de Q modulo P c’est-à-dire l’ensemble
des Q′ ∈ K[X ] tels que P |Q′ −Q et

K[X ]/P = {Q′ modP , Q′ ∈ K[X ]} .

1) Montrer que K[X ]/P est en fait l’anneau quotient K[X ]/PK[X ] de K[X ] par l’idéal engendré par P.
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2) Montrer que si P1 et P2 sont deux éléments premiers entre eux de K[X ], leur PPCM est leur produit.

Pour tout couple (P1, P2) ∈ K[X ], on notera K[X ]/P1 × K[X ]/P2 l’ensemble des couples (α1, α2)
α1 ∈ K[X ]/P1 α2 ∈ K[X ]/P2, muni des lois :

(α1, α2) + (β1, β2) := (α1 + β1, α2 + β2)

(α1, α2) ∗ (β1, β2) := (α1 ∗ β1, α2 ∗ β2) .

3) a) Pour tout (P1, P2) ∈ K[X ]2, montrer que K[X ]/P1 × K[X ]/P2 est un anneau dont on déterminera
l’unité et l’élément neutre pour +.

b) Montrer que l’application

φ : K[X ] → K[X ]/P1 ×K[X ]/P2

Q 7→ (QmodP1, QmodP2)

est un morphisme d’anneaux.

c) Déterminer le noyau K de φ puis en déduire qu’il existe un morphisme d’anneaux injectif

γ : K[X ]/K → K[X ]/P1 ×K[X ]/P2 tel que φ = γ ◦ π

où π est la surjection canonique K[X ] → K[X ]/K.

d) Si P1 et P2 sont premiers entre eux, montrer que φ est surjectif ; en déduire, dans ce cas, que γ est un
isomorphisme ; décrire K plus précisément.

4) Soient a et b deux éléments distincts de k et P un élément de K[X ].

Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X−a)(X− b) si le reste de la division euclidienne
de P par X − a (resp. X − b , ) vaut 1.

Exercice III.7.9 [Division euclidienne, applications]

1) (Division euclidienne de polynômes)

a) Effectuer la division euclidienne de X5 + 13X4 + 11X3 + 7X2 + 5X + 3 par X2 + 1.

b) Calculer le PGCD de X6 + 2X5 + 3X4 + 5X3 + 7X2 + 11X et 13X3 + 17X2 + 19.

2) Soient k ∈ N∗ et P ∈ C[X ].

a) Montrer qu’il existe

Pj ,0≤j≤k−1 ∈ C[X ] | P (Xk) = P0(X
k) + XP1(X

k) + . . . + Xk−1Pk−1(X
k) .

b) En déduire le reste de la division de P par Xk − a, a ∈ C.

c) (Exemple)
Déterminer le reste de la division de X38 −X7 +X4 − 1 par X5 − 1.

133



L3/S6 M305, Algèbre II, III.7.10 Université Paris Sud, 2019–2020

3) a) (Cours)
Soit K un corps. Énoncer (sans démonstration) le théorème de division euclidienne dans K[X ].

Soit maintenant P ∈ K[X ]. Soient a, b ∈ K distincts et notons α := P (a), β := P (b).

b) Exprimer le reste de la division euclidienne de P par (X − a)(X − b), en fonction de a, b, α et β.

c) Dans C[X ] ou R[X ], donner le reste de la division euclidienne de (cos θ + X sin θ)n par X2 + 1.

Exercice III.7.10 [Pgcd et Ppcm de polynômes]

1) (PGCD)
On considère les polynômes à coefficients réels

A := X5 +X4 −X3 − 2X2 − 2X et B := X3 + 4X2 + 4X + 3 .

a) Déterminer le PGCD D de A et B, et trouver deux polynômes U et V tels que UA+ V B = D.

b) Factoriser A en facteurs irréductibles, dans C[X ], R[X ] et Q[X ].

2) (PGCD de polynômes)
On considère le polynôme à coefficients réels

A := X4 − 4X3 + 2X2 + 8X − 8 .

a) Déterminer le PGCD D de A et du polynôme dérivé A′, et trouver deux polynômes U et V tels que
UA+ V A′ = D.

b) Factoriser A en facteurs irréductibles, dans C[X ], R[X ] et Q[X ].

c) Soit B := (X − 1)2(X3 − 3).

a) Factoriser B en facteurs irréductibles, dans C[X ], R[X ] et Q[X ] (on peut admettre, sans le démontrer,

que X3 − 3 n’a pas de racine dans Q).

b) Donner le PGCD de B et B′ (avec une phrase d’explication, mais sans long calcul).

3) Soient
m ≥ 1 n ≥ 1 et d := m ∧ n

des entiers.

a) a) Soit z ∈ C, montrer que
(
zm = 1 et zn = 1

)
⇒ zd = 1 .

b) En déduire que
Xm − 1 ∧ Xn − 1 = Xd − 1 .
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b) On suppose m ≥ n et on note r le reste de la division euclidienne de m par n.

a) Montrer que le reste de la division de Xm − 1 par Xn − 1 est Xr − 1.

b) Retrouver le résultat de la première question.

c) Soit P ∈ C[X ].

a) Quel est le PGCD de Pm − 1 et Pn − 1 ?

b) Montrer que, si m et n sont premiers entre eux, (Pm − 1)(Pn − 1) divise (P − 1)(Pmn − 1).

d) Soit q ∈ N∗. Donner une condition pour que 1 +Xm + . . .+Xq divise 1 +Xm + . . .+Xqm.

4) Dans cet exercice, K est un corps commutatif et K[X ] désigne l’anneau des polynômes à une indéter-
minée sur K.

a) Montrer que l’intersection de deux idéaux de K[X ] est encore un idéal de K[X ].

b) Pour deux polynômes P et Q non nuls, on note M un générateur de P ∗K[X ] ∩Q ∗K[X ].

a) Montrer que P |M, Q|M et que pour tout R ∈ K[X ] tel que P |R et Q|R, M |R.

b) En déduire que deg(M) est minimal parmi les multiples communs de P et Q.

On dira qu’un élément µ ∈ K[X ] est un PPCM de P et Q s’il vérifie les conditions de a).

c) Montrer que µ ∈ K[X ] est un PPCM de P et Q si et seulement si µ est un générateur de P ∗K[X ]∩Q ∗
K[X ].

d) Que peut-on dire de deux PPCM µ et µ′ de P et Q ?

Exercice III.7.11 []
Posons :

∀P ∈ Q[X ], P :=

δ∑

i=0

aiX
i , ∀p ∈ P ,

si P 6= 0 Vp(P ) := minδi=0(vp(ai))
S(P ) := {p ∈ P ; Vp(P ) 6= 0}

si P = 0 Vp(P ) := (+∞)
S(P ) := P .

On note encore vp la valuation p-adique (cf. I.13.5.5, I.14.9.) On peut, dans cet exercice, encore remplacer
Z par n’importe quel anneau principal A et Q par son corps des fractions K.

1) Pour tout P ∈ Q[X ] \ {0}, vérifier que :

Val[X ]1)
∀P ∈ Q[X ], P ∈ Z[X ] ⇔ Vp(P ) ≥ 0 ∀ p ∈ P .
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Val[X ]2) L’ensemble S(P ) est fini.

Soient

P :=

deg(P )
∑

i=0

aiX
i et Q :=

deg(Q)
∑

i=0

biX
i

des éléments de Q[X ] \ {0} et p ∈ P .

2) Montrer que

∀(P,Q) ∈
(
Q[X ] \ {0}

)2
, ∀p ∈ P, Vp(PQ) = Vp(P ) + Vp(Q) .

3) (Contenu d’un polynôme)

On définit un invariant numérique associé à un polynôme P :=

deg(P )
∑

i=0

aiX
i ∈ Z[X ]\{0} appelé contenu

du polynôme P et noté C(P ) comme le PGCD des ai ,0≤i≤deg(P ) . Montrer qu’alors

∀(P,Q) ∈
(
Z[X ] \ {0}

)2
, C(PQ) = C(P )C(Q) .

Exercice III.7.12 [Irréductibilité des polynômes à coefficients entiers]
On note encore vp la valuation p-adique (cf. I.13.5.5, I.14.9) et Vp(·) la valuation p-adique d’un poly-

nôme (cf. III.7.11.) On peut, dans cet exercice, encore remplacer Z par n’importe quel anneau principal
A et Q par son corps des fractions K.Soit P ∈ Z[X ] \ {0}. On suppose qu’il existe

(Q,R) ∈
(
Q[X ] \Q

)2 | P = QR .

1) Pour tout p ∈ P , montrer qu’il existe a ∈ Z \ {0}, tel que :

i) soit

Vp(aQ) ≥ 0 et Vp(
1

a
R) ≥ 0,

ii) soit

Vp(aR) ≥ 0 et Vp(
1

a
Q) ≥ 0 .

2) En déduire qu’il existe

(Q1, R1) ∈
(
Z[X ] \ {−1; 1}

)2 | P = R1Q1 .

3) Établir finalement qu’un polynôme P ∈ Z[X ] \ {0} unitaire est irréductible dans Z[X ] si et seulement si
il l’est dans Q[X ].

Exercice III.7.13 [Polynômes irréductibles de Q[X ]]
Soient a1, a2, . . . , an, n ≥ 1 des entiers deux à deux distincts,

H := (X − a1) . . . (X − an)− 1 .

1) Montrer que H est irréductible dans Q[X ] .

2) En déduire qu’il existe une infinité de polynômes de degré n, irréductibles dans Q[X ].
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IV . −Réduction des endomorphismes

Dans tout ce chapitre (IV,) K est un corps, E un K-espace vectoriel, u ∈ EndK(E) un endomorphisme
K-linéaire de E et K[X ] l’anneau des polynômes à une indéterminée et à coefficients dans K.

IV.1 . −Le formalisme des K[X ]-modules

Rappel IV.1.1 Soient E un K-espace vectoriel et u ∈ EndK(E) un endomorphisme κ-linéaire de E. Pour
tout polynôme P ∈ K[X ], l’endomorphisme P (u) ∈ EndK(E) est l’image de P par l’unique morphisme
d’anneaux

K[X ] → EndK(E) , X 7→ u (cf. III.2.9 ;)

c’est-à-dire, pour

P =

r∑

i=1

aiX
i , p(u) =

r∑

i=1

aiu
i .

Le morphisme K[X ] → EndK(E) ci-dessus est, en particulier un morphisme K[X ] → EndGr(E) qui
définit, en vertu de la proposition A.1.4, une structure de K[X ]-module surE. On constate qu’alors, la structure
de K[X ]-module est donnée par :

∀P ∈ K[X ], ∀x ∈ E, P · x = P (u)(x) . IV.1.1.1

Il est d’usage de noter K[u] l’image du morphisme K[X ] → EndGr(E) ci-dessus, qui est un sous-anneau
de EndGr(E) et même de EndK(E).

On montre dans le paragraphe (IV.1,) qui suit, qu’il y a en fait correspondance (bijective) entre les K[X ]-
modules et les couples (E, u) où E est un K-espace vectoriel et u ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire
de E. Ce formalisme qu’il n’est pas indispensable d’utiliser dans un premier temps au moins, puisque nous
nous attacherons à formuler les énoncés principaux sans y recourir, permet néanmoins d’envisager les résultats
des paragraphe qui suivent, dans la perspective de l’appendices B et ainsi de les rapprocher des énoncés obtenus
dans le chapitre II

Proposition IV.1.2 i) Un ensemble E est un K[X ]-module si et seulement si E est un K-espace vectoriel
muni d’un endomorphisme u ∈ EndK(E) tel que pour tout v ∈ E,

X · v = u(v) (cf. TD n◦ V, exercice E, question 1) .)

ii) Une application f : E → F est un morphisme de K[X ]-modules si et seulement si E (resp. F,) est un
K-espace vectoriel muni d’un endomorphisme K-linéaire

u ∈ EndK(E) , (mathrespv ∈ EndK(F ) , )

f ∈ HomK(E,F ) est une application K-linéaire telle que

f ◦ u = v ◦ f (cf. TD n◦ V, exercice E, question 2) .)

iii) Étant donné un K[X ]-module E une partie F ⊂ E est un sous-K[X ]-module de E si et seulement si
F est un sous-K-espace vectoriel de E stable par l’endomorphisme u ∈ EndK(E) définissant la structure de
K[X ]-module de E (cf. i),) i.e.

u(F ) ⊂ F (cf. TD n◦ V, exercice E, question 3), a) .)
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iv) Un morphisme de K[X ]-modules q : E → Q est un quotient du K[X ]-module E c’est-à-dire que q est
un morphisme surjectif de K[X ]-modules (cf. I.9.4.i),) si et seulement si Ker q est stable par l’endomorphisme
u ∈ EndK(E) définissant la structure de E si et seulement si il existe un endomorphisme v ∈ EndK(E) tel
que

v ◦ q = q ◦ u .

Preuve : Notons K := Ker q si bien qu’on a une suite exacte de K[X ]-modules :

0 → K −→ E
q−−−−→ Q → 0 . 1

La suite 1 est encore une suite exacte de K-espaces vectoriels puisque les notions de noyau et d’image ne
concernent que les groupes abéliens sous-jacents.

Pour tout (x, y) ∈ E × E,
y − x ∈ K ⇒ u(x− y) ∈ K (cf. iii) ,)

puisque K est un sous-K[X ]-module de E. Il en résulte que

∀(x, y) ∈ E × E, (y − x) ∈ K ⇒ q[u(x)] = q[u(y)] puisque Ker q = K .

Pour tout α ∈ Q on peut donc définir

v(α) := q[u(x)]∀x ∈ E, tel que q(x) = α

et l’on a alors
v ◦ q = q ◦ u .

On vérifie aisément la réciproque.

Définition IV.1.3 i) Étant donné un K[X ]-module, E on parlera du K-espace vectoriel sous-jacent qu’on
notera E/K pour désigner E uniquement muni de sa structure de K-espace vectoriel comme en IV.1.2.i). On
pourrra désigner l’endomorphismeu défini par l’action deX surE sous le terme d’endomorphisme de structure.

ii) De même pour un morphisme de K[X ]-modules f : E → F , on pourra ddésigner sous le terme d’ap-

plication linéaire sous-jacente et noter f/K, le morphisme de K-espaces vectoriels induit par f comme en
IV.1.2.ii).

Lemme IV.1.4 Si (u, u′) ∈ EndK(E)× EndK(E) est tel que u ◦ u′ = u′ = u′ ◦ u (i.e. u et u′ commutent,)
pour tout P ∈ K[X ], KerP (u′) est stable par u.

Preuve : C’est un résultat bien connu d’algèbre linéaire et que le lecteur aura certainement déjà démontré. Il
peut se reformuler en constatant que la condition de commutation entre u et u′ a, en particulier pour consé-
quence, que l’inclusion naturelle KerP (u′) →֒ E est un morphisme de K[X ]-modules (cf. IV.1.2.ii),) si bien
que KerP (u′) apparaît comme un sous-K[X ]-module deE (cf. IV.1.2.iii),) et est donc stable par u. La structure
de K[X ]-module sur E (et ses sous-modules) est donnée par u.

Notation IV.1.5 Étant donnés un K-espace vectoriel E et un endomorphisme K-linéaire u ∈ EndK(E) on
dira que (E, u) (ou simplement E si ce n’est pas ambigu) est monogène engendré par x ∈ E s’il existe

x ∈ E tel que E = Vect
{
{un(x)} ,n ∈ N

}
.

À noter que cela signifie exactement que (E, u) est monogène au sens des K[X ]-modules (cf. II.1.7.)
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IV.2 . −Polynômes annulateurs (cf. II.5, A.7)

Les polynômes annulateurs, polynômes minimaux d’un endomorphisme ont déjà été étudiés en algèbre li-
néaire. On aimerait cependant insister dans ce paragraphe (IV.2,) sur le parallèle entre ces notions et celles
d’ordre d’un éléments dans un groupe abéliens et d’exposant d’un groupe abélien étudiées au paragraphe II.5.
Ce parallèle est bien entendu beaucoup plus que formel puisque l’on s’apercevra que les objet étudiés ici et ceux
respectivement étudiés pour les groupes sont des cas particuliers de ceux introduits pour lesA-modules au para-
graphe A.7. Dans ce paragraphe (IV.2,)E est un K-espace vectoriel et u ∈ EndK(E) un endomorphisme

K-linéaire de E, si bien que (E, u) est muni de la structure de K[X ]-module étudiée au paragraphe IV.1.

Lemme IV.2.1 ( (cf. II.5.1, A.7.1)) Pour tout

x ∈ E et P ∈ K[X ],

il est équivalent que P · x = 0, ou P (u)(x) = 0, ou que le morphisme de K[X ]-modules

K[X ] → E , Q 7→ Q · x = Q(u)(x) IV.2.1.1

se factorise en un morphisme

K[X ]
↓ ցQ7→Q·x = Q(u)(x)

K[X ]/PK[X ] → E .
IV.2.1.2

Définition IV.2.2 ( (cf. II.5.2, A.7.2)) i) (Élément de torsion)
Si x et P vérifient les conditions équivalentes du lemme IV.2.1 ci-dessus, on dit que x est de P -torsion.
On dit que x ∈ E est de torsion s’il existe P ∈ K[X ] P 6= 0, tel que x soit de P -torsion, i.e. tel que

P · x = P (u)(x) = 0 .

ii) (Partie de P -torsion)
Pour tout polynôme P ∈ K[X ], on note

E[P ] := KerP (u) = {x ∈ E ; P (u)(x) = 0} = {x ∈ E ; P · x = 0}

le sous-ensemble de E formé des éléments de P -torsion. On appelle E[P ] la partie de P -torsion de E.

iii) (Polynôme minimal en x)
Pour tout x ∈ E, on dit que P ∈ K[X ] est un polynôme minimal en x si le morphisme

K[X ]/PK[X ] → E , P 7→ P · x = P (u)(x) (cf. IV.2.1.2 )

est injectif ou, ce qui revient au même, si PK[X ] est le noyau AnnK[X](x) du morphisme IV.2.1.1.
Il est usuel d’appeler le polynôme minimal en x qu’on note P xmin u le représentant unitaire de la classe

d’association des polynômes minimaux en x.
Le degré de P xmin u est la dimension (en tant que K-espace vectoriel) de l’image du morphisme IV.2.1.2 qui

est encore l’image du morphisme IV.2.1.1 (cf. TD n◦ V, exercice C.)
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iv) (Polynôme minimal)
L’ensemble

AnnK[X](E)

:= {P ∈ K[X ] ; ∀x ∈ E, P (u)(x) = 0}
= {P ∈ K[X ] ; ∀x ∈ E, P · x = 0}

=
⋂

x ∈ E

AnnK[X](x)

est un idéal de K[X ] (qui n’est autre que l’idéal annulateur AnnK[X]((E, u)) du K[X ]-module (E, u),) dont un
générateur unitaire est appelé polynôme minimal de u et usuellement noté Pmin u.

Un élément de AnnK[X](E) est appelé polynôme annulateur de u.

v) (Partie de torsion)
On note

TorK[X](E) ou tout simplement Tor(E) :=
⋃

P ∈ K[X] \ {0}

E[P ] =
⋃

P ∈ K[X] \{0}

KerP (u)

l’ensemble des éléments de torsion de E qu’on appelle la partie de torsion de E.

vi) On dit que E est de torsion si
E = Tor(E) .

vii) On dit que E est sans torsion si
Tor(E) = {0} .

Proposition IV.2.3 (Polynômes minimaux (cf. II.5.3, A.7.3)) i) Le polynôme minimal

Pmin u de u est le Ppcm des polynômes minimaux P xmin u en x ∈ E .

ii) L’idéal

Pmin uK[X ] = AnnK[X]((E, u))

= {P ∈ K[X ] ; ∀x ∈ E, P (u)(x) = 0}
= {P ∈ K[X ] ; ∀x ∈ E, P · x = 0}

est le noyau du morphisme d’anneaux

K[X ] → EndK(E) , X 7→ u .

iii) Si F est un sous-K-espace vectoriel de E stable par u (i.e. un sous K[X ]-module de (E?u),
(cf. IV.1.2.iii),))

Pmin u|F
|Pmin u .
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iv) Si F est un K-espace vectoriel, v ∈ EndK(F ) un endomorphisme κ-linéaire de F et f : E → F une
application K-linéaire telle que v ◦ f = f ◦ u, (i.e. un morphisme de K[X ]-modules (cf. IV.1.2.ii),)) alors

∀x ∈ E, P f(x)min v |P xmin u

avec égalité si f est injective.
De plus, si f est surjective,

Pmin v|Pmin u

avec égalité si f est injective.

Proposition IV.2.4 ( (cf. II.5.4, A.7.4)) i) Pour tout P ∈ K[X ], KerP (u) = E[P ] est un sous-K-espace
vectoriel de E stable par u i.e. un sous-KkX-module (cf. IV.1.2.iii),) de (E, u).

ii) Étant donnés un K-espace vectorielF muni d’un endomorphisme v, un morphisme de K-espaces vectoriels
(i.e. une application linéaire) f : E → F vérifiant v ◦ f = f ◦ u (i.e. définissant un morphisme de K[X ]-
modules (E, u) → (F, v) (cf. IV.1.2.ii),)) pour tout

P ∈ K[X ]f(KerP (u)) = f(E[P ]) ⊂ KerP (v) = F [P ]

si bien que f définit un morphisme (deK-espace vectoriels mais encore de K[X ]-modules et même de K[X ]/P -
modules)

f [P ] := f|E[P ] : E[P ] → F [P ] .

Ce dernier morphisme est un isomorphisme dès que f en est un.

iii) (lemme des noyaux)
Étant donnés des polynômes P, Q et R dans K[X ] tels que P = QR et Q et R sont premiers entre eux,

KerP (u) = KerQ(u) ⊕ KerR(u)

et de plus, les projections

πQ : KerP (u) → KerQ(u) et πR : KerP (u) → KerR(u) sont des polynômes en u .

Preuve : Puisque Q et R sont premiers entre eux, il existe, d’après le théorème de BÉZOUT,

(A,B) ∈ K[X ]×K[X ] tel que AQ+BR = 1 .

Il s’ensuit que :
∀v ∈ E, (AQ)(u)(v) + (BR)(u)(v) = v, 1

puis que :

∀v ∈ Ker (PQ)(u), (AQ)(u) ◦ (AQ)(u)(v) = (AQ)(u) ◦ (AQ+ BR)(u)(v)
= (AQ)(u)(v)

(
resp. (BR)(u) ◦ (BR)(u)(v) = (BR)(u) ◦ (AQ+BR)(u)(v)

= (BR)(u)(v) .
)
.

2

En posant

πQ := (BR)(u) : KerP (u) → KerQ(u) et πR := (AQ)(u) : KerP (u) → KerR(u),

πQ et πR sont, par définition des polynômes en u. Le calcul 2 ci-dessus montre que πQ et πR sont des projec-
teurs. Enfin l’égalité 1 assure que

πQ + πR = IdKerP (u)

ce qui achève la preuve.
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iv) De plus si R = Pmin u est le polynôme minimal de u sur E,

P = Pmin u|Ker P (u)
etQ = Pmin u|Ker Q(u)

.

v) S’il existe (x, y) ∈ E × E de polynômes minimaux respectifs P et Q

(i.e. , P xmin u = P et P ymin u = Q , )

il existe z ∈ E dont le polynôme minimal local est le Ppcm de P et Q.

Proposition IV.2.5 ( (cf. II.5.7, A.7.6)) Si E est de dimension finie, (E, u) est de torsion si et seulement si
Pmin u 6= 0 (i.e. AnnK[X](E) 6= {0}.)

Proposition IV.2.6 ( cf. II.5.8) Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Le K[X ]-moduleE est de type fini et de torsion

b) Le K[X ]-moduleE est de type fini et Pmin u 6= 0.

c) Le K-espace vectoriel sous-jacent E/K est de dimension finie.

Preuve :

i) (a)⇔ b))
Est pour ainsi dire tautologique.

ii) (c)⇒ b))
Ce résultat peut, bien entendu, être vu comme une conséquence du théorème IV.7.2

(de CAYLEY–HAMILTON,) mais ce dernier, outre qu’il done un énoncé beaucoup plus précis, fait appel à des
constructions nettement plus élaborées que celles dont on a besoin ici.

En effet, si dimKE = n, dimK EndK(E) = n2. Le sous-ensemble {ui} ,i ≤ 0 ≤ n2 est donc une partie
liée du K∗-espace vectoriel EndK(E). Il existe donc ai ,0≤i≤n2 ∈ K non tous nuls tels que

n2
∑

i=0

aiu
i = 0

ce qui assure l’existence d’un polynôme annulateur non nul.

iii) (a)⇒ c))
(cf. TD n◦ V, exercice E, question 4).)
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IV.3 . −Sous-espaces caractéristiques (cf. II.8, B.2)

Définition IV.3.1 (Espaces caractéristiques (cf. II.8.2, B.2.2)) Si P est un facteur irréductible de Pmin u, il
existe un plus grand entier α (la valuation P -adique de Pmin u,) tel que Pα|Pmin u. On a alors

KerPα(u) =
⋃

n∈N

KerPn(u)

qui n’est autre que la composante P -primaire du K[X ]-module E et qu’on appelle sous-espaces caractéris-

tiques de u associé au facteur Pα du polynôme minimal Pmin u de u ou simplement à l’élément irréductible
P.

Théorème IV.3.2 ( (cf. II.8.3, B.2.3)) Si Pmin u =

r∏

i=1

Pαi

i avec Pi irréductible, Pi et Pj premiers entre eux

si i 6= j, (autrement dit si on a décomposé Pmin u en produits d’irréductibles dans l’anneau principal K[X ] (cf.
I.13.5.3,)) on note

Ei := KerPαi

i (u) = E[Pαi

i ],

alors :

i)

E =

r⊕

i=1

Ei ;

Preuve : On peut bien entendu appliquer le lemme des noyaux IV.2.4.iii) qui, joint à un argument de récurrence,
donne ce résultat. On peut également le considérer comme une conséquence, dans le cas particulier des K[X ]-
modules du théorème B.2.3.

ii) pour tout 1 ≤ i ≤ r Ei est stable par u ;

Preuve : C’est une conséquence du lemme IV.1.4 ou bien du fait que la décomposition donnée en i) E =
r⊕

i=1

Ei est en fait une décomposition en somme directe de K[X ]-modules.

iii) le polynôme minimal de u|Ei
est Pαi

i ;

Preuve : C’est exactement l’énoncé B.2.3.iii).

iv)
πi : E → Ei est un polynôme en u .

Preuve : C’est encore une conséquence de la proposition IV.2.4.iii).

Remarque IV.3.3 Dans le théorème ci-dessus on s’aperçoit qu’on a seulement l’analogue de l’isomorphisme
II.8.3.2 puisque le polynôme minimal Pmin u est l’analogue de l’exposant du groupe abélien, i.e. un générateur
de l’idéal annulateur. Cependant, on ne dispose pas encore à ce point, d’un analogue du cardinal du groupe. Le
polynôme caractéristique (cf. IV.6.1,) aura tendance à jouer ce rôle, surtout au vu du théorème de CAYLEY–
HAMILTON (cf. IV.7.2,) qui pourrait alors s’interpréter comme un analogue du théorème de LAGRANGE.

Exemple IV.3.4 Soit u un projecteur, u2 = u ;

Pmin u = X2 −X = X(X − 1) d’où E = Keru ⊕ Keru− IdE .
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IV.4 .−Endomorphismes cycliques, vecteurs cycliques, (K[X ]-modules cycliques) (cf.
II.9, B.3)

Proposition IV.4.1 (Espaces cycliques (cf. II.9.1, B.3.1)) Soient E un K-espace vectoriel et u ∈ EndK(E)
un endomorphisme K-linéaire de E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a)
E est de dimension finie dimK E = deg(Pmin u) (cf. IV.2.2.iv) .)

b)
E est de dimension finie et ∃x ∈ E, tel que dimKE = deg(P xmin u) .

c) (E, u) est monogène et le K-espace vectoriel E est de dimension finie.

d) (E, u) est monogène, engendré par x ∈ E et P xmin u 6= 0 (cf. IV.2.2.i).)

e) Il existe P ∈ K[X ], P 6= 0, tel que le morphisme d’anneaux

K[X ] → EndK(E) , X 7→ u

induise un isomorphisme (aussibien de K-espaces vectoriels que de K[X ]-modules,)

K[X ]/PK[X ] ∼= E .

f) Le K[X ]-module (E, u) est isomorphe à K[X ]/AnnK[X]((E, u)) = K[X ]/PminuK[X ] et Pmin uK[X ] =
AnnK[X]((E, u)) 6= { }0.

g) Il existe un entier d ∈ N et un K[X ]-morphisme

φ : K[X ] → (E, u) tels que {φ(1), φ(X), . . . , φ(Xd−1)}

est une K-base du K-espace vectoriel E.

h) Il existe un entier d ∈ N et un élément x ∈ E tels que {x, u(x), . . . , ud−1(x)} est une base du K-espace
vectoriel E.

i) Le K-vectorielE est de dimension finie et

dimK E = deg(Pmin u) .

j) Il existe une base du K-espace vectoriel E dans laquelle la matrice de u est :









0 0 . . . 0 0 −a0
1 0 . . . 0 0 −a1
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 −ad−2

0 0 . . . 0 1 −ad−1










1
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Preuve : Cet énoncé étant l’exact analogue de la proposition II.9.1, certains arguments de preuve seront donnés
ici tandis que d’autres seront donnés dans la preuve de II.9.1 laissant le lecteur faire le parallèle entre ces deux
preuves et les compléter.

i) (a)⇒ b))
Notons d := dimKE = deg(Pmin u) et εi ,1 ≤ i ≤ d une base de E. Pour tout

1 ≤ i ≤ dP εimin u|Pmin u

si bien que si on note µ le Ppcm des P εimin u ,1 ≤ i ≤ d , µ|Pmin u.
Or :

∀y ∈ E, ∃ai ,1≤i≤d ∈ Kn, y =

d∑

i=1

aiεi

si bien que :

µ(u)(y) = µ(u)
(
d∑

i=1

aiεi
)

=

d∑

i=1

aiµ(u)(εi)

= 0

ce qui entraîne donc que Pmin u|µ et donc finalement

µ = Pmin u .

De plus, il résulte de IV.2.4.v) que

∃x ∈ E, tel que P xmin u = µ = Pmin u .

Donc
dimK E = deg(P xmin u) .

ii) (b)⇒ c))
Soit x ∈ E tel que dimKE = deg(P xmin u) et F := Vect

{
{un(x)} ,n ∈ N

}
le sous-espace monogène de

E engendré par x. Alors :

dimK F = deg(P xmin u) = dimK E (cf. TD n◦ V, exercice C ;)

d’où F = E.

iii) (c)⇒ d))
Immédiat.

iv) (d)⇒ e))
(cf. TD n◦ V, exercice C.)

v) (f)⇔ e))
Est immédiat.
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vi) (f)⇒ g))
Notons

ψ : (E, u) ∼= K[X ]/PminuK[X ] = K[X ]/AnnK[X]((E, u)) , π : K[X ] → K[X ]/PminuK[X ]

et
φ := π ◦ ψ .

Or K[X ]/PminuK[X ] est un K-espace vectoriel de dimension deg(Pmin u) dont
(
π(1), π(X), . . . , π(Xdeg(Pmin u)−1)

)
est une base (cf. TD n◦ V, exercice C, question 2) .)

vii) (g)⇒ h))
Il suffit de prendre l’image de la base

{1modP, . . . , Xdeg(P )−1 modP}

par l’isomorphisme
(E, u) ∼= K[X ]/PminuK[X ] = K[X ]/AnnK[X]((E, u)) .

viii) (h)⇒ c))
Immédiat.

ix) (h)⇒ a))
L’ensemble {x, u(x), . . . , ud−1(x)} est une base il existe donc un unique d-uplet

ai ,0≤i≤d−1 tel que ud(x) =
d−1∑

i=0

aiu
i(x) .

Notons

P := Xd −
d−1∑

i=0

aiX
i ∈ K[X ] .

Alors :
∀0 ≤ k ≤ d− 1, P · uk(x) = P (u)[uk(x)]

= [ud −
d−1∑

i=0

aiu
i][uk(x)]

= [ud+k −
d−1∑

i=0

ui+k](x)

= uk[
(
ud −

d−1∑

i=0

aiu
i
)
(x)]

= 0 .

Il s’ensuit, puisque {uk(x)} ,1 ≤ k ≤ d−1 est une base de E, que P (u) = 0 (i.e. est l’endomorphisme nul
de E.) Le polynôme P est donc un polynôme annulateur de u. Par ailleurs si

Q :=
r∑

i=0

biX
i est un polynôme annulateur de u,

∀y ∈ E, Q(u)(y) = 0 .
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En particulier :
Q(u)(x) = 0

⇔
r∑

i=0

biu
i(x) = 0

ce qui entraîne
r ≥ d ou ∀0 ≤ i ≤ r, bi = 0

puisque {uk(x)} ,1 ≤ k ≤ d−1 est une partie libre deE. Ceci assure que P est le polynôme minimal de u et donc
que

deg(Pmin u) = dimK E .

x) (f)⇔ i))
(cf. TD n◦ V, exercice C.)

xi) (h)⇔ j))
(cf. DOC n◦ III, n◦ III.1.exercice A.)

Définition IV.4.2 (Espaces cycliques (cf. II.9.2, B.3.2)) Si un couple (E, u) vérifie les assertions équivalentes
de la proposition IV.4.1, on dit que :

i) (E, u) est un espace cyclique ; ce qui équivaut en fait au fait que (E, u) est un K[X ]-module cyclique au
sens de la définition B.3.2.

ii) On dit aussi que u est un endomorphisme cyclique.

iii) Si (E, u) est un espace cyclique, un élément x ∈ E tel que E = Vect
{
{un(x)} ,n ∈ N

}
est un vecteur

cyclique.

Remarque IV.4.3 Il se peut qu’on trouve des définitions moins restrictives de vecteurs cyclique, typiquement
que la partie {un(v)}n ∈ N soit génératrice sans exiger qu’une partie finie le soit. Cela permet de tenir compte
du cas où AnnK[X](M) = {0}, que nous avons exclu dans le cas des modules cycliques.

Définition IV.4.4 (Matrice compagnon) Une matrice comme en IV.4.1.j).1 s’appelle matrice compagnon du
polynôme minimal

Pmin u = Xd +

d−1∑

i=0

aiX
i de u .

Proposition IV.4.5 (Sous-espace cyclique (cf. II.9.3, B.3.5)) Soient

E un K− espace vectoriel et u ∈ EndK(E) un endomorphisme K− linéaire de E .

Pour tout polynôme P ∈ K[X ], les données suivantes sont équivalentes :

a) Un sous-K-espace vectoriel F ⊂ E stable par u (i.e. un sous-K[X ]-module de (E, u),) tel que (F, u|F )
soit cyclique avec Pmin u|F

= P.

b) Un élément x ∈ E de polynôme minimal P xmin u égal à P.
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Proposition IV.4.6 (Théorème chinois des restes (cf. II.9.4, B.3.6)) Si (E, u) est un espace cyclique de poly-
nôme minimal

PQ avec (P,Q) ∈ K[X ]×K[X ] premiers entre eux ,

alors
E = KerP (u) ⊕ KerQ(u) = E[P ] ⊕ E[Q]

et
KerP (u)(resp. KerQ(u) ) est cyclique de polynôme minimal P (resp. Q .)

Réciproqument si F et G sont deux sous-espaces cycliques deE de polynomes minimaux respectifs P et Q
premiers entre eux, la sommes F +G et directe et le sous-espace F ⊕ G est cyclique de polynômes minimal
PQ.

Preuve : (cf. TD n◦ VI, exercice C,) sachant que cet énoncé n’est autre en fait que le théorème chinois des
restes.

Remarque IV.4.6.1 C’est exactement le théorème IV.3.2 dans le cas cyclique.

Corollaire IV.4.7 ( (cf. II.9.5, B.3.7)) Soient (x, y) ∈ E × E de polynômes annulateurs respectifs P et Q
premiers entre eux. Alors il existe z ∈ E de polynôme annulateur PQ.
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IV.5 . −Valeurs propres, vecteurs propres, espaces propres

Lemme IV.5.1 Pour tout λ ∈ K les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L’endomorphisme u− λIdE n’est pas injectif ;

b) il existe x ∈ E \ {0} tel que u(x) = λx ;

c) il existe x ∈ E tel que X − λ = Pmin ux soit le polynôme minimal de u en x (cf. IV.2.2.iii) ;)

d)
X − λ|Pmin u .

Preuve :

i) (a)⇔ b))
Est tautologique.

ii) (b)⇒ c))
Si x 6= 0 et u(x) = λx, X − λ|P xmin u.Or deg(P xmin u) = 0, entraîne qu’il existe µ ∈ K tel que µx = 0,

c’est-à-dire que x = 0. Il s’ensuit donc que

P xmin u = X − λ .

iii) (c)⇒ d))
(cf. IV.2.3.i).)

iv) (d)⇒ b))
Si X − λ|Pmin u, il existe

k ∈ N∗, et Q ∈ K[X ] tels que Pmin u = (X − λ)kQ et X − λ et Q sont premiers entre eux .

Il découle alors de la proposition IV.2.4.iii) que

E = KerPmin u(u) = Ker (u− λIde)k ⊕ KerQ(u) .

Or Ker (uλIdE)
k = {0} entraîne E = KerQ(u), ce qui entraîne Pmin u = Q et contredit l’hypothèse.

Ainsi il existe w ∈ Ker (u− λIdE)k \ {0}. ainsi

(u− λIdE)0(w) = w 6= 0 .

Il existe donc un plus grand entier ℓ < k, tel que

(u− λIdE)ℓ 6= 0 et (u− λIdE)ℓ+1(w) = 0 .

Posant
x := (u− λIdE)ℓ(w) , on a : x 6= 0 et u(x) = λx .

Définition IV.5.2 (Éléments propres) i) (Valeur propre)
On dit que λ ∈ K, est une valeur propre pour u s’il vérifie les conditions équivalentes du lemme IV.5.1. Il

est usuel de noter Sp(u) et d’appeler spectre de u l’ensemble des valeurs propres de u.
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ii) (Vecteur propre)
Un vecteur x ∈ E vérifiant (de manière équivalente) IV.5.1.b) ou IV.5.1.c) est appelé vecteur propre asso-

cié à la valeur propre λ.

iii) (Espace propre)
Pour toute valeur propre λ de u, on appelle espace propre de u associé à λ le sous-espace Keru− λIdE de

E qui est l’ensemble des vecteurs propres de u associés à λ (union {0}.)

Remarque IV.5.3 i) Bien entendu pour λ une valeur propre de u, l’espace propre associé à λ est un sous-
espace (stable par u) du sous-espace caractéristique associé à X − λ (cf. IV.3.1.)

ii) Il se peut tout à fait que le spectre d’un endomorphisme u soit vide. En effet, le spectre de u est en bijection
avec les facteurs irréductibles de degré 1 de Pmin u (cf. IV.5.1.d).) Or, quitte à définir u comme l’endomorphisme
associé à une matrice compagnon arbitraire (cf. IV.4.4,) on peut fixer arbitrairement le polynôme minimal de u.

Si donc on sait construire des polynômes irréductibles de degré> 1, on sait construire des endomorphismes
sans valeurs propres.

Ceci n’arrive jamais dans C[X ] (où un polynôme est irréductible si et seulement si il est de degré 1 –
théorème de D’ALEMBERT–GAUSS –,) et par conséquent, tout endomorphisme d’unC-espace vectoriel possède
toujours des valeurs propres.

En revanche on sait qu’il existe des polynômes de degré 2 irréductibles dans R[X ]. On a même montré au
TD n◦ V, qu’il existe des polynômes irréductibles de tout degré dans Q[X ].

iii) Pour peu qu’on l’ait défini, on peut encore donner une caractérisation des valeurs propres en termes du
polynôme caractéristique de u IV.6.2.

Définition IV.5.4 On dit que u est diagonalisable si E est somme directe des espaces propres de u.

Proposition IV.5.5 L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si

Pmin u est scindé à racines simples ,

si et seulement si il existe un polynôme annulateur de u scindé à racines simples si et seulement si pour tout
1 ≤ i ≤ r, la restriction u|Ei

au sous-espace caractéristique (cf. IV.3.1,) est diagonalisable, si et seulement si
les sous-espaces propres de u sont ses sous-espaces caractéristiques.

Définition IV.5.6 On dit que u est trigonalisable s’il existe une base dans laquelle la matrice de u est triangu-
laire supérieure.

Proposition IV.5.7 L’endomorphisme u est trigonalisable si et seulement si Pmin u est scindé.
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IV.6 . −Polynôme caractéristique

Définition IV.6.1 (Polynôme caractéristique) Pour tout endomorphisme u ∈ EndK(E), le polynôme carac-

téristique de u est le polynômes

Pcaru := det(XIdE − u) ∈ K[X ] .

Lemme IV.6.2 Un élément λ ∈ K est une valeur propre de u (cf. IV.5.2.i),) si et seulement si Pcaru(λ) = 0
i.e. λ est une racine de Pcaru.

Preuve : Il suffit de remarquer qu’un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie est injectif
si et seulement si son déterminant est non nul et d’utiliser la caractérisation IV.5.1.a) des valeurs propres.

Lemme IV.6.3 i)
deg(Pcaru) = dimKE .

ii) Si on écrit

Pcaru = det(XIdE − u) = Xd +

d−1∑

i=0

aiX
i , d = dimKE,

on a
ad−1 = −Tr(u) et a0 = (−1)ddet(u) .

iii) Si E = F ⊕ G avec F et G stables par u,

Pcaru = Pcaru|F
· Pcaru|G

.

Preuve : (cf. D.18.1.)

Proposition IV.6.4 Si (E, u) est un espace cyclique (cf. IV.4.2,)

Pcaru = Pmin u .

Preuve : (cf. DOC n◦ III, n◦ III.1.exercice C.)
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IV.7 . −Théorème de CAYLEY–HAMILTON

Remarque IV.7.1 On va démontrer, dans ce paragraphe (IV.7,) le théorème de CAYLEY–HAMILTON qui
assure que le polynome minimal Pminu d’un endomorphisme u d’un K-espace vectoriel E de dimension
finie (cf. IV.2.2.iv),) divise son polynôme caractéristique Pcar u. (cf. IV.6.1.) Ceci peut encore s’exprimer
par le fait que le polynôme Pcaru est un polynôme annulateur de u.

i) On verra au paragraphe IV.11 qu’on peut déduire le théorème de CAYLEY–HAMILTON du théorème IV.11.5
de réduction de FROBENIUS. Nous allons cependant en donner ici une preuve qui n’utilise pas le résultat précité
(cf. IV.7.2.)

ii) (Le cas des espaces cycliques)
Dans le cas où (E, u) est un espace cyclique (cf. IV.4.2.i),) le théorème est une conséquence immédiate

de la proposition IV.6.4 ; cette dernière étant d’ailleurs un ingrédient essentiel de la preuve du théorème de
CAYLEY–HAMILTON à partir de la réduction de FROBENIUS.

iii) On a vu que pour tout λ ∈ K, λ est valeur propre de u si et seulement si (X,λ)|Pmin u (cf. IV.5.1.d).)
On a également vu en IV.6.2 que λ est valeur propre de u si et seulement si (X,−λ)|Pcaru. Il en résulte que
Pmin u et Pcaru ont les même facteurs irréductibles de degré 1 dans une décomposition en produit de facteurs
irréductibles.

Cependant il se peut que ces polynômes possèdent également des facteurs irréductibles qui ne sont pas de
degré 1 dont on ne peut rien dire à ce stade.

Il se peut également, et même dans le cas où les facteurs irréductibles seraient tous de degré 1, pour K = C

par exemple, que les facteurs irréductibles de degré 1 soient affectés d’un exposant sur lequel on n’a encore
guère de contrôle ici.

Dans le cas ttrès très particulier où Pmin u est scindé à racines simples i.e. produit de polynôme de degré 1
deux à deux premiers entre eux, le théorème de CAYLEY–HAMILTON peut résulter des considérations précé-
dentes : c’est le cas oùù u est diagonalisable (cf. IV.5.4.)

Théorème IV.7.2 (de CAYLEY–HAMILTON) Pour tout K-espace vectoriel de dimension finie E, et tout en-
domorphisme K-linéaire u ∈ EndK(E), Pcaru(u) = 0 c’est-à-dire que Pcaru est un polynôme annulateur de
u ou encore

Pmin u|Pcaru .

Preuve : (cf. DOC n◦ III, n◦ III.1.exercice D.)

Corollaire IV.7.3 Pour tout P ∈ K[X ] irréductible,

P |Pmin u ⇔ P |Pcaru .

On retrouve ici en particulier que les facteurs de degré 1 de Pmin u sont exactement ceux de Pcaru, ce qu’on
avait déjà remarqué en IV.7.1.iii).

Corollaire IV.7.4 Il découle du théorème IV.7.2 ci-dessus et du lemmme IV.6.3.i) que pour tout endomor-
phisme u ∈ EndK(E),

−∞ < deg(Pmin u) ≤ deg(Pcaru) = dimKE .

Corollaire IV.7.5 Le polynôme Pmin u est scindé si et seulement si Pcaru est scindé.
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Corollaire IV.7.6 La proposition IV.5.7 peut alors se reformuler en disant que u est trigonalisable si et seule-
ment si Pmin u est scindé, si et seulement si Pcaru est scindé.

Définition IV.7.7 (Multiplicité des valeurs propres) Pour tout λ ∈ K si λ est valeur propre de u, il existe un
unique

(mλ, Q) ∈ N∗ ×K[X ] tel que Pcaru = (X − λ)mλQ , X − λ et Q premiers entre eux .

L’entier mλ est apelé la multiplicité de la valeur propre λ.

Proposition IV.7.8 L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si Pcaru (ou de manière équivalente
Pmin u) est sindé et

∀λ ∈ Sp(u), mλ = dimK Keru− λIdE .

Preuve : Exercice.
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IV.8 . −Blocs de JORDAN, endomorphismes nilpotents

Définition IV.8.1 (Endomorphisme nilpotent) Un endomorphisme u ∈ EndK(E) de E est nilpotent

s’il existe n ∈ N, tel que un = 0 .

On dit que u est nilpotent d’échelon d si d est le plus petit entier n tel que un = 0.

Lemme IV.8.2 Soit u ∈ EndK(E).

i) u est nilpotent d’échlon d si et seulement si Pmin u = Xd.

ii) u est nilpotent d’échelon d et cyclique (cf. IV.4.2.ii),) si et seulement si

u est cyclique et dimK e = d .

iii) u est nilpotent d’échlon d si et seulement si u est nilpotent de rang d− 1.

Preuve : (cf. TD n◦ VII, exercice A.)

Proposition IV.8.3 Pour λ ∈ κ, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) (E, u) est un espace cyclique de polynôme minimal (X−λ)dimK E , (on rappelle (cf. IV.4.1.i),) que le degré
du polynôme minimal d’un espace cyclique est la dimension de cet espace ;)

b) u− λIde est nilpotent d’échelon dimKE (ou de manière équivalente de rang dimK E − 1 ;)

c) il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est :

JdimK E(λ) =










λ 0 0 . . . 0 0
1 λ 0 . . . 0 0
0 1 λ . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 λ










; 1

d) il existe
α ∈ N∗ tel que Pmin u = (X − λ)α et dimK Ker (u− λIdE) = 1 .

Preuve :

i) (a)⇔ b))
Est immédiat.
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ii) (b)⇒ c))
Si ν := u− λIdE est nilpotent d’échelon dimKE, il existe un éléments

x ∈ E tel que νdimK E−1(x) 6= 0 et νdimK E(x) = 0 .

Dès lors
{νℓ(x)} ,0 ≤ ℓ ≤ dimK E−1

est une famillle libre de E et partant une base, dans laquelle

la matrice de ν est










0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 0










, 1

si bien que la matrice de

u = λIdE + ν est JdimK E(λ) =










λ 0 0 . . . 0 0
1 λ 0 . . . 0 0
0 1 λ . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 λ










dans cette même base .

iii) (c)⇒ b))
Laissé en exercice.

Définition IV.8.4 (Bloc de JORDAN) i) On pourra dire que le K-espace vectoriel E est de JORDAN de para-
mètre λ s’il vérifie les conditions équivalentes de la proposition IV.8.3.

ii) On appellera bloc de JORDAN de paramètre λ et d’échelon d une matrice Jd(λ) comme en IV.8.3.c).1.

iii) On note usuellement Jd := Jd(0) un bloc de JORDAN de paramètre 0.

Corollaire IV.8.5 Si (E, u) est un espace de JORDAN de paramètre λ :

i) E est un K-espace vectoriel de dimension finie.

ii) λ ∈ Sp(u) est une valeur propre de u.

Lemme IV.8.6 Soit (E, u) un espace de JORDAN.

i) L’espace (E, u) est de paramètre 0 et d’échelon d si et seulement si u est nilpotent d’échelon d.
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ii) Si (E, u) est de paramètre λ et d’échelon d, en notant

δ := λIdE , ν := u− δ :

— δ est diagonale ;
— ν est nilpotent d’échelon d ;
—

u = δ + ν ;

—
δ ◦ ν = ν ◦ δ .

C’est la décomposition IV.9.3, de DUNFORD dans le cas particulier où (E, u)

Proposition IV.8.7 Soient E et F des K-espaces vectoriels

Ei ,1≤i≤k ⊂ E et Fi ,1≤i≤k ⊂ F tels que E =

k⊕

i=1

Ei et F =

k⊕

i=1

Fi .

i) Si
∀1 ≤ i ≤ k, ∃fi : Ei → Fi une application K-linéaire

il existe une unique application K-linéaire

f : E → F telle que ∀1 ≤ i ≤ k, f|Ei
= fi .

On notera

f =

k⊕

i=1

fi .

Matriciellement cela correspond exactement à l’écriture par blocs de la matrice de f ; autrement dit, si chacun
des Ei est rapporté à une base Bi, dans laquelle la matrice de fi est Mi, du fait de la décomposition de E en

somme directe E =
r⊕

i=1

Ei, B :=
r⋃

i=1

Bi est une base de E dans laquelle la matrice de f est

M =








M1 0 0 . . . 0
0 M2 0 . . . 0
...

...
... . . .

...
0 0 0 . . . Mr







.

Preuve : (cf. A.4.7, I.14.7.)

ii) Si l’on suppose de plus donnés un endomorphisme (une structure de K[X ]-module (cf. IV.1.2.i),))

u ∈ EndK(E) (resp. v ∈ EndK(F ) ) tel que ∀1 ≤ i ≤ k,
— Ei est stable par u (resp. Fi est stable par v,)
—

fi ◦ u|Ei
= v|Fi

◦ fi ,
alors l’application linéaire f construite comme en i) vérifie f ◦ u = v ◦ f (i.e. est un morphisme de
K[X ]-modules (cf. IV.1.2.ii).))

Preuve : (cf. I.14.8.)

156



L3/S6 M305, Algèbre II, IV.8.7 Université Paris Sud, 2019–2020

iii) Dans le cas particulier où E = F, si

∀1 ≤ i ≤ k, fi est nilpotent d’échelon di (resp. diagonalisable )

f =
k⊕

i=1

fi est nilpotent d’échelon max1 ≤ i ≤ k(di) (resp. diagonalisable.)

Preuve : (cf. IV.12.2.)
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IV.9 . −Décomposition de DUNFORD

Définition IV.9.1 (Décomposition de DUNFORD) On appellera décomposition de Dunford de (E, u)

un couple (δ, ν) ∈ K[u]×K[u] vérifiant :

Dun1)
δ ◦ ν = ν ◦ δ ;

Dun2) l’endomorphisme δ est diagonalisable ;

Dun3) l’endomorphisme ν est nilpotent ;

Dun4)
u = δ + ν .

Proposition IV.9.2 Pour λ ∈ K, si X − λ|Pmin u (c’est-à-dire (cf. IV.5.1.d),) si λ est valeur propre de u,) on
note Eλ le sous-espace caractéristique (cf. IV.3.1,) associé à X − λ. Alors

u|Eλ
= λIdEλ

+ ν

où ν est nilpotent i.e. u|Eλ
a une décomposition de DUNFORD.

Preuve : Par définition même de λ, il existe k ∈ N∗ et Q ∈ K[X ] tel que Pmin u = (X − λ)kQ avecX −λ
et Q premiers entre eux. Par définition ensuite de Eλ on a

(u|Eλ
− λIdEλ

)k = 0 .

Théorème IV.9.3 (de décomposition de DUNFORD) Pour tout u ∈ EndK(E), si (de manière équivalente)
Pmin u ou Pcaru est scindé, (E, u) admet une unique décomposition de DUNFORD.

Preuve : Écrivons

Pmin u =
r∏

i=1

Pαi

i

où les Pi ,1≤i≤r sont des polynômes irréductibles deux à deux premiers entre eux. On en déduit une décompo-
sition de E en somme directe d’espaces caractéristiques :

E =

r⊕

i=1

Ei avec Ei = KerPαi

i (u) = E[Pαi

i ] (cf. IV.3.2 .)

Comme, par hypothèse, Pmin u est scindé, chacun des Pi l’est, c’est-à-dire qu’il existe

λi ,1≤i≤r ∈ K tel que ∀1 ≤ i ≤ r, Pi = X − λi .

On remarque alors que, pour tout 1 ≤ i ≤ r,
(
u|Ei

− λiIdEi

)αi
= 0, i.e. est nilpotent d’échelon αi,

tandis que λi
IdEi est diagonal. L’existence d’un couple (δi, νi) satisfaisant l’énoncé du théorème est donc établi pour cha-
cune des restrictions de u aux sous-espaces caractéristiques de u.
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Alors, en vertu de la proposition IV.8.7
r⊕

i=1

δi est diagonalisable tandis que
r⊕

i=1

νi est nilpotent. Néanmoins,

en les construisant de cette manière, il n’est pas immédiat qu’on obtienne des polynômes en u.
En revanche, si

πi : E → Ei est la projection de E sur Ei parallèlement à la somme
⊕

1 ≤ j ≤ r , j 6=i

Ej ,

il découle de IV.3.2.iv), que πi est un polynôme en u. Il s’ensuit donc que

δ :=

r∑

i=1

λiπi ∈ K[u] .

Comme chaque Ei est stable par πi et que πi étant un projecteur, πi|Ei
= IdEi

, on a en fait

δ =

r⊕

i=1

λiIdEi

ce qui assure, en vertu du lemme IV.8.7, que δ est diagonalisable.
Posons alors ν := u− δ ce qui assure immédiatement que ν ∈ K[u]. Par ailleurs il est presque immédiat

de montrer que

ν =

r⊕

i=1

(
u|Ei
− λiIdEi

)

ce qui assure que ν est nilpotent d’échelon maxi ≤ 1 ≤ r(αi).
Comme δ et ν sont des polynômes en u, on a δ ◦ ν = ν ◦ δ .
L’unicité vient du fait qu’un endomorphisme simultanément diagonalisable et nilpotent est nul.

Corollaire IV.9.4 Pour tout v ∈ EndK(E),

u ◦ v = v ◦ u (⇒ v ◦ δ = δ ◦ v et v ◦ ν = ν ◦ δ .

Exemple IV.9.5
(
3 0
0 5

)

est diagonalisable et

(
0 1
0 0

)

est nilpotent.

(
3 1
0 5

)

=

(
3 0
0 5

)

+

(
0 1
0 0

)

n’est pas la décomposition de dunford de

(
3 1
0 5

)

. La décomposition de Dunford de

(
3 1
0 5

)

est

(
3 1
0 5

)

+0.

Remarque IV.9.6 Le théorème IV.9.3 nécessite que Pmin u ou Pcaru soit scindé. Si K = C le théorème
s’applique. Si K = R, l’endomorphisme uθ donné par la matrice
(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

( rotation dans R2 ) ne vérifie pas uθ = δ + ν .
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IV.10 . −Réduction de JORDAN

Dans ce paragraphe (IV.10,) on suppose que E est de dimension finie. Tout comme pour le théorème de

CAYLEY–HAMILTON (cf. IV.7.2,) on dispose des outils nécessaire pour établir l’existence d’une réduction
de JORDAN dans le cas des espaces cycliques (cf. IV.4.2.)

Ici encore, le théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS permettra de déduire le théorème IV.10.10
de la proposition IV.10.3 tout comme on pouvait déduire le théorème IV.7.2 de la proposition IV.6.4.

Définition IV.10.1 (Réduction de JORDAN) On dit qu’un

endomorphisme u ∈ EndK(E) (ou même le couple (E, u) )

admet une réduction de JORDAN s’il existe

des sous espaces Ei ,1≤i≤k de E et des éléments λi ,1≤i≤k ∈ K de K

tels que :

J1)

E =

k⊕

i=1

Ei ;

J2) ∀1 ≤ i ≤ k, Ei est stable par u ;

J3)
∀1 ≤ i ≤ k, u|Ei

est de JORDAN de paramètre λi et d’échelon dimK Ei .

Le point J3) équivaut à dire qu’il existe une base dans laquelle la matrice de u|Ei
est un bloc de JORDAN

JdimK Ei
(λi). Par conséquent u admet une réduction de JORDAN si et seulement si il existe une base de E dans

laquelle la matrice de u s’écrit par blocs :




Jd1(λ1) 0 0 . . . 0
0 0 Jd2(λ2) . . . 0
0 0 0 . . . Jdk(λk) .



 .

On dira qu’une telle matrice est une réduite de JORDAN. On dira que J ∈ Mn(K) est une réduite de JORDAN

pour une matrice A ∈ Mn(K) si A et J sont conjuguées i.e. si

∃P ∈ GLn(K), A = PJP−1 .

On pourra écrire

(E, u) =
k⊕

i=1

(Ei, θi)

où ∀1 ≤ i ≤ k, θi : Ei → Ei est de JORDAN de paramètre λi et d’échelon dimKEi.
IV.10.1.1

Notation IV.10.2 Il r’ésulte immédiatement du corollaire IV.8.5 que, si (E, u) possède une réduction de JOR-
DAN comme en IV.10.1.1 ∀1 ≤ i ≤ k, , λi est une valeur propre de u et que le couple (Ei, θi) est uniquement
caractérisé par λi et dimKEi.
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Étant donnée une réduction de JORDAN de (E, u) on notera, pour tout λ ∈ Sp(u), D(λ) le uplet des
dimension dimKEi tels que λ = λi dans la décomposition IV.10.1.1 ; c’est-à-dire le uplet des échelons (taille
des matrices) des blocs de JORDAN de paramètre λ. On pourra supposer les éléments de D(λ) rangés par ordre
décroissant. On pourra même supposer, que pour tout λ ∈ Sp(u) les D(λ) ont tous même nombre d’éléments
r, quitte à donner la valeur 0 aux derniers éléments. On dira que

{(λ,D(λ))} ,λ ∈ Sp(u)

est l’ensemble de paramètres de la réduction.
Par exemple si u a pour réduite de JORDAN











1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 1 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 3











l’ensemble de paramètre de cette réduction est

{(1, (2, 1))(2, (2, 0))(3, (1, 0))} .

Proposition IV.10.3 (Existence dans le cas cyclique) Si (E, u) est un espace cyclique de polynôme minimal
(ou caractéristique (cf. IV.6.4,)) scindé,

Pcaru = Pmin u =
∏

λ ∈ Sp(u)

(X − λ)dλ ,

(E, u) possède une réduction de JORDAN d’ensemble de paramètres

{λ ∈ Sp(u) ; (λ, (dλ))} .

Preuve : Il découle de la proposition IV.4.6, que

E =
⊕

λ ∈ Sp(u)

Ker ((u − λIdE)dλ)

où
(
Ker ((u− λIdE)dλ), u|Ker ((u−λIdE)dλ )

)
est cyclique de polynôme minimal (X − λ)dλ

c’est-à-dire de JORDAN de paramètre λ et d’échelon dλ.

Définition IV.10.4 (Réduction de FROBENIUS) On dit que (E, u) a une réduction de FROBENIUS s’il existe
r ∈ N des sous-K-espaces vectoriels Ej ,1≤j≤r de E et des polynômes µj ,1≤j≤r ∈ K[X ] tels que :

Frob1)
∀1 ≤ j ≤ r, Ej est stable par u .

Frob2)
∀1 ≤ j ≤ r, (Ej , u|Ej

) est cyclique de polynôme minimal µj .
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Frob3)

E =

r⊕

j=1

Ej .

Frob4)
∀1 ≤ j ≤ r − 1, µj+1|µj .

Les polynômesµj ,1≤j≤r s’appellent les invariants de similitude de (E, u) ou simplement de u (cf. IV.11.9.)
On constate immédiatement sur cette définition que

Pmin u = µ1 .

Remarque IV.10.5 i) Il faudra se reporter au théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS pour garantir
qu’une telle réduction existe toujours pour un couple (E, u), cette dernière étant même unique.

ii) Néanmoins si (E, u) est cyclique, il est pour ainsi dire tautologique qu’il est sa propre réduction de FRO-
BENIUS.

iii) Il est tout aussi immédiat de constater, que dans le cas où (E, u) est cyclique, la proposition IV.10.3,
signifie en fait qu’une réduction de FROBENIUS détermine l’existance d’une réduction de JORDAN dans le cas
où le polynôme minimal est scindé. Ce résultat se généralise comme suit (proposition IV.10.6.

Proposition IV.10.6 Supposons que (E, u) possède une réduction de FROBENIUS
(
Ej ,1≤j≤r , µj ,1≤j≤r

)
et

que µ1 = Pmin u soit scindé. Alors (E, u) possède une réduction de JORDAN d’ensemble de paramètres

{(λ, dλ,j ,1 ≤ j ≤ r )} ,λ ∈ Sp(u)

où
∀1 ≤ j ≤ r, µj =

∏

λ ∈ Sp(u)

(X − λ)dλ,j .

Preuve : Il suffit d’appliquer la proposition IV.10.3 à chaque (Ej , u|Ej
) qui est cyclique ; et de constater que la

condition IV.10.4.Frob4) entraîne que ∀λ ∈ Sp(u), dλ,j est une fonction décroissante de j.

Remarque IV.10.7 On remarque dans la construction ci-dessus (proposition IV.10.6 que

∀1 ≤ j ≤ r, , dλ,j n’est autre que la valuation (X − λ) − adique de µj

au sens où elle a été définie en toute généralité pour les anneaux principaux en I.13.5.5, ou plus précisément
pour le cas particulier des anneaux de polynôme en III.5.5.

Proposition IV.10.8 Supposons que (E, u) possède une réduction de JORDAN d’ensemble de paramètres

{(λ, dλ,j ,1 ≤ j ≤ r )} ,λ ∈ Sp(u) .

Alors si l’on noteDλ,j le sous-espace de JORDAN deE correspondant à (λ, dλ,j) dans la réduction de JORDAN,

Ej :=
⊕

λ ∈ Sp(u)

Eλ,j et µj =
∏

λ ∈ Sp(u)

(X − λ)dλ,j ,

(
Ej ,1≤j≤r , µj ,1≤j≤r

)
est une réduction de FROBENIUS de (E, u).

Preuve : Le fait que les sous-K-espaces Ej ,1≤j≤r soient cycliques est encore une conséquence de la proposi-
tion IV.4.6.

Les νj ,1≤j≤r satisfont à IV.10.4.Frob4) puisque dλ,j est décroissante en j.
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Proposition IV.10.9 (réduction de JORDAN, réduction de FROBENIUS et isomorphisme) Soient

E et F des K-espaces vectoriels de dimension finie

et
u ∈ EndK(E) (resp. v ∈ EndK(F )) un endomorphisme K-linéaire de E(resp. F .)

On suppose que (E, u) (resp. (F, v),) possède une réduction de JORDAN de paramètres

PE := {(λ, (du,λ,1, . . . , du,λ,r))} ,λ ∈ Sp(u) (resp. PF := {(λ, (du,λ,1, . . . , du,λ,s))} ,λ ∈ Sp(u) .

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Les espaces (E, u) et (F, v) ont même ensemble de paramètres de JORDAN i.e. PE = PF .

b) Il existe un isomorphisme de K-espaces vectoriels

φ : E → F tel que φ ◦ u = v ◦ φ ;

c’est-à-dire, dans le formalisme dévelopé au paragraphe IV.1, et plus particulièrement en IV.1.2.ii), un isomor-
phisme de K[X ]-modules

φ : (E, u) ∼= (F, v) .

c) Les espaces (E, u) et (F, v) ont même réduction de FROBENIUS i.e. ont mêmes invariants de similitude et
leur polynôme minimal commun est scindé.

Preuve :

i) (a)⇒ b))
Si PE = PF , on a en particulier r = s. Notons alors r le nombre commun d’éléments de

D(λ) ,λ ∈ Sp(u) (resp. D(λ) ,λ ∈ Sp(v) .)

Notons encore
Eλ,k (resp. Fλ,k)

le bloc de JORDAN de paramètre λ et de taille du,λ,k (resp. dv,λ,k) dans la réduction de JORDAN de (E, u)
(resp. (F, v) ;) ces blocs pouvant éventuellement être {0} ; ce qui permet néanmoins d’écrire :

E =
⊕

λ ∈ Sp(u)

r⊕

k=1

Eλ,k

(resp. F =
⊕

λ ∈ Sp(v)

r⊕

k=1

Fλ,k .)

L’assertion a) entraîne en particulier que Sp(u) = Sp(v) et de plus que

∀λ ∈ Sp(u) = Sp(v), ∀1 ≤ k ≤ r, du,λ,k = dv,λ,k .

Les sous-espaces Eλ,k (resp. Fλ,k) étant cycliques, par définition même d’une réduction de JORDAN, il
existe

xλ,k ∈ Eλ,k
(resp. yλ,k ∈ Fλ,k)
tel que (xλ,k, . . . , u

du,λ,k−1(xλ,k))(
resp. (yλ,k, . . . , v

dv,λ,k−1(yλ,k))
)

est une base de Eλ,k
(resp. Fλ,k )

(cf. IV.4.1 )
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Puisque, par hypothèse, du,λ,k = dv,λ,k on peut définir

φλ,k : Eλ,k −→ Fλ,k
ui(xλ,k) 7−→ vi(yλ;k)0 ≤ i ≤ dx,λ,k−1

(resp. ψλ,k : Fλ,k −→ Eλ,k
vi(yλ,k) 7−→ ui(xλ;k)0 ≤ i ≤ dy,λ,k−1 .)

On a alors, par construction

φλ,k ◦ ψλ,k = IdFλ,k
,

ψλ,k ◦ φλ,k = IdEλ,k
,

φλ,k ◦ u|Eλ;k
= v|Fλ,k

◦ ψλ,k ;
1

(cf. Problème n◦ II, exercice D, question 4), b)pour une justification complète de la dernière égalité.)
Il existe alors, d’après la proposition IV.8.7.ii), un unique morphisme K-linéaire 4

φ : E → F
(resp. ψ : F → E )
tel que ∀λ ∈ Sp(u) = Sp(v),
∀1 ≤ k ≤ r, φ|Eλ,k

= φλ,k
(resp. ψ|Fλ,k

= ψλ;k .)

Il résulte alors de 1 que

φ ◦ ψ = IdF , ψ ◦ φ = IdE , φ ◦ u = v ◦ ψ .

ii) (b)⇒ c))
L’existence d’une réduction de JORDAN pour (E, u) (resp. (F, v),) donne, grâce à la proposition IV.10.8

une réduction de FROBENIUS de (E, u) (resp. (F, v),) d’invariants de similitude

∀1 ≤ j ≤ r, µE,j =
∏

λ ∈ Sp(u)

(X − λ)du,λ,j

(resp. ∀1 ≤ j ≤ s, µF,j =
∏

λ ∈ Sp(v)

(X − λ)dv,λ,j .)

Ceci assure déjà que
Pmin u = µE,1 (resp. Pmin v = µF,1 , ) est scindé.

Le point b) et le corollaire IV.11.10 assurent alors que

r = s et ∀1 ≤ j ≤ r, µE,j = µF,j .

iii) (c)⇒ a))
Comme ci-dessus une réduction de JORDAN permet de construire, graçe à la proposition IV.10.8 une réduc-

tion de FROBENIUS. L’unicité dans la décomposition en produit de facteurs irréductibles (cf. I.13.5.3,) assure
alors que

Sp(u) = Sp(v) et ∀1 ≤ j ≤ r, ∀λ ∈ Sp(u), du,λ,j = dv,λ,j .

4. En observant bien les énoncés précités, on s’apercevrait qu’il s’agit même d’un K[X]-morphisme.

164



L3/S6 M305, Algèbre II, IV.10.12 Université Paris Sud, 2019–2020

Théorème IV.10.10 (de réduction de JORDAN) Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗,
u ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire de E tel que son polynôme minimal Pmin u (ou de manière équi-
valente son polynôme caractéristique PcarU ) est scindé. Alors :

1) L’endomorphisme u admet une réduction de JORDAN.

Preuve : Le théorème IV.11.5 assure de l’existence d’une réduction de FROBENIUS pour (E, u). La proposi-
tion IV.10.6 permet alors de construire une réduction de JORDAN.

2) (E, u) possède une unique réduction de JORDAN au sens des équivalences de la proposition IV.10.9.

Remarque IV.10.10.3 L’unicité dans le théorème de réduction IV.10.10 est a rapprocher de la remarque
B.6.13.3. Les blocs de JORDAN dans la décomposition de JORDAN ne sont en effet rien d’autres que les diviseurs

élémentaires (cf. B.6.10,) dans le cas particulier où les facteurs irréductibles de l’annulateur sont des polynômes
scindés.

Corollaire IV.10.11 SiE est un K-espace vectoriel de dimension finie, on peut grâce au théorème IV.3.2, écrire
E comme somme directe de ses sous-espaces caractéristiques

E =

k⊕

i=1

E[Pi],

où les Pi ,1≤i≤k ∈ K[X ] sont les facteurs irréductibles du polynôme minimal Pmin u (aussibien que du poly-
nôme caractéristiquePcaru.) Il n’y a en toute généralité aucune raison que lesE[Pi] soient cycliques. Cependant
le théorème IV.11.5 permet de décomposer chacun des E[Pi] comme une somme directe d’espaces cycliques

E[Pi] =

ri⊕

j=1

Ei,j

où Ei,j est cyclique de polynôme minimal µi,j avec µi,1 = Pi.
Si l’on suppose, de plus que Pmin u est scindé,

∀1 ≤ i ≤ k, ∃λi ∈ K, ∃di,1 ∈ N∗, µi,1 = Pi = (X − λi)di,1 .

Il s’ensuit, en vertu de IV.10.4.Frob4), que

∀1 ≤ i ≤ k, ∀1 ≤ j ≤ ri, ∃di,j ∈ N∗, µi,j = (X − λi)di,j .

Il en résulte que les sous-espacesEi,j ,1 ≤ i ≤ k , 1 ≤ j ≤ ri sont de JORDAN. L’énoncé IV.10.10.2) d’unicité
assure alors qu’il s’agit de la réduction de JORDAN de (E, u).

Remarque IV.10.12 Le corollaire IV.10.11 ci-dessus confronté à la proposition IV.10.6 fait apparaître qu’on
peut déterminer la réduction de JORDAN de (E, u), pour peu qu’elle existe i.e. que le polynôme minimal soit
scindé, de deux manières différentes :

i) Soit on applique le théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS à (E, u) puis le théorème IV.3.2 de dé-
composition en sous-espaces caractéristiques à chacun des sous-espaces stables de la réduction de FROBENIUS.
On peut d’ailleurs dans ce cas, se contenter de la proposition IV.4.6.

C’est la manière dont nous avons procédé dans la proposition IV.10.6.
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ii) On peut d’abord décomposer l’espace (E, u) en une somme directe de sous-espaces caractéristiques, grâce
au théorème IV.3.2 ; et décomposer ensuite chacun d’eux en sommes directe de sous-espaces cycliques, grâce
au théorème IV.11.5.

C’est la manière dont nous avons procédé dans le corollaire IV.10.11.

L’énoncé IV.10.10.2) d’unicité assure cependant que les constructions i) et ii) déterminent
l’unique réduction de JORDAN de (E, u).

Corollaire IV.10.13 (du théorème IV.10.10 : Conséquences matricielles) Soit n ∈ N∗.

i) La proposition IV.10.9 assurent que deux réduites de JORDAN J etK ∈ Mn(K) ayant mêmes paramètres,
sont conjuguées i.e.

∃P ∈ GLn(K), K = PJP−1 .

ii) Pour tout (A,B) ∈ Mn(K)×Mn(K), A et B sont conjuguées si et seulement si elles ont même réduite
de JORDAN (i.e. des réduites de JORDAN ayant les mêmes paramètres.)

iii) Si le polynôme minimal Pmin u = µ1 de u est de la forme (X − λ)dλ,1 autrement dit siµ1 a un unique
facteur irréductible qui est de degré 1,

∀2 ≤ j ≤ r, µj = (X − λ)dλ,j , dλ,j ≤ dλ,j−1

où µj ,1≤j≤r sont les invariants de similitude donnés par la réduction de FROBENIUS (cf. IV.10.4.) Alors les
sous-espaces cycliques Ej qui leur sont associés, sont de JORDAN et la réduction de FROBENIUS est déjà une
réduction de JORDAN. Le polynôme minimal de Ej est

µj = (X − λ)dλ,j =

dλ,j∑

ℓ=1

(−1)dλ,j−ℓ

(
ℓ
dλ,j

)

λdλ,j−ℓXℓ .

La matrice compagnon qui lui est associée est alors :

Cj =












0 0 0 . . . 0 (−1)dλ,j−1λdλ,j

1 0 0 . . . 0 (−1)dλ,j−2dλ,jλ
dλ,j

0 1 0 . . . 0 (−1)dλ,j−3

(
2
dλ,j

)

λdλ,j−2

...
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1












. 1

Cette matrice est celle de u|Ej
dans une base

(
x, u(x), . . . , udλ,j−1(x)

)
.

En vertu de la proposition IV.8.3, un bloc de JORDAN

Jj =










λ 0 0 . . . 0 0
1 λ 0 . . . 0 0
0 1 λ . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 λ










2

qui correspond à une base
(
y, u(y)− λy, . . . (u− λIdEj

)dλ,j−1(y)
)
.

On constate néanmoins que si x est un vecteur cyclique alors

(u− λ)k(x) = 0 ⇒ (X − λ)dλ,j |(X − λ)k
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puisque précisément, si x est cyclique
P vmin u|Ej

= Pmin u|Ej
.

La base
(
x, u(x) − λx, . . . , (u− λIdEi

)dλ,j−1(x)
)

est alors une base dans laquelle la matrice de u|Ej
est Jj .

On peut ainsi déterminer un changement de base permettant de passer de Cj à Jj .

iv) Dans le cas où λ = 0, i.e. u est nilpotent, la matrice compagnon (iii).1) Cj et le bloc de JORDAN (iii).2)
coïncident sans qu’il soit nécessaire de changer de base.
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IV.11 . −Théorème de réduction de FROBENIUS (cf. II.10, B.6)

On démontrera dans ce paragraphe (IV.11,) le théorème IV.11.5 dit de réduction de FROBENIUS.
Une formulation beaucoup plus concrète de ce résultat est donnée au corollaire IV.11.7 :

Théorème 1 Étant donnée une matrice M ∈ Mn(K) (carrée de taille n à coefficients dans un corps K,) il
existe une matrice inversible P ∈ GLn(K) telle que :

P−1MP =








C1 0 0 0 . . . 0
0 C2 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 . . . Cr








où pour tout 1 ≤ i ≤ k, Ci est une matrice dite compagnon i.e. une matrice de la forme










0 0 . . . 0 0 −a0
1 0 . . . 0 0 −a1
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 −ad−2

0 0 . . . 0 1 −ad−1










.

L’entier r qui apparaît dans l’écriture ci-dessus est exactement celui qui apparaît dans le théorème
de réduction de FROBENIUS, à savoir le nombre de sous-modules cycliques dans la décomposition.

Il est possible, à travers l’identification entre K[X ]-modules et K-espaces vectoriels munis d’un endo-
morphisme faite au paragraphe IV.1, de voir le théorème de réduction de FROBENIUS comme un avatar
du théorème des facteurs invariants (cf. B.6.13.) un tel point de vue pourrait certes être suffisant pour
obtenir un résultat du type du corollaire IV.11.10 qui n’est qu’une reformulation du corollaire B.6.15.
Cependant, le caractère abstrait de ce point de vue ne permet pas d’en tirer directement de méthode
pour construire la réduite de FROBENIUS d’un endomorphisme qui serait concrètement donné par sa
matrice par exemple. Nous allons donc, dans ce paragraphe (IV.11,) adopter un point de vue spécifique
aux K-espaces vectoriels de dimension finie.

Notation IV.11.0 ( (cf. II.10.0, B.6.0)) Dans tout ce paragraphe (IV.11,) K est un corps, E un K-espace vec-
toriel de dimension finie et u ∈ EndK(E) un endomorphisme K-Linéaire. Rappelons (cf. IV.2.6,) qu’il re-
vient au même de demander que (E, u) soit un K[X ]-module de type fini (cf. II.1.5,) et de torsion (cf.
IV.2.2.vi).) En particulier (cf. IV.2.6,) le polynôme minimal Pmin u est non nul.

Proposition IV.11.1 (Existence d’un vecteur cyclique maximal (cf. II.10.1, B.6.3)) Soient

E un K-espace vectoriel de dimension finie

et
u ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire de E .

Alors il existe x ∈ E tel que le polynôme minimal de u en x P xmin u (cf. IV.2.2.iii),) soit le polynôme minimal
Pmin u de u. Il s’ensuit que C := Vect

{
{un(x)} ,n ∈ N

}
est un sous-espace de E stable par u et cyclique de

polynôme minimal Pmin u (i.e. un sous-K[X ]-module cyclique de (E, u).)

Preuve : (cf. TD n◦ VI, exercice D.)
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On pourrait à ce point utiliser un analogue de la proposition II.10.4, puisque, comme dans le cas des groupes
abéliens finis on dispose d’un invariant qui décroît strictement dans les suites exactes. Plus précisément la
proposition IV.11.1 assure qu’on a dès lors une suite exacdte comme en II.10.2.1 ou B.6.4.1. La suite des K-
espaces vectoriels sous-jacents est alors exacte en vertu du point IV.1.2. On peut donc lui applicquer le principe

d’Euler-Poincaré (cf. I.9.19,) à savoir que la dimension du quotient dans la suite exacte est strictement inférieure
à la dimension du terme central. On pourrait alors montrer que cette suite est scindée.

On peut cependant ici employer un argument propre à la structure sous-jacente de K-espaces vectoriels des
K[X ]-modules :

Notation IV.11.2 ( (cf. II.10.2, B.6.4)) Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, u ∈ EndK(E) un
endomorphismes K-linéaire de E de polynôme minimal Pmin u. Soit

C ⊂ E un sous-K-espace vectoriel de E stable par u
(i.e. un sous-K[X ]-module de (E, u), ) cyclique de polynôme minimal Pmin u .

IV.11.2.1

On a donné dans la proposition IV.4.1 un certain nombre de caractérisations équivalentes des espaces cy-
cliques. En particulier,

∃x ∈ C, C = Vect
{
{un(x)} ,n ∈ N

}

ce qui signifie de manière équivalente que le morphisme de K-espaces vectoriels

K[X ] → E , X 7→ X · x = u(x),

est surjectif, à valeurs dans C et de noyau

P xmin uK[X ] = Pmin uK[X ] = AnnK[X](x) .

On a donc un isomorphisme

K[X ]/P xminuK[X ] = K[X ]/PminuK[X ] = K[X ]/AnnK[X](x) ∼= C .

En vertu de la proposition IV.4.1, C est alors de dimension

d := deg(P xmin u) = deg(Pmin u) IV.11.2.2

en tant que K-espace vectoriel et {x, u(x), . . . , ud−1(x)} en est une base.
On complète cette base en une base

ei ,1≤i≤dimK E avec ∀1 ≤ i ≤ d, ei = ui−1(x) . IV.11.2.3

Notons e∗i ,1≤i≤dimK E sa base duale, si bien qu’on a, en particulier,

∀ai ,0≤i≤d−1 ∈ K, e∗d
(
d−1∑

i=0

aiu
i(x)

)
= ad−1 . IV.11.2.4

Soit enfin
S := {y ∈ E ; K[X ] · y ⊂ Ker e∗d} ; IV.11.2.5

c’est-à-dire que S est l’ensemble des y ∈ E tels que

∀P ∈ K[X ], P (u)(y) ∈ Ker e∗d .

On va montrer que S est un supplémentaire de C en tant que K-espace vectoriel stable par u ; ce qui revient
en fait à montrer que c’est un supplémentaire de C en tant que K[X ]-module.
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Proposition IV.11.3 ( cf. II.10.3) i) L’ensemble S (cf. IV.11.2.5,) est un sous-K-espace vectoriel de E stable
par u (i.e. un sous-K[X ]-module de (E, u).

Preuve : Bien entendu 0 ∈ S si bien que S 6= ∅. Pour tout

(y1, y2) ∈ S × S , tout (A1, A2) ∈ K[X ]×K[X ] , tout P ∈ K[X ],

e∗d
(
P · (A1 · y1 +A2 · y2)

)
= e∗d

(
(PA1) · y1 + (PA2) · y2

)

= e∗d[(PA1) · y1] + e∗d[(PA2) · y2]
= 0 ;

si bien que
A1 · y1 +A2 · y2 ∈ S

assurant que S est un sous-K[X ]-module de E.

ii) Les espaces C et S étant come en IV.11.2.1, (resp. IV.11.2.5,)

C ∩ S = {0} .

Preuve : Soit y ∈ S ∩ C. En particulier y ∈ C si bien qu’il existe

ai ,1≤i≤d ∈ K tel que y =

d∑

i=1

aiei =

d∑

i=1

aiu
i−1(y) .

Par ailleurs, puisque y ∈ S, pour tout n ∈ N,

e∗d(X
n · y) = 0 .

Alors :
∀0 ≤ j ≤ d− 1, 0 = e∗d(X

j · y)

= e∗d
(
uj [

d∑

i=1

aiu
i−1(v)]

)

= e∗d
(
d∑

i=1

aiu
i+j−1(v)

)

= ad−j .

Il s’ensuit que y = 0.

iii) L’application
φ : K[X ] → E∗ , P 7→ e∗d ◦ P (u)

est un morphisme K-linéaire dont le noyau est K[X ]Pminu.

Preuve :
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∗) (φ est K-linéaire)
Puisque u est un endomorphisme K-linéaire de E, pour tout P ∈ K[X ], P (u) est encore un endomor-

phisme K-linéaire de E et
φ(P ) := e∗d ◦ P (u)

est donc bien une forme K-linéaire sur E i.e. un élément de E∗.

∀(P,Q) ∈ K[X ]×K[X ],
∀(a, b) ∈ K×K,
∀y ∈ E, φ(aP + bQ)(y) = e∗d

(
(aP + bQ)(u)(y)

)

= e∗d
(
(aP (u) + bQ(u))(y)

)

= e∗d
(
aP (u)(y) + bP (u)(y)

)

= a(e∗d ◦ P (u))(y) + b(e∗d ◦Q(u))(y)
= aφ(P )(y) + bφ(Q)(y)

d’où il résulte que
φ(aP + bQ) = aφ(P ) + bφ(Q) .

†) (K[X ]Pminu ⊂ Kerφ)
En outre, pour tout P ∈ K[X ]Pminu, Pmin u|P si bien que P (u) = 0, ce qui entraîne

φ(P ) = e∗d ◦ P (u) = 0

et donc
K[X ]Pminu ⊂ Kerφ .

Soit P ∈ Kerφ.

‡) (P (u)(ei) = P · Ei ∈ Ker e∗d)
e∗d ◦ P (u) = 0. En particulier, pour tout 1 ≤ i ≤ d,

e∗d
(
P (u)[ei]

)
= 0 .

Or ei ∈ C, et C est stable par u donc P (u)(ei) ∈ C, si bien que

∀1 ≤ i ≤ d, P · ei = P (u)(ei) ∈ C ∩Ker e∗d . 1

§) (P · ei ∈ S)
Or pour tout j ∈ N

X.j · ei = uj(ei) ∈ C

puisque C est stable sous u, si bien qu’il existe

ai,j ,1 ≤ j ≤ d ∈ K tel que Xj · ei =

d∑

1=j

ai,jej .

Par conséquent :
e∗d
(
Xj · P (u)(ei)

)
= e∗d

(
(XjP ) · ei

)

= e∗d
(
P · [Xj · ei]

)

= e∗d
(
P · [

d∑

j=1

ai,jej]
)

=

d∑

j=1

ai,je
∗
d[P · ej]

= 0 d’après ‡).1 .

1
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Puisque Ker e∗d est un K-espace vectoriel, il découle de 1 que, pour tout Q ∈ K[X ],

Q · (P · ei) ∈ Ker e∗d

c’est-à-dire que
K[X ] · (P · ei) ⊂ Ker e∗d .

Il s’ensuit que P · ei ∈ S .

¶) (P (u)|C = 0)
Or P · ei ∈ C, et d’après ii), C ∩ S = {0}. Donc

P (u)(ei) = P · ei = 0 . 1

Comme ei ,1≤i≤d est une base de C, il s’ensuit que P (u)|C = 0.

‖) (Pminu|P )
Il s’ensuit que

Pmin u|C
|P .

Or C est précisément construit de sorte que

Pmin u = Pmin u|C

ce qui termine la preuve.

iv) Le morphisme φ étant construit comme dans le lemme iii) il existe un unique morphisme K-linéaire injectif
φ tel que le diagramme suivant, où la flèche vertical est la surjection canonique, soit commutatif :

K[X ]
φ−−−−→ E∗

↓ ր φ

K[X ]/(K[X ]Pminu)

Preuve : Remarquons que K[X ]Pminu est un idéal de K[X ] donc un sous-K[X ]-module de KkX lui-même.
C’est donc aussi (cf. IV.1.2.iii),) un sous-K-espace vectoriel de K[X ] 5. Ceci peut également se déduire du fait,
que dans iii), on a identifié
K[X ]Pminu au noyau d’une application K-linéaire.

Il suffit désormais d’appliquer la factorisation des morphismes de κ-espaces vectoriels à φ.

5. Ni l’un ni l’autre d’ailleurs n’étant de K-dimension finie alors qu’ils sont de type fini come K[X]-modules.
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v) Notons
F := Imφ ⊂ E∗ (cf. iv) ;)

le sous-espace S étant comme en IV.11.2.5 :

S = F⊥ = {y ∈ E ; ∀f ∈ F, f(y) = 0} .

Preuve :

∗) (S ⊂ F⊥)
Pour tout y ∈ S, par définition K[X ] ·y ⊂ Ker e∗d c’est-à-dire que pour tout P ∈ K[X ], P · y ∈ Ker e∗d

c’est-à-dire que
e∗d(P · y) = 0 ⇔ e∗d[P (u)(y)] = 0 ⇔ φ(P )(y) = 0

c’est-à-dire que
S ⊂ (⊥Imφ) = (⊥Imφ) = F⊥ .

†) (F⊥ ⊂ S)
Pour tout y ∈ F⊥, pour tout P ∈ K[X ], φ(P )(y) = 0 c’est-à-dire que e∗d[P (u)(y)] = 0 ou encore

P · y ∈ Ker e∗d ou encore, de manière équivalente y ∈ S, ce qui achève la preuve.

vi) Les espaces C et S étant come en IV.11.2.1, (resp. IV.11.2.5,)

dimK S + dimK C = dimKE .

Preuve : On déduit de iv) que

dimK Imφ = dimK K[X ]/K[X ]Pminu .

Or K[X ]/K[X ]Pminu est un K[X ]-module cyclique au sens de la définition IV.4.2, si bien qu’en vertu de la
proposition IV.4.1,

dimK K[X ]/K[X ]Pminu = deg(Pmin u) = d = dimK C .

C’est un résultat connu de dualité dans les espaces vectoriels que

dimK F + dimK F
⊥ = dimKE

et qui permet de conclure.

Proposition IV.11.4 ( cf. II.10.4) Étant donnés un K-espace vectoriel E de dimension finie, un endomorphis-
me u ∈ EndK(E) Kkk-linéaire de E, C un sous-espace de E stable par u et cyclique de polynôme minimal
Pmin u, C possède un supplémentaire stable par u.

Preuve : On construit un supplémentaireS deC comme en IV.11.2.5, puis on applique IV.11.3.ii) et IV.11.3.vi)
pour montrer que C et S sont supplémentaire.
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Théorème IV.11.5 (de réduction de FROBENIUS (cf. II.10.5, B.6.13)) Soient E un K-espace vectoriel de di-
mension finie et u ∈ EndK(E) un endomorphismeKk-linéaire de E. Alors :

1) (Existence)
Le couple (E, u) possède une réduction de FROBENIUS au sens où nous l’avons déjà définie en IV.10.4

et que nous rappelons ici : Il existe un entier r ∈ N, Ej ,1≤j≤r des sous-K-espaces vectoriels de E, et des
polynômes µj ,1≤j≤r ∈ K[X ] tels que :

Frob1)
∀1 ≤ j ≤ r, Ej est stable par u .

Frob2)
∀1 ≤ j ≤ r, (Ej , u|Ej

) est cyclique de polynôme minimal µj .

Frob3)

E =
r⊕

j=1

Ej .

Frob4)
∀1 ≤ j ≤ r − 1, µj+1|µj .

Preuve : On a vu IV.2.6 que u possède un polynôme minimal Pmin u ∈ K[X ] non nul.
La proposition IV.11.1 assure alors qu’il existe un sous-espace cycliqueC deE de polynôme minimalPmin u

ce qui signifie un sous-K-espace vectoriel C de E, stable par u et de dimension deg(Pmin u).
La proposition IV.11.4 assure alors que C possède un supplémentaire S dans E, tel que S est stable par u.

Le K-espace vectoriel S étant de dimension strictement inférieure à celle de E, on peut faire l’hypothèse de
récurrence que (S, u|S) possède une réduction de FROBENIUS.

Il existe doncS2 ,j≤2≤r des sous-K-espaces vectoriels de S stables par u cycliques de polynômes minimaux
respectifs µj ,2≤j≤r avec

S =

r⊕

2=j

Si et ∀2 ≤ j ≤ r − 1, µj+1|µj .

On montre le résultat en posant

E1 := C et ∀2 ≤ j ≤ r, Ej := Sj

pour peu qu’on montre que µ2|Pmin u. Or par hypothèse de récurrence, µ2 est le polynôme minimal Pmin u|S2
de

la restriction de u à S2. Or, par définition du polynôme minimal de u

∀x ∈ E, Pmin u(u)(x) = 0

donc
∀x ∈ E2, Pmin u(u)(x) = 0 ⇔ ∀x ∈ E2, Pmin u(u|E2

)(x) = 0

ce qui prouve que
µ2|Pmin u .
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2) (Unicité)
L’entier r et le r-uplet µj ,1≤j≤r sont uniques et ne dépendent que de l’endomorphisme u.

Preuve : On suppose

E =
r⊕

i=1

Ei =
s⊕

j=1

Fj

avec Ei, Fj stables par u et ui = u|Ei
, vj = u|Fj

cycliques ;

µi := Pmin ui
vérifie ∀1 ≤ i ≤ r − 1, µi+1|µi

et νj := Pmin vj vérifie ∀1 ≤ j ≤ s− 1, νj+1|νj ,

c’est-à-dire que
(Ei, µi) ,1 ≤ i ≤ r et (Fj , νj) ,1 ≤ j ≤ s

sont des réduction de FROBENIUS de (E, u).
On a alors, d’après la proposition IV.4.1 :

r∑

i=1

dimKEi =
s∑

j=1

dimK Fj donc
r∑

i=1

deg(µi) =
s∑

j=1

deg(νj) . 1

Supposons que
µi ,1≤i≤r 6= νj ,1≤j≤s .

Alors il existe i tel que µi 6= νi et notons t le plus petit entier tel que µt 6= νt.
Alors t > 1 ; en effet

µ1 = Pmin u = ν1 .

Lemme 2).2
∀1 ≤ k ≤ t− 1, rg

(
µt(u)|Fk

)
= rg

(
µt(u)|Ek

)
.

Lemme 2).3
∀k ≥ t , µt(u)|Ek

= µt(u)|Fk
= 0 .

En particulier µt
(
u|Ft

)
= 0. Or Pmin u|Ft

= νt, donc

νt|µt .

On échange les rôles de µi et νi pour obtenir

µt|νt

Finalement µt = νt ce qui contredit l’hypothèse et assure donc que

µi ,1≤i≤r = νj ,1≤j≤s .
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IV.11.6 . −Preuves des lemmes IV.11.5.2).2).2 et IV.11.5.2).2).3

Preuve (du lemme IV.11.5.2).2).2): Par hypothèse sur t

µk = νk = Xd −
d−1∑

ℓ=0

aℓX
ℓ .

D’après la proposition IV.4.1, il existe x ∈ Ek (resp. y ∈ Fk) tel que

{uℓk(x)} ,0 ≤ ℓ ≤ d−1 (resp. {vℓk(y)} ,0 ≤ ℓ ≤ d−1 )

est une base de Ek (resp. Fk)

udk(x) =

d−1∑

ℓ=0

aℓu
ℓ
k(x) et v

d
k(y) =

d−1∑

ℓ=0

aℓv
ℓ
k(y) .

Il résulte de cette relation que, si l’on définit

φ : Ek → Fk , u
ℓ
k(x) 7→ vℓk(y),

φ est un isomorphisme de K-espaces vectoriels (puisqu’il envoie une base sur une base) et de plus

∀z ∈ Ek, φ[uk(z)] = vk[φ(z)] .

On peut réécrire cette dernière identité, puisque

uk = u|Ek
et vk = u|Fk

,

∀z ∈ Ek, φ[u(z)] = u[φ(z)]

(ce qu’on pourrait résumer par le fait que φ est en fait un isomorphisme de K[X ]-modules (cf. IV.1.2.ii).))
Il s’ensuit que

φ ◦ µt|Ek
= µt|Fk

◦ φ
ce qui prouve le résultat.

Preuve (du lemme IV.11.5.2).2).3): tout d’abord

∀t ≤ k ≤ r, µk|µt

et µk est le polynôme minimale de uk = u|Ek
si bien que :

µt(u)|Ek
= µt(u|Ek

) = µt(uk) = 0 . IV.11.6.1

Puisque les Ei ,1≤i≤r et Fj ,1≤j≤s sont stables par u donc par µt(u),

µt(E) =

r⊕

i=1

µt(Ei) =

s⊕

j=1

µt(Fj)

d’où il résulte que

rg(µt(u)) =

r∑

i=1

rg
(
µt(u)|Ei

)
=

s∑

j=1

rg
(
µt(u)|Fj

)
.
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Ceci se réécrit, en vertu du lemme IV.11.5.2).2).2,

r∑

i=t

rg
(
µt(u)|Ei

)
=

s∑

j=t

rg
(
µt(u)|Fj

)
.

En utilisant IV.11.6.1, il vient
s∑

j=t

rg
(
µt(u)|Fj

)
= 0

ce qui assure
∀t ≤ k ≤ s, µt(u)|Fj

= 0 .

Le corrollaire qui suit reformule l’énoncé d’existence IV.11.5.1) en termes de réduction de matrices :

Corollaire IV.11.7 Soient K un corps, n ∈ N∗ un entier et M ∈ Mn(K) une matrice carré de taille n. Alors
il existe une matrice carré inversibles de taille n, P ∈ GLn(K) telle que

P−1MP =








C1 0 0 0 . . . 0
0 C2 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 . . . Cr








où pour tout 1 ≤ i ≤ k, Ci est une matrice compagnon i.e. une matrice de la forme









0 0 . . . 0 0 −a0
1 0 . . . 0 0 −a1
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 −ad−2

0 0 . . . 0 1 −ad−1










(cf. IV.4.1.j).1 .)

Preuve : Considérons la matrice M comme la matrice d’un endomorphisme K-linéaire u de E := Kn. Le
théorème IV.11.5.1) donne une décomposition de E en somme directe

E =

r⊕

i=1

Ei

de sous-K-espaces vectoriels stables par u ce qui correspond à une écriture de la matrice de u par blocs. Chaque
bloc est la matrice d’un endomorphisme cyclique de Ei et l’on peut donc trouver, (cf. IV.4.1.j),)une base dans
laquelle c’est une matrice compagnon.

Le corollaire qui suit est une conséquence de l’énoncé d’unicité IV.11.5.2) et correspond presque mot pour
mot au corollaire B.6.15 (voir aussi le corollaire II.10.7.)

Corollaire IV.11.8 Soient K un corps, n ∈ N∗ un entier et (M,N) ∈ Mn(K)×Mn(K) un couple de ma-
trices carrées de tail n. Les matrices M et N sont semblables

(i.e.∃P ∈ GLn(K), M = P−1NP )

si et seulement si le r-uplet de polynômes µi ,1≤i≤r défini par le théorème IV.11.5 est le même pour M et N.
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Définition IV.11.9 (Invariants de similitude (cf. II.10.6, B.6.14)) Le corollaire ci-dessus conduit a nomer

le r − uplet µi ,1≤i≤r ∈ K[X ]

les invariants de similitude d’un endomorphisme ou d’une matrice.
Ces invariants ne sont ni plus ni moins que les facteurs invariants dans la décomposition d’un module de

torsion (cf. B.6.14.)

Corollaire IV.11.10 ( (cf. II.10.7, B.6.15)) Étant donnés des K-espaces vectoriels E et F de dimension finie

u ∈ EndK(E) (resp. v ∈ EndK(F ) ) un endomorphisme K-linéaire de E (resp. F , )

et
f : E → F tel que f ◦ u = v ◦ f,

(i.e. un morphisme de K[X ]-modules (cf. IV.1.2.ii),)) f est un isomorphisme (de K-espaces vectoriels aussibien
que de K[X ]-modules) si et seulement si (E, u) et (F, v) ont les mêmes invariants de similitude.

Corollaire IV.11.11 (de la proposition IV.6.4) Soient µi ,1≤i≤r les invariants de similitude de u (cf. IV.11.9,)
alors :

Pcaru =

r∏

i=1

µi .

Preuve : Le théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS permet d’écrire

E =

r⊕

i=1

Ei

où les Ei ,1≤i≤r sont stables par u et cycliques de polynômes minimal respectif µi.
En appliquant la proposition IV.6.4 à chacun des sous-espaces cycliques Ei, on obtient

∀1 ≤ i ≤ r, Pcaru|Ei
= Pmin u|Ei

= µi .

Il résulte alors du lemme IV.6.3.iii) que :

Pcaru =

r∏

i=1

Pcaru|Ei
=

r∏

i=1

Pmin u|Ei
=

r∏

i=1

µi . IV.11.11.1

Remarque IV.11.12 Lorsqu’on considère (E, u) muni de sa structure de K[X ]-module, l’inclusion IV.5.3.i)
correspond à l’inclusion E[X − λ] ⊂ E[(X − λ)k] . On a vu, au paragraphe B.6, l’importance du rôle joué
par E[P ] lorsque P est un élément irréductible. Dans ce cas, en effet, si κ := K[X ]/(K[X ]P ) est le corps
résiduel en P, E[P ] est un κ-espace vectoriel de dimension finie.

Si P = X − λ
κ = K[X ]/(K[X ](X − λ)) = K

et alors dimκ · = dimK · s’interprète comme la dimension sur K de l’espace vectoriel sous-jacent. Dans
le cas où le polynôme minimal Pmin u de u est scindé, la proposition B.6.11 se réinterprète comme suit (cf.
IV.11.13.)

La difficulté, dans le cas où Pmin u n’est pas scindé, provient de ses facteurs irréductibles ou plus exactement
des corps résiduels κ := K[X ]/(K[X ]P ). Cependant si K = R, un facteur irréductible de Pmin u qui n’et pas
de degré 1 sera de degré 2, et l’on aura alors

κ = K[X ]/(K[X ]P ) ∼= C .
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Proposition IV.11.13 Si le polynôme minimal Pmin u de u est scindé, l’entier r donné par la réduction de
Frobenius (cf. IV.11.5,) est le maximaum des dimension des sous-espaces propres de u.
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IV.12 . −Exercices

Exercice IV.12.1 [cf. II.12.5]

1) Soient P1, P2, P3 trois polynômes irréductibles distincts sur un corps K .

Combien y a-t-il de classes de similitude de matrices à coefficients dansK ayant comme polynôme minimal
P1P

2
2P3 et comme polynôme caractéristique P 2

1P
4
2P

3
3 ?

Pour chacune d’elles, donner les invariants de similitude.

Exercice IV.12.2 Soient E un K-espace vectoriel et Ei ,1≤i≤k des sous-espaces de E tels que E =
k⊕

i=1

Ei.

Soit

∀1 ≤ i ≤ k, fi : Ei → Ei un endomorphisme de Ei et f :=

k⊕

i=1

fi .

Montrer que si

∀1 ≤ i ≤ k, fi est nilpotent d’échelon di (resp. diagonalisable )

f est nilpotent d’échelon max1 ≤ i ≤ k(di) (resp. diagonalisable.)
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Appendices

A . −A-modules, A-algèbres

A.0 . −Introduction

Dans tout ce paragraphe (A), A est un anneau commutatif. (cf. I.1.8.)

Si l’on confronte
— les propriétés I.6.6.1 à I.6.6.4 ;
— les propriétés I.6.14.1 à I.6.14.4 ;
— les propriétés III.1.8.Mod1) à III.1.8.Mod4) ;
— et éventuellement les souvenir qu’on peut (ou qu’on doit sans doute) avoir de l’axiomatique des espaces

vectoriels,
on s’aperçoit que, dans la forme au moins les diverses situations mentionnées ci-dessus sont régies par une
axiomatique très voisine.

Cela ne suffit pas nécessairement à motiver l’introduction d’une définition générale dont le seul mérite
serait d’englober les définitions particulières précédentes dans un cadre commun. Si en effet, cette définition
générale n’était pas de nature à produire des résultats par elle-même mais nécessitait de revenir aux situations
particulières pour justifier le moindre énoncé, elle s’avérerait d’une utilité finalement assez médiocre.

La notion de A-module que nous allons introduire ici n’est ni tout à fait de la première espèce qui ferait
découler la totalité des résultat sur les groupes abéliens, les espaces vectoriels et les idéaux de résultats généraux
sur les A-modules, ni de la seconde espèce, c’est-à-dire absoluement stérile et inopérante.

Ni miraculeuse ni vaine, cette définition donne un cadre confortable pour formuler un certain nombre
d’énoncés.

Conceptuellement les A-modules et leurs morphismes ne sont pas très différents des espaces vectoriels et
applications linéaires. On ne dispose cependant pas pour les A-modules lorsque A est un anneau quelconque
des résultats de classification relatifs aux K-espaces vectoriels. En particulier l’un des premiers invariants de
l’algèbre linéaire, à savoir la dimension, qui dans le cas des K-espaces vectoriels de dimension finie caractérise
(à isomorphisme près) un K-espace vectoriel, n’a que de très vagues analogues dans le cas des A-modules, tout
comme des résultat tels que les théorèmes de la base incomplète ou du rang . . .

On conseil de revenir à cette remarque une fois qu’on aura établi les résultats du cours qui suit. En effet
quand on aura constaté l’ampleur du travail nécessaire à donner un théorème de structure des A-modules, ne
serait-ce que lorsqueA est un anneau principal, on aura mesuré, du moins je l’espère, combien, s’il n’y a aucune
crainte à avoir quant à la définition de A-module, il faut en revanche être précautionneux quant au énoncés que
l’ont peut établir concernant ces objets.

On ne doit pas non plus céder au découragement, en découvrant qu’on a été capable de ne produire des
énoncés que relativement aux anneaux principaux qui, comme chacun sait, ne sont qu’une partie des anneaux
qu’on est amené à rencontrer même en arithmétique. Les anneaux de corps de nombres en particulier ne sont pas
tous principaux et l’on pourrait trouver particulièrement décevant de ne même pas disposer, à la fin de ce cours,
des outils susceptibles d’aborder ces objets, pourtant usuels pour les arithméticiens. On peut néanmoins garder
quelque optimisme quant à ce sujet dans la mesure où le pas qu’il faudrait franchir, ce que nous ne ferons pas
dans ce cours, consiste à passer des anneaux principaux aux anneaux de Dedekind. Des théorèmes de structures
des A-modules pour A un anneau de Dedekind existent encore, et peuvent se déduire des résultats sur les
anneaux principaux qui constituent l’essence de ce cours. La marche qui permet de passer de l’un à l’autre n’est
pas si haute que cela en définitive, pour peu qu’on ait soigneusement étudié les anneaux de Dedekind et leurs
propriétés.

On aurait pu passer sous silence les définitions et propriétés élémentaires des A-algèbres. Cependant puis-
qu’on va voir que l’axiomatique des A-modules correspond « à remplacer » les coefficients entiers relatifs dans
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la construction de la proposition I.6.6 par des coefficients dans un anneau arbitraire, on se doute bien que les
résultats établis pour les anneaux notamment en I.6.13.1 doivent avoir leurs analogues lorsqu’on remplace Z

par un anneau arbitraire. On pourrrait dire que « les A-algèbres sont aux anneaux ce que les A-modules sont
aux groupes abéliens » ; cette formulation un peu vague étant précisée notamment en A.1.11, A.2.11, A.3.10,
A.4.9,
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A.1 . −A-modules, A-algèbres (cf. I.1)

Définition A.1.1 (A-module) Étant donné un anneau commutatif A, un A-module est un triplet

(M,+M , ·M ) (simplement noté (M,+, ·) ou même M, )

tel que :

Mod0) Le couple (M,+) est un groupe abélien (cf. I.1.3 ;)

· : A×M → M, appelée application de structure vérifie :

Mod1)
∀(a, x, y) ∈ A×M ×M, a · x+ y = a · x+ a · y ;

Mod2)
∀(a, b, x) ∈ A×A×M, a+ b · x = a · x+ b · x ;

Mod3)
∀(a, b, x) ∈ A×A×M, a ∗ b · x = a · (b · x) ;

Mod4)
∀x ∈M, 1 · x = x .

On dira aussi que les lois + et · munissent M d’une structure de A-module.
On dira souvent que (M,+) est le groupe abélien sous-jacent au A-module M.

Exemple A.1.2 Les remarque faites en introductions (cf. A.0,) attestent qu’on a déjà rencontré des exemples
de A-modules, sans nécessairement avoir axiomatisé la notion :

a) (K-espace vectoriel)
Si K est un corps, un K-module n’est rien d’autre qu’un K-espace vectoriel.

b) (Anneau)
Un anneauA possède une structure naturelle de A module données par

· : A×A → A , (a, x) 7→ a · x := a ∗ x

qui est la même construction qui fait de tout corps K un K-espace vectoriel.

c) (Idéal)
Pour la même structure que ci-dessus, tout idéal de A est également un A-module (cf. I.6.14.)

d) Les propositions I.0.2.7 et I.6.1.i) sétendent aux A-modules au sens où, pour un A-module M et un en-
sembleE, l’ensembleME est muni d’une structure naturelle de groupe (cf. I.0.2.7.ii)) (au sens où c’est la seule
telle que f 7→ f(x) soit un morphisme.) De même on constate que la loi externe donnée par

∀(a, f, x) ∈ A×ME × E, (a · f)(x) = a · f(x)

est la seule qui fasse de f 7→ f(x) un morphisme de A-modules pour tout x.

e) On a déjà remarqué en III.1.8 que pour un anneauA, l’anneauA[[X ]] des séries formelles est unA-module.
On a montré un résultat analogue pour l’anneau A[X ] des polynômes à une indéterminée à coefficients dans A
en III.2.5.iv). Cet exemple et en fait un cas particulier de la construction envisagée en A.1.8.b).
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Notation A.1.3 Pour un groupe abélien M, on notera EndGr(M) (cf. I.2.8,) l’ensemble des endomorphismes
de groupes de M, i.e. l’ensemble des morphismes de groupes de M dans lui-même.

On rappelle que
(
EndGr(M),+, ◦

)
a une structure d’anneau (cf. I.6.3,) (qui n’est pas commutatif en géné-

ral.)

La proposition A.1.4 qui suit généralise le corollaire I.6.8.

Proposition A.1.4 i) Étant donné un A-module (M,+, ·), (M,+) est un groupe abélien et l’on a vu (cf.
I.6.3,) qu’alors EndGr(M) a une structure naturelle d’anneau (non commutatif.) À la structure de A-module
sur M on associe un morphisme d’anneaux

φ(M,+,·) : A → EndGr(M)

de A à valeurs dans l’anneau (EndGr(M),+, ◦), en posant, pour tout a ∈ A,

φ(M,+,·)(a) : M → M
x 7→ a · x .

Preuve : Posons
φ := φ(M,+,·) : A → EndGr(M) , a 7→ (x 7→ a · x) .

L’axiome A.1.1.Mod1) assure que φ(a) est un morphisme de groupes. L’application φ ainsi définie est donc
bien à valeurs dans EndGr(M).

L’axiome A.1.1.Mod2) assure que

φ : (A,+) → (EndGr(M),+)

est un morphisme de groupes c’est-à-dire que φ satisfait l’axiome I.2.4.Ann5).
Enfin l.axiome A.1.1.Mod3) (resp. A.1.1.Mod4),) assure que φ satisfait à l’axiome I.2.4.Ann6) (resp.

I.2.4.Ann7).)

ii) Réciproquement, étant donné un groupe abélien (M,+) muni d’un morphisme

φ : (A,+, ∗) → (EndGr(M),+, ◦),

il existe une unique structure de A-module ·φ,M sur M telle que

φ(M,+,·φ,M) = φ .

Preuve : Réciproquement supposons donné un groupe abélien (M,+) et un morphisme d’anneaux

φ : (A,+, ∗) → (EndGr(M),+, ◦) .

Supposons qu’il existe une structure de module · sur M telle que

ψ := φ(M,+,·) = φ .

Pour tout a ∈ A, et tout x ∈ M,

a · x = ψ(a)(x) = φ(a)(x) .
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La structure · existe et est donc uniquement déterminée. Reste à prouver qu’elle vérifie bien les axiomes
A.1.1.Mod1) à A.1.1.Mod4). On peut dégager de la preuve de i) le tableau suivant, mettant en correspondance
les axiomes :

· « ⇔ » φ
A.1.1.Mod1) « ⇔ » φ est à valeurs dans EndGr(M)
A.1.1.Mod2) « ⇔ » I.2.4.Ann5)
A.1.1.Mod3) « ⇔ » I.2.4.Ann6)
A.1.1.Mod4) « ⇔ » I.2.4.Ann7)

1

iii) Si (M,+, ·) est un A-module
·φ(M,+,·),M = · .

Preuve : Est tout à fait formel en considérant le tableau ii).1.

Remarque A.1.5 i) Si M est un A-module, pour tout x ∈ M, on a :

0A · x = 0M .

Grâce à la proposition A.1.4, ceci est immédiat car l’image de 0A dans
(EndGr(M),+) est nécessairement l’application nulle (cf. I.2.3.i).)

On peut aussi donner une démonstration directe de ce fait, qui reprend évidemment l’argument utilisé pour
prouver I.2.3.i) : On a en effet, pour tout x ∈ M,

0A · x = (0A +A 0A) · x
= 0A · x+ 0A · x .

Le fait que l’on puisse “simplifier” l’égalité 0A · x+ 0A · x = 0A · x par 0A · x, vient de ce que (M,+) est
un groupe.

ii) De même pour tout x ∈ M,
(−1A) · x = −x ,

(où −1A désigne l’opposé de 1A dans le groupe (A,+A) et −x l’opposé de x dans le groupe (M,+).)

iii) Enfin pour tout a ∈ A,
a · 0M = 0M ;

ce qui découle du fait qu’on peut, grâce à la proposition A.1.4, voir a comme une homothétie de M et donc
comme un endomorphisme du groupe abélien (M,+).

Définition A.1.6 (A-algèbre) Si f : A → B est un morphisme d’anneaux (cf. I.2.4) on dit que B ou le
couple (B, f) ou même le morphisme f est une A-algèbre. Le morphisme f est appelé morphisme structu-

ral.
Si B est un anneau commutatif on dit de B, (B, f) ou f que c’est une algèbre commutative.
On peut ici encore, si l’on oublie le morphisme structural parler de

l’anneau sous-jacent à l’algèbre f : A → B .

Exemple A.1.7 (Exemples de A-algèbres) a) Pour tout anneauA, l’identité deA donne à A une structure de
A-algèbre i.e. (A, IdA) est une A-algèbre.
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b) La proposition I.6.11 assure que tout anneau A est une Z-algèbre et ce d’une seule manière.

c) Soit K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Le corps K s’identifie “naturellement” à l’ensemble des homothéties de E, c’est-à-dire qu’à tout λ ∈ K, on

associe l’endomorphisme de E défini par x 7→ λx pour tout x ∈ E. On définit ainsi une structure “naturelle”
de K-algèbre sur End(E).

Exemple A.1.8 a) L’exemple A.1.2.b) peut être réinterprété à la lumière de la proposition A.1.4. En effet un
anneau commutatif (A,+, ∗) est, en particulier, un groupe abélien et, pour tout a ∈ A, l’application

A → A , x 7→ a ∗ x

est un endomorphisme du groupe abélien (A,+) (cf. I.6.13,) i.e. un élément de
EndGr((A,+)).

On vérifie que l’application

A → EndGr((A,+)) , a 7→ (x 7→ a ∗ x)

est un morphisme d’anneaux. On définit ainsi une structure de A-module sur A dont on vérifie aisément que
c’et exactement celle définie en A.1.2.b).

b) Plus généralement si f : A → B est un morphisme d’anneaux, (on dit alors que (B, f) est uneA-algèbre
(cf. A.1.6,)) le morphisme B → EndGr(B) défini comme ci-dessus composé avec le morphisme f est un
morphisme d’anneauxA → EndGr(B) qui donnt donc à B, en vertu de la proposition A.1.4, une structure de
A-module.

Plus explicitement, on constate sans difficulté, que celle-ci est donnée par la loi externe

· : A×B → B, définie par a · b := f(a) ∗B b .

On remarquera que l’exemple a) est un cas particulier de ce qui précède en prenant

B = A et f = IdA : A → A .

c) Un cas particulier de l’exemple b) est celui où I ⊂ A est un idéal de A et B = A/I. La surjection
canonique π : A → B fait, bien entendu de B une A-algèbre, mais on se limitera souvent, à considérer la
structure de A-module sur B.

Dans le cas où A = Z est l’anneau des entiers relatifs, et n ∈ Z cela revient à ne considérer Z/nZ, que
comme un groupe abélien, en oubliant sa structure d’anneau.

d) Si f : A → B est un morphisme d’anneaux (ou ancore une A-algèbre,) et (M,+, ·B) un B-module, M
est muni d’une structure naturelle de A-module ·A définie pour tout a ∈ A et tout x ∈ M par :

a ·A x := f(a) ·B x .

Elle provient du morphisme A → EndGr(M) obtenu en composant le morphisme

B → EndGr(M) définissant la structure de B-module sur M et le morphisme d’anneaux f .
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La proposition suivante permet de donner une description alternative et peut-être plus habituelle que celle
donnée en A.1.6, des A-algèbres. Elle fait également le lien avec l’exemple A.1.8.b).

Proposition A.1.9 i) Soit B un anneau commutatif muni d’une loi de composition externe

·B : A×B → B

telle que (B,+B, ·B) soit un A-module.
Alors il existe un unique morphisme d’anneaux f : A → B tel que

f : (A,+A, ·A) → (B,+B, ·B)

soit aussi un morphisme de A-modules (où A est vu comme A-module à travers l’identité IdA (cf. A.1.2.)

Preuve : S’il existe un morphisme d’anneaux f : A → B, nécessairement f(1A) = 1B. Pour tout a ∈ A,

f(a) = f(a ∗A 1A)

= f(a ·A 1A)

= a ·B f(1A)
= a ·B 1B .

Ceci définit bien une unique application f : A → B. Reste à prouver que c’est bien un morphisme ; ce
qui est laissé en exercice.

ii) Une A-algèbre f : A → B a une structure canonique de A-module, donnée, pour tout (a, b) ∈ A × B,
par :

a ·B b := f(a) ∗B b .
Avec cette structure,

f : (A,+A, ·A) → (B,+B, ·B)
est un morphisme de A-modules, (où A est vu comme A-module à travers l’identité IdA,

Preuve : (cf. A.1.8.b).)

Les procédé i) et ii) sont inverses l’un de l’autre .

Remarque A.1.10 Nous avons alors envisagé les algèbres comme des anneaux bénéficiant d’une structure
supplémentaire, à savoir un morphisme structural ; on peut aussi considérer les A-algèbres comme des A-
modules (cf. A.1.8.b),) munis d’une structure supplémentaire, à savoir une structure d’anneau compatible, en
un certain sens, à la structure de A-module. Avant d’expliquer comment ces deux constructions se déduisent
l’une de l’autre et comment en réalité elles recouvrent la même notion, remarquons que ainsi définies de deux
manières différentes, pourrait se poser pour les algèbres la question de la cohérence de certaines définitions.
Le noyau par exemple d’un morphisme d’algèbre pourrait être vu comme le noyau au sens des morphismes
d’anneaux, tout comme le noyau au sens des morphismes de A-modules et il ne serait pas certain, a priori, que
le terme noyau désigne alors le même objet. En réalité dans ce cas particulier la notion n’est autre que celle
héritée de la structure de groupe abélien sous-jacente.

Tout d’abord, étant donné un anneau commutatif A, un ensemble B est une A-algèbre si, de manière équi-
valente :

i) Il existe un morphisme d’anneaux f : A → B (ce qui entraîne implicitement que B est un anneau ;)
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ii) B est un anneau qui possède une structure de A-module ;

On dira que le morphisme structural i) et la loi externe ii) se déduisent l’un de l’autre.

Remarque A.1.11 i) La proposition I.6.6 assure en fait qu’un groupe abélien a une structure naturelle (i.e.

unique) de Z-module.

ii) Tout anneau A est canoniquement une Z-algèbre, i.e.

il existe un unique morphisme de structure f : Z → A .

Preuve : Voir la proposition I.6.11.

iii) Les proposition A.1.9 ci-dessus et A.1.4 conduisent à une exact analogue de la remarque I.6.13.
Si φ : A → B est le morphisme structural de B, ψ : A → EndGr(B) le morphisme donnant la struc-

ture de A-module et µ : B → EndGr(B) défini comme en I.6.13, on a encore un diagramme commutatif de
morphismes d’anneaux :

A
φ−−−−→ B

ց ψ


y µ

EndGr(B) .

1

iv) Il se peut qu’on ait déjà rencontré la notion de K-algèbre dans le cas où K est un corps qu’on aura alors
vraisemblablement définie comme un anneau ayant une structure de K-espace vectoriel. Ceci correspond exac-
tement aux remarques faites ci-dessus.
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A.2 . −Morphismes (cf. I.2)

Définition A.2.1 Étant donnés deux A-modules (M,+M , ·M ) et (N,+N , ·N ) on appelle morphisme (homo-

morphisme) de A-modules (ou simplement morphisme si le contexte est clair, ou même application linéaire)
une application f : M → N, telle que :

Mod5) f : (M,+M ) → (N,+N ) est un morphisme de groupes (cf. I.2.1 ;)

Mod6) pour tout a ∈ A et tout x ∈ M,

f(a ·M x) = a ·N f(x) .

De manière équivalente, f : M → N est un morphisme de A-modules si et seulement si pour tout
(a, b) ∈ A× A et tout (x, y) ∈ M ×M,

f(a ·M x+M b ·M y) = a ·N f(x) +N b ·N f(y) .

On pourrait noter HomA−mod(M,N) l’ensemble des morphismes deA-modules deM dansN, néanmoins
la notation la plus utilisée est encore HomA(M,N).

Définition A.2.2 (Morphisme de A-algèbres) Soit A un anneau

f : A → B et g : A → C deux A-algèbres .

Un morphisme d’anneaux (cf. I.2.4) u : B → C est un morphisme de A-algèbres si u ◦ f = g autrement
dit, si l’on a un triangle commutatif de morphismes d’anneaux :

A

f



y ց g

B
u−−−−→ C .

On note HomA−alg(B,C) l’ensemble des homomorphismes de A-algèbres de B dans C.

Lemme A.2.3 ( (cf. I.2.5)) Étant donnés un anneau A,

i) Pour tout A-module (resp. toute A-algèbre)X, l’identité IdX , de X est un morphisme de A-modules (resp.
de A-algèbres) de X dans lui-même.

ii) Pour
f : X → Y et g : Y → Z

des morphismes de A-modules,
(resp. de A-algèbres,) le composé g ◦ f est un morphisme de A-modules
(resp. de A-algèbres,) de X à valeurs dans Z.
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Définition A.2.4 (Isomorphisme (cf. I.2.6)) Étant donné un anneau A, un morphisme f : X → Y de A-
modules (resp. de A-algèbres) est un isomorphisme s’il existe un morphisme (de A-modules
(resp. de A-algèbres,)) g : Y → Z tel que :

f ◦ g = IdY et g ◦ f = IdX .

On notera

IsomA−mod(X,Y ) (resp. IsomA−alg(X,Y ) ) (ou simplement IsomA(X,Y ) ou même Isom(X,Y )

si le contexte est clair) l’ensemble des isomorphismes de X dans Y.

Proposition A.2.5 (Morphisme bijectif (cf. I.2.7)) Étant donnés deux A-modules (resp. A-algèbres) X et Y,
une application f : X → Y est un isomorphisme de A-modules (resp.A-algèbres) si et seulement si c’est un
morphisme bijectif.

Preuve : Si f est un isomorphisme, f est évidemment une bijection.
Réciproquement, supposons que f est une bijection. Il existe alors une bijection ensembliste réciproque

g : Y → X, i.e. une application telle que

f ◦ g = IdY et g ◦ f = IdX .

Puisque f est dans tous les cas un morphisme de groupes, il en est de même de g grâce à la proposition
I.2.7. Si f est un morphisme d’algèbres, donc en particulier d’anneaux, la proposition loc. cit. assure encore
qu’il en est de même de g. Ne reste donc qu’à vérifier :

i) (A-module)
Si f est un morphisme de A-modules :

∀a ∈ A, ∀y ∈ Y, g(a · y) = g(a · f(g(y)))
= g(f(a · g(y)))
= a · g(y) ;

ce qui assure que g est un morphisme de A-modules.

ii) (A-algèbres)
Si f est un morphisme de A-algèbres, notons alors u : A → X et v : A → Y les morphismes structu-

raux respectifs de X et Y. On a alors, puisque f est un morphisme f ◦ u = v, si bien que

g ◦ v = g ◦ f ◦ u = u ;

ce qui assure que g est un morphisme d’Algèbres.

Définition A.2.6 (Endomorphisme/Automorphisme (cf. I.2.8)) Pour un A-module
(resp. une A-algèbre,)X,

i) (Endomorphismes)
Un morphisme f : X → X de X dans lui-même est appelé endomorphisme.
On note

EndA−mod(X) (resp. EndA−alg(X) ) (ou simplement EndA(X) ou même End(X) )

l’ensemble des endomorphismes de X.
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ii) (Automorphisme)
Un morphisme f : X → X est un automorphisme si c’est à la fois un isomorphisme et un endomor-

phisme. Il revient au même, grâce à la proposition A.2.5, de dire que f est un endomorphisme bijectif.
On note

AutA−mod(X) (resp. AutA−alg(X) ) (ou simplement AutA(X) ou même Aut(X) )

l’ensemble des automorphismes de X.

Exemple A.2.7 a) Pour un A-moduleM, l’identité IdM est un automorphisme.

b) Pour tout A-module M et tout a ∈ A, l’application de M dans lui-même x 7→ a · x (qu’on pourrait
appeler homothétie de rapport a) est un endomorphisme de M qui est même un automorphisme si et seulement
si a ∈ A× est inversible. Lidentité IdM n’est autre que l’homothétie de rapport 1.

Exemple A.2.8 (Automorphismes de A-algèbres) a) Pour une A-algèbre f : A → B, l’identité IdB est
un automorphisme.

b) L’inclusion du corps R des nombres réels dans le corps C des nombres complexes fait de C une R-algèbre.
La conjugaison complexe est un automorphisme de la R-algèbre C.

c) La situation ci-dessus peut être vue come un cas particulier d’une question plus générale consistant à étu-
dier les automorphismes d’une K-algèbre L où K et L sont des corps et K ⊂ L. Cette construction sera
abondamment étudiée dans le cadre de la théorie de Galois notamment mais pas dans le cadre de ce cours.

Proposition A.2.9 Étant donné un anneauA et des A-algèbres (B, f) et (C, g), une application u : B → C
est un morphisme de A-algèbre au sens de la définition A.2.2 si et seulement si u est un morphisme de A-
modules et un morphisme d’anneaux pour la structure qui lui correspond par la proposition A.1.9.

Preuve : Notons f : A → B et g : A → C les morphismes structuraux des A-algèbres B et C. L’appli-
cation u est un morphisme d’algèbres au sens de la définition A.2.2, si u est un morphisme d’anneaux et si, de
plus, u ◦ f = g. Notons ·B (resp. ·C ) la loi externe sur B (resp. C) déduite de f (resp. g.) Alors pour tout
(x, y) ∈ B × B, et tout (a, b) ∈ A × A,

u(a ·B x+B b ·B y) = u(f(a) ∗B x+B f(b) ∗B y)
= u[f(a)] ∗C u(x) +C u[f(b)] ∗C y
= g(a) ∗C x+C g(b) ∗C y
= a ·C x+C b ·C y

ce qui prouve que u est bien un morphisme de A-modules.
Réciproquement si ·B (resp. ·C ) désigne la structure de A-module sur B (resp. C,) on note f : A → B

(resp. g : A → C) le morphisme d’anneaux qui s’en déduit par la proposition A.1.9. Si u est un morphisme
de A-modules, u est, en particulier, un morphisme de groupes

(B,+B) → (C,+C) .
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C’est aussi un morphisme d’anneaux par hypothèse. La seule chose à vérifier est donc la compatibilité aux
morphismes structuraux. Or, pour tout a ∈ A :

u[f(a)] = u[f(a) ∗B 1B]

= u[a ·B 1B]

= a ·C u(1B)
= a ·C 1C

= g(a) ∗C 1C

= g(a)

ce qui prouve que u ◦ f = g et achève la preuve.

Même si nous n’en ferons sans doute pas un usage immodéré dans ce cours, il est bon, dans un souci de
cohérence, de mentionner que les constructions que nous avons faites à partir des algèbres dans l’exemple
A.1.8.b) s’étendent aux morphismes :

Proposition A.2.10 Étant donné un morphisme de A-algèbres

u : (B, f) → (C, g)

(cf. A.2.2,) c’est un morphisme de A-modules pour les structures définies en A.1.8.b).
C’est même un isomorphisme de A-algèbres si et seulement si c’est un morphisme de A-algèbre et un

isomorphisme de A-modules.

Remarque A.2.11 i) De même qu’on a vu en A.1.11.i) qu’il n’y a aucune différence entre groupes abéliens
et Z-modules la proposition I.6.10 établit qu’il n’y a en fait aucune différence non plus entre leurs morphismes,
autrement dit qu’un morphisme de ghroupes entre groupes abéliens n’est rien d’autre qu’un morphisme de
Z-modules.

ii) Étant donnés deux anneaux A et B, u : A → B est un morphisme d’anneaux si et seulement si u est un
morphisme de Z-algèbres.

Preuve : Soient A et B deux anneaux dont on notera fA et fB les structures canoniques de Z-algèbres dont
l’existence et l’unicité ont été établies en A.1.11.ii).

Soit u : A → B un morphisme d’anneaux. Alors

u ◦ fA : Z → B

est un morphisme d’anneaux de Z à valeurs dans B. Or d’après A.1.11.ii), un tel morphisme est unique il
s’ensuit que

u ◦ fA = fB ;

ce qui prouve que u est un morphisme de Z-algèbres.
Réciproquement un morphisme u : A → B de Z-algèbres est, par définition, un morphisme d’anneaux.
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Proposition A.2.12 i) Pour M et N des A-modules, l’ensemble

HomA(M,N) des morphismes de A-modules de M dans N

a une structure naturelle de A-module.

Preuve : On sait que HomA(M,N) a déjà une structure de groupe abélien : en effetM etN sont par définition
des groupes abéliens (cf. A.1.1.Mod0)) et tout morphisme de A-modules de M dans N, est en particulier un
morphisme de groupes (cf. A.2.1.Mod5).)

On rappelle que la loi + est donnée sur HomA(M,N) par (f + g)(x) = f(x) +N g(x) . On définit
maintenant une loi externe

· : A×HomA(M,N) → HomA(M,N)

par
(a · f)(x) := a ·N f(x) .

On laisse le soin au lecteur de constater qu’on définit bien ainsi une structure de A-module.

ii) Étant donné un morphisme de A-modules f : M → N, on définit pour tout A-modules P des applica-
tions :

HomA(f, P ) : HomA(N,P ) −→ HomA(M,P )
u 7−→ u ◦ f

HomA(P, f) : HomA(P,M) −→ HomA(P,N)
v 7−→ f ◦ v .

qui sont des morphismes de A-modules.

iii) Pour tout A-module M l’application

HomA(A,M) → M , f 7→ f(1)

est un isomorphisme de A-modules.

Notation A.2.13 Pour un A-module M on voudra peut-être parfois noter M∗ := HomA(M,A) (où A est
muni de sa structure de A module définie en A.1.2.b) ou de manière équivalente en A.1.8.a).)

On sera tenter d’appler M∗ le dual de M ; puisque dans le cas où A est un corps et M par conséquent un
espace vectoriel on retrouve effectivement la construction de l’espace vectoriel dual. Les éléments deM∗ seront
aussi usuellement appelés formes linéaires. Il faudrait cependant bien se garder de croire que le A-module M∗

jouit des mêmes agréables propriétés que dans le cas des espaces vectoriels (cf. TD n◦ I, exercice B.)
Pour un morphisme de A-modules f : M → N, on notera

f∗ := HomA(f,A) : N∗ = HomA(N,A) → M∗ = HomA(M,A)

(la notation HomA(f, P ) bien que tout à fait explicite n’en restant pas moins assez lourde !)
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A.3 . −Sous-modules, sous-algèbres (cf. I.3)

Définition A.3.1 (Sous-module) Étant donné un A-module (M,+M , ·M ) on appelle sous-A-module (ou sim-
plement sous-module) de M un sous-ensemble K de M tel que les lois +M et
·M définissent une structure de A-module sur K. Autrement dit la loi +M (resp. ·M ) se restreint à K ×K

(resp ; A×K,) donnant à (K,+M |K×K , ·M |A×k) une structure de A-module.
En particulier (K,+M |K×K) est un sous-groupe de (M,+) (cf. I.3.1.)

Exemple A.3.2 a) Étant donné un A-module M, les parties {0} et M de M sont des sous-modules de m.

b) On rappelle (cf. A.1.2.b),) qu’un anneauA possède une structure naturelle deA-module sur lui-même. Une
partie I de A est alors un sous-A-module de A si et seulement si c’est un idéal (cf. I.3.5.)

c) Si K est un corps, une partie I de l’anneau K[X ] est un sous-K[X ]-module de K[X ] si et seulement si c’est
un idéal de K[X ] si et seulement s’il existe un polynôme P ∈ ‘K[X ] tel que I = PK[X ].

d) Si f : a → B est une A-algèbre (cf. A.1.6,) toute sous-A-algèbre g : A → C de B est naturellement
un sous-A-module de B pour les structures considérées dans l’exemple A.1.8.b).

e) (cf. TD n◦ V, exercice E, question 3), a),) pour une description des sous-KkX-modules d’un K[X ]-module
quelconque.

Définition A.3.3 (Sous-algèbre) Étant donnés un anneau A et une A-algèbre f : A → B, on dit qu’une
partie C
subset B de A est une sous-A-algèbre de B si C est un sous-anneau de B (cf. I.3.3,) et si le morphisme
structural f est à valeurs dans C.

Il revient au même de demander que l’inclusion canonique C →֒ B i.e. la restriction de resIdBC de IdB
à C soit un morphisme d’algèbres.

Par extension (cf. I.3.3,) si i : B → C est un morphisme injectif de A-algèbres on dira parfois aussi, par
abus de langage, que C est une sous-A-algèbre de B.

Exemple A.3.4 (Exemples de sous-algèbres) L’anneau Q (resp. R) est une sous-algèbre de R (resp. C) même
si l’injection étant l’inclusion canonique on omet presque toujours de la noter.

Proposition A.3.5 (Sous-algèbre/sous-module) Une partie C ⊂ B de B est une sous-A-algèbre de B au
sens de la définition A.3.3, si et seulement si c’et à la fois un sous-anneau au sens de la définition I.3.3 et un
sous-module au sens de la définition A.3.1.

Proposition A.3.6 (Caractérisation des sous-modules (cf. I.3.9)) Étant donné unA-moduleM etK un sous-
ensemble, de M, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) K est un sous-A-module de M.

b) K est un sous-ensemble non vide de M tel que pour tout (a, b) ∈ A×A et tout (x, y) ∈ K ×K,

a ·M x+M b ·M y ∈ K .

c) La restriction
IdM |K : K → M

de l’identité IdM àK est un morphisme deA-modules. Ceci signifie implicitement queK possède une structure
de A-module.
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Remarque A.3.7 On exprimera usuellement la propriété A.3.6.b) en disant queK est stable par combinaisons

linéaires à coefficients dans Ace qui est une terminologie déjà bien connue dans le cas où A est un corps, M
par conséquent un A-espace vectoriel et K un sous-espace vectoriel de M.

Exemple A.3.8 a) Si N est un sous-A-module de M et P un sous-A-module de N alors P est un sous-A-
module de M.

b) Si N et P sont deux sous-A-modules d’un module M, N ∩ P est un sous-A-module de M. Noter qu’en
général, N ∪ P n’est pas un sous-A-module de M (cf. A.3.9.iii).)

Proposition A.3.9 (Le treillis des sous-modules (cf. I.3.12)) Étant donnés deux sous-A-modules (resp. sous-
A-algèbres)

Y ⊂ X et Z ⊂ X d’un A-module (resp. d’une A-algèbre)X :

i) Y ∩ Z est un sous-module (resp. une sous-algèbre) de X ;

ii) Plus généralement pour Y un ensemble non vide de sous-modules (resp. de sous-algèbres) de X,
⋂

Y
Y est

un sous-module (resp. une sous-algèbre) de X.

iii) Y ∪ Z est un sous-module (resp. une sous-algèbre) de X si et seulement si Y ⊂ Z ou Z ⊂ Y .

iv) Si
(
Yn
)
,n∈N est une suite de sous-modules (resp. de sous-algèbres) de X telle que

∀(p, q) ∈ N× N, ∃r ∈ N, Yp ⊂ Yr et Yq ⊂ Yr,

alors
⋃

n∈N

Y est un sous-module (resp. une sous-algèbre) de X.

Un cas particulier est celui où
(
Yn
)
,n∈N est croissante, i.e.

∀p ∈ N, ∀q ∈ N, p ≤ q ⇒ Yp ⊂ Yq

car alors
∀p ∈ N, ∀q ∈ N, Yp ⊂ Ymax(p,q) et Yq ⊂ Ymax(p,q) .

Remarque A.3.10 i) (Sous-groupe)
Une partie I de Z, est un sous-Z-module si et seulement si c’est un idéal de Z si et seulement si c’est un

sous-groupe de Z si et seulement si il existe d ∈ Z tel que I = dZ.
Plus généralement pour tout groupe abélien A, une partie B ⊂ A de A est un sous-groupe de A si et

seulement si c’est un sous-Z-module de A.

ii) (Sous-Z-algèbres)
Étant donné un anneau A, (ou de manière équivalente, en vertu de A.1.11.ii), une Z-algèbre,) une partie B

de A est un sous-anneau si et seulement si c’et une sous-Z-algèbre.
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A.4 . −Intersection, somme, engendrement (cf. I.4)

Corollaire A.4.1 (de la proposition A.3.9 (cf. I.4.1)) Étant donnés un anneau commutatif A, un A-module
(resp. une A-algèbre) X, et S ⊂ X une partie de X, l’ensemble Y des sous-modules (resp. sous-algèbres) de
X contenant S possède un plus petit élément

< S > =
⋂

Y ∈ Y

Y .

Définition A.4.2 (Sous-module (resp. sous-algèbre) engendré (cf. I.4.2)) Avec les notations du corollaire
A.4.1, le sous-module (resp. la sous-algèbre) < S > s’appelle le sous-module engendré, (resp. la sous-algèbre

engendrée,) par S. On dit que S est une partie génératrice de < S > .

Exemple A.4.3 ( (cf. I.4.3)) a) < ∅ > = {0}.

b) Pour tout sous-moduleN de M,
< N > = N .

c) Tout sous-Z-module de Z, (resp. sous-K[X ]-module de K[X ] (cf. III.5,)) i.e. tout idéal de Z (resp. K[X ],)
est engendré par un seul élément i.e. est principal.

d) Si K est un corps et E un K-espace vectoriel, pour tout S ⊂ E, < S > n’est autre que le sous-espace
vectoriel engendré par S usuellement noté Vect

{
S
}

dans le cadre de l’algèbre linéaire.
Il se peut également que pour un A-moduleM avec A un anneau qu’i n’est pas nécessairement un corps, et

S ⊂ M, on note Vect
{
S
}

:= < S > .

Lemme A.4.4 (descriptions du sous-module engendré (cf. I.4.6)) Étant donné un A-module M, pour tout
X ⊂ M, tout x ∈ M, x ∈ < X > si et seulement s’il existe r ∈ N, xi ,1≤i≤r ∈ X, et ai ,1≤i≤r ∈ A tels
que

x =
r∑

i=1

ai · xi . A.4.4.1

Lemme A.4.5 (Somme (cf. I.4.7)) Étant donné un A-module M et X un ensemble de sous-modules de M,

<
⋃

X ∈ X

X > =

{

r ∈ N ;
∑

i

1rsi , ∀1 ≤ i ≤ r, ∃X ∈ X , si ∈ X

}

. A.4.5.1

Autrement dit :

∀x ∈M, x ∈ <
⋃

X ∈ X

X > ⇔ ∃r ∈ N, ∀1 ≤ i ≤ r, ∃Xi ∈ X , ∃xi ∈ Xi, x =

r∑

i=1

xi . A.4.5.2

Définition A.4.6 (Somme (cf. I.4.8)) Avec les notations du lemme A.4.5 :

i) (Somme)
(
⋃

X ∈ X

Y ) s’appelle la somme des X pour X appartenant à X qu’on notera
∑

X ∈ X

X.
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ii) (Somme directe)
On dit qu’on a une somme directe si dans la décomposition A.4.5.2 l’entier r, les Xi et les xi 6= 0, sont

uniques. On notera alors
⊕

X ∈ X

X := <
⋃

X ∈ X

> .

iii) (Supplémentaires)
Pour un A-moduleM et deux sous-modulesN et P, si M = N ⊕ P, on dit que N et P sont supplémen-

taires l’un de l’autre.

Proposition A.4.7 (Propriété universelle des sommes directes (cf. I.4.9)) Étant donnée un a-module M et
N une famille de sous-modules telle que la somme

∑

N ∈ N

N =
⊕

N ∈ N
N est directte, pour tout ensemble

de morphismes
{fN : N → P} ,N ∈ N ,

où P est un A-module, il existe un unique morphisme

f :
⊕

N ∈ N

N → P tel que ∀N ∈ N , f|N = fN .

Remarque A.4.8 ( (cf. I.4.10)) i) De même que dans le cas des groupes abéliens, pourM unA-module,N et
P des sous-modules,N et P sont en somme directe ou encore supplémentaires l’un de l’autre si et seulement si

M = N + P et N ∩ P = {0} .

ii) Pour deux sous-modules N et P de M, le sous-module N + P engendré par N ∪ P est l’ensemble des
x+ y avec x ∈ N et y ∈ P .

iii) Plus généralement, pourNi ,1≤i≤r (r ∈ N∗) un r-uplet de sous-modules de M, Notons

S :=

r∑

i=1

Ni = N1 + . . .+Nr .

Alors pour tout x ∈ M, x ∈ S si et seulement s’il existe un r-uplet

xi ,1≤i≤r , ∀1 ≤ i ≤ r, xi ∈ Ni tel que x =
r∑

i=1

xi .

iv) Étant donné un A-moduleM etN un ensemble de sous-modules de M, on note S :=
∑

N∈N
N. Alors pour

tout x ∈ M, x ∈ S si et seulement s’il existe un entier r ∈ N, un r-uplet Ni ,1≤i≤r ∈ N de sous-modules
appartenant àN , un r-uplet

xi ,1≤i≤r , ∀1 ≤ i ≤ r, xi ∈ Ni tel que x =

r∑

i=1

xi .

Il convient de bien remarquer que, même si l’ensemble N n’est pas fini, la somme
∑

N∈N
N est l’ensemble

des sommes finies d’éléments des N ∈ N .
Ainsi, par exemple la famille Xn ,n ∈ N est génératrice pour l’anneau K[X ] vu comme K-module (cf.

III.2,) mais ne l’est pas pour l’anneau K[[X ]] des séries formelles, toujours vu comme K-module (cf. III.1.)
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v) Ici encore l’existence d’un supplémentaire pour un sous-moduleN d’unA-module M n’est pas assurée en
général ; puisqu’en particulier elle n’est déjà pas assurée dans le cas des Z-modules (cf. I.4.10.ii).) Ici encore le
théorème I.9.15 établit l’équivalence entre existence d’un supplémentaire deN et d’une section de la surjection
canoniqueM → M/N.

vi) (Espaces vectoriels)
Bien entendu, on sait que dans le cas oùA est un corps unA-moduleM est un espace vectoriel. Dans le cas

où M est de dimension finie, on connaît bien le théorème de la base incomplète qui assure en particulier que
tout sous-espace vectoriel de M admet un supplémentaire.

Remarque A.4.9 i) Si (A,+) est un groupe abélien et S ⊂ A une partie deA, le sous-groupe deA engendré
par S au sens de la définition I.4.2 est exactement le sous-Z-module deA engendré par S au sens de la définition
A.4.2.

ii) De même si (A,+, ∗) est un anneau commutatif et S ⊂ A une partie de A, l’idéal engendré par S au sens
de la définition I.4.2 est exactement le sous-A-module de A engendré par S au sens de la définition A.4.2. On
comparera notamment les formules I.4.6.2 et A.4.4.1.

iii) La somme (resp. somme directe) d’un ensemble de sous-Z-modules définie en A.4.6 est exactement la
somme (resp. la somme directe) définie pour les sous-groupes en I.4.8. la définition
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A.5 . −Images directes, images réciproques, noyaux (cf. I.5)

Proposition A.5.1 (Image directe/réciproque (cf. I.5.1)) Soit

f : X → Y un morphisme de A-modules (resp. de A-algèbres )

i) (Image réciproque)
Pour tout sous-module (resp. idéal,) Z de Y, l’image réciproque

f−1(Z ′) = {x ∈ X ; f(x) ∈ Z}

est un sous-module (resp. un idéal) de X.

ii) (Image directe)
Pour tout sous-module (resp. sous-algèbre) Z de X, l’image directe de Z

f(Z) = {y ∈ Y ; ∃x ∈ Z, , y = f(x)}

est un sous-module (resp. une sous-algèbre,) de Y.

Définition A.5.2 (Noyau/Image (cf. I.5.2)) Étant donné un morphisme de A-modules (resp. de A-algèbres,)
f : X → Y , on appellera noyau (resp. image) de f

Ker f := {x ∈ X | f(x) = 0N} = f−1({0N}) resp. (Im f := {f(x) , x ∈ X} = f(X) .)

Remarque A.5.3 (Noyau/Image (cf. I.5.3)) i) (Image)
La notion d’image d’un morphisme a été définie pour les groupes et les anneaux (cf. I.5.2.ii),) ainsi que pour

les A-modules et les A-algèbres (cf. A.5.2.) UnA-module (resp. uneA-algèbre,) étant, en particulier un groupe
abélien (resp. un anneau,) il conviendrait de se demander si toutes ces définitions sont compatibles entre elles.
En réalité il est immédiat de constater QUE l’image d’un morphisme de quelques sorte que ce soit, est en fait
li’mage au sens ensembliste de l’application sous-jacente et qu’elle ne dépend donc pas du type de morphisme
considéré. En revanche cette image peut jouir de propriétés différentes suivant le morphisme auquel on a affaire,
voir à ce propos les propositions I.5.1 et A.5.1.

ii) De la même manière la notion de noyau est définie en I.5.2.i) et en A.5.2 et l’on pourrait se demander si
toutes ces définitions sont compatibles. Il faut encore constater que toutes les structures algébriques considérées
(anneaux, modules, algèbres,) sont en particulier des structures de groupes et leurs morphismes des morphismes
de groupes. Les diverses définitions de noyaux n’en sont alors qu’une seule et même corresponddant à la
définition de noyau d’un morphisme de groupe.

Corollaire A.5.4 (de la proposition A.5.1 : noyau/image) Pour un morphisme de A-modules
f : M → N, le noyau (resp. l’image) de f est un sous-module de M (resp. N.)

Proposition A.5.5 (Injectivité/surjectivité (cf. I.5.4)) Un morphisme de

A-modules (resp. de A-algèbres ) f : X → Y

est injectif (resp. surjectif) si et seulement si

Ker f = {0} (resp. .Im f = Y .)
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Définition A.5.6 Si

i : N → M est un morphisme de modules injectif, il induit un isomorphismeN ∼= Im i ;

si bien que N est isomorphe à un sous-module de M. On dira parfois même par abus de langage que N (ou
même (N, i) pour plus de précision) est lui-même un sous-module de M.
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A.6 . −Z-modules, K[X ]-modules

Dans le cadre de ce cours les exemples fondamentaux de A-modules sont constitués par les Z-modules,
qui sont exactement les groupes abéliens et par les K[X ]-modules. Les anneaux Z et K[X ] étant principaux on
disposera, pour ces objets (et leurs morphismes) des théorèmes notamment exposés dans l’appendice B et qui
peuvent se particulariser pour les groupes abéliens (resp. K[X ]-modules,) comme aux chapitres II et IV.

Exemple A.6.1 (Le cas des groupes abéliens) i) Tout groupe abélien (G,+G) est
canoniquement un Z-module, i.e. il existe une unique structure de Z-module ·G sur (G,+G).

Preuve : (cf. I.6.6.)

ii) Étant donnés deux groupes abéliens G et H, une application f : G → H est un morphisme de groupes
si et seulement si f est un morphisme de Z-modules.

Preuve : (cf. I.6.10 ;)

iii) SiG est un groupe abélien une partieH deG est un sous-groupe si et seulement si c’est un sous-Z-module.

Preuve : (cf. A.3.10.i) ;)

iv) Étant donnés des groupes abéliens G, K, et H et des applications

i : K → H et p : G → H,

1 → N
i−−−−→ G

p−−−−→ H → 1

est une suite exacte courte au sens de la définition I.9.1 si et seulement si

0 → K
i−−−−→ G

p−−−−→ H → 0

est une suite exacte courte au sens des Z-modules.

Exemple A.6.2 (Le cas des K[X ]-modules) Voir le paragraphe IV.1.
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A.7 . −Torsion, annulateurs (cf. II.5, IV.2)

Dans ce paragraphe (A.7,) A est un anneau intègre et M un a-module.

Lemme A.7.1 ( (cf. II.5.1, IV.2.1)) Pour tout

x ∈ M et a ∈ A,

il est équivalent que a · x = 0 ou que le morphisme de A-modules

A → M , b 7→ b · x A.7.1.1

se factorise en un morphisme
A
↓ ցb7→b·x

A/a → M .
A.7.1.2

Définition A.7.2 ( (cf. II.5.2, IV.2.2)) i) (Élément de torsion)
Si x et a vérifient les conditions équivalentes du lemme A.7.1 ci-dessus, on dit que x est de a-torsion.
On dit que x ∈ M est de torsion s’il existe a ∈ A a 6= 0, tel que x soit de a-torsion, i.e. tel que

a · x = 0.

ii) Pour T ⊂ A, la partie de T -torsion de M notée M [T ] est le sous-ensemble de M défini par

M [T ] := {x ∈ M ; ∀a ∈ T, ax = 0} ;

M est de T -torsion si M = M [T ].
Pour a ∈ A, on parlera simplement de la partie de a-torsion qu’on notera M [a] au lieu de M [{a}] de M

pour la partie de {a}-torsion et on dira simplement que M est de a-torsion pour {a}-torsion.

iii) (Idéal annulateur)
Pour tout x ∈ M, on appelle idéal annulateur de x et on note

AnnA(x) := {a ∈ A ; ax = 0}

le noyau du morphisme A.7.1.1.

iv) Plus généralement pour toute partie P ⊂ M, (pas nécessairement un sous-module,) on appelle idéal

annulateur de P et on note

AnnA(P ) := {a ∈ A ; ∀x ∈ P, ax = 0} =
⋂

x ∈ P

AnnA(x) .

Avec cette définition
AnnA(x) = AnnA({x}) .

AnnA(M) est appelé idéal annulateur de M.

v) (Partie de torsion)
On note

TorA(M) := {x ∈ M ; AnnA(x) 6= {0}} =
⋃

a ∈ A \ {0}

M [a]

i.e. l’ensemble des éléments de torsion de M qu’on appelle la partie de torsion de M.
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vi) (Module de torsion)
On dit que M est de torsion si

M = TorA(M) .

vii) (Module sans torsion)
On dit que M est sans torsion si

TorA(M) = {0} .

Proposition A.7.3 (Idéaux annulateurs (cf. II.5.3, IV.2.3)) 0) Pour tout x ∈ M, AnnA(x) est un idéal de
A. Pour toute partie P ⊂ M, AnnA(P ) étant une intersection d’idéaux, c’est encore un idéal. C’est pourquoi
on rencontrera le terme d’idéal annulateur aussi bien pour un élément x, une partie P ou M lui-même.

i)

AnnA(M) =
⋂

x ∈ M

AnnA(x)

est un idéal et an particulier
∀x ∈M, AnnA(M) ⊂ AnnA(x) .

ii) Pour un A-module M, AnnA(M) est le noyau du morphisme

A → EndGr(M) (cf. A.1.4 ,)

définissant la structure de A-module de M.

iii) Pour des parties P ⊂ N ⊂ M de M,

AnnA(N) ⊂ AnnA(P ) .

iv) Pour tout morphisme de A-modules f : M → P et toutes partie Q ⊂ M de M,

AnnA(Q) ⊂ AnnA(f(Q))

avec égalité si f est injectif.

v) Tout A-module M est un A/AnnA(M)-module.

vi) Pour toute partie P ⊂ M, si < P > est le sous-A-module de M engendré par P,

AnnA(< P >) = AnnA(P )

et la structure de A-module sur < P > se factorise à travers A/AnnA(P ) . En particulier,

∀x ∈M, AnnA(x) = AnnA(Ax) .
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vii) Pour toutes parties P ⊂ M et N ⊂ M,

AnnA(P ∪N) = AnnA(P ) ∩ AnnA(N) et AnnA(P ) + AnnA(N) ⊂ AnnA(P ∩N) .

En particulier si
N ⊂ M et P ⊂ M

sont des sous-A-modules de M,

AnnA(N + P ) = AnnA(N) ∩ AnnA(P ) .

Plus généralment, pour tout ensembleN de sous-modules de M,

AnnA(
∑

N∈N

N) =
⋂

N∈N

AnnA(N) .

Proposition A.7.4 (Propriétés de la torsion (cf. II.5.4, IV.2.4)) i) Pour tout T ⊂ A, M [T ] est un sous-A-
module de M.

ii) Pour toutes parties T ⊂ U ⊂ A,
M [U ] ⊂ M [T ] .

iii) Pour tous T ⊂ A et U ⊂ A,

M [T ∪ U ] = M [T ] ∩ TrspMU = (M [U ])[T ] etM [T ] + M [U ] ⊂ M [T ∩ U ] .

iv) Pour tout T ⊂ A, si (T ) désigne l’idéal engendré par T,

M [T ] = M [(T )]

et la structure de A-module sur M [T ] se factorise en une structure de A/(T )-module.

v) Pour tout idéal I ⊂ A, l’application qui à tout morphisme f : A → M associe f(1) induit un isomor-
phisme de A-modules

HomA(A/I,M) ∼= M [I] (cf. A.8.6.question 2), a) .)

vi) Pour tout morphisme de A-module f : M → P , et toute partie T ⊂ A, la restriction de f à M [T ] est
à valeurs dans P [T ] et définit un morphisme de A-modules (et même un morphisme de A/(T )-modules)

f [T ] := f|M [T ] : M [T ] → P [T ] .

En particulier, si f est un isomorphisme

f [T ] : M [T ] ∼= P [T ]

est un isomorphisme.

vii) Pour toute partie T ⊂ A de A,
T ⊂ AnnA(M [T ])

ce qui entraîne encore, puisque l’annulateur de M est un idéal, que

(T ) ⊂ AnnA(M [T ]) .
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viii) Pour toute partie P ⊂ M,
P ⊂ M [AnnA(P )]

ce qui entraîne encore, puisque M [AnnA(P )] est un sous-A-module de M,

< P > ⊂ M [AnnA(P )] .

ix) Si I et J sont comaximaux, on a un isomorphisme naturel

M [I ∩ J] ∼= M [I]⊕M [J] .

Preuve : (cf. A.8.6.question 1).)

x) Si de plus, AnnA(M) = I ∩ J

I = AnnA(M [I]) et J = AnnA(M [J]) .

Preuve : (cf. B.7.1.)

Proposition A.7.5 (Propriétés de la partie de torsion cf. II.5.5) i) TorA(M) est un sous-A-module de M.

Preuve : Ici on a besoin de l’hypothèseA intègre : Comme on a toujours

0 ∈ TorA(M),TorA(M) 6= ∅ .

Pour tout (x, y) ∈ TorA(m)× TorA(M), et tout (a, b) ∈ A×A, il existe (c, d) ∈ (A \ {0})× (A \ {0}),
tel que

c · x = d · y = 0 .

Il s’ensuit que
cd(ax+ by) = adcx+ bcdy = 0

c’est-à-dire que cd ∈ AnnA(ax+ by). Or A étant intègre

cd 6= 0,

ce qui entraîne que
AnnA(ax+ by) 6= {0}

si bien que
ax+ by ∈ TorA(M) .
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ii) Le quotient M/TorA(M) est sans torsion.

Preuve : Notons p : M → Q := M/TorA(M) la surjection canonique. Pour tout (a, y) ∈ A×Q, il existe
x ∈ M tel que y = p(x). Ainsi ay = 0, si et seulement si

p(ax) = ap(x) = 0

si et seulement si
ax ∈ Ker p = TorA(M) .

Il existe donc b ∈ A \ {0}, tel que abx = 0.
Si a 6= 0, ab 6= 0 (A est intègre,) si bien que

x ∈ TorA(M) = Ker p

ce qui entraîne
y = p(x) = 0 .

Il s’ensuit que Q est sans torsion.

iii) Pour f : M → P un morphisme de A-modules, la restriction de f à TorA(M) est à valeurs dans
TorA(P ) si bien que f se restreint en un morphisme de A-modules

TorA(f) := f|TorA(M) : TorA(M) → TorA(P ) .

En particulier si f est un isomorphisme,

TorA(f) : TorA(M) ∼= TorA(P )

est un isomorphisme.

iv) Si AnnA(M) 6= {0}, M est de torsion.

Preuve : En effet, d’après A.7.4.viii) M ⊂ M [AnnA(M)]. Par ailleurs M [AnnA(M)] ⊂ TorA(M).
Comme par définition, TorA(M) ⊂ M,

M = TorA(M) .

Proposition A.7.6 ( (cf. II.5.7, IV.2.5)) Si M est de type fini, M est de torsion si et seulement si

M = M [AnnA(M)] = TorA(M)

si et seulement si AnnA(M) 6= {0}.
Preuve : La première équivalence est immédiate et le sens réciproque de la seconde vrai sans hypothèse surM
et établi en A.7.5.iv).

Supposons doncM = < S > de type fini où S ⊂ M est un ensemble fini. Or il découle de A.7.3.iii), que

AnnA(M) = AnnA(S) =
⋂

s ∈ S

AnnA(s) .

De plus pour tout s ∈ S, s ∈ M = TorA(M) si bien que AnnA(s) 6= {0}. Il existe donc

as ∈ AnnA(s) , as 6= 0 .

Puisque A est intègre,

a :=
∏

s ∈ S

as 6= 0 et a ∈
⋂

s∈S

AnnA(s) = AnnA(M) .
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A.8 . −Exercices

Exercice A.8.1 Dans le contexte de l’exemple A.3.2.d), tout sous-A-module de B est-il nécessairement une
sous-A-algèbre de B ?

Exercice A.8.2 Compléter la preuve de la proposition A.3.6.

Exercice A.8.3 Soient A un anneau comutatif, M un A-module et
(
Mn

)
,n∈N une suite de sous-modules de

M ayant la propriété suivante : Pour tout (p, q) ∈ N× N, il existe r ∈ N tel que

Mp ⊂ Mr etMq ⊂ Mr .

Montrer qu’alors
⋃

M∈N

n

est un sous-A-module de M.

Exercice A.8.4 Soit S une partie finie de A[X ] et < S > le sous-A-module de A[X ] engendré par S. Montrer
qu’il existe un entier n ∈ N, tel que, pour tout P ∈ < S >, deg(P ) ≤ n. En déduire que A[X ] n’est pas un
A-module de type fini.

Exercice A.8.5 [Homomorphismes]

1) Étant donné un morphisme de A-modules f : M → N, et P un A-module vérifier que

f∗ : HomA(N,P ) → HomA(M,P ) , u 7→ u ◦ f

est un morphisme de A-modules.

2) Étant donnée une suite exacte de A-modules

0 → N
i−−−−→M

p−−−−→ Q → 0,

pour tout A-module P, on définit

p∗ : HomA(Q,P ) −→ HomA(M,P )
u 7−→ u ◦ p

et i∗ : HomA(M,P ) −→ HomA(N,P )
v 7−→ u ◦ i

comme ci-dessus. Montrer qu’alors la suite

0 → HomA(Q,P )
p∗−−−−→ HomA(M,P )

i∗−−−−→ HomA(N,P )

est une suite exacte de A-modules. Donner une condition suffisante pour que

0 → HomA(Q,P )
p∗−−−−→ HomA(M,P )

i∗−−−−→ HomA(N,P ) → 0

soit une suite exacte courte.
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3) Soient M, N, P des A-modules.

a) En notant

p : M ×N → M , (x, y) 7→ x et q : M ×N → N , (x, y) 7→ y

les projections montrer que

HomA(P,M ×N) → HomA(P,M)×HomA(P,N) , f 7→ (p ◦ f, q ◦ f)

est un isomorphisme de A-modules.

b) En notant

i : M → M ×N , x 7→ (x, 0) et j : N → M ×N , x 7→ (0, x)

montrer que

HomA(M ×N,P ) → HomA(M,P )×HomA(N,P ) , f 7→ (f ◦ i, f ◦ j)

est un isomorphisme de A-modules.

Exercice A.8.6 [Torsion]
Soit A un anneau commutatif et M un A-module. Pour tout T ⊂ A, on rappelle que

M [T ] = {x ∈ M ; ∀a ∈ T, ax = 0} .

1) Étant donnés deux idéaux I et J de A, montrer que I+ J = A entraîne

M [I ∩ J] = M [I] ⊕ M [J] .

2) a) Soit I ⊂ A un idéal et M un A-module. Montrer que l’application

HomA(A,M) → M , f 7→ f(1)

induit un isomorphisme
HomA(A/I,M) ∼= M [I] .

b) Réinterpréter le résultat ci-dessus dans le cas des groupes abéliens i.e. A = Z.

c) Peut-on redémontrer question 1) en utilisant la a) et l’A.8.5 ?
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Exercice A.8.7 [Le « lemme du serpent »] Dans cet exercice les ensembles considérés sont des groupes abéliens
ou des K-espaces vectoriels (K étant un corps) ou même desA-modules. Les morphismes sont des morphismes
pour la structure considérée. La notation

0 → N
i−−−−→M

p−−−−→ Q → 0

que l’on appellera suite exactesignifie que :
— i : N → M est injectif ;
— p : M → Q est surjectif ;
— Ker p = Im i.
Dire que le carré :

M
f−−−−→ N

u



y



y v

P
g−−−−→ Q

est commutatif signifiera que g ◦ u = v ◦ f.
1) Vérifier que dans la situation d’une suite exacte

0 → N
i−−−−→M

p−−−−→ Q → 0

on a un isomorphisme naturel M/Im i ∼= Q qu’on abrègera généralement en Q = M/N en identifiant N à
l’image de i.

Soit le diagramme

(∗) :

0→ N1
i1−−−−→ M1

p1−−−−→ Q1 → 0

f



y



y g



y h

0→ N2
i2−−−−→ M2

p2−−−−→ Q2 → 0

où tous les carrés sont commutatifs.
Notons

I := Ker f , J := Ker g etK := Kerh .

2) Montrer qu’il existe des morphismes

u : I → J et v : J → K tels que k ◦ v = p1 ◦ j et j ◦ u = i1 ◦ i .
le diagramme (∗) se complète en un diagramme :

(∗∗) :

0 0 0
↓ ↓ ↓

0→ I
u−−−−→ J

v−−−−→ K

i



y



y j



y k

0→ N1
i1−−−−→ M1

p1−−−−→ Q1 → 0

f



y



y g



y h

0→ N2
i2−−−−→ M2

p2−−−−→ Q2 → 0

où tous les carrés sont commutatifs.

On note

c : N2 → C := N2/Im f , d : M2 → D := M2/Im g et e : Q2 → E := Q2/Imh

les surjections canoniques.
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3) Montrer qu’il existe des morphismes

w : C → D et x : D → E tels que w ◦ c = d ◦ i2 et x ◦ d = e ◦ p2 .
le diagramme (∗∗) se complète en un diagramme :

(∗ ∗ ∗) :

0 0 0
↓ ↓ ↓

0→ I
u−−−−→ J

v−−−−→ K

i



y



y j



y k

0→ N1
i1−−−−→ M1

p1−−−−→ Q1 → 0

f



y



y g



y h

0→ N2
i2−−−−→ M2

p2−−−−→ Q2 → 0

c



y



y d



y e

C
w−−−−→ D

x−−−−→ E → 0
↓ ↓ ↓
0 0 0

où tous les carrés sont commutatifs.

4) Montrer qu’il existe un morphisme δ : K → C tel que

Ker δ = Im v et Im δ = Kerw .
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B . −Modules de type fini sur un anneau principal

B.0 . −Introduction

Dans ce paragraphe (B) A est encore un anneau principal.

Notation B.0.1 Dans la suite, A étant un anneau principal, pour tout élément a ∈ A, on notera A/a l’anneau
quotient A/Aa de A par l’idéal principalAa. On notera πa : A → A/a la surjection canonique.

Rappel B.0.2 (Éléments associés) On rappelle (cf. I.11.2,) que deux éléments a et b d’un anneau intègre A
sont associés si

a|b et b|a
si et seulement si ils engendrent le même idéal i.e.

Aa = Ab,

si et seulement si
∃(u, v) ∈ A× ×A×, a = bu et b = av .

La relation d’association est une relation d’équivalences dont les classes correspondent bijectivement aux idéaux
principaux de A et donc aux idéaux de A si A est principal.

On sait que les Ppcm et Pgcd en particulier sont définis comme des classes d’association.

Notation B.0.3 (Éléments irréductibles) On notePA (ou simplementP) un ensemble d’éléments irréductibles
de A tel que PA contienne un et un seul représentant de chaque classe d’association.

— Dans le cas où A est l’anneau Z des entiers relatifs il est usuel de prendre pour PZ l’ensemble des
nombres premiers.

— Dans le cas où A est l’anneau K[X ] des polynômes à une indéterminée à coefficients dans un corps K,
il est usuel de prendre pour PK[X ] l’ensemble des polynômes irréductibles unitaires.

Notation B.0.4 (Valuations p-adiques) Pour tout irréductible

p ∈ P et tout a ∈ A, on note vp(a)

sa valuation p-adique (cf. I.13.5.5.) On note encore

S(a) := {p ∈ P ; vp(a) 6= 0}

dont on rapelle que c’est un ensemble fini.
On remarque que :

i) Pour deux irréductibles p et q associés, et tout a ∈ A, vp(a) = vq(a) ; autrement dit, la valuation p-adique
ne dépend pas du choix d’un représentant de la classe d’association de l’élément irréductible p. Ainsi en notant
p l’idéal engendré par n’importe quelle élément de cette classe on pourrait noter vp en lieu et place de vp.

ii) Un élément u ∈ A, est inversible si et seulement si

∀p ∈ P, vp(u) = 0 .
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iii) Plus généralement deux éléments a et b sont associés si et seulement si

∀p ∈ P, vp(a) = vp(b) .

Dans un anneau principal un idéal I correspondant à une classe d’association d’élément de A, on peut tout à
fait noter vp(I) et parler de la valuation p-adique d’un idéal comme celle de n’importe laquelle de ses bases.
On pourait montrer qu’il s’agit en fait de la plus grande puissance de l’idéal p contenant I.

Notation B.0.5 (Décomposition en produit d’irréductibles) Pour tout a ∈ A \ {0}, on a

a = u
∏

p ∈ P

pvp(a) =
∏

p ∈ S(a)

pvp(a) , u ∈ A× (cf. I.13.5.3 ;)

le produit ci-dessus étant en fait fini puisque vp(a) 6= 0 pour un nombre fini de p ∈ P seulement.

Notation B.0.6 (Corps résiduel) Soit p un élément irréductible de A, ce qui signifie, dans le cas où A = Z,
un nombre premier p. On note κp := A/p (ou simplement κ s’il n’y a pas d’ambiguïté sur l’élément p,) qui
est un corps (cf. I.13.3.1,) et même le corps Fp = Z/pZ dans le cas où A = Z.

Il est d’usage d’appeler κp le corps résiduel en p.

B.1 . −Modules de type fini sur un anneau principal (cf. II.6)

Proposition B.1.1 ( (cf. II.6.1)) Si A est un anneau intègre, un A-module libre est sans torsion.

Preuve : Même preuve que pour II.6.1.

Dans le théorème qui suit (B.1.2,) l’hypothèseA principal est absolument indispensable puisque la preuve
fait apparaître que c’est un corollaire du théorème II.4.6 pour lequel on n’a constaté ne pas pouvoir se
passer de l’hypothèse A principal.

Théorème B.1.2 ( (cf. II.6.2)) Si A est un anneau principal et M un A-module de type fini (cf. II.1.5,) M est
libre (cf. II.2.8,) si et seulement s’il est sans torsion (cf. A.7.2.vii).)

Preuve : On peut sans presqu’aucune modification adapter la preuve du théorème II.6.2 en remplaçant les
coefficients dans Z par des coefficients dans l’anneau A. On remarquera que l’utilisation, à la fin de la preuve,
du théorème II.4.6, est déterminante et requiert l’hypothèse que A soit principal.

Proposition B.1.3 ( (cf. II.6.3)) Soient A un anneau principal et M un A-module de type fini, TorA(M) son
sous-module (cf. A.7.5.i),) de torsion et p : M → L := M/TorA(M) la surjection canonique. Alors :

i) TorA(M) est un A-module de type fini.

Preuve : (cf. II.4.8.i).)

ii) L est un A-module libre de type fini.

Preuve : La preuve est, mutatis mutandis la même que celle de II.6.3.ii).
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iii) La suite exacte de A-module

0 → TorA(M) −→ M
p−−−−→ L → 0

est scindée d’où il résulte qu’il existe un isomorphisme

M ∼= TorA(M)⊕ L .

Preuve : La preuve est, mutatis mutandis la même que celle de II.6.3.iii).

Théorème B.1.4 (Structure des A-module de type fini sur un anneau principal (cf. II.6.4)) Soit A un an-
neau principal. Étant donné un A-module M de type fini,

i) Il existe un A-module de type fini et de torsion T et un A-module libre de type fini L tels que

M ∼= T × L .

Preuve : (cf. B.1.3.iii).)

ii) Le couple (T, L) est unique au sens où T est isomorphe au sous module de torsion TorA(M) de M et s’il
existe L1 et L2 tels que

M ∼= T × L1
∼= T × L2

L1 et L2 sont isomorphe et ont donc en particulier même rang.

Preuve : Il suffit d’adapter la preuve de II.6.4.ii).

Proposition B.1.5 Soit M un A-module de type fini. Toute suite
(
Mn

)
,n∈N croissante de sous-modules de M

est stationnaire à partir d’un certain rang ; c’est-à-dire qu’il existe p ∈ N tel que pour tout q ≥ p, Mq = Mp.

Preuve : Étant donnée une suite
(
Mn

)
,n∈N croissante de sous-A-modules de M, la proposition A.3.9.iv) as-

sure que

M̃ :=
⋃

n ∈ N

Mn

est un sous-A-module de M. Or, d’après le corollaire II.4.8.i),M̃ est de type fini. Il existe donc une partie
mi ,1≤i≤r ∈ M̃ génératrice de M̃. Pour tout 1 ≤ i ≤ r il existe donc ni ∈ N tel que mi ∈ Mni

. Notons
s := max1 ≤ i ≤ r(ni). Puisque la suite

(
Mn

)
,n∈N est croissante,

∀1 ≤ i ≤ r, Mni
⊂ Ms

si bien que
∀1 ≤ i ≤ r, mi ∈ Ms .

Il s’ensuit que M̃ ⊂ Ms. On a donc, pour tout t ≥ s,

m̃ ⊂ Ms ⊂ Mt ⊂ M̃

ce qui prouve le résultat.
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Remarque B.1.6 On dit usuellement d’un module qui possède la propriété démontrée ci-dessus pour les A-
modules de type fini sur un anneau principal, qu’il est noethérien. Cette propriété est vraie pour des classes
d’anneaux plus générales mais ce sont des résultats dont nous n’aurons pas besoin dans ce cours.

On peut remarquer que le résultat, établi pour un A-module de type fini quelconque, dans la proposition
B.1.5, l’a déjà été pour l’anneau A lui-même (vu comme A-module) (cf. I.13.5.2.) On dit, dans ce cas, que
l’anneau A est noethérien. Il y a bien d’autres aneaux noethériens que les anneaux principaux et leur étude est
tout à fait pertinente, mais également tout à fait au-delà du cadre de ce cours.

B.2 . −Décomposition p-primaire (cf. II.8, IV.3)

Notation B.2.1 ( cf. II.8.1) Étant donné un A-module M et p ∈ P, on note :

i)
p : M → M , x 7→ px

la multiplication par p qui est un endomorphisme du A-module M ;

ii)
∀n ∈ N, M [pn] := M [{pn}] = M [Apn]

qu’on pourra appeler la partie de pn-torsion de M (cf. A.7.2.ii) ;)
On constate immédiatement que

M [p] = Kerp

et plus généralement, pour tout n ∈ N,
M [pn] = Kerpn

où p
n est la composée de n applications égales à p.

Définition B.2.2 (Composante p-primaire (cf. II.8.2, IV.3.1)) Pour M un A-module et tout p ∈ P, on ap-
pelle composante p-primaire de M le sous-module de M

M [p∞] :=
⋃

n ∈ N

M [pn] .

Théorème B.2.3 (de décomposition p-primaire (cf. II.8.3, IV.3.2)) Soit M un A-module de type fini et de
torsion. On note AnnA(M) son idéal annulateur (cf. A.7.2.iv).) On sait (cf. A.7.6,) que AnnA(M) 6= 0 et
pour tout p ∈ P, on note vp(AnnA(M)) sa valuation p-adique (cf. B.0.4.) Alors :

i)
∀p ∈ P, M [p∞] = M [pvp(AnnA(M))] ;

ii)

M =
∐

p ∈ P

M [pvp(AnnA(M))] ;

iii)
∀p ∈ P, AnnA(vp(AnnA(M))[p)] = Apvp(AnnA(M)) .
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Preuve : Soit ωM un générateur de l’idéal AnnA(M). Alors

∀p ∈ P, vp(AnnA(M)) = vp(ωM ) .

De plus l’ensemble
S(AnnA(M)) := S(ωM ) = {p ∈ P ; vp(ωM ) 6= 0}

est fini et l’on a :
ωM = u

∏

p ∈ S(AnnA(M))

pvp(ωM )

AnnA(M) =
⋂

p ∈ S(AnnA(M))

Apvp(ωM ) .
B.2.3.1

On peut donc raisonner par récurrence sur le nombre d’éléments de S(AnnA(M)).
#(S(AnnA(M))) = 1 Dans ce cas il existe p ∈ P et k ∈ N∗ tels que ωM = pk. Comme on a toujours

M ⊂ M [AnnA(M)] (cf. A.7.4.viii) ,)

et que, par définition M [AnnA(M)] ⊂ M, on a :

M = M [AnnA(M)] = M [pk] = M [pvp(AnnA(M))]

ce qui prouve ii) dans ce cas. Le point iii) est alors tautologique ou presque.
#(S(AnnA(M))) > 1 Soient

p ∈ S(AnnA(M)) et ω(p) :=
ωM

pvp(ωM)
=

∏

q ∈ S(AnnA(M))\{p}

qvq(ωM) .

Comme on a toujours M = M [AnnA(M)], que p et ω(p) sont premiers entre eux, (i.e. les idéaux
Aω(p) et Apvp(AnnA(M)) sont comaximaux,) on a :

M = M [AnnA(M)] = M [Aω(p)p
vp(AnnA(M))] = M [Aω(p) ∩ Apvp(AnnA(M))] .

Il résulte alors de la proposition A.7.4.ix) que

M = M [ω](p) ⊕ M [pvp(AnnA(M))]

et de la proposition A.7.4.x), que

AnnA(M [ω](p)) = Aω(p) et AnnA(M [pvp(AnnA(M))]) = Apvp(AnnA(M))

ce qui permet d’appliquer l’hypothèse de récurrence à M [ω(p)] et de conclure.

Remarque B.2.4 i) La some

M =
∐

p ∈ P

M [pvp(AnnA(M))]

dans l’énoncé du théorème B.2.3 ci-dessus est finie puisque

{p ∈ P ; vp(AnnA(M)) 6= 0}

est un ensemble fini.
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ii) On aurait pu, écrire la preuve du théorème ci-dessus, en remarquant d’abord que

M = M [AnnA(M)] (cf. A.7.6 ;)

qui donne alors, grâce à la proposition A.7.4.v) un isomorphisme

M ∼= HomA(A/AnnA(M),M) .

Ce dernier isomorphisme donne encore, en vertu du théorème chinois des restes (cf. I.13.4,) un isomorphisme 1
2

M ∼= HomA(
∏

p ∈ P

A/pvp(AnnA(M)),M) .

C’est à ce point de la preuve, que l’on fait appell une première fois à un argument de récurrence, qui pourrait
sans cela paraître escamoté.

On peut ensuite utiliser le A.8.5.question 3), b), en remarquant bien qu’on a ici affaire à un produit fini, pour
écrire :

M ∼=
∏

p ∈ P

HomA(A/p
vp(AnnA(M)),M) .

On peut alors, à nouveau appliquer la proposition A.7.4.v) pour conclure.

Corollaire B.2.5 ( cf. II.8.4) Pour un moduleM de type fini et de torsion, pour tout p ∈ P, il existe x ∈ M,
tel que

AnnA(x) = Apvp(AnnA(M)) .

Preuve : Si vp(AnnA(M)) = 0,
AnnA(0) = A .

Si vp(AnnA(M)) 6= 0, on peut chercher x ∈ M [pvp(AnnA(M))] grâce à B.2.3.ii) et donc supposer que

AnnA(M) = Apvp(AnnA(M))

grâce à B.2.3.iii).
Alors, pour tout x ∈ M, AnnA(M) ⊂ AnnA(x), c’est-à-dire qu’il existe

ω(x) tel que AnnA(x) = A · ω(x) et ω(x)|pvp(AnnA(M))

c’est-à-dire qu’il existe

k(x) ≤ vp(AnnA(M)) tel que AnnA(x) = A · pk(x) .
Or M = < M > c’est-à-dire que

M =
∑

x ∈ M

A · x

ce qui entraîne, d’après la proposition A.7.3.vii),

A · pvp(AnnA(M)) = AnnA(M)

=
⋂

x ∈ M

AnnA(A · x)

=
⋂

x ∈ M

AnnA(x)

= A · PPCMx ∈ M (x ∈ M)

= A · pmaxx ∈ M

(
k(x)
)
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d’où il d’écoule que maxx ∈ M

(
k(x)

)
= vp(AnnA(M)), ce qui prouve qu’il existe

x ∈ M tel que AnnA(x) = A · pvp(AnnA(M)) .

Proposition B.2.6 Si M est un A-module de type fini et de torsion, pour tout

n ∈ N, n ≥ vp(AnnA(M)) ⇒ M [pn] = M [pvp(AnnA(M))] .

Preuve : Pour n ≥ vp(AnnA(M)),

M [pvp(AnnA(M))] ⊂ M [pn] ⊂ M (cf. A.7.4.ii) .)

Il s’ensuit que
AnnA(M) ⊂ AnnA(M [pn]) ⊂ AnnA(M [pvp(AnnA(M))]) .

Or d’après le théorème B.2.3.iii), AnnA(M [pvp(AnnA(M))]) = Apvp(AnnA(M)). Il en résulte que

AnnA(M [pn]) = Apvp(AnnA(M)),

ce qui entraîne
M [pn] ⊂ M [pvp(AnnA(M))] .

Corollaire B.2.7 Si M est de type fini et de torsion

M [p∞] = M [pvp(AnnA(M))] etM =
∐

p ∈ P

M [p∞] .

Preuve : C’est une conséquence de la proposition B.2.6 et du théorème B.2.3.ii).

B.3 . −A-modules cycliques (cf. II.9, IV.4)

Proposition B.3.1 (A-modules cycliques (cf. II.9.1, IV.4.1)) Étant donné un A-module C, les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

a) C est de type fini engendré par un singleton {x} avec x de torsion (cf. A.7.2.i).)

b) Il existe un isomorphisme
A/AnnA(C) ∼= C et AnnA(C) 6= 0 .

c) Il existe un idéal I ⊂ A de A, I 6= {0} et un isomorphisme de A-modules

A/I ∼= C .
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Preuve :

i) (a)⇒ b))
Si C est engendré par {C}, par définition le morphisme

f : A → C , a 7→ ax

est surjectif. Son noyau est, par définition AnnA(x) ce qui donne un isomorphisme de A-modules

A/AnnA(x) ∼= C .

Or AnnA(C) = AnnA(x) en vertu de A.7.3.iii).

ii) (b)⇒ c))
Est immédiat.

iii) (c)⇒ a))
Le A-moduleA/I est engendré par l’image de 1, ce qui donne un générateur de C par isomorphisme.

Définition B.3.2 (A-Modules cycliques (cf. II.9.2, IV.4.2)) Un A-module vérifiant les assertions équivalentes
de la proposition B.3.1 est un A-module cyclique.

Remarque B.3.3 On remarque que, dans le cas où

A = Z (resp. K[X ])

est l’anneau des entiers relatifs, (resp. des polynômes à une indéterminée à coefficients dans K,) un A-module
cyclique est exactement un groupe cyclique (cf. II.9.2,) (resp. un espace cyclique (cf. IV.4.2.))

Lemme B.3.4 Un module cyclique C est de torsion si et seulement si AnnA(C) 6= { }0.

Proposition B.3.5 (Sous-module cyclique (cf. II.9.3, IV.4.5)) Un a-module M possède un sous-module cy-
clique isomorphe à A/I si et seulement si

∃x ∈ M, AnnA(x) = I .

Proposition B.3.6 (Théorème chinois des restes (cf. II.9.4, IV.4.6)) Soit A un anneau principal. Étant donné
un élément d ∈ A

A/d ∼=
∏

p ∈ P

A/pvp(d) .

Remarque B.3.6.1 C’est exactement le théorème B.2.3 dans le cas cyclique ; c’est-à-dire le cas où le mor-
phisme A/(I ∩ J) →֒ M est injectif et définit donc, grâce au théorème chinois des restes un morphisme in-
jectif A/I×A/J →֒ M.

Corollaire B.3.7 ( (cf. II.9.5, IV.4.7)) Soit M un A-module de type fini et de torsion avec

AnnA(M) = AωM .

Soit (a, b) ∈ A×A premiers entre eux, tels que

ab = ωM .
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alors : Si
∃(x, y) ∈ M ×M, AnnA(x) = Aa et AnnA(y) = Ab

il existe
z ∈ M tel que AnnA(z) = Aab .

Preuve : Les arguments donnés dans la preuve du corollaire II.9.5 s’adaptent mutatis mutandis puisque l’argu-
ment essentiel est en fait le théorème chinois des restes.

Proposition B.3.8 Soient A un anneau principal et a ∈ A, a 6= 0. Pour deux A-modules N et Q, les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

a) Il existe une suite exacte courte

0 → N
i−−−−→ A/a

p−−−−→ Q → 0 .

b) Il existe
(b, c) ∈ A×A tel que bc = a , N ∼= A/b , Q ∼= A/c .

Le sous−A-module i(N) de A/a est alors le sous-A-module engendré par πa(c). C’est aussi le noyau du
morphisme

A/a → A/a , x 7→ bx

c’est-à-dire A/a[Ab].

Preuve : Les arguments donnés pour le cas où A = Z, dans l’exercice II.12.4 s’adaptent mutatis mutandis au
cas d’un anneau principal quelconque. On redonne cependant ici les arguments essentiels :

i) (a)⇒ b))
En confondant, à isomorphisme près,N et i(N), N est un sous-A-module deA/a. La surjection canonique

πa : A → A/a étant un morphisme surjectif,N = πa[π
−1
a (N)] et π−1

a (N) est un sous-A-module (un idéal)
de A. Il existe donc c ∈ A, tel que π−1

a (N) = Ac. Il en résulte que :

i(N) = πa(Ac) . 1

Puisque {0} ⊂ N,
Aa = Kerπa = π−1

a ({0}) ⊂ π−1
a (N) = Ac

si bien que c|a et que :
∃b ∈ A, , bc = a . 2

Le noyau Ker p ◦ πa du morphisme surjectif p ◦ πa : A → Q est

Ker p ◦ πa = {x ∈ A ; p[πa(x)] = 0}
= {x ∈ A ; πa(x) ∈ Ker p}
= {x ∈ A ; πa(x) ∈ i(N)}
= π−1

a (N)

= Ac .
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Il suffit désormais d’appliquer à p ◦ πa le corollaire I.8.13 pour obtenir un isomorphisme :

Q ∼= A/c . 3

Considérons le morphisme
γ : A → A , x 7→ cx . 4

Alors
πa ◦ γ : A → N

est un morphisme surjectif. Son noyau est donné par :

Kerπa ◦ γ = {x ∈ A ; γ(x) ∈ Kerπa}
= {x ∈ A ; cx ∈ Aa}
= {x ∈ A ; ∃y ∈ A, , cx = ay}
= {x ∈ A ; ∃y ∈ A, , cx = bcy}
= {x ∈ A ; ∃y ∈ A, , x = by}
= Ab .

5

En appliquant, cette fois au morphisme πa ◦ γ, le corollaire I.8.13, on obtient un isomorphisme :

N ∼= A/b . 6

Les points 1, 2, 3 et 6 prouvent le résultat demandé.

ii) (b)⇒ a))
Supposons donnés trois éléments a, b et c de A tels que a 6= 0 et bc = a. Le morphisme γ déjà considéré

en i).4 est tel que Kerπa ◦ γ = Ab (cf. i).5.) On an déduit, grâce à la proposition I.8.11, un morphisme injectif

i : A/b → A/a tel que i ◦ πb = πa ◦ γ .

Notons alors
p : A/a → (A/a)/i(A/b)

la surjection canonique. On laisse le soin au lecteur de montrer que le noyau du morphisme surjectif p ◦ πa est
Ac, ce qui entraîne, grâce au corollaire I.8.13, que

A/c ∼= (A/a)/i(A/b) .

Proposition B.3.9 L’anneau A étant toujours principal, Avec les notations de la proposition B.3.8, la suite est
scindée si et seulement si b et c sont premiers entre eux.

Preuve : Si b et c sont premiers entre eux, l’existence d’une section (d’ailleurs unique) est établie dans au
B.7.2.

B.4 . −p-gradué

Lemme B.4.1 (Propriétés de M [pn]) Soit M un A-module. Pour tout élément irréductible
p ∈ P :

i) Pour tout n ∈ N, M [pn] est un sous-A-module de M (cf. A.7.4.i).) C’est même un A/pn-module, et en
particulier,M [p] est un A/p-module, c’est-à-dire un A/p-espace vectoriel puisque A/p est un corps.
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ii) Pour tout (m,n) ∈ N× N,
m ≤ n ⇒ M [pm] ⊂ M [pn]

(cf. A.7.4.ii).)

iii)
∀(m,n) ∈ N× N, (M [pn])[pm] = M [pmin(m,n)] (cf. A.7.4.iii) .)

iv) Pour tout morphisme de A-modules f : M → P et tout n ∈ N, f définit par restriction un morphisme
de A-modules

f [pn] : M [pn] → P [pn] (cf. A.7.4.vi) ,)

qui est un isomorphisme dès que f en est un.

v) (Torsion et annulateur)

vp(AnnA(M)) = 0 ⇒ ∀n ∈ N, M [pn] = {0} .

Preuve : On a toujours Apn ⊂ AnnA(M [pn]), si d est un générateur de AnnA(M [pn]), il s’ensuit que

d|pn i.e. d = pℓ , ℓ ≤ n .

Or si M [pn] 6= {0}, AnnA(M [pn]) 6= A, c’est-à-dire d /∈ A×, ou encore ℓ = vp(d) > 0.
Or

AnnA(M) ⊂ AnnA(M [pn]) = Apℓ

si bien que
ℓ = vp(p

ℓ) ≤ vp(AnnA(M))

ce qui entraîne le résultat par contraposée.

vi) S’il existe deux sous-A-modules N et P tels que M = N ⊕ P, alors, pour tout n ∈ N,

M [pn] = N [pn] ⊕ P [pn] ;

s’il existe des A-modules N et P tels que M = N × P,

∀n ∈ N, M [pn] ∼= N [pn] × P [pn] .

Preuve : Puisque ·[pm] est le noyau de pm, ceci résulte de la proposition I.9.18.i).
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Notation B.4.2 Étant donné un A-module M, un élément irréductible p ∈ P et un entier n ∈ N∗, on note
grn,p(M) (ou même grn(M) s’il ne peut y avoir de doute quant à p,) le module quotient

grn,p(M) := M [pn]/M [pn−1]

qu’on appelle parfois le gradué associé à la filtration M [pℓ] ,ℓ ∈ N .

Remarque B.4.3 En fait nous n’utiliserons, la plupart du temps que gr1,p(M), (qui n’est autre que M [p],)
hormis dans des énoncés comme la proposition B.6.12, dont on peut d’ailleurs se passer dans le cas des groupes
abéliens et des K[X ]-modules. Dans ce contexte on peut donc également se passer du lemme B.4.4 et se conten-
ter de B.4.1.

Lemme B.4.4 (Propriétés de grn,p(M)) Soit M un A-module et p ∈ P un élément irréductible.

i) Pour tout n ∈ N∗, grn,p(M) := M [pn]/M [pn−1] est un κp-espace vectoriel, qui est de dimension finie
si M est de type fini.

Preuve : Il suffit de remarquer que, pour tout

x ∈ grn,p(M) , px = 0 , si bien que le morphismeA → End(grn,p(M))

définissant la structure de module sur grm,p(M) se factorise à travers κp = A/p.

ii)
∀(m,n) ∈ N∗ × N∗, n ≤ m ⇒ grn,p(M) = grn,p(M [pm]) (cf. B.4.1.iii) .)

iii) Pour tout morphisme deA-modules f : M → P , et tout n ∈ N∗, f induit un morphisme de κp-espaces
vectoriels

grn,p(f) : grn,p(M) → grn,p(P )

plus précisément, grn,p(f) est l’unique morphisme rendant commutatif le diagramme :

0 → M [pn−1] −→ M [pn] −→ grn,p(M) → 0

f [pn−1]



y f [pn]



y



y grn,p(f)

0 → P [pn−1] −→ P [pn] −→ grn,p(P ) → 0

1

Si f est un isomorphisme, grn,p(f) est aussi un isomorphisme.

Preuve : Il résulte du lemme B.4.1.ii) et B.4.1.iv) qu’on a un carré commutatif dont les morphismes horizon-
taux sont injectifs :

M [pn−1]
i−−−−→ M [pn]

f [pn−1]



y



y f [pn]

P [pn−1]
j−−−−→ P [pn] .

En notants q : P [pn] → grn,p(P ) la surjection canonique, on constate immédiatement que

q ◦ f [pn] ◦ i = q ◦ j ◦ f [pn−1] = 0

si bien que q ◦ Trsppfn se factorise à travers grn,p(M) = M [pn]/M [pn−1] c’est-à-dire qu’il existe un
morphisme de A-modules

grn,p(f) : grn,p(M) → grn,p(P )

tel que le diagramme 1 soit commutatif. Il n’est pas difficile de constater que grn,p(f) est aussi un morphisme
de κp-espaces vectoriels.
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iv)
vp(AnnA(M)) = 0 ⇒ ∀n ∈ N∗, grn,p(M) = {0} (cf. B.4.1.v) .)

v) (gradué et somme directe/produit)
Si M est un A-module tel qu’il existe deux sous-A-modules N et P tels que M = N ⊕ P, alors, pour

tout élément irréductible p ∈ A et tout n ∈ N∗, il existe un isomorphisme naturel

grn,p(M) ∼= grn,p(N) × grn,p(P ) .

Preuve : Pour n ∈ N∗, notons q : M [pn] → grn,p(M) la surjection canonique dont le noyau est M [pn−1].
Pour X = N ou P, q(X [pn]) est isomorphe à

X [pn]/(Ker q ∩X [pn]) ∼= X [pn]/(M [pn−1] ∩X [pn]) ∼= X [pn]/X [pn−1] ∼= grn(X) . 1

Pour tout x ∈ grn,p(M), il existe u ∈ n[pM ] tel que q(u) = x. D’après B.4.1.vi), il existe
(v, w) ∈ N [pn] × P [pn] tel que u = v + w si bien que x = q(v) + q(w). On a ainsi montré que :

grn,p(M) = q(N [pn]) + q(P [pn]) 2

ou encore, ce qui revient au même, grâce aux isomorphismes 1 que le morphisme

grn,p(N)× grn,p(P ) → grn,p(m)M , (v, w) 7→ q(v) + q(w)

est surjectif.
Il revient au même de montrer que ce dernier morphisme est injectif ou que la somme 2 est directe. Pour

tout (v, w) ∈ N [pn] × P [pn]

q(v) + q(w) = 0 ⇔ q(v + w) = 0 ⇔ v + w ∈ Ker q = M [pn−1] .

Il s’ensuit que
pn−1(v + w) = 0 ⇔ pn−1v + pn−1w = 0 .

Or v ∈ N [pn] (resp. w ∈ P [pn],) donc pn−1v ∈ N [pn] (resp. pn−1w ∈ P [pn].) La décomposition de
M [pn] en somme directe B.4.1.vi), et pn−1v + pn−1w = 0 entraînent

pn−1v = 0 et pn−1w = 0

c’est-à-dire
v ∈ N [pn] ∩ M [pn−1] et w ∈ P [pn] ∩ M [pn−1],

qui équivaut à
v ∈ N [pn−1] et w ∈ P [pm−1],

qui entraîne finalement
q(v) = q(w) = 0 .
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Proposition B.4.5 Soit C := A/d un A-module cyclique (cf. B.3.2.)

i) Si d = pℓ, ℓ ∈ N∗, il résulte de la proposition B.3.8, que :

∀n ∈ N∗, n ≤ ℓ ⇒ C[pn] ∼= A/pn

n > ℓ ⇒ C[pn] ∼= C ;
1

il s’ensuit que :
∀n ∈ N∗, n ≤ ℓ ⇒ grn,p(C)

∼= κp
n > ℓ ⇒ grn,p(C)

∼= {0} .

ii) Il résulte alors des énoncés, B.4.1.vi) et B.4.4.v), des énoncés B.4.1.v) et B.4.4.iv) ainsi que du lemme B.3.6
que, pour d ∈ A quelconque :

∀n ∈ N∗,
∀p ∈ P, n ≤ vp(d) ⇒ C[pn] ∼= A/pn

n > vp(d) ⇒ C[pn] ∼= A/pvp(d) ;
1

et il en résulte que :
∀n ∈ N∗,
∀p ∈ P, n ≤ vp(d) ⇒ grn,p(C)

∼= κp
n > vp(d) ⇒ grn,p(C)

∼= {0} .
2

B.5 . −A/d-modules injectifs

Lemme B.5.1 (A-modules, A/d-modules) Soit d ∈ A, d 6= 0.

i) Si
M est un A/d-modules, c’est en particulier un

A-module à travers le morphisme structural πd : A → A/d
(cf. A.1.8.d) ,)

la loi étant donnée par a · x = πd()a · x.

ii) Si f : M → N est un A/d-morphisme c’est un A-morphisme si M et N sont munis des structures de
A-module décrites en i).

iii) SiM est unA/d-module de type fini il est aussi de type fini en tant queA-module (avec la structure décrite
ci-dessus) : En effet si M est un A/d-module de type fini, il existe un entier r ∈ N et un A/d-morphisme
surjectif A/dr → M. Ce dernier est également un A-morphisme qui composé avec le A-morphisme (déduit
de πd πrd : Ar → A/dr donne un A-morphismeAr → M.

iv) Si M est un A/d-module tout sous-A/d-module de M est un sous-A-module de M.

v) Il découle alors du point iv) ci-dessus et de la proposition B.3.8 qu’un idéal de A/d est isomorphe à A/a
avec a|d et que le quotient A/d/A/a est isomorphe à A/b avec ab = d.
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Lemme B.5.2 Soit d ∈ A, d 6= 0, a ∈ A avec a|d. On considère A/a comme A/d-module graçe à
sa structure de A/d-algèbre A/d → A/a (cf. A.1.8.b).) Pour tout b ∈ A avec b|a, le morphisme naturel
A/b →֒ A/a doné par la proposition B.3.8 est aussi un A/d-morphisme qui fait de A/b un sous-A/d-module
de A/a.

Alors pour tout A/d-morphisme f : A/b → A/d, il existe un morphisme

g : A/a → A/d tel que g|A/b = f .

Preuve : On peut écrire a = bc, et l’on a alors, d’après la proposition, B.3.8, la suite exacte

0 → A/b −→ A/a −→ A/c → 0 . B.5.2.1

La construction qui suit va en fait nous permettre de nous ramener au cas oùA/a = A/d en « remplaçant »
en quelque sorte la suite B.5.2.1 par la colonne centrale du diagramme B.5.2.3. Notons p : A/d → A/a la
surjection. L’image réciproque de A/b par ce morphisme est un sous-A/d-module de A/d donc en fait un
sous-A-module de A/d qui, toujours d’après la proposition B.3.8 est de la forme A/b′ avec b′|d. De plus la
flèche induite q : A/b′ → A/b étant encore surjective, b|b′. Le noyau de ces deux flèches est le même (cf.
I.8.16,) égal à A/a′. On en déduit un isomorphisme sur les quotients A/c. On a les relations de divisibilité

aa′ = d , ba′ = b′ , bc = a et b′c = d . B.5.2.2

On peut synthétiser la construction précédente, qui n’est autre que celle donnée en I.8.15.iii), dans le diagramme
à lignes et colonnes exactes suivan :

0 0 0
↓ ↓ ↓

0→ A/a′ → A/b′
q−−−−→ A/b → 0

Id



y j



y



y i

0→ A/a′ → A/d
p−−−−→ A/a → 0

↓ ↓ ↓
0 → A/c

Id−−−−→ A/c → 0
↓ ↓
0 0

B.5.2.3

La donnée du morphisme f : A/b → A/d donne un morphisme f ′ := f ◦ q : A/b′ → A/d qui s’an-
nule sur A/a (ou en d’autres termes vérifie A/a ⊂ Ker f ′.)

Il découle de la proposition B.3.8, que A/b′ est engendré (tant comme sous-A-module que comme sous-
A/d-module) de A/d par πd(c). Or A/b′ est précisément l’annulateur AnnA/d(πd(b′)) de πd(b′) dans A/d.
Puisque f ′ est un A/d-morphisme,

πd(c) ∈ AnnA/d(πd(b
′)) ⇒ f ′(πd(c)) ∈ AnnA/d(πd(b

′)) .

Il existe donc α ∈ A/d tel que
f ′(πd(c)) = απd(c) .

Il existe un unique A/d-morphisme

g′ : A/d → A/d , 1 7→ α .

Il est immédiat de constater que g′|A/b′ = f ′ ce qui entraîne en particulier que A/a ⊂ Ker g′. Il existe donc
un uniqueA/d-morphisme

g : A/a → A/d tel que g ◦ p = g′ .

C’est finalement un exercice de montrer que g|A/b = f.
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Proposition B.5.3 Soit d ∈ A, d 6= 0, alors pour tout A/d-module de type fini M et tout morphisme injectif
de A/d-modules i : A/d → M il existe un morphisme de A/d-modules

r : M → A/d tel que r ◦ i = IdA/d .

Preuve :

i) (Construction d’une suite
(
Mn

)
,n∈N)

Soit donc donné un A/d-module de type fini M et un A/d-morphisme injectif i : A/d → M. Le mor-
phisme i définit un isomorphisme

i : A/d ∼= M0 := Im(i)

dont on note r0 le morphisme réciproque.
Supposons donnés

Mk ,0≤k≤n des sous-A/d-modules de M

et
rk ,0≤k≤n des morphismes Mk → A/d

tels que
∀0 ≤ k ≤ n− 1, Mk ⊂ Mk+1 , rk+1|Mk

= rk et rk+1 ◦ i = IdA/d ;

(M0, r0) étant construit comme précédemment. S’il existe x ∈ M \Mn, et un A/d-morphisme

rn+1 : Mn +A/dx → A/d tel que rn+1|Mn
= rn et rn+1 ◦ i = IdA/d,

on pose
Mn+1 := Mn + A/dx sinon Mn+1 = Mn .

ii) (La suite
(
Mn

)
,n∈N stationne)

La suite
(
Mn

)
,n∈N construite ci-dessus est croissante (c’est d’ailleurs une notion purement ensembliste qui

ne concerne pas les éventuelles structures de modules.) Or on a remarqué en B.5.1.iii), que si M est de type
fini comme A/d-module il l’est encore comme A-module. De plus, en vertu de B.5.1.iv), les

(
Mn

)
,n∈N sont

également des sous-A-modules de M. La proposition B.1.5 assure, puisque A est un anneau principal, que la
suite

(
Mn

)
,n∈N est stationnaire à partir d’un certain rang p.

iii) (Mp = M )
Si Mp 6= M, soit x ∈ M \ Mp et D := A/dx le sous-A/d-module de M engendré par x. Le noyau du

A/d-morphisme
A/d → M , 1 7→ x

est l’ annulateur AnnA/d(x) de x dans A/d. On en déduit un A/d-isomorphisme

D ∼= A/d/AnnA/d(x) .

Or A/d/AnnA/d(x) est un certain quotient A/a de A/d (i.e. avec a|d) en vertu du point B.5.1.v). On a donc
un A/d-isomorphisme f : A/a → D. Or D ∩ Mp est un sous A/d-module de D dont l’image inverse par
f est un sous-A/d-module de A/a et donc de la forme A/b avec b|a, toujours en vertu du point B.5.1.v).

Or le lemme B.5.2 assure que f|A/b ◦ rn se prolonge à A/a ce qui entraîne que rn se prolonge à Mp + D
ce qui contredit que Mp 6= Mp+1 et finalement que Mp 6= M.
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iv) Si Mp = M on dispose sur M d’un A/d-morphisme

rp : M → A/d tel que rp ◦ i = IdA/d .

B.6 . −Théorème de structure des A-modules de torsion (cf. II.10, IV.11)

Notation B.6.0 ( (cf. II.10.0, IV.11.0)) Dans ce paragraphe (B.6,) A est un anneau principal.

Définition B.6.1 On dira dans cette section B.6 qu’unA-moduleM possède une décomposition canonique s’il
existe un entier r ∈ N, et des idéaux Ik ,1≤k≤r strictes (i.e. différents de A) et non nuls, de A, tels que

M ∼= A/I1 × . . . × A/Ir et ∀1 ≤ k ≤ r − 1, Ik ⊂ Ik+1 .

On appellera r et le r-uplet Ik ,1≤k≤r les paramètres de la décomposition.

Remarque B.6.2 i) Dans la définition ci-dessus, si dk ,1≤k≤r désigne des éléments de A, tels que

∀1 ≤ k ≤ r, Ik = Adk,

la condition Ik ⊂ Ik+1 équivaut à dk+1|dk. En revanche sans hypothèse suplémentaire, on ne peut pas
envisager d’énoncé d’unicité vraiement strict, puisqu’on comprend bien que dk et udk pour n’impporte quel
élément inversible u ∈ A×, jouent le même rôle.

ii) On remarque qu’un moduleM possédant une décomposition canonique est de type fini (cf. II.1.5,) puisque
{1A/Ik

} ,1 ≤ k ≤ r est une famille génératrice de M.

iii) On remarque encore que, si M possède une décomposition canonique, ∀x ∈M, I1 ⊂ AnnA(x) (ce qui
s’écrit d1x = 0, si d1 est un générateur de I1.) Or

AnnA(M) =
⋂

x ∈ M

AnnA(x),

si bien que I1 ⊂ AnnA(M).
Finalement, A/I1 ⊂ M donne la suite d’inclusions

I1 ⊂ AnnA(M) ⊂ AnnA(A/I1) = I1

le dernier module étant cyclique (cf. B.3.2.)
Il en résulte que M est de torsion (cf. A.7.2.vi),) et d’idéal annulateur

AnnA(M) = I1 .

iv) Dans le cas où M = {0}, M possède une décomposition canonique de paramètres r = 0, qui est une
convention cohérente avec le reste des énoncés.

v) Dans le cas où G est un groupe abélien, une décomposition canonique s’écrira

G ∼= Z/d1Z × . . . × Z/drZ .

Les points ii), et iii) entraînent alors que G est fini d’exposant d1.
Voir le paragraphe IV.11 pour une interprétation de ces résultats en termes de K[X ]-modules.
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Le but de ce paragraphe (B.6) est d’établir le théorème B.6.13 qui constitue une réciproque aux points
B.6.2.ii) et B.6.2.iii) de la remarque ci-dessus.

Le cas du A-module nul, {0} ayant été traité en B.6.2.iv), on peut supposer, dans la suite, que M est un
A-module non nul, de type fini (cf. II.1.5,) et de torsion (cf. A.7.2.vi).)

La première étape de la démonstration consiste à construire un sous-module cyclique (cf. B.3.2,) C de M
isomorphe à A/AnnA(M), où ce qui revient au même à construire un élément x ∈ M tel que AnnA(x) =
AnnA(M). C’est la proposition B.6.3.

Dans le cas des groupes abéliens cela signifie qu’on met en évidence dans M un élément dont l’ordre est
exactement l’exposant de M.

Proposition B.6.3 (Existence d’un sous-module cyclique maximal (cf. II.10.1, IV.11.1)) Pour M un
A-module non nul de type fini et de torsion, il existe un A-morphisme injectif i : A/AnnA(M) → M ou ce
qui revient au même un élément

x ∈ M tel que AnnA(x) = AnnA(M) .

Preuve : En notant
Q := {p ∈ P ; vp(AnnA(M)) 6= 0},

en vertu du corollaire B.2.5, pour tout
setinpQ, il existe xp ∈ M tel que

AnnA(xp) = Apvp(AnnA(M)) .

Le corollaire B.3.7 et un argument de récurrence sur le nombre d’éléments de S(AnnA(M)) (dont on rapelle
que c’est un ensemble fini) permettent de conclure.

Notation B.6.4 ( (cf. II.10.2, IV.11.2)) En vertu de la proposition B.6.3 ci-dessus, et en notant

C := A/AnnA(M) et Q := M/C,

on dispose d’une suite exacte :
0 → C

i−−−−→M
q−−−−→ Q → 0 . B.6.4.1

Lemme B.6.5 Si M est un A-module de type fini et de torsion, dans la suite exacte B.6.4.1 il en est de même
pour Q.

Preuve : La proposition II.1.9 assure que Q est de type fini. Il découle du lemme A.7.3.iv) que AnnA(Q) 6=
{0} si bien que Q est de torsion.
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Remarque B.6.6 À l’inverse de ce qu’on a constaté dans le cas des groupes abéliens (Z-modules) au para-
graphe II.10 et dans le cas des K[X ]-modules au paragraphe IV.11, on ne dispose pas, dans le cas général,
d’un argument « à la EULER–POINCARÉ » Il ne serait pas impossible, et ce peut être un exercice intéressant,
de généraliser par exemple les proposition II.10.3 et II.10.4 au cas A-modules sur un anneau principal A. Ce-
pendant il manquerait un invariant (le cardinal dans le cas des groupes abéliens, la K-dimension dans le cas des
K[X ]-modules) qui prendrait une valeur sur le quotient Q dans la suite exacte B.6.4.1, strictement inférieure à
celle qu’il prendrait sur M.

On disposera en fait d’un tel invariant (voir proposition B.6.8, mais bénéficiant d’une propriété plus faible,
à savoir qu’on peut montrer qu’il prend une valeur sur Q strictement inférieure à celle qu’il prend sur M à la
seule condition que la suite B.6.4.1 soit scindée ; autrement dit que

M ∼= C ⊕Q.

On ne peut donc déduire ce résultat d’un argument de récurrence et l’on doit le montrer a priori ; ce qui est fait
à la proposition B.6.7.

Proposition B.6.7 Pour M un A-module de type fini et de torsion, la suite B.6.4.1 possède une rétraction
c’est-à-dire qu’il existe un A-morphisme

ρ : M → C tel que ρ ◦ i = IdC

ce qui donne un isomorphisme
M ∼= C ⊕ Q .

Preuve : Le A-module M étant de torsion c’est encore un A/AnnA(M)-module et il en est de même du
A-module C dans la suite exacte B.6.4.1. On constate qu’alors i est un A/AnnA(M)-morphisme et il suffit
d’appliquer la proposition B.5.3.

Proposition B.6.8 Si la suite B.6.4.1 est scindée, i.e.

M ∼= C ⊕Q alors max
p ∈ P

(dimκp
Q[p]) < max

p ∈ P
(dimκp

M [p]) .

Preuve : Pour tout élément irréductible p ∈ P, il résulte du lemme B.4.1.vi) que :

M [p] ∼= C[p] × Q[p] . B.6.8.1

Or AnnA(M) = AωM , et il existe un ensemble fini S(AnnA(M)) d’éléments irréductibles deux à deux
non associés tel que

ωM =
∏

p ∈ S(AnnA(M))

pvp(AnnA(M)) .

Puisque C ∼= A/AnnA(M) ∼= A/ωM , le théorème chinois des restes donne un isomorphisme

C ∼=
∏

p ∈ S(AnnA(M))

A/pvp(AnnA(M)) .
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Il résulte alors, toujours du lemme B.4.1.vi), que pour tout irréductible p ∈ P,

C[p] ∼=
∏

q ∈ S(AnnA(M))

A/qvq(ωM )[p] .

Or
∀(p, q) ∈ P× P, p 6= q ⇒ ∀n ∈ N, ∀m ∈ N, grn,p(A/q

m) = 0 .

Il résulte alors du lemme B.4.5.i) :

∀p ∈ P, p ∈ S(AnnA(M)) ⇒ dimκp
C[p] = 1

p /∈ S(AnnA(M)) ⇒ dimκp
C[p] = 0 .

B.6.8.2

En utilisant la décomposition p-primaire de M (cf. B.2.3.ii)e)t le lemme B.4.1.vi),

∀p ∈ P, M [p] ∼=
∏

q ∈ S(AnnA(M))

M [qvq(AnnA(M))][p]

d’où il découle que :
∀p ∈ P, p /∈ S(AnnA(M)) ⇒ M [p] = {0} . B.6.8.3

Il résulte alors de B.6.8.1, B.6.8.2 et B.6.8.3 que :

∀p ∈ P, p ∈ S(AnnA(M)) ⇒ dimκp
Q[p] = dimκp

M [p]− 1
p /∈ S(AnnA(M)) ⇒ dimκp

Q[p] = dimκp
M [p] .

B.6.8.4

On en déduit finalement que :

max
p ∈ P

(dimκp
Q[p]) < max

p ∈ P
(dimκp

M [p]) . B.6.8.5

Lemme B.6.9 Soit M un A-module possédant une décomposition canonique de paramètres

r ∈ N et Ik ,1≤k≤r .

Alors il existe p ∈ P tel que
∀1 ≤ k ≤ r, dimκp

A/Ik[p] = 1 .

Preuve : On sait déjà, d’après le lemme B.4.5.ii).2, que

∀1 ≤ k ≤ r, dimκp
A/dk[p] ≤ 1 .

Or
Ir 6= 0 et Ir 6= A (cf. B.6.1 .)

Il en résulte qu’il existe p ∈ P tel que

0 < vp(Ir) < (+∞) .

Puisque
∀1 ≤ k ≤ r − 1, Ik ⊂ Ir,

∀1 ≤ k ≤ r, 0 < vp(Ik) < (+∞) .

Le résultat découle alors du lemme B.4.5.ii).1.
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Définition B.6.10 (Diviseur élémentaires) Pour M un A-module de type fini, et (r, Ik ,1≤k≤r ) une décom-
position canonique de TorA(M), les pvp(Ik), p ∈ P, non inversibles, sont appelés diviseurs élémentaires de
M.

Proposition B.6.11 Étant doné un A-module M possédant une décomposition canonique de paramètres

r ∈ N et Ik ,1≤k≤r ∈ ,
r = max

p ∈ P
(dimκp

M [p]) .

Preuve : On a déjà remarqué (cf. B.6.2.ii), B.6.2.iii),) que sous ces hypothèses M est de type fini et de torsion
et que AnnA(M) = Ir.

Le théorème de décomposition B.2.3.ii) assure qu’il existe un sous-ensemble fini S(AnnA(M)) ⊂ P tel
que pour tout p ∈ S(AnnA(M)), vp(AnnA(M)) 6= 0, et

M =
∏

p ∈ S(AnnA(M))

M [pvp(AnnA(M))]

et pour tout p /∈ S(AnnA(M)), et tout n ∈ N, M [pn] = {0}. Il s’ensuit que

max
p ∈ P

(dimκp
M [p]) = max

p ∈ S(AnnA(M))
(dimκp

M [p]) . B.6.11.1

Le lemme B.4.1.vi) permet alors d’écrire :

max
p ∈ S(AnnA(M))

(dimκp
M [p]) = max

p ∈ S(AnnA(M))

(
r∑

k=1

dimκp
A/Ik[p]

)
.

Or d’après le lemme B.4.5.ii).2, dimκp
A/Ik[p] ≤ 1, si bien que :

max
p ∈ P

(dimκp
M [p]) = max

p ∈ S(AnnA(M))
(dimκp

M [p]) ≤ r . B.6.11.2

Or le lemme B.6.9 affirme qu’il existe p ∈ P tel que

∀1 ≤ k ≤ r, dimκp
A/Ik[p] = 1

ce qui achève la preuve.

Proposition B.6.12 Étant doné un A-module M possédant une décomposition canonique de paramètres

r ∈ N et Ik ,1≤k≤r ∈ ,
alors

∀p ∈ P, ∀n ∈ N∗, dimκp
grn,p(M) = #

(
{k ∈ [1; r] ; vp(dk) ≤ n}

)

ou bien encore

∀p ∈ P, ∀n ∈ N∗, dimκp
grn+1,p(M)− dimκp

grn,p(M) = #
(
{k ∈ [1; r] ; vp(dk) = n}

)
.

Preuve : C’est une conséquence du lemme B.4.4.v) qui permet d’écrire

∀p ∈ P, ∀n ∈ N∗, grn,p(M) =
r∏

k=1

grn,p(A/Ik)

et du lemme B.4.5.ii).2.
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Théorème B.6.13 (de structure des A-modules de torsion (cf. II.10.5, IV.11.5)) Soit M un A-module
de type fini (cf. II.1.5,) et de torsion (cf. A.7.2.vi).)

1) Il existe un entier r ∈ N, et des idéaux strictes, non égaux à A, et non égaux à {0} Ik ,1≤k≤r de A, tels
que M est isomorphe, en tant que A-module au produit

A/I1 × . . . × A/Ir et ∀1 ≤ k ≤ r − 1, Ik ⊂ Ik+1 .

2) L’entier r et le r-uplet d’idéaux Ik ,1≤k≤r satisfaisant aux conditions de 1) sont uniques.

Preuve :

1) (Existence)
On rappelle que si M = {0} on prendra r = 0.
Si M est un A-module non nul, de type fini et de torsion, on peut appliquer la proposition B.6.3 qui donne

la suite exacte
0 → C

i−−−−→M
q−−−−→ Q → 0 (cf. B.6.4.1 ,)

où C ∼= A/AnnA(M) est un A-module cyclique.
Bien entendu, si Q = {0}, C ∼= M et le résultat est prouvé. Sinon, on sait, en vertu de la proposition

B.6.7, que la suite ci-dessus est rétractée. Il s’ensuit que

M ∼= C × Q .

Il en résulte, en vertu de la proposition B.6.8, que

max
p ∈ P

(dimκp
Q[p]) < max

p ∈ P
(dimκp

M [p]) .

En raisonnant par récurrence sur maxp ∈ P(dimκp
·[p]), on peut donc supposer le résultat établi pour Q et

conclure, pour peu qu’on se convainque, que si maxp ∈ P(M [p]) = 1, l’énoncé découle du théorème B.2.3 et
du théorème chinois des restes.

2) (Unicité)
La proposition B.6.11 caractérise complètement l’entier r dans une décomposition canonique en termes du

A-mùoduleM lui-même.
La proposition B.6.12 permet pour tout p ∈ P et tout 1 ≤ k ≤ r, de déterminer vp(Ik) ce qui détermine

complètement les idéaux Ik ,1≤k≤r .

Remarque B.6.13.3 L’unicité de la décomposition du A-module M consiste en fait, une fois l’entier r déter-
miné grâce à la proposition B.6.11, à décomposer chacun des A/Ik grâce au théorème chinois des restes. Il
est alors nécessaire et suffisant d’établir l’unicité des diviseurs élémentaires (cf. B.6.10,) vp(Ik) qui sont bien
déterminés grâce à la proposition B.6.12. On constatera en IV.10.10.3 que dans le cas des K[X ]-modules ces
diviseurs élémentaires ne sont rien d’autres que les blocs de JORDAN et qu’on a alors d’autres arguments pour
prouver leur unicité.

Dans le cas des K[X ]-module l’unicité des facteurs invariants peut être établie a priori et l’unicité des
diviseurs élémentaires en découle.

Dans le cas général envisagé dans ce paragraphe, on procède en fait dans l’ordre inverse et c’est l’unicité
des diviseurs élémentaires qui entraîne l’unicité des facteurs invariants.
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Définition B.6.14 (Facteurs invariants (cf. II.10.6, IV.11.9)) Pour un A-module de type fini M, les idéaux
Ik ,1≤k≤r donnés par le téhorème B.6.13 et tels que

TorA(M) ∼= A/I1 × . . . ×A/Ir

s’appellent les facteurs invariantsde M.
Lorsqu’il existe un choix « canonique » de générateurs des idéaux Ik ,1≤k≤r (dans Z des entiers > 1, dans

K[X ] des polynômes unitaires,) ces générateurs sont, par abus de langage, appelés facteurs invariants de M.

Corollaire B.6.15 ( (cf. II.10.7, IV.11.10)) i) Deux A-modules de type fini et de torsion M et P sont iso-
morphes si et seulement si ils ont les mêmes facteurs invariants.

ii) Deux A-modules de type fini M et P sont isomorphes si et seulement si ils ont même rang et mêmes
facteurs invariants.

Preuve : Adapter la preuve du corollaire II.10.7.

Remarque B.6.16 Étant donné un A-module M = L(M) ⊕ Tor(M), on pourrait étendre la définition de
facteurs invariants à la partie libre L(M) de M. En effet si rg(M) = n, on a

L(M) ∼= An ∼= (A/{0})n .

En autorisant les facteurs invariants à être nuls. Si Tor(M) a r facteurs invariants on obtient une suite de n+ r
idéaux

Ik ,1≤k≤n+r telle que ∀1 ≤ k ≤ n, Ik = {0} et ∀1 ≤ k ≤ n+ r − 1, Ik ⊂ Ik+1 .

On peut alors déduire du corollaire B.6.15 et du théorème B.1.4, que deux A-module de type fini sont
isomorphes si et seulement si ils ont mêmes facteurs invariants avec la définition étendue donnée ci-dessus.

B.7 . −Exercices

Exercice B.7.1 [Annulateur]
On rappelle que l’annulateur AnnA(P ) pour P ⊂ M, est lidéal défini par

AnnA(P ) = {a ∈ A ; ∀x ∈ P, ax = 0} .

Soient I et J des idéaux de A.

1) Montrer que
I ⊂ AnnA(M [I]) et J ⊂ AnnA(M [J]) .

On suppose désormais que I et J sont comaximaux i.e. I+ J = A.

2) Montrer qu’alors
A = I+ J = AnnA(M [I]) + AnnA(M [J]) .

On suppose de plus désormais que AnnA(M) = I ∩ J.

3) Montrer que
M = M [AnnA(M)] = M [I ∩ J] = M [I] ⊕ M [J] .
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4) Montrer que
I ∩ J = AnnA(M [I]) ∩ AnnA(M [J]) .

5) Conclure finalement que

I = AnnA(M [I]) et J = AnnA(M [J]) .

Exercice B.7.2 [Suites exactes]
Supposons donnée une suite exacte

0 → Z/a
i−−−−→ A

p−−−−→ Z/b → 0 .

1) Que vaut #(A) ?

2) Montrer que pour tout x ∈ A, abx = 0 (on pourra chercher à donner deux arguments distincts.)

3) Étant donées deux sections s et t : Z/b → A de p,montrer que s−t définit un morphismeZ/b → Z/a ;
et en déduire que si a et b sont premier entre eux, p possède au plus une section.

4) On suppose désormais que a et b sont premiers entre eux et on note (u, v) ∈ Z× Z un couple d’en-
tiers tel que au+ bv = 1.

a) Montreer que
b : A → A , x 7→ bvx

est un projecteur à valeurs dans i(Z/a) et en déduire une rétraction r : A → Z/a de i.Que peut-on dire d’une
autre rétraction r′ de i ?

b) En déduire un isomorphisme de groupes

A ∼= Z/a × Z/b .

Exercice B.7.3 Considérons l’anneau A := Z/6Z et M le A-module A lui-même (cf. A.1.2.b).) Déterminer
TorA(M), est-ce un sous-A-module de M ?

Exercice B.7.4 [Résolution d’un groupe commutatif de type fini]

1) Soit K un corps et E un K-espace vectoriel admettant une famille génératrice finie. Montrer qu’il existe
alors un unique entier n ∈ N tel que Kn ≃ E.

2) Soit G un groupe commutatif admettant une famille génératrice finie.

a) Existe-t-il nécessairement un entier n ∈ N tel que Zn soit isomorphe à G?

b) Montrer qu’il existe un couple d’entiers (n,m) ∈ N2 tel que la suite courte

0 −→ Zm −→ Zn −→ G −→ 0

soit exacte.
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c) Le couple d’entiers (n,m) de la question précédente est-il unique? Donner une condition nécessaire et
suffisante sur (n,m) ∈ N2 pour qu’il existe une suite exacte courte

0 −→ Zm −→ Zn −→ G −→ 0.

Soit A un anneau commutatif et M un A-module.

3) a) Montrer que les Z-modules sont les groupes commutatifs et que les K-modules sont les K-espaces
vectoriels si K est un corps.

b) Reformuler les résultats des deux premières questions dans le langage des A-modules.

c) Montrer qu’il existe un anneau commutatif A et un module M admettant une famille génératrice finie tel
qu’il n’existe pas de couple d’entiers (n,m) ∈ N2 tel que la suite

0 −→ Am −→ An −→M −→ 0

soit exacte (on pourra étudier A = Q[x, y] et M le Q[x, y]-module Q muni de l’action induite par xm = 0 et
ym = 0 pour tout m ∈M ).
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C . −Théorème de la base adaptée. (cf. II.11)

C.0 . −Introduction

On a établi, au paragraphe II.11 l’existence d’une base adaptée pour un couple de A-module M ⊂ L
dans le cas où A est un anneau euclidien (cf. I.13.6.1,) et où L est un A-module libre de type fini (cf. II.3.2.)
Rappelons d’abord (cf. II.11.1,) que

Définition C.0.1 (base adaptée) On dit qu’un couple de A-modules M ⊂ L admet une base adaptée, s’il
existe une base λi ,1≤i≤r de L, un entier s ≤ r, des éléments

di ,1≤i≤s ∈ A tel que diλi ,1 ≤ i ≤ s soit une base de M

et
∀1 ≤ i ≤ s− 1, di+1|di .

Dans toute la suite de cet appendice (C,) on supposera que A est un anneau principal.

On démontre (théorème C.1.8,) le théorème dit de la base adaptée dans le cas d’un anneau principal quel-
conque, sans faire„ comme au paragraphe II.11 l’hypothèse que A est un anneau euclidien. Le résultat obtenu
ici, est donc, en un certain sens, plus général que celui obtenu en II.11.12. Cependant on ne donne ici aucun
procédé algorithmique (contrairement à II.11.9) permettant de construire une base adaptée.

On a déjà mentionné au paragraphe II.11 que le théorème de la base adaptée précise en fait le théorème II.4.6
en caractérisant de quelle manière son disposés deuxA-modules emboîtésM ⊂ L pour peu que L soit libre de
type fini. Cepandant en observant atentivement la preuve du théorème C.1.8 et notamment la proposition C.1.6
et le lemme C.1.7, qui en sont les ingrédients principaux, on constate qu’on ne fait jamais l’hypothèse queM est
libre et même de type fini. Il s’ensuit qu’on obtient de cette manière une preuve alternative du théorème II.4.6.
On obtient également un résultat plus précis que l’on connaissait cependant déjà dans le cas où rg(L) = 1
grâce au lemme II.4.1.

On a également mis en évidence à la proposition II.11.3 le lien qui existe entre une base adaptée pour
le couple M ⊂ L et les facteurs invariants du quotient L/M. On précisera encore davantage ce lien au
paragraphe C.2.

On continuera, dans ce chapitre à utiliser les notations déjà utilisées dans les chapitres précédents.

Notation C.0.2 A étant un anneau principal, pour tout élément a ∈ A, on noteraA/a l’anneau quotientA/Aa
de A par l’idéal principal Aa.

On notera πa : A → A/a la surjection canonique.
De même pour tout n ∈ Z, on aura tendance à noter Z/n pour Z/nZ et πn : Z → Z/n la surjection

canonique.

Notation C.0.3 Étant donné un A-module M,

i) On appellera formes A-linéaires ou même tout simplement formes linéaires sur M un morphisme de A-
modules f : M → A. Dans le cas où A = Z est l’anneau des entiers relatifs, on emploira parfois le terme
de formes linéaires entières.
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ii) On notera
M∗ := HomA(M,A) (cf. A.2.13 ,)

l’ensemble des formes linéaires sur M.
On rappelle que M∗ a une structure naturelle de A-module (cf. A.2.12.)
On pourra appeler M∗ le module dual de M.

iii) Pour L un A-module libre de rang r et de base λi ,1≤i≤r , pour tout 1 ≤ j ≤ r on notera λ∗j : L → A
l’unique morphisme (cf. II.1.8,) défini par

∀1 ≤ i ≤ r, λ∗j (λi) = δji .

Bien entendu, par analogie avec la situation des espaces vectoriels, on peut appeler λ∗i ,1≤i≤r la base duale de
λi ,1≤i≤r .

C.1 . −Existence et unicité d’une base adaptée

Dans tout ce paragraphe (C.1,) A est un anneau principal.

Lemme C.1.1 Soient L un A-module libre de type fini et x ∈ L \ {0}. Les conditions suivantes sont écqui-
valentes :

a) Ax a un supplémentaire dans L.

b) Il existe une forme linéaire
f : L → A telle que f(x) = 1 .

c) L’élément x peut être complété en une base de L.

d) L’élément x est indivisible i.e.

∃(y, d) ∈ L×A, x = dy ⇒ d ∈ A× .

e) Le module L/Ax est sans torsion.

Preuve :

i) (a)⇔ c))
Il suffit de remarquer que L étant libre (sans torsion suffirait), x n’est pas un élément de torsion et est

donc une base de Ax. Si cette base se complète en une base B de L, Vect
{
B \ {x}

}
est évidemment un

supplémentaire de Ax.
Réciproquement si Ax possède un suplémentaire M, ce dernier est un sous-A-module de L. Si L est libre

de type fini, il en est de même de M (cf. II.4.6 ;) puisque A est un anneau principal. Si B est une base de M,
B ∪ {x} est clairement une base de L.

ii) (c)⇒ b))
Si x se complète en une base deL, il existe une unique application linéaire f : L → A telle que f(x) = 1

et f(β) = 0 ∀β ∈ B, où l’on a complété x de sorte que B ∪ {x} est une base de L.
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iii) (b)⇒ a))
La forme linéaire f : L → A est alors surjective : en effet pour tout a ∈ A,

f(ax) = af(x) = a .

En notant K := Ker f, on a une suite exacte courte

0 → K −→ L
f−−−−→ A → 0 .

Comme A est un A-module libre de type fini, cette suite est scindée (cf. II.3.9,) i.e. il existe

MorsAL tel que f ◦ s = IdA .

On peut même ici choisir s définie par s(1) := x. D’où il suit que s(A) = Ax. Il résulte alors du théorème
I.9.15 que

M = K ⊕ Ax .

iv) (e)⇒ a))
On a une suite exacte

0 → Ax −→ L
p−−−−→ L/Ax → 0 .

Puisque L/Ax est sans torsion il est libre d’après le théorème B.1.2. La suite exacte ci-dessus est donc scindée
en vertu de la proposition II.3.9. Il existe donc un morphisme

s : L/Ax → L tel que p ◦ s = IdL/Ax,

et d’après le théorème I.9.15,
L = Ax ⊕ s(L/Ax) .

v) (a)⇒ e))
si Ax possède un supplémentaire S, il résulte du théorème I.9.15, qu’on a une suite exacte

0 → Ax −→ L
p−−−−→ S → 0

Si π : L → L/Ax est la surjection canonique,

Kerπ = Ker p,

si bien que p se factorise en un morphisme injectif

MorφL/AxS tel que φ ◦ π = p .

Or S est un supplémentaire deAx donc un sous-A-module deL, donc libre de type fini en vertu du théorème
II.4.6. Puisque φ est injectif, L/Ax est isomorphe à un sous-A-module de S qui, en vertu du théorème loc. cit.

est encore libre de type fini, donc sans torsioN.
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vi) (e)⇒ d))
Soit p : L → L/Ax la surjection canonique. Soient (d, y) ∈ A× L tel que x = dy. Il s’ensuit alors

que
dp(y) = p(dy) = p(x) = 0 .

Or x 6= 0, donc d 6= 0. Il s’ensuit, L/Ax étant sans torsion, que p(y) = 0 i.e. y ∈ Ax. Il existe donc
u ∈ A tel que y = ux, d’où il découle que

y = duy ⇔ y(1− du) = 0 .

Or
x 6= 0 ⇒ y 6= 0

et comme L est libre, donc sans torsion,
1− du = 0

c’est-à-dire que d est inversible.

vii) (d)⇒ e))
Laissé en exercice.

Remarque C.1.2 L’hypothèse, libre de type fini faite sur L dans le lemme C.1.1, n’est pas indispensable pour
montrer l’équivalence entre C.1.1.a) et C.1.1.b). Il suffit de supposer que L est sans torsion.

Définition C.1.3 (Vecteur primitif) Si x ∈ L vérifie les assertions équivalentes du lemme C.1.1, on dit que
x est un vecteur primitif du A-module libre de type fini L.

Corollaire C.1.4 Soient L un A-module libre de type fini et de rang r,

λi ,1≤i≤r une base de L , ai ,1≤i≤n ∈ A , premiers entre eux dans leur ensemble,

alors il existe une base de l dont
r∑

i=1

aiλi est le premier vecteur .

Remarque C.1.5 Soit M ⊂ L un couple de A-module libres de type fini possédant une base adaptée
(
λi ,1≤i≤r , di ,1≤i≤s

)
,s≤r ∀1 ≤ i ≤ s− 1, di+1|di . (cf. C.0.1 ,)

Soit f : L → A un morphisme de A-modules, i.e. une forme linéaire dans ce cas particulier (cf. A.2.13.)
Alors pour tout x ∈ M, ds|f(x). En effet, x ∈ M si et seulement si

∃ai ,1≤i≤s ∈ A, x =

s∑

i=1

aidiλi ;

ce qui entraîne que

f(x) =

s∑

i=1

aidif(λi) .

Or, par définition de la base adaptée
(
λi ,1≤i≤r , di ,1≤i≤s

)
,s≤r ∀1 ≤ i ≤ s− 1, di+1|di,
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∀1 ≤ i ≤ s, ds|di
d’où il résulte que ds|f(x).

L’élément ds est donc un minorant de l’ensemble E := {f(x), x ∈ M , f ∈ L∗}. C’est même un plus
petit élément puisque la forme linéaire f définie sur L par

f(λs) := 1 , ∀1 ≤ i ≤ r, i 6= s , f(λi) := 0,

vérifie f(dsλs) = ds.
L’élément ds ∈ E est en particulier un élément minimal pour la divisibilité. Cela signifie que pour tout

a ∈ E, si a|ds, alors ds|a i.e. ds et a sont associés (à défaut d’être égaux.) Bien, entendu, qui peut le plus peut
le moins, et être un plus petit élément entraîne bien évidemment d’être un élément minimal pour la divisibilité.
En revanche il est techniquement possible de montrer queE possède des éléments minimaux pour la divisibilité,
quand il serait nettement plus délicat de montrer qu’il possède un plus petit élément. Finalement l’existence
d’élément minimaux pour la divisibilité, plus facile à atteindre que celle de plus petit élément, sera suffisante
pour la construction que nous avons en vue dans ce paragraphe.

Proposition C.1.6 Soient M ⊂ L des A-modules et

E := {f(x) , x ∈ M , f ∈ L∗} .

Alors E est un sous-ensemble de A possédant des éléments minimaux pour la divisibilité.

Preuve : Pour tout f ∈ L∗, f(M) est un sous-A-module de A, c’est-à-dire un idéal de A. Choisissons un
élément f0 ∈ L∗. L’idéal I0 := f0(M) est principal et donc engendré par un élément f0(x0), x0 ∈ M.

Si f0(x0) n’est pas minimal dans E, il existe {f1}L∗ et x ∈ M tels que f1(x) divise strictement f0(x0) ;
autrement dit f1(x)|f0(x0) et f1(x) et f0(x0) ne sont pas associés ou encore n’engendrent pas le même idéal.
Il existe alors x1 ∈ M tel que

I1 := f1(M) = Af1(x1) .

Si f0(x0) est minimal on pose I1 := I0.
On peut ainsi construire, par récurrence, une suite

(
In
)
,n∈N d’idéaux : supposant construits

Ik ,0≤k≤n des idéaux tels que Ik = Afk(xk) , fk ∈ L∗ , xk ∈ M,

avec Ik ⊂ Ik + 1 et Ik+1 = Ik si et seulement si fk(xk) est minimal dans E. Alors si fn(xn) est minimal
dans E, on pose

fn+1 := fn , xn+1 := xn et In+1 := In .

Sinon il existe fn+1 ∈ L∗ et x ∈ M, tel que fn+1(x) divise strictement fn(xn) et l’on posera alors

In+1 := fn+1(M) .

On constate qu’alors
fn+1(xn+1)|fn+1(x)|fn(xn)

ce qui entraîne
In ⊂ In+1

l’inclusion étant stricte dès que fn+1(x) divise strictement fn(xn).
La suite

(
In
)
,n∈N ainsi construite est donc une suite croissante d’idéaux. Alors :

Lemme C.1.6.1 La suite
(
In
)
,n∈N est stationnaire à partir d’un certain rang, c’est-à-dire qu’il existe ℓ ∈ N

tel que pour tout m ≥ ℓ, Im = Iℓ.

La manière dont on a construit
(
In
)
,n∈N assure alors que fℓ(xℓ) est minimal dans E.
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Preuve (du lemme C.1.6.1): C’est un cas particulier de la proposition B.1.5 et un résulta qu’on a déjà établi
en I.13.5.2.

On peut encore justifier ce résultat en constatant que, la suite
(
In
)
,n∈N étant croissante

I :=
⋃

n ∈ N

In

est un idéal. Comme A est principal, il existe a ∈ A tel que I = Aa. Or il existe n ∈ N, tel que a ∈ In. Il
en résulte, puisque In est un idéal, que I ⊂ In . On a donc

∀ℓ ∈ N, ℓ ≥ n, In ⊂ Iℓ ⊂ I ⊂ In .

Lemme C.1.7 Soient M ⊂ L des A-modules,

E := {f(x) , x ∈ M , f ∈ L∗}

et (f, x) ∈ L∗ ×M tel que d := f(x) est minimal dans E.

i) Pour tout g ∈ L∗,
f(x)|g(x) .

Preuve : L’ensemble
J := {g(x) , g ∈ L∗}

est un idéal de A. En effet, pour tout couple (g, h) ∈ L∗ × L∗ de formes linéaires sur L, et tout couple
(a, b) ∈ A× A, ag + bh est encore une forme linéaire sur L et

(ag + bh)(x) = ag(x) + bh(x)

ce qui prouve, J étant non vide (f(x) ∈ J,) que J est un idéal de A. Puisque A est principal, il existe un
élément

g(x) , (g, x) ∈ L∗ ×M tel que J = Ag(x) .

Or si g(x) divise strictement f(x) la minimalité de f(x) est contredite. f(x) et gg(x) sont donc associés i.e.

f(x) est générateur de J.

ii) Pour tout y ∈ M,
f(x)|f(y) .

Preuve : L’ensemble
I := {f(y) , y ∈ M},

est un idéal de A qui n’est autre que f(M). On a en fait déjà établi dans la preuve de la proposition C.1.6 que
f(x) est un générateur de I. Cependant si f(y) est un générateur de I, (I est principal,) alors f(y)|f(x). Mais
f(y) ne peut diviser strictement f(x) sans quoi ce dernier ne serait pas minimal dans E.
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iii) Si L est libre de type fini et M 6= {0}, il existe y ∈ L tel que x = dy et par conséquent f(y) = 1, y
est un vecteur primitif au sens de C.1.3.

Preuve : Soit λi ,1≤i≤r une base de L. Pour tout 1 ≤ i ≤ r notons

λ∗i : L → A , λj 7→ δji

qu’on pourrait appeler la base dual de λi ,1≤i≤r moyennant de vérifier que c’est bien une base de L∗ (ce qui
n’est pas forcément nécessaire pour prouver ce lemme.)

On peut écrire

x =

r∑

i=1

xiλi , xi ,1≤i≤r ∈ A .

Il vient alors
∀1 ≤ i ≤ r, λ∗i (x) = xi

et par conséquent

x =

r∑

i=1

λ∗i (x)λi .

Or d’après le point i),
∀1 ≤ i ≤ r, d|λ∗i (x) .

Il existe donc
yi ,1≤i≤r ∈ A tel que ∀1 ≤ i ≤ r, xi = λ∗i (x) = dyi .

En posant

y :=
r∑

i=1

yiλi,

on a bien évidemment x = dy .
Si M 6= {0}, d 6= 0, (il existe au moins une forme linéaire prenant une valeur non nul sur M, l’un des λ∗i

en particulier.) On a alors
d = f(x) = f(dy) = df(y)

qui entraîne, puisque A est intègre
f(y) = 1 .

Théorème C.1.8 (de la base adaptée) Soit M ⊂ L un couple de A-modules avec L libre de type fini et de
rang r ∈ N.

1) Il existe une base adaptée
(
λi ,1≤i≤r , di ,1≤i≤s

)
,s≤r ∀1 ≤ i ≤ s− 1, di+1|di

pour M ⊂ L.

2) Les données (s, di ,1≤i≤s ) sont uniquement (à association près) déterminées par les facteurs invariants du
module quotient L/M.

242



L3/S6 M305, Algèbre II, C.1.8 Université Paris Sud, 2019–2020

Preuve : Le point 2) n’est autre que le corollaire II.11.4.
Nous allons prouver l’existence d’une base adaptée par récurrence sur le rang r de L.
r = 0 L = M = {0}, et le résultat est établi.
— Soient r ∈ N, L de rang r + 1 et M ⊂ L. Si M = {0}, ∅ est la seule base de M et le résultat est

établi.
Si M 6= {0}, notons

E := {f(x) , f ∈ L∗ , x ∈ M} .
D’après la proposition C.1.6, E possède un élément minimal

d = f(x) , f ∈ L∗ , x ∈ M .

Il résulte alors du lemme C.1.7.iii) qu’il existe y ∈ L tel que x = dy et tel que y soit un vecteur
primitif (cf. C.1.3.)
Remarquons alors que f : L → A est surjective et qu’en notant K := Ker f son noyau, on dispose
d’une suite exacte courte :

0 → K −→ L
f−−−−→ A → 0 . (cf. C.1.1.iii) .)

On dispose même d’une section
σ : A → L , a 7→ ay .

Il en résulte que :
L = Ay ⊕ K . C.1.8.1

Le lemme qui suit permet de terminer la preuve :

Lemme C.1.8.2
M = Ax ⊕ (M ∩K) .

Or on sait, puisque y est un vecteur primitif, que K est un A-module libre de rang r. En posant N :=
M ∩ K, on peut faire l’hypothèse de récurrence que N ⊂ K possède une base adaptée

(
κi ,1≤i≤r , di ,1≤i≤s

)
,s≤r , ∀1 ≤ i ≤ s− 1, di+1|di .

Alors (κi ,1≤i≤r , y) est une base de L. En posant :

∀1 ≤ i ≤ s, λi := κi
λs+1 := y
ds+1 := d

∀s+ 2 ≤ i ≤ r + 1, λi := κi−1′

on a construit une base adaptée pour M ⊂ L moyennant de montrer que :

Lemme C.1.8.3
d = ds+1|ds ;
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Preuve (du lemme C.1.8.2): Montrons d’abor que

σ ◦ f : M → Ax

est un projecteur (surjectif 6.) En effet on a bien (σ ◦ f)2 = σ ◦ f. Par ailleurs il découle du lemme C.1.7.ii)
que,

∀z ∈M, f(x) = d|f(z)
d’où il découle que

σ[f(z)] ∈ Ady = Ax .

Comme par ailleurs x ∈ M et σ[f(x)] = X, on en déduit que

σ[f(M)] = Ax .

Le lemme I.9.8 permet de conclure.

Preuve (du lemme C.1.8.3): Notons e := ds+1 ∧ ds un Pgcdde d = ds+1 et ds. Il existe donc un couple
de coefficients de BÉZOUT (u, v) ∈ A×A tel que

ds+1u + dsv = e , e|d et e|ds .

Par construction
dsλs ∈ M et ds+1λs+1 ∈ M

d’où
ds+1uλs+1 + dsvλs ∈ M et λ∗s+1 + λ∗s ∈ L∗ .

Or :

(λ∗s+1 + λ∗s)(ds+1uλs+1 + dsvλs) = λ∗s+1(ds+1uλs+1 + dsvλs) + λ∗s(ds+1uλs+1 + dsvλs)

= ds+1uλ
∗
s+1(λs+1) + dsvλ

∗
s(λs)

= ds+1u+ dsv

= e .

Il en résulte que e ∈ E. Par minimalité de d, e|d entraîne d|e, et comme e|ds, il vient finalement

d|ds .

Remarque C.1.9 Le cas où rg(L) = 1 dans le théorème C.1.8 ci-dessus était déjà traité dans le lemme
II.4.1. On n’en a cependant pas besoin pour l’argument de récurrence. On constatera d’ailleurs que la preuve du
théorème C.1.8 consiste à affiner celle du théorème II.4.6.

6. C’est le genre d’argument qu’on a déjà donné dans la preuve de la proposition I.9.9 par exemple.

244



L3/S6 M305, Algèbre II, C.2.3 Université Paris Sud, 2019–2020

C.2 . −Une autre preuve du théorème de la base adaptée C.1.8

Étant donné unA-moduleQ de type fini et de torsion on peut montrer (cf. B.7.4q)u’il existe des A-modules
libres de type fini tels qu’on ait une suite exacte

0 → M −→ L −→ Q → 0

oùQ apparaît comme le quotientL/M. La proposition II.11.3 assure alors que si l’on connaît une base adaptée
(
λi ,1≤i≤r , di ,1≤i≤s

)
,s≤r ∀1 ≤ i ≤ s− 1, di+1|di

deM ⊂ L, les di ,1≤i≤s sont des générateurs des facteurs invariants de Q. Le théorème C.1.8 donne donc une
preuve alternative de l’énoncé d’existence B.6.13.1) par un procédé différent.

On peut donc légitimement se demander si l’on ne peut pas à l’inverse établir l’existence d’une base adaptée
pour un couple M ⊂ L avec L libre de type fini, connaissant le théorème de structure des A-modules de type
fini et de torsion B.6.13. C’est ce que nous allons montrer dans ce paragraphe, à titre de curiosité certes, parce
qu’il n’est pas totalement indispensable de disposer de plusieurs preuves d’un même résultat. D’autant que le
paragraphe II.11 peut tout à fait lui-même donner une preuve algorithmique du théorème C.1.8.

Notation C.2.1 Dans la suite L est un A-module libre de type fini (cf. II.3.2,) et M un sous-A-module de L.
On note Q := L/M, le quotient de L par M si bien qu’on a une suite exacte courte :

0 → M
i−−−−→ L

q−−−−→ Q → 0 C.2.1.1

(où i := IdL|M et q : L → L/M est la surjection canonique.)
Notons

r := rg(L) ∈ N .

Lemme C.2.2 Si Q ∼= A/d est cyclique, il existe une base λi ,1≤i≤r de L telle que q(λ1) est un élément
inversible de l’anneauA/d.

Preuve : Puisque q : L → Q est surjectif, il existe ξ ∈ L tel que q(ξ) = 1A/d. Dans une base µi ,1≤i≤r
de L, ξ s’écrit

ξ =

r∑

i=1

xiµi .

Soient a un Pgcd des xi,

yi ,1≤i≤r tel que ∀1 ≤ i ≤ r, xi = ayi et η :=

r∑

i=1

yiµi .

Il s’ensuit que ξ = aη, ce qui entraîne

1A/d = q(ξ) = aq(η) . C.2.2.1

Les coordonnées de η dans la base µi ,1≤i≤r sont première entre elles dans leur ensemble ce qui entraîne (cf.
C.1.4,) que η peut être complété en une base

(λ1 := η, λ2, . . . , λr) de L .

L’égalité C.2.2.1 assure bien que q(λ1) est inversible dans A/d.
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Lemme C.2.3 Le A-module Q ∼= A/d étant toujours cyclique et la base λi ,1≤i≤r étant construite comme
dans le lemme C.2.2 :

i)
∀2 ≤ i ≤ r, ∃ai ∈ A, µi := λi − aiλ1 ∈ M .

Preuve : Puisque q(λ1) est inversible dans A/d,

∀2 ≤ i ≤ r, ∃ai ∈ A, q(λi) = aiq(λ1)

Il s’ensuit que
∀2 ≤ i ≤ r, q(λi − aiλ1) = 0 ⇔ λi − aiλ1 ∈ M .

ii) En posant µ1 := λ1, µi ,1≤i≤r est une base de L.
Il existe donc une base µi ,1≤i≤r de L, telle que q(µ1) est inversible dans A/d et

∀2 ≤ i ≤ r, µi ∈ M .

Preuve : La famille µi ,1≤i≤r est libre : Soit bi ,1≤i≤r ∈ A,

r∑

i=1

biµi = 0

⇔ (b1 −
r∑

i=2

biai)λ1 +

r∑

i=2

biλi = 0 .

Puisque λi ,1≤i≤r est une famille libre, on en déduit que

∀2 ≤ i ≤ r, bi = 0 et (b1 − a
r∑

i=2

biai) ⇒ ∀1 ≤ i ≤ r, bi = 0 .

La famille µi ,1≤i≤r est manifestement génératrice de L.

Lemme C.2.4 Si Q ∼= A/d est cyclique, la base µi ,1≤i≤r construite au lemme C.2.3 est adaptée (cf. C.0.1,)
pour M ⊂ L.

Preuve : Pour tout ξ ∈ M, on écrit

ξ =

r∑

i=1

xiµi .

Or :

0 = q(ξ)

=

r∑

i=1

xiq(µi)

= x1q(µ1) .

Or q(µ1) est inversible dans l’anneauA/d, si bien que

x1q(µ1) = 0 ⇒ d|x1 .
Il en résulte que (dµ1, µ2, . . . , µr) est une base de M ce qui prouve que µi ,1≤i≤r est adaptée à M ⊂ L.
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Proposition C.2.5 On suppose que le module Q = L/M dans la suite exacte C.2.1.1 est de torsion. Comme
L est de type fini, Q est également de type fini et l’on a :

Q ∼= A/d1 × . . . × A/ds+1

où les di ,1≤i≤s+1 sont des générateurs des facteurs invariants donnés par le théorème B.6.13.
Écrivons une suite exacte :

0 → R
j−−−−→ Q

t−−−−→ A/d1 → 0 C.2.5.1

où l’on a naturellement

R ∼=
s+1∏

i=2

A/di . C.2.5.2

i) Soit P := q−1[j(R)]. La restriction

p := q|P : P → R de q à P

est un morphisme surjectif de noyau M. On obtient un diagramme à lignes et colonnes exactes :

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → M
IdL|M−−−−→ P

p−−−−→ R → 0

IdM



y IdL|P



y



y j

0 → M
i−−−−→ L

q−−−−→ Q → 0

0



y u



y



y t

0 → A/d ∼= A/d → 0
↓ ↓
0 0

1

Preuve : Le corrollaire I.8.16 assure que la suite horizontale du haut est exacte. Lisomorphisme en bas à droite
entre les quotients est donné par le corollaire I.8.15.

ii) Il existe une décomposition
L = H ⊕ D , P = H ⊕ d1D .

Preuve : On l’obtient en appliquant le lemme C.2.4 à la suite verticale du centre dans le diagramme i).1.

iii) Si on pose
K := M ∩ H alors M = K ⊕ d1D .

247



L3/S6 M305, Algèbre II, C.2.5 Université Paris Sud, 2019–2020

Preuve : On a d1Q = 0. Notons δ une base de D. Alors

q(d1δ) = d1q(δ) = 0

c’est-à-dire que
d1δ ∈ Ker q = M .

Pour tout ξ ∈ M, puisque ξ ∈ P , il existe un unique couple (ψ, η) ∈ d1D × H tel que ξ = ψ + η.
Or

η = ξ − ψ ⇒ η ∈ M

si bien que
η ∈ K = H ∩ M .

iv) On a une suite exacte :
0 → K −→ H −→ R → 0 . 1

Preuve : Les décompositions
P = H ⊕ d1D (cf. ii) ,)

et
M = K ⊕ d1D (cf. iii) ,)

ainsi que la suite horizontale du haut dans le diagramme i).1, donnent un diagramme à lignes et colonnes
exactes dans lequel les deux colonnes de gauche sont scindées :

0 0
↓ ↓

0 → K −→ H
v−−−−→ S → 0

IdM |K



y IdP |H



y



y w

0 → M
IdL|M−−−−→ P

p−−−−→ R → 0
↓ ↓ ↓

0→ d1D ∼= D1D → 0
↓ ↓
0 0

PuisqueK ⊂ M = Ker p, p se factorise à travers S := H/K, ce qui donne le morphismew : S → R
vérifiant w ◦ v = p. Cette dernière condition, entraînant, puisque p est surjectif, que w l’est aussi. Puisque
le morphisme sur la ligne du bas du diagramme ci-dessus est un isomorphisme, le lemme du serpent assurerait
automatiquement que w est injectif. Cependant on peut le montrer « à la main » : En effet, pour tout ξ ∈ S, il
existe ψ ∈ H tel que ξ = v(ψ) . Alors w(ξ) = 0, équivaut à

w[v(ψ)] = 0

qui équivaut encore à p(ψ) = 0. Il s’ensuit que

ψ ∈ Ker p = M .

Or ψ ∈ H, d’où
ψ ∈ K = M ∩H
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i.e.

ξ = v(ψ) = 0 .

On en déduit que
w : S ∼= R

ce qui donne la suite exacte demandée.

v) Le couple M ⊂ L possède une base adaptée (cf. C.0.1.)

Preuve : On raisonne par récurrence sur le nombnre de facteurs invariants du quotient Q = L/M.
Dans le cas où Q n’a qu’un facteur invariant, i.e. est cyclique le résulta est le lemme C.2.4.
Si on suppose L de rang r + 1, puisque L/P ∼= A/d (cf. i).1,) il découle de la proposition II.7.9 et même

du lemme II.7.7 que rg(P ) = rg(L) = r + 1. Il découle alors de la décomposition ii)

P = H ⊕ d1D

que rg(H) = r .
Pour s ∈ N, si Q a s + 1, facteurs invariants, le A-module R défini en C.2.5.2 a s facteurs invariants.

L’hypothèse de récurrence appliquée à la suite exacte construite en iv).1 permet de construire une base λi2r + 1
de H tels que (d2λ2, . . . , ds+1λs+1) soit une base de K.

Soit alors λ1 une base de D, la décomposition

L = D ⊕ H (cf. ii) ,)

assure que λi ,1≤i≤r+1 est une base de L.
Enfin la décomposition

M = d1d ⊕ K (cf. iii) ,)

assure que
(d1λ1, d2λ2, . . . , ds+1λs+1

est une base de M.

Proposition C.2.6 Dans le cas général i.e. oùQ est quelconque (de type fini bien sûr) mais pas nécessairement
de torsion, on a une décomposition de Q en partie libre et partie de torsion donnée par le théorème B.1.4 :

0 → Tor(Q)
j−−−−→ Q

ℓ−−−−→ L(Q) → 0 C.2.6.1

(où Tor(Q) est de torsion et L(Q) est libre.)
On note enfin :

P := q−1[j(Tor(Q))] , p := q|P : P → Tor(Q) . C.2.6.2

i) On a alors le diagramme à lignes et colonnes exactes suivant :

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → M
IdL|P−−−−→ P

p−−−−→ Tor(Q) → 0

IdN



y IdL|P



y



y j

0 → M
i−−−−→ L

q−−−−→ Q → 0

↓ k



y



y ℓ

0 → L(Q) ∼= L(Q) → 0
↓ ↓
0 0

1
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Preuve : Le corrollaire I.8.16 assure que la suite horizontale du haut est exacte. Lisomorphisme en bas à droite
entre les quotients est donné par le corollaire I.8.15.

ii) Le couple M ⊂ L a une base adaptée (cf. C.0.1.)

Preuve : La suite exacte verticale centrale dans le diagramme i).1 est scindée puisque le dernier terme L(Q)
est libre de type fini. On peut donc écrire

L = P ⊕ L(Q) .

Or dans la suite exacte horizontale du diagramme i).1, le quotient P/M ∼= Tor(Q) est de torsion, ce qui
permet d’appliquer le résultat C.2.5.v) qui donne une base adaptée pour le couple M ⊂ P. Elle ce complète
(en prenant une base arbitraire de L(Q)) en une base adaptée pour M ⊂ L.
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D . −Rappels sur les formes linéaires alternées et les déterminants

Ce paragraphe a essentiellement pour but de rappler certaines notations et convention concernant les déter-
minants permettant d’en user librement dans le paragraphe IV.6 consacré à l’étude du polynôme caractéristique
d’un endomorphisme. La plupart des résultats rappelés ici est certainement connue du lecteur, aussi les preuves
ont-elles été omises. Dans toute cette section, E est un K-espace vectoriel de dimension finie d ∈ N∗, où

K est un corps de caractéristique différente de 2. On note Sd le groupe des permutations sur l’ensemble
[1; d] ⊂ N.

Définition D.1 (Forme d-linéaire alternée) On appelle forme d-linéaire alternée sur E une application

f : Ed := E × . . .× E → K ,

telle que pour tout d-uplet (v1, . . . , vd) d’éléments de E, tout entier 1 ≤ i ≤ d, tout élément v′i ∈ E et tout
couple (λ, λ′) ∈ K×K,

f(v1, . . . , λvi + λ′v′i, . . . , vd) = λf(v1, . . . , vi, . . . , vd) + λ′f(v1, . . . , v
′
i, . . . , vd) ; D.1.1

et pour toute permutation s ∈ Sd,
f(vs(1), . . . , vs(d)) = σ(s)f(v1, . . . , vd) , D.1.2

(où σ(s) désigne la signature de la permutation s.)
On noteraAd E l’ensemble des formes d-linéaires alternées sur E.

Remarque D.2 Si d = 1, on remarque immédiatement que

Ad E ∼= E∗ .

On supposera, dans toute la suite de ce paragraphe (D), que d ≥ 2.

Lemme D.3 Soit f ∈ Ad E, et (v1, . . . , vd) un d-uplet d’éléments de E tel qu’il existe 1 ≤ i < j ≤ d tels
que vi = vj . Alors

f(v1, . . . , vd) = 0 .

Proposition D.4 L’ensembleAd E est un K-espace vectoriel et

dimKAd E = 1 . D.4.1

Proposition D.5 Étant donnés deux K-espaces vectoriels E et F de même dimension d, on note

Ad : HomK(E,F ) → HomK(Ad F,Ad E)

l’application définie par u 7→ Ad (u) où

∀f ∈ Ad F, ∀(v1, . . . , vd) ∈ Ed, [(Ad (u))(f)](v1, . . . , vd) := f(u(v1), . . . , u(vd)) , D.5.1

ii) Cette application vérifie pour E,F,G des K-espaces vectoriels de même dimension d et

u : E → F , v : F → G des morphismes :

Ad (v ◦ u) = Ad (u) ◦ Ad (v) .
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iii) Avec les notations précédentes, si v est l’inverse de u, alorsAd (u) est inversible et

Ad (v) = Ad (u) −1 .

iv) Pour tout morphisme u : E → F , Ad (u) est un morphisme (application linéaire) de Ad F dansAd E.

Remarque D.6 On pourrait simplement noterAd (u) = f ◦ u si cette notation n’était abusive pour d 6= 1, et
si cela ne pouvait conduire à des confusions. Cette notation peut cependant aider à comprendre le comportement
de Ad (u) vis-à-vis de la composition et de l’inverse notamment, très analogue à celui de u∗ .

En revanche, il faut bien prendre garde au fait que en général Ad (u + v) 6= Ad (u) + Ad (v) !

Définition D.7 (Déterminant d’un endomorphisme) Pour tout

u : E → F avec dim E = dim F = d,

on appelle déterminant de u l’application

Ad (u) : Ad F → Ad E .

Proposition D.8 i) Si u : E → E est un endomorphisme alorsAd (u) est un endomorphisme de Ad E qui
est de dimension 1. L’application Ad (u) est donc une homothétie uniquement caractérisée par son rapport
k ∈ K. Le scalaire k est aussi appelé déterminant de u et noté det(u).

ii) Si u et v sont des endomorphismes de E la proposition D.5.ii) a pour conséquence que

det(v ◦ u) = det(u)det(v) = det(u ◦ v) .

De même, la proposition D.5.iii) a pour conséquence que, si u est un automorphisme de E (i.e. un endomor-
phisme inversible,)

det(u−1) = (det(u))−1 .

Il s’ensuit que la restriction de l’application det(·) au groupe linéaire GL(E) définit un morphisme à valeurs
dans le groupe (K×, ∗).

Remarque D.9 Attention : Il faut bien noter que le déterminant d’un endomorphisme u de E est indépendant
du choix de toute base sur E.

Définition D.10 (Déterminant d’un système de vecteurs) Une base

(e1, . . . , ed) de E étant fixée,

à tout d-uplet (v1, . . . , vd) de vecteurs de E, on peut associer un unique endomorphisme u de E défini par :

u(ei) := vi , 1 ≤ i ≤ d .

On appellera déterminant du système de vecteurs (v1, . . . , vd) dans la base (e1, . . . , ed) et on notera

dete1,...,ed(v1, . . . , vd) := det(u)

le déterminant de u au sens de la définition D.7.

Remarque D.11 i) Il s’ensuit immédiatement que pour tout endomorphisme u de E,

det(u) = det(e1,...,ed)(u(e1), . . . , u(ed)) .
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ii) L’identité D.5.ii) a pour conséquence que, si

(e1, . . . , ed) et (e
′
1, . . . , e

′
d) sont deux bases de E,

et (v1, . . . , vd) un système de vecteurs quelconque,

det(e1,...,ed)(v1, . . . , vd) = det(e1,...,ed)(e
′
1, . . . , e

′
d) · det(e′1,...,e′d)(v1, . . . , vd) .

Remarque D.12 (Attention :) Le déterminant d’un système de vecteurs, en revanche, n’a de sens que
par rapport à une base donnée.

Lemme D.13 Pour tout d-uplet
x := (x1, . . . , xd)

d’éléments de E et tout d-uplet
y := (y1, . . . , yd)

d’éléments de E∗, on pose
δ(x, y) :=

∑

s ∈ Sd

σ(s)
∏

i ∈ [1;d]

〈xs(i), yi〉 D.13.1

(où ∀(x, y) ∈ E × E∗, 〈x, y〉 := y(x) .)

Alors pour tout (x, y) comme ci-dessus, δ vérifie les propriétés suivantes :

ii)
δ(x, y) =

∑

s ∈ Sd

σ(s)
∏

i ∈ [1;d]

〈xi, ys(i)〉 .

iii) Pour y fixé, δ(·, y) est une forme d-linéaire alternée sur E.

iv) Pour x fixé, δ(x, ·) est une forme d-linéaire alternée sur E∗.

v) Pour tout endomorphisme u de E,

δ(u(x), y) = det(u)δ(x, y) (où u(x) := (u(x1), . . . , u(xd)) .)

vi) Pour tout endomorphisme v de E∗,

δ(x, v(y)) = det(v)δ(x, y) (où v(y) := (v(y1), . . . , v(yd)) .)

vii) Pour tout endomorphisme u de E (resp. v de E∗, )

δ(u(x), y) = δ(x, u∗(y)) resp. δ(x, v(y)) = δ(v∗(x), y) .)

viii) Si x est une base de E et y sa base duale δ(x, y) = 1.

ix) Si x (resp. y) est un système lié,
δ(x, y) = 0 .
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x) Si x := (x1, . . . , xd) est un d-uplet de vecteurs de E et b := (b1, . . . , bd) une base de E,

detb(x) = δ(x, b∗) ,

(où b∗ est la base duale de b.)

Corollaire D.14 Étant donnée une base b de E et l’application qui à tout système d-uplet d’éléments de E, v
associe detb(v) est une forme d-linéaire alternée sur E.

Corollaire D.15 Étant donné un endomorphisme u de E,

det(u) = det(u∗) , D.15.1

(où u∗ désigne le dual de u ,) pour toute base B de E, si

M := (mi,j) 1 ≤ i ≤ d
1 ≤ j ≤ d

est la matrice de u dans la base B :

det(M) := det(u) =
∑

s ∈ Sd

σ(s)
∏

i ∈ [1;d]

Mi,s(i) = det(tM) D.15.2

Corollaire D.16 i) Un endomorphisme u de E est inversible si et seulement si det(u) 6= 0.

ii) Étant donnée une base (e1, . . . , ed) de E, un système (v1, . . . , vd) de vecteurs de E est une base si et
seulement si

det(e1,...,ed)(v1, . . . , vd) 6= 0 .

Proposition D.17 Supposons donnée surE une forme bilinéaire non dégénérée φ. Alors tout endomorphisme
u de E φ-orthogonal vérifie

det(u)
2
= 1 .

D.18 . −Exercices

Exercice D.18.1 [Déterminants par blocs]
Pour tout n ∈ N∗, on note In ∈ Mn(K) la matrice identité. Dans la suite p et q sont dans N∗.

1) Soient
A ∈ Mp(K) et B ∈ Mq(K) .

a) Calculer en fonction de det(A) et det(B)

det(

(
A 0
0 Iq

)

) et det(

(
Ip 0
0 B

)

) .

b) En déduire det(

(
A
0 B

)

) en fonction de det(A) et det(B).

Indication : Utiliser la multiplicativité du déterminant.
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2) Soient
A ∈ Mp(K) , B ∈ Mq(K) et C ∈ Mp,q(K) .

a) Calculer det(

(
A C
0 Iq

)

) en fonction de det(A).

b) Pour

M :=

(
A C
0 B

)

∈ Mp+q(K),

calculer det(M) en fonction de det(A) et det(B).
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Groupes abéliens

Exercice A : (Torsion dans un groupe abélien)
Soit A un groupe abélien noté additivement. Pour tout entier n ≥ 1, on note

A[n] := {x ∈ A ; nx = 0} et Tor(A) :=
⋃

n≥1

A[n] .

1) Montrer que les
A[n] ,n ∈ N et Tor(A)

sont des sous-groupes de A.

2) Soit f : A → B un homomorphisme de groupes. Montrer que pour tout n ≥ 1,

f(A[n]) ⊂ B[n] puis que f(Tor(A)) ⊂ f(Tor(B))

avec égalité si f est un isomorphisme.

3) Si p et q sont des entiers premiers entre eux, montrer que tout élément de A[pq] s’écrit de manière unique comme somme
d’un élément de A[p] et d’un élément de A[Q] ; autrement dit que

A[pq] = A[p] ⊕ A[q] .

4) Montrer que A/Tor(A) est sans torsion i.e.

∀(n, x) ∈ N×A/Tor(A), n · x = 0 ⇔ n = 0 ou x = 0 .
On suppose désormais queA est fini, on note n le cardinal deA et n = pe11 p

e2
2 · · · perr la décomposition de n en facteurs

irréductibles (donc ei ≥ 1 pour tout i = 1, · · · , r ).

5) Pour tout entier m ∈ N, si vp(m) dénote la valuation p-adique de m, alors

A[m] =
⊕

p|m

A[pvp(m)] .

Si p est un nombre premier, on note A[p∞] le sous-ensemble de A des éléments dont l’ordre est une puissance de p.

A[p∞] = {a ∈ A ; ∃s ∈ N, , |<a>A| = ps} .

6) Montrer que A[p∞] est un sous-groupe de A.

7) Montrer que A[p∞] 6= {0} si et seulement si p est l’un des pi.

8) Plus généralement, montrer que A[p∞] est l’unique p-Sylow de A. En déduire le cardinal de A[p∞].
Soit

π :
⊕

p
A[p∞] −→ A

(xp)p 7−→ ∑

p
xp.

9) a) Soit (xp)p ∈ Kerπ et soit q un nombre premier. Montrer qu’il existe k ∈ N tel que xq ∈ A[qk] et k′ premier à
q tel que xq ∈ A[k′].

b) En déduire que π est injective.

1



10) Montrer que π est surjective et en déduire que

A ∼=
r⊕

i=1

A[p∞i ]

Exercice B : Soient A et B deux groupes abéliens et Hom(A,B) l’ensemble des morphismes de A dans B.

1) Vérifier rapidement que Hom(A,B) a une structure de groupe abélien.

2) Montrer que
Hom(Z/mZ, A) ∼= A[m] := {a ∈ A ; ma = 0}

(on donnera explicitement un isomorphisme.)

3) Montrer que
Hom(Z/pZ,Z/qZ) ∼= Z/dZ où d = (p ∧ q) .

4) Montrer que Hom(Z/mZ,Z) = 0.

5) Montrer que Hom(Z,Z/mZ) est isomorphe à Z/mZ.

6) Si

A =

k∏

i=1

Ai et B =

ℓ∏

j=1

Bj

sont des groupes abéliens, montrer que Hom(A,

ℓ∏

j=1

Bj) est isomorphe à
ℓ∏

j=1

Hom(A,Bj) et que Hom(

k∏

i=1

Ai, B) est isomorphe

à
k∏

i=1

Hom(Ai, B).

Indication : On pourra se borner à le montrer pour deux facteurs.

Exercice C : 1) Comment l’exercice B permet-il de retrouver le résultat de l’exercice A, question 3)?

2) De quel énoncé connu peut-on rapprocher ce dernier résultat ?

Exercice D : Soient
0 → N

i−−−−→M
p−−−−→ Q → 0

une suite exacte courte de groupes abéliens, R un groupe abélien et f : R → Q un morphisme de groupes.

On note
r : R×M → R , (x, y) 7→ x et q : R×M → M , (x, y) 7→ y .

Enfin on note
P := {(x, y) ∈ R×M ; f [r(x, y)] = p[q(x, y)]} .

1) R×M étant muni de sa structure produit, montrer que P en est un sous-groupe.

2) Montrer que, si f est injectif,
q|P : P → M

induit un isomorphisme
P ∼= p−1[f(R)] .

3) Montrer que r|P est un morphisme surjectif de noyau isomorphe à N et qu’on a donc une suite exacte

0 → N −→ P
r|P−−−−→ R → 0 .
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Anneaux idéaux

Exercice A : (Rappels et compléments sur les idéaux)
Soient A et B deux anneaux commutatifs et f : A → B un morphisme d’anneaux.

1) On suppose que f est surjectif.

a) Montrer que si I ⊂ A est un idéal de A alors f(I) est un idéal de B.

b) Montrer que si I est un idéal de A contenantKerf alors

f−1(f(I)) = I .

c) En déduire que l’application I 7→ f(I) réalise une bijection croissante entre l’ensemble des idéaux deA contenantKer f
et l’ensemble des idéaux de B.

2) On ne suppose plus que f est surjectif.

a) Si I ⊂ A est un idéal de A, le sous-ensemble f(I) ⊂ B est-il toujours un idéal de B ?

b) Soit J un idéal de B. Montrer que f−1(J) ⊂ A est un idéal de A et queA/f−1(J) s’identifie à un sous-anneau de B/J.

c) En déduire que si J est un idéal premier de B, alors f−1(J) est un idéal premier de A.

d) Si J ⊂ B est un idéal maximal de B, le sous-ensemble f−1(J) ⊂ A est-il nécessairement un idéal maximal de A?

Exercice B : (Autour du théorème chinois)
Soit A un anneau commutatif. Si I, J ⊂ A sont des idéaux de A, on pose :

I+ J := {a+ b | a ∈ I et b ∈ J} et IJ := {a1b1 + · · ·+ akbk | ai ∈ I et bj ∈ J} .

1) Montrer que si I, J sont des idéaux de A alors I+ J, IJ et I ∩ J sont des idéaux de A.

2) Soient I, J des idéaux de A.

a) Montrer que IJ ⊂ I ∩ J

b) On suppose que I+ J = A. Montrer que IJ = I ∩ J.

c) Donner un contre-exemple à cette égalité si I+ J 6= A. (On pourra choisir A = Z).

d) Soient K et L des idéaux tels que

I ⊂ K , J ⊂ L , K ∩ L ⊂ I ∩ Jet K+ L ⊂ I+ J .

Montrer qu’alors
I = K etJ = L .

3) Soient I et J des idéaux de A. On note

pI : A → A/I et pJ : A → A/J

les surjections canoniques et
q : A → A/I×A/J , x 7→

(
pI(x), pJ(x)

)
.

a) Vérifier que q est un morphisme d’anneaux ; montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux

i : A/(I ∩ J) → A/I×A/J tel que i ◦ pI∩J = q

et que i est injectif.

1



b) Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux

qI : A/I → A/(I+ J) tel que qI ◦ pI = pI+J (resp. qJ : A/J → A/(I+ J) tel que qJ ◦ pJ = pI+J )

et que qI et qJ sont surjectifs.
Soit

p : A/I×A/J → A/(I+ J) , (α, β) 7→ qI(α) − qJ(β) .

c) Montrer que p est un morphisme surjectif de A-modules.

d) Comparer Ker p et Im i et conclure.

e) Que devient la conclusion de d) si I+ J = A ? Montrer qu’on a alors un isomorphisme

A/IJ ∼= A/I×A/J .

4) Reformuler les résultats des questions précédentes dans le cas où A est un anneau principal.

5) Soient K un corps et P ∈ K[X ]. On écrit la décomposition de P en facteurs premiers dans K[X ], P = P e11 · · ·P eℓℓ
avec ei ≥ 1 pour i ≤ ℓ. Montrer que

K[X ]/(P ) ∼= K[X ]/(P e11 )× · · · ×K[X ]/(P eℓℓ ) .

Exercice C : (L’anneau Z[j] des entiers d’EISENSTEIN)
On note

σ : C → C , a+ ib 7→ a− ib
la conjugaison complexe. On note

j := e

2iπ

3 ∈ C

qui vérifie
j3 = 1 , 1 + j + j2 = 0 et σ(j) = j2 .

1) Montrer que si le polynôme 1 +X +X2 ∈ Q[X ] a une racine dans Q celle-ci est entière et en déduire que j n’est pas
rationnel.

2) On note Z[j] le sous-anneau de C défini par

Z[j] := {a+ bj , (a, b) ∈ Z× Z}

muni des lois d’addition et de multiplication induites par celles de C.

Montrer que Z[j] est un Z-module (groupe abélien) libre de rang 2 et en donner une base.

3) Soit
N : C → R , z 7→ z · σ(z) .

Montrer que N se restreint en une application encore notée N : Z[j] → N vérifiant

∀α ∈ Z[j] \ {0}, N(α) ≥ 1 et ∀(α, β) ∈ Z[j]× Z[j], N(αβ) = N(α)N(β) .

4) Déterminer le groupe U := Z[j]× des éléments inversibles de Z[j].
On admettra dans la suite que, pour tout z ∈ C il existe α ∈ Z[j] tel que N(z − α) < 1.

5) Montrer que l’anneau Z[j] est principal.

6) Soit ρ := 1− j ∈ Z[j].

Montrer que ρ est irréductible dans Z[j] et divise 3.
Indication : on pourra calculer N(ρ).

7) On note κ := Z[j]/(Z[j]ρ).

Que peut-on dire de l’anneau κ ? Montrer que la composée du morphisme

Z → Z[j] , a 7→ a+ 0j et de la surjection canonique Z[j] → Z[j]/(Z[j]ρ)

se factorise en un isomorphisme
F3 := Z/3Z ∼= κ .

8) Pour tout α ∈ Z[j], on notera désormais v(α) sa valuation ρ-adique i.e. le plus grand entier naturel k tel que ρk|α.
Rappeler rapidement pourquoi

∀(α, β) ∈ Z[j]× Z[j], v(αβ) = v(α) + v(β) et v(α + β) ≥ min(v(α), v(β)) .
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Groupes abéliens libres, groupes abéliens de torsion

Exercice A : (Partie libre/génératrice)
Soit M un groupe abélien (ou un A-module pour A un anneau principal) de type fini.

1) a) Une partie libre maximale de M est-elle génératrice?

b) Une partie génératrice minimale de M est-elle une base?

2) Un endomorphisme f : M → M,

a) injectif est-il toujours surjectif ?

b) surjectif est-il toujours injectif ?

Exercice B : (Rang d’un groupe abélien libre de type fini)
Soient r ∈ N∗ et s ∈ N∗ des entiers

A ∼= Zr et B ∼= Zs des groupes abéliens libres de type fini ;

On suppose donné un isomorphisme φ : A ∼= B dont on pourra noter ψ : B ∼= A l’isomorphisme réciproque.

Soit enfin p ∈ P un nombre premier et

Fp := (Z/pZ,+, ∗) le corps à p éléments.

1) Montrer que
A′ := {px , x ∈ A} (resp. B′ := {px , x ∈ B} )

est un sous-groupe de A (resp. B.)

2) Montrer que
A′′ := A/A′ (resp. B′′ := B/B′ ) est un Fp-espace vectoriel

isomorphe à Fp
r (resp. Fp

s .)

3) en notant
πA : A → A′′ (resp. πB : B → B′′ ) la surjection canonique ,

montrer qu’il existe un unique φ′′ : A′′ → B′′ et un unique ψ′′ : B′′ → A′′ morphismes de Fp-espaces vectoriels (i.e. ap-
plications Fp-linéaires) rendant les carrés suivants commutatifs :

A
φ−−−−→ B

πA



y



y πB

A′′ φ′′

−−−−→ B′′

et

B′′ ψ−−−−→ A

πB



y



y πA

B′′ ψ′′

−−−−→ A′′ .

4) Montrer que φ′′ et ψ′′ sont des isomorphismes inverses l’un de l’autre et en déduire que r = s.

Exercice C : (Groupes abéliens libres et Q-espaces vectoriels)

1) Soit f : Zn → Zm un morphisme de groupes.

a) Montrer que Ker f et Zn/Ker f sont des groupes abéliens libres.

b) Soit f|Q : Qn → Qm l’application Q-linéaire dont la restriction à Zn est f. Montrer que rg(Ker f) = dimQ Ker (f|Q)
et que rg(Zn/Ker f) = dimQ Im (f|Q).
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c) Montrer que Ker f admet un supplémentaire dans Zn.

2) Soit
G :=

{
x ∈ Z4 ; x+ 2y + 3z = 0et 2y + 5t = 0

}
.

Montrer que G est un groupe abélien libre de rang 2. Déterminer une base de G ainsi qu’un supplémentaire de G dans Z4.

3) Soit
H :=

{
x ∈ Z3 ; 2x+ y + 5z = 0et 4x+ 3y = 0

}
.

Montrer que H est un groupe abélien libre de rang 1. Déterminer une base de H ainsi qu’un supplémentaire de H dans Z3.

Exercice D : (Groupes abéliens de type fini et de torsion)

1) Rappeler pourquoi un groupe abélien fini est de type fini et de torsion.
Soit G un groupe abélien de type fini et de torsion. Soit S := {s1, . . . , sr} une partie génératrice de G.

2) Rappeler pourquoi, pour tout 1 ≤ i ≤ r si est d’ordre fini di.

3) Montrer que le morphisme

Zr → G , (n1, . . . nr) 7→
r∑

i=1

nisi

induit un morphisme surjectif
r∏

i=1

Z/diZ → G .

4) En déduire que G est fini.

Exercice E : (Groupes abéliens de type fini)
Soit A un groupe abélien.

1) Prouver que, si A est de type fini, tout quotient de A est encore un groupe abélien de type fini.

2) Prouver que, si A est de type fini, tout sous-groupe de A est encore un groupe abélien de type fini.

3) Étant donnée une suite exacte courte

0 → B −→ A −→ C → 0

où B et C sont des groupes abéliens de type fini, montrer qu’il en est de même de A.

Exercice F : Dans le cours, la proposition suivante a été démontrée.

Proposition F.1 Soit G un groupe commutatif fini de type fini et H un sous-groupe de G. Alors H est de type fini.

L’objectif de cet exercice est de faire remarquer que la généralisation de cette proposition aux groupes non-commuta-
tifs n’est pas vraie. Pour cela, on introduit la notion suivante.

Définition F.2 Un groupeG (non-nécessairement commutatif) est de type fini s’il admet une partie génératrice de cardinal fini ;
c’est-à-dire s’il existe une famille (gi)i∈I de cardinal fini telle que G = <gi|i ∈ I >G.

Soit S(Z) le groupe des bijections de Z dans Z. Soit Sc(Z) le sous-groupe de S(Z) des bijections de support fini ;
c’est-à-dire l’ensemble des bijections f telles qu’il existe N ∈ N tel que f(x) = x si x /∈ [−N,N ]. Si f ∈ Sc(Z), on
appelle support de f le plus petit entier N vérifiant la propriété ci-dessus.

1) En considérant le plus grand des supports d’une famille de cardinal fini d’éléments de Sc(Z), montrer que Sc(Z) n’est
pas de type fini.

Soit G le sous-groupe de S(Z) engendré par Sc(Z) et par le décalage d : n 7−→ n+ 1.

2) Pour tout N ∈ N, montrer que l’ensemble des bijections de support [−N,N ] est engendré par les permutations de la
forme (n, n+ 1) pour −N ≤ n ≤ N − 1.

3) Montrer que pour tout n ∈ N, (n, n+ 1) appartient à <d, (0, 1)>G.

4) En déduire que G est de type fini mais que son sous-groupe Sc(Z) n’est pas de type fini.
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Facteurs invariants et bases adaptées

Exercice A : (Décomposition canonique des p-groupes abéliens)
Soit p un nombre premier, et G un p-groupe abélien de cardinal pk k ∈ N∗.

1) Rappeler pourquoi il existe r ∈ N et ak ,1≤k≤r tels que

G ∼= Z/pa1 × . . . × Z/par et ∀1 ≤ k ≤ r − 1, ak+1 ≤ ak .
On dira que G admet une « décomposition canonique » (r, ak ,1≤k≤r ).

On notera
p : G → G , x 7→ p · x

la multiplication par p dans G. On suppose désormais que G a deux décompositions canoniques

(r, ak ,1≤k≤r ) et (s, bk ,1≤k≤s ) , (r n’étant pas nécessairement égal à s .)

Soient
u := #

(
{i ∈ [1; r] ; ai = 1}

)
et v := #

(
{i ∈ [1; s] ; bi = 1}

)
.

2) Montrer que #(Im p) < #(G).

3) Écrire des décompositions canoniques de Im p données par (r, ak ,1≤k≤r ) et (s, bk ,1≤k≤s ).

4) Montrer que
pu ·

∏

1 ≤ i ≤ r,ai>1

pai = pv ·
∏

1 ≤ i ≤ w,bi>1

pbi .

5) Montrer finalement par récurrence sur #(G) qu’un p-groupe abélien G possède une unique décomposition canonique.

Exercice B : (Décomposition canonique pour un groupe abélien fini quelconque)
Soit G un groupe abélien fini.

1) Rappeler pourquoi il existe

r ∈ N et nk ,1≤k≤r tels que G ∼= Z/n1 × . . . × Z/nr , ∀1 ≤ k ≤ r − 1, nk|nk+1 .
On dit alors qu’on a une décomposition canonique de G : (r, nk ,1≤k≤r ).

Dans la suite, on suppose donnée une décomposition canonique (r, nk ,1≤k≤r ) pour G.

2) Soit p un nombre premier tel que p|n1 (vp(n1) > 0.) Montrer que l’entier r peut être caractérisé en terme de la décom-
position canonique du p-groupe G[p∞] et utiliser les résultats de l’exercice A pour montrer que r ainsi que les vp(nk) ,1 ≤ k ≤ r

sont uniquement déterminés par G.

3) En déduire l’unicité d’une décomposition canonique pour un groupe abélien G fini quelconque.

Exercice C : (Structure des groupes finis(cf. TD n◦ VII, exercice C.))

1) Parmi les groupes suivants, lesquels sont isomorphes (vous devez justifier votre réponse) :

G1 =Z/4Z× Z/25Z

G2 =Z/5Z× Z/2Z× Z/2Z× Z/5Z

G3 =Z/5Z× Z/4Z× Z/5Z

G4 =(Z/25Z)× × Z/5Z

Lesquels sont cycliques?

1



2) Combien y a-t-il de classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal 1400 et possédant au moins un sous-groupe
non cyclique d’ordre une puissance de 2 ? Donner leurs invariants (ou diviseurs élémentaires).

3) Soient r, s et t trois entiers positifs. On désire calculer en fonction de r, s et t les invariants (d1, d2, . . . , dk) du
groupe abélien

A := Z/rZ× Z/sZ× Z/tZ .

a) Que vaut d1 ?

b) Calculer de deux manières le nombre d’éléments d’ordre divisant dk et montrer que k ≤ 3 et que d3 est le Pgcd de r, s
et t.

c) Montrer que
d2 = PPCM

(
(r ∧ s), (s ∧ t), (t ∧ r)

)
.

4) Montrer que si A et B sont des groupes abéliens finis et

A×A ∼= B ×B, alors ∼= AB .

Exercice D : Soient

v1 := (1, 4, 2, 5) , v2 := (3, 7, 11, 6) , v3 := (4, 13, 10, 2) , v4 := (5, 11, 9, 7)

des éléments de Z4.

Déterminer le sous-groupeA de Z4 engendré par les éléments vi ,1≤i≤4 c’est-à-dire donner une base adaptée pourA.

Exercice E : Déterminer à isomorphisme près les groupes abéliens de cardinal 300.

Exercice F : Cet exercice reprend les étapes de l’étude des sous-groupes d’un groupe abélien libre de type fini de
manière effective.

Soit A le groupe abélien libre Z2 et B le sous-groupe de A engendré par les éléments b1 = (−4, 12) et b2 = (−8, 12).
On désire calculer les facteurs invariants (diviseurs élémentaires) de A/B.

1) Donner un homomorphisme f de A dans Z tel que l’image de B soit maximale.

2) On note d un générateur de f(B). Donner un élément a2 de A tel que da2 soit dans B et tel que f(a2) = 1.

3) Calculer une base a1 du noyau de f . Calculer l’intersection B′ du noyau de f avec B et exprimer un générateur de B′

d’une part en fonction de a1 et d’autre part dans le système générateur de B.

4) Calculer les facteurs invariants de A/B.

Exercice G : 1) Soit A = Z2 et B le sous-groupe de A engendré par b1 = (14, 2) et b2 = (2, 4). Calculer une base de A
adaptée à B. Donner la structure du quotient A/B.

2) Soit G un groupe abélien (noté additivement) et possédant deux générateurs a et b tels que

14a + 2b = 0G et 2a + 4b = 0G .

Montrer que G est isomorphe à un quotient d’un groupe d’ordre 52 dont on donnera la structure.

Exercice H : Soit e1 = (a1, . . . , an) un élément de Zn tel que le Pgcd des ai vaille 1 7

Montrer qu’il existe une base (e1, . . . , en) de Zn dont le premier vecteur est e1.
Que peut-on dire du quotient Zn/Ze1 ?
Adapter l’exercice en ne supposant plus que le Pgcd vaut 1.

7. Un tel vecteur est dit primitif et un certain nombre d’autres propriétés des vecteurs primitifs sont étudiées dans le cours en C.1.3.
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TD n◦ V

Anneau de polynômes

Exercice A : Soit A un anneau commutatif intègre.

1) Montrer que A est un corps si et seulement si A[X ] est principal.

2) En déduire que A[X,Y ] et Z[X ] ne sont pas principaux.

Exercice B : (Idéaux maximaux, polynômes irréductibles)
Soit A un anneau commutatif.

1) Soit K un corps et P ∈ K[X ] un polynôme à une indéterminée à coefficients dans K. Montrer que l’idéal PK[X ] :=
{P ∗Q , Q ∈ K[X ]} est maximal si et seulement si P est irréductible.

2) Montrer que le résultat de la question 1) se généralise à n’importe quel anneau principal, à savoir que si A est un anneau
principal, un idéal I de A est maximal si et seulement s’il existe un élément irréductible p ∈ A tel que I = Ap.

3) Dans cette question A := Z[X ] l’anneau des polynômes à une indéterminée à coefficients dans Z.

a) Déterminer l’ensemble A× des éléments inversibles de A.

b) Vérifier que le polynômeX2 + 1 ∈ A est irréductible.

c) Montrer que, pour tout P ∈ A, il existe un unique couple (Q,R) ∈ A×A tel que

P = Q ∗ (X2 + 1) + R et deg(R) ≤ 1 .

Dans la suite on a toujours A = Z[X ], p est un nombre premier,

I := (X2 + 1) ∗A = {(X2 + 1) ∗ P , P ∈ A} , J := {(X2 + 1) ∗ P + p ∗Q , (P,Q) ∈ A×A} .

4) et l’on suppose de plus que p = 7. On note alors F7 := (Z/7Z,+, ∗) le corps à 7 éléments et F7[X ] l’anneau des
polynômes à une indéterminée sur F7.

a) Montrer que le polynômeX2 + 1 est irréductible dans F7[X ].

b) On note k := F7[X ]/(X2 + 1) ∗ F7[X ]. Montrer qu’on a un isomorphisme

A/J ∼= k

et en déduire que J est maximal dans A.

Exercice C : (Le K-espace vectoriel K[X ]/PK[X ])
Soient K un corps, P ∈ K[X ] un polynôme à coefficients dans K et

π : K[X ] → K[X ]/PK[X ] la surjection canonique.

Montrer que :

1) K[X ]/PK[X ] est un K-espace vectoriel ;

2)
(
π(1), π(X), . . . , π(Xdeg(P )−1)

)
en est une base ;

1



3)
par conséquent dimK K[X ]/PK[X ] = deg(P ) .

Exercice D : (Le critère d’Eisenstein)
SoitA un anneau principal et p un élément irréductible deA.On note π : A → κ := A/p la surjection canonique et

π[X ] : A[X ] → κ[X ] le morphisme entre les anneaux de polynômes qui s’en déduit (qui consiste à réduire les coefficients
modulo p.) On note K le corps des fractions de A. On pourra ne considérer que le cas où A = Z et K = Q.

Soit P := Xn + an−1X
n−1 + · · · a1.X + a0 ∈ A[X ] un polynôme unitaire non constant à coefficients dans A.

On note vp les valuations p-adiques (cf. I.14.9,’III.7.11.)
On dit que P est p-Eisenstein si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i) Pour tout i ≤ n− 1, p divise ai (i.e. vp(ai) > 0.)

ii) p2 ne divise pas a0 (i.e. vp(a0) = 1.)

1) Montrer que pour tout P ∈ A[X ], tout Q ∈ A[X ], P est p-Eisenstein et Q|P entraîne π[X ](Q) = ±Xdeg(Q).

2) Pour tout

P ∈ A[X ] , Q :=

deg(Q)
∑

i=0

biX
i ∈ A[X ] , R :=

deg(R)
∑

i=0

ciX
i ∈ A[x],

montrer que P = Q ∗R, P est p-Eisenstein deg(Q) > 0, deg(R) > 0 entraîne vp(b0) > 0 et vp(c0) > 0.

3) Déduire de ce qui précède que pour P ∈ A[X ], P est p-Eisenstein entraîne P est irréductible.

4) Montrer finalement qu’il existe des polynômes irréductibles de tout degré dans K[X ].

Exercice E : (K[X ]-modules)
Soit K un corps.

1) Montrer que E est un K[X ]-module si et seulement si, E est un K-espace vectoriel muni d’un endomorphisme u tel que
pour tout v ∈ E, X · v = u(v) .

On parlera pour E du K-espace vectoriel sous-jacent.

2) Décrire les morphismes de K[X ]-modules (en termes d’applications K-linéaires.)

3) Étant donné un K[X ]-moduleE, décrire :

a) Les sous-K[X ]-modules de E,

b) Les quotients de E.

c) Les suites exactes courtes
0 → N

i−−−−→ E
p−−−−→ Q → 0 .

4) Montrer qu’un K[X ]-module E est de type fini et de torsion si et seulement si le K-espace vectoriel E est de dimension
finie.

2
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Lemme des noyaux, espaces cycliques

L’exercice A est un exercices d’application du théorème de décomposition de DUNFORD (cf. cours IV.9.3 ;) l’exercice B
permet à nouveau de mettre en œuvre des méthodes utilisées dans le DOC n◦ V; l’exercice C et l’exercice D per-
mettent de prouver un certain nombre de résultats qui seront utiles pour établir les derniers théorèmes de réduction de
ce cours à savoir le théorème de réduction de FROBENIUS (cf. cours IV.11.5,) et le théorème de réduction de JORDAN (cf.
cours IV.10.10.) L’exercice D permet, en particulier d’établir la proposition IV.11.1 qui est l’exacte analogue des pro-
positions II.10.1 et B.6.3 lesquelles constituent la première étape de la preuves des théorèmes IV.11.5 II.10.5 et B.6.13
respectivement.

Exercice A : (Décomposition de DUNFORD)

1) Soit A la matrice

A :=





1 −1 0
1 0 −1
−1 0 2





et f l’endomorphisme de R3 associé.

a) Factoriser le polynôme caractéristique de A.

b) Déterminer les sous-espaces propres et caractéristiques de A.

c) Démontrer qu’il existe une base de R3 dans laquelle la matrice de f est

B =





1 1 0
0 1 1
0 0 1





et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP−1.

d) Écrire la décomposition de DUNFORD de B (justifier).

e) Pour t ∈ R, calculer exp tB.

f) Donner les solutions des systèmes différentiels

Y ′ = BY et X ′ = AX .

2) Trouver la décomposition de DUNFORD de la matrice/endomorphisme

u =





α x z
0 α y
0 0 β



 .

Exercice B : (P (u) =
∑
P (λi)ui)

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u ∈ EndK(E).

1) On suppose u diagonalisable et on note λ1, . . . , λp ses valeurs propres supposées deux à deux distinctes.

a) Montrer qu’il existe des endomorphismes u1, . . . , up tels que pour tout polynôme P ∈ K[X ], on ait :

P (u) =

p
∑

i=1

P (λi)ui . 1

1



b) Montrer que pour tout 1 ≤ i ≤ p, il existe un polynôme Pi tel que ui = Pi(u).

2) Réciproquement, soit u, u1, . . . , up ∈ EndK(E) et λ1, . . . , λp ∈ K tels que

∀P ∈ K[X ], P (u) =

p
∑

i=1

P (λi)ui .

Montrer que u est diagonalisable et
Sp(u) ⊂ {λ1, . . . , λp} .

Exercice C : SoitE un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme deE. Soit F (resp.G) un sous-espace
cyclique de E pour u de polynôme minimal P (resp. Q). On suppose que P et Q sont premiers entre eux.

Montrer que F et G sont en somme directe et que la somme F ⊕G est cyclique. Quel est son polynôme minimal?

Exercice D : (Sous-espace cyclique)
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie et f ∈ EndK(E) un endomorphisme de E. Si x est un

élément de E, on appelle polynôme minimal de f en x (cf. cours IV.2.2.iii),) le polynôme unitaire P xmin f ∈ K[X ] de plus
petit degré tel que P xmin f (f)(x) = 0.

1) Montrer que pour tout x ∈ E, il existe un unique polynôme minimal en x et que P xmin f divise le polynôme minimal
Pmin f de f.

2) On suppose dans cette question que K est infini.

a) Montrer que si F1, · · · , Fn sont des sous-espaces vectoriels de E tels que E =
⋃

i Fi alors il existe 1 ≤ i ≤ n tel
que Fi = E.

b) En déduire qu’il existe x ∈ E tel que P xmin f soit le polynôme minimal Pmin f de f.

2
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Réduction de FROBENIUS

Exercice A : (Endomorphismes nilpotents)
Soit u ∈ EndK(E).

Montrrer que :

1) u est nilpotent d’échlon d si et seulement si Pmin u = Xd.

2) u est nilpotent d’échelon d et cyclique si et seulement si

u est cyclique et dimKE = d .

3) u est nilpotent d’échelon d si et seulement si u est nilpotent de rang d− 1.

Exercice B : Soit V un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de V . On suppose que V = ⊕4
i=1Vi

où les sous-espaces vectoriels Vi sont des sous-espaces stables par u, cycliques pour u de polynôme minimal respectif x, x,
x(x − 1), (x− 1)2.

1) Quelle est la dimension de V ?

2) Donner les invariants de similitude de V et écrire une décomposition de FROBENIUS de u.

Exercice C : 1) Soient P1, P2, P3, P4 des polynômes unitaires de Q[x] irréductibles et distincts deux à deux.

Donner le nombre de classes de similitude des matrices à coefficients dans Q

de polynôme caractéristique Pcar = ±P 7
1P

6
2P

7
3P

4
4

(décomposition de P en facteurs irréductibles) et

de polynôme minimal Pmin = P 6
1P

2
2P

3
3P

3
4 .

On justifiera en énonçant en particulier le théorème utilisé sur les invariants des classes de similitude.

2) Soient P1, P2, P3 trois polynômes irréductibles distincts sur un corps K .

a) Combien y a-t-il de classes de similitude de matrices à coefficients dans K ayant comme polynôme minimal P1P
2
2 P

2
3 et

comme polynôme caractéristique P 3
1P

3
2P

4
3 ? Pour chacune d’elles, donner les invariants de similitude.

b) On prendK = Q et P1 = x2 + 1, P2 = x+ 1 et P3 = x− 1. Parmi les classes de similitudes précédentes, quelles sont
celles pour lesquelles la dimension de l’espace propre associé à la valeur propre 1 est supérieure ou égale à 3 ?

Donner la matrice de Frobenius associée à une telle décomposition de Frobenius
Indication : il ne doit donc apparaître que des matrices compagnons.

Exercice D : (Endomorphismes anti-involutif)
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f ∈ EndK(E) un endomorphisme de E anti-involutif ; c’est-à-dire

vérifiant f2 = −Id.

1) Donner un exemple d’un tel endomorphisme sur R2.

2) Montrer que f n’admet pas de valeurs propres réelles. En déduire que la dimension de E est paire.

3) Montrer que pour tout x ∈ E, le sous-espace vectoriel Vect
{
x, f(x)

}
est stable par f.

4) Montrer que si F ⊂ E est un sous-espace vectoriel deE stable par f et si x est un élément de E tel que Vect
{
x, f(x)

}
∩

F 6= {0}, alors x ∈ F .

5) En déduire que si dimE = 2n, il existe des vecteurs e1, · · · , en de E tels que (e1, f(e1), · · · , en, f(en)) soit une base
de E. Quelle est la matrice de f dans cette base?

Exercice E : Soit K un corps commutatif.

1) Combien y a-t-il de classes de similitude de matrices deM8(K) telles que ImA = KerA ?

2) Combien y a-t-il de classes de similitude de matrices nilpotentes de A ∈ M5(K) telles que le rang de A2 soit 2 ?

1
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Réduction de JORDAN

Exercice A : Déterminer les invariants de similitude des matrices sous forme réduite de JORDAN suivantes :

A :=







2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






, B :=







2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2







et C :=







2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2






.

Exercice B : Soit V un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme dont la matrice est la suivante dans
une base B = (e1, · · · , e14) :



























0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0



























Répondre aux questions suivantes dans l’ordre désiré (en justifiant et en limitant les calculs) :

1) Calculer le polynôme minimal de u.

2) Écrire la décomposition de FROBENIUS de (V, u) : V =
dspoplusi1′Vi en précisant la valeur de r et la valeur des polynômes minimaux de la restriction de u à Vi.

3) Calculer la dimension des noyaux de us pour s entier.

Exercice C : (Réduite de JORDAN lorsque Pcar est connu)

1) Soit V un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de V . On suppose que le polynôme caracté-
ristique de u est ±(X − 2)4(X + 3) et que le noyau de u− 2Id est un plan.

Quelles sont les formes possibles de la réduite de JORDAN ?

2) Soit V un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de V . On suppose que le polynôme caracté-
ristique de u est ±(X − 1)3(X + 1)2 et que le noyau de u− Id est un plan.

Quelles sont les formes possibles de la réduite de JORDAN ?

3) Soit V un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de V . On suppose que le polynôme caracté-
ristique de u est ±(X + 1)4(X2 − 1)2 et que le noyau de u+ Id est de dimension 3.

Quelles sont les formes possibles de la réduite de JORDAN ? Donner les invariants de similitude pour chacune.

Exercice D : (Matrice semblable à son double)
Soit A ∈ Mn(C).

1) Montrer que si A est semblable à 2A alors A est une matrice nilpotente.

1



2) Montrer que pour tout k ∈ N, le bloc de JORDAN Jk est semblable à 2Jk.

3) En déduire qu’une matrice est nilpotente si et seulement si elle est semblable à son double.

Exercice E : (Matrice semblable à sa transposée)
On va montrer que toute matrice A ∈ Mn(C) est semblable à sa transposée.

1) Montrer qu’il suffit de vérifier le résultat pour les matrices avec une unique valeur propre.

2) Montrer qu’il suffit de vérifier le résultat pour les matrices nilpotentes.

3) Démontrer le résultat pour les matrices nilpotentes.

Exercice F : On considère les endomorphismes u et v de C3 dont les matrices dans la base canonique sont respective-
ment

A :=





8 −16 −9
7 −15 −9
−7 16 10



 et B :=





2 2 −3
5 1 −5
−3 4 0



 .

1) Montrer que PcarA = PcarB = (X − 1)3.

2) Montrer que l’ensemble des matrices M deM3(C) vérifiant (M − Id)3 = 0 est constitué de 3 classes de similitudes
dont on déterminera les réduites de JORDAN associées.

3) Déterminer la réduite de JORDAN de u ainsi qu’une base de C3 dans laquelle la matrice de u est sa réduite de JORDAN.

4) Déterminer la réduite de JORDAN de v ainsi qu’une base de C3 dans laquelle la matrice de v est sa réduite de JORDAN.

Exercice G : (Racine carrée)
Soit A ∈ Mn(C). On appelle racine carrée de A, toute matrice M deMn(C) vérifiant M2 = A.

1) On suppose que A est diagonalisable. Montrer que A admet une racine carrée.

2) Dans cette question, on traite le cas où A est nilpotente.

a) Soit B ∈ Mn(C) une matrice nilpotente.

Déterminer le tableau de YOUNG associé à B2 en fonction du tableau de YOUNG associé à B.

b) Étant donnée une matrice nilpotenteA dont le tableau de YOUNG est

(
∗ ∗
∗ ∗

)

, (resp.





∗ ∗
∗ ∗
∗



 ) , (resp.

(
∗ ∗ ∗
∗ ∗

)

)

trouver une matrice B telle que B2 = A .

c) En déduire que si A est une matrice nilpotente alors A admet une racine carrée si et seulement si le tableau de YOUNG

associé à A ne contient pas deux colonnes consécutives de même longueur impaire. En particulier le bloc de JORDAN










0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 0










n’a pas de racine carrée.

3) Dans cette question, on traite le cas où A est inversible.

a) Montrer que si B est une matrice nilpotente alors I +B admet une racine carrée (où I est la matrice identité.)
Indication : On pourra utiliser le développement en série entière de x 7→

√
1 + x au voisinage de 0.

b) En déduire que toute matrice inversible admet une racine carrée.

4) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A admette une racine carrée.
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Problème n◦ I

Les résultat du TD n◦ II, exercice C peuvent bien entendu être utilisés dans ce problème, qui en constitue une suite naturelle
possible.

L’équation α3 + β3 + γ3 = 0)

Dans la suite on considère

(α, β, γ) ∈ Z[j]× Z[j]× Z[j] tel que α3 + β3 + γ3 = 0 .

Dans cette question, l’élément ρ ∈ Z[j] est défini comme à la TD n◦ II, exercice C, question 6).

1) Montrer que ρ divise l’un des trois facteurs

(α+ β) , (β + γ) ou (γ + α)

Indication : on pourra vérifier que
(α+ β + γ)3 = 3(α+ β)(β + γ)(γ + α) .

On suppose dans la suite que ρ|(α+ β). On suppose de plus que α, β, et γ sont deux à deux premiers entre eux.

2) i) Montrer que l’on peut supposer que

α ≡ 1 [ρ] et β ≡ −1 [ρ]

Indication : on pourra utiliser la TD n◦ II, exercice C, question 7).

ii) En écrivant α = 1 + λρ et en étudiant les congruences possibles de λ modulo ρ, montrer que,

α ≡ 1 [ρ2] ou jα ≡ 1 [ρ2] ou j2α ≡ 1 [ρ2] ;

on admettra sans refaire les calculs, qu’un résultat analogue vaut pour β, i.e.

β ≡ −1 [ρ2] ou jβ ≡ −1 [ρ2] ou j2β ≡ −1 [ρ2] .

iii) Montrer que
v(αβγ) = v(γ) > 0 .

3) Montrer qu’il existe
(α1, β1, γ1) ∈ Z[j]× Z[j]× Z[j] tel que

i)
α1 ≡ 1 [ρ2] , β1 ≡ −1 [ρ2] ;

ii)
α3
1 + β3

1 + γ31 = 0 ;

iii)
v(α1β1γ1) = v(αβγ) > 0

iv) α1, β1 et γ1 sont deux à deux premiers entre eux.

1



4) Montrer qu’il existe

(A,B,C) ∈ Z[j]× Z[j]× Z[j] tel que α1 + jβ1 = Aρ,
jα1 + β1 = Bρ

et j2(α1 + β1) = Cρ .

5) Montrer que :

i) A et B sont premiers entre eux
Indication : on pourra calculer

ρ(Bj2 −Aj) et ρ(Aj2 −Bj) ;

Un calcul tout à fait similaire et qu’on ne demande pas de faire montre que A et C (resp. B et C,) sont également premiers
entre eux.

ii) A+B + C = 0 ;

iii)
A ≡ 1 [ρ] , B ≡ −1 [ρ] et C ≡ 0 [ρ] ;

iv)
ρ3ABC = −γ31 .

6) Montrer qu’il existe

(u, α2, β2, γ2) ∈ Z[j]× × Z[j]× Z[j]× Z[j] tel que uα3
2 = A , uβ3

2 = B et uγ32 = C .

7) Montrer que
v(γ2) = v(γ)− 1

et en déduire que
v(α2β2γ2) = v(αβγ) − 1 .

8) (Bonus)
Montrer qu’il n’existe pas d’entiers (a, b, c) ∈ Z× Z× Z non nuls tels que

a3 + b3 = c3 .
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Problème n◦ II

pour le 20 avril 2020 Ce problème et totalement ou partiellement facultatif. Cependant l’exercice A, l’exer-

cice B, l’exercice C, l’exercice D sont des exercices relativement élémentaires qui ont été posés lors d’examens au cours
des années passées. Il peuvent donc être considérés comme des sujets d’annales et nous en donnerons un corrigé détaillé.

L’exercice E reste tout à fait dans l’esprit de ce qui précède et tire profit des différents invariants introduits précédem-

ment afin de déterminer dans quelle mesure on peut fixer arbitrairement la suite des noyaux itérés d’un endomorphisme
nilpotent. L’exercice F, l’exercice G et l’exercice H permettent d’étudier l’ensemble des matrices nilpotentes deMn(C)

sous des aspects géométriques et combinatoires. Ils sont cependant plus difficiles que les précédents et à la limite du pro-
gramme. L’exercice I traite un sujet assez différent à savoir les liens qui existent entre polynôme minimal et polynôme

caractéristique d’un endomorphisme, au-delà de ce qu’établit déjà le théorème IV.7.2 de CAYLEY–HAMILTON. Les ré-
sultats obtenus dans l’exercice I, pourraient également l’être grâce au théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS ou
plus exactement à son corollaire IV.11.11, qui est en fait une version plus précise du théorème de CAYLEY–HAMILTON.
Cependant on dévelopera dans l’exercice I des méthodes tout à fait différentes et qui peuvent présenter un intérêt en
soi. On y construit notamment une division euclidienne (cf. exercice I, question 6),) dans un cadre plus général que celui
habituellement envisagé ; et qui pourrait avoir des applications à Z[X ] en particulier. Cet exercice reste néanmoins tout
à fait marginal en regard du programme du cours. Il est recommandé de connaître l’énoncé du théorème IV.10.10 de

réduction de JORDAN ; même s’il n’est pas absolument nécessaire d’approfondir, dans un premier temps au moins, les
éléments de sa preuve.

Exercice A : (La suite des noyaux itérés)
SoientK un corps,E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗ et f ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire

de E.

On suppose qu’il existe un entier ε ∈ N∗ tel que

f ε = 0 etf ε−1 6= 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ε (cf. cours IV.8.1.)

Étant donné un endomorphisme f ∈ End(E) de E,

∀k ∈ N, on note Nk := Ker fk et nk := dimNk

(avec la convention que f0 = IdE .)

Cet exercice peut être traité de manière tout à fait élémentaire et ne nécessite l’usage ni du théorème IV.10.10 de
JORDAN ni du théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS.

1) Montrer qu’il existe un vecteur x ∈ E tel que la famille {f i(x)} ,0 ≤ i ≤ ε−1 est libre.

2) (polynôme minimal)
Quel est le polynôme minimal de f ? Qu’en déduit-on sur ε et n ?

3) Montrer que la suite
{0} ⊂ Ker f ⊂ . . . ⊂ Ker f ε−1 ⊂ Ker f ε = E

est strictement croissante ; et constante lorsque k ≥ ε .

4) Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure stricte.

5) Dans le cas où ε = n, montrer qu’il existe une base où la matrice de f est

Jn(0) =










0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 0










.
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6) Quand ε = n, décrire complètement la suite dimKNi ,i ∈ N .

Exercice B : (Injection de FROBENIUS)
SoientK un corps,E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗ et f ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire

de E.

On suppose qu’il existe un entier ε ∈ N∗ tel que

f ε = 0 etf ε−1 6= 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ε (cf. cours IV.8.1.)

Étant donné un endomorphisme f ∈ End(E) de E,

∀k ∈ N, on note Nk := Ker fk et nk := dimNk

(avec la convention que f0 = IdE .)

On note
∀i ∈ N∗, di := dimKNi − dimKNi−1 .

Il est vraisemblable que nombre des énoncés de cet exercice peuvent être obtenus comme corollaires du théorème
IV.10.10 de réduction de JORDAN, mais on va chercher à les établir ici par des méthodes plus élémentaires.

1) Étant donnés un K-espace vectoriel V de dimension finie et W ⊂ V un sous-espace de V, , rappeler ce que vaut
dimK V/W en fonction de dimK V et dimKW.

2) Montrer que
∀i ∈ N, di ≥ 0 .

3) Vérifier que, pour tout i ∈ N, la restriction f|Ni+1
de f à Ni+1 est à valeurs dans Ni.

Pour tout i ∈ N, on note
pi : Ni+1 → Ni+1/Ni la surjection canonique .

4) Montrer que, pour tout i ∈ N, il existe un unique morphisme

fi : Ni+2/Ni+1 → Ni+1/Nitq fi ◦ pi+1 = pi ◦ f|Ni+2
.

5) Montrer que
∀i ∈ N, fi est injective .

On l’appellera l’injection de FROBENIUS.

6) Déduire de ce qui précède que d· est décroissante.

Exercice C : (Tableaux de YOUNG)
SoientK un corps,E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗ et f ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire

de E.

On suppose qu’il existe un entier ε ∈ N∗ tel que

f ε = 0 etf ε−1 6= 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ε (cf. cours IV.8.1.)

Étant donné un endomorphisme f ∈ End(E) de E,

∀k ∈ N, on note Nk := Ker fk et nk := dimNk

(avec la convention que f0 = IdE .)

1) Justifier, en citant précisément le théorème que vous utilisez, mais sans le redémontrer bien entendu, qu’il existe un entier
m ∈ N∗, des entiers strictement positifs rj ,1≤j≤m et des sous espaces Ej ,1≤j≤m tels que :

J1)

E =

m⊕

j=1

Ej ;

2



J2) ∀1 ≤ j ≤ m, Ej est stable par f ;

J3)
∀1 ≤ j ≤ m− 1, rj ≥ rj+1 ;

J4) le sous-espace (Ej , f|Ej
) est cyclique de polynômes minimal Xrj .

2) Que vaut
m∑

j=1

rj ?

On peut donc trouver une base de E dans laquelle la matrice de f est J :

Pour tout r ≤ n, soit

Jr :=










0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 0










∈ Mr(C)

le bloc de JORDAN “élémentaire”.
La matrice J est donc de la forme

J = diag (Jr1 , Jr2 , · · · , Jrm) =









Jr1 0 · · · · · · 0

0 Jr2
...

...
. . . 0

0 · · · 0 Jrm









pour un certain entier m .

3) (Décomposition des noyaux)
Notons

∀1 ≤ i ≤ m, fi := f|Ei
.

Pour tout k ∈ N et tout 1 ≤ i ≤ m , donnez une relation entre les ni,k := dim Ker fki et nk .

4) Établir la valeur de ni,k en fonction de k et de ri.

5) En déduire que

n1 := dim Ker f = m et nk =

m∑

i=1

min(k, ri) .

On définit le tableau de YOUNG de (E, f) comme le tableau constitué de m lignes, alignées sur la gauche et tel que la
j ième ligne comporte rj cases. Par exemple si m = 3, (r1, r2, r3) = (5, 4, 1), le tableau de YOUNG est

Y (E, f) =





∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗



 .

6) Montrer que pour tout j ∈ N∗, dj := dimKNj − dimKNj−1 est la hauteur (le nombre de cases) de la j ième colonne du
tableau de YOUNG Y (E, f).

7) a) Donner les invariants de similitudes de f nilpotent dont le tableau de YOUNG est

Y (E, f) =





∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗



 .

b) Quelle est la dimension de E ?

c) Quels sont le tableau de YOUNG de f2 et ses invariants de similitude.
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Exercice D : (Commutant)
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u ∈ EndK(E). On appelle commutant de u et on

note
Com(u) := {v ∈ EndK(E) ; u ◦ v = v ◦ u} ⊂ EndK(E)

l’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec u. On rappelle que K[u] ⊂ EndK(E) est l’ensemble des
polynômes en u i.e. l’image de K[X ] par le morphisme X 7→ u.

1) Montrer que Com(u) est un sous espace vectoriel de EndK(E).

2) On suppose dans cette question que u est cyclique et que x0 ∈ E est un vecteur cyclique pour u.

a) En considérant l’application
ϕ : Com(u) → E , v 7→ v(x0),

montrer que l’on a dimK Com(u) 6 n.

b) Montrer que dimK[u] ≥ n et que
Com(u) = K[u] .

On pourra remarquer, en particulier que si u est nilpotent d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)

Com(u) ∼= K[u] .

3) Supposons que E =
r⊕

i=1

Ei avec Ei stable par u. Comparer

dimK Com(u) et

r∑

i=1

dimK Com(u|Ei
) .

4) On suppose que E = E1 ⊕ E2, où Ei est stable par u, cyclique de polynôme minimal µi avec µ2|µ1.

a) Montrer qu’il existe une base B de E telle que :

MB(u) =

(
Cµ1 0
0 Cµ2

)

où pour tout polynômeR ∈ K[X ], CR désigne la matrice compagnon de R.

b) En déduire qu’il existe un endomorphisme v ∈ Com(u) \ {0} dont la matrice dans la base B est de la forme

MB(v) =

(
0 0
A 0

)

.

c) Montrer que
dimK Com(u) > n .

5) Déduire de ce qui précède que, si u n’est pas cyclique dimK Com(u) > n ; puis que dimK Com(u) = n si et seulement
si u est cyclique.
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Exercice E : (Une question réciproque)
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n .
On cherche dans ce problème à savoir s’il existe des endomorphismes nilpotents de E dont la dimension des noyaux

itérés est arbitrairement fixée. Si c’est le cas, on essayera de les déterminer, au moins à conjugaison près. Il est recom-
mandé de traiter l’exercice C avant le présent exercice. On y a, en effet étudié certains invariants liés à la suite des noyaux
itérés en grand détail ; ce qui pourra s’avéré très utile pour traiter les questions qui suivent.

L’objectif de cet exercice est de déterminer quelles sont les suites finies d’entiers nk ,0≤k≤n , nk ≤ n, pour lesquelles il
existe un endomorphisme nilpotent f ∈ EndC(E) de E tel que

∀1 ≤ k ≤ n, , dim Ker fk = nk . 1

Soit donc donnée, dans toute cette partie, une suite nk satisfaisant les hypothèses ci-dessus. On suppose qu’il existe f
nilpotent vérifiant la condition 1 et l’on cherche à en tirer un certain nombre de conséquences.

On cherche au moins à déterminer la classe de conjugaison de f comme ci-dessus et, par conséquent, on peut se placer
dans une base B dans laquelle la matrice de f est une réduite de JORDAN notée J .

Pour tout r ≤ n, soit

Jr :=










0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 0










∈ Mr(C)

le bloc de JORDAN “élémentaire”.
La matrice J est donc de la forme

J = diag (Jr1 , Jr2 , · · · , Jrm) =









Jr1 0 · · · · · · 0

0 Jr2
...

...
. . . 0

0 · · · 0 Jrm









pour un certain entier m .

1) Pour toute permutation σ de l’ensemble [1;m] , montrer que les matrices J et

Jσ := diag (Jrσ(1)
, Jrσ(2)

, · · · , Jrσ(m)
)

obtenue en permutant les blocs de JORDAN, sont conjuguées, c’est-à-dire qu’il existe une matrice inversible

Pσ ∈ Mr(C) telle que J = Pσ Jσ P
−1
σ ,

ou encore qu’il existe une autre base Bσ dans laquelle la matrice de f est également une réduite de JORDAN.

2) (Pentes)
Pour tout

k ∈ N∗ on note encore dk := nk − nk−1 . (cf. exercice C, question 6) .)

Montrer qu’alors dk est le nombre d’indice j tel que rj ≥ k.

3) (Nombre de blocs)
En déduire que pour tout k ≥ 0 , dk − dk+1 est exactement le nombre d’indices 1 ≤ j ≤ m tels que rj = k . Remarquer

qu’on obtient à nouveau ainsi l’énoncé de décroissance établi à l’exercice B, question 6) sans avoir recours à l’injection de
FROBENIUS et par un argument particulièrement élémentaire. Qu’en pensez-vous?

On suppose que n = 25 , on donne la suite

n1 = 7 , n2 = 14 , n3 = 20 , n4 = 23 , n5 = 25 .

Un endomorphisme f vérifiant 1 pour cette suite est donc nilpotent d’échelon 5 .

4) (Polygône)
On note Mk := (k, nk) ,0 ≤ k ≤ 5 . Tracez le graphe obtenu en reliant Mk et Mk+1 par un segment de droite.

5) a) Interpréter géométriquement dans ce cas les dk de la question 2).
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b) Montrer que le graphe correspond à une fonction concave.

c) À quoi correspondent les points anguleux de ce graphe?

6) Montrer l’existence d’un endomorphisme nilpotent d’échelon 5 vérifiant 1 pour la suite nk donnée dans cette question.
Que peut-on dire de tous les endomorphismes solutions du problème?

7) Dans le cas général (n quelconque,) quelles conditions (nécessaires et suffisantes) doit satisfaire la suite nk pour qu’il
existe un endomorphisme f nilpotent vérifiant 1 ?

Exercice F : (Géométrie du cône nilpotent)
On regarde dans Mn(C) l ensemble N des matrices nilpotentes, comme espace topologique. On l’appelle le cône

nilpotent. (En fait on pourrait considérer n’importe quel corps, même si pour la suite il faudrait préciser les topologies,
ce qu’est une variété etc..)

1) N est-il un espace vectoriel ?

2) Même si ce n’est pas le cas, on va montrer queN est une sous-variété deMn(C) et déterminer sa dimension.

a) Montrer queN est fermé.

b) Supposons dans cette question que n = 2.

i) Montrer qu’une matrice nilpotente est de trace nulle.

ii) Donner deux équations définissantN dansM2(C) (ou une seule équation dans {M ∈ M2(C) ; Tr(M) = 0}).

iii) Quelle est cette surface?
Indication : on pourra effectuer le changement de variables linéaire x = x′, y = y′ + z′ et z = y′ − z′.

iv) Montrer queN s’identifie à une surface dans C3, mais a un point singulier en 0.
Indication : On pourra considérer l’espace tangeant en la matrice nulle, et montrer qu’il est de dimension 3.

c) Montrer que les matrices nilpotentes de rang n− 1 (i.e.d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)) forment un ouvert, dense, deN .
Indication : On pourra considérer N sous forme de Jordan, et regarderN + 1

kJn.

d) Montrer que toutes les matrices nilpotentes de rang n− 1 sont conjuguées.

e) Soit N une telle matrice. Montrer que l’ensemble des matrices P qui commutent à N est isomorphe à Cn

Indication : on pourra supposer queN est sous forme normale de Jordan disons sous-diagonale (pourquoi? , et regarder l image
par P de e1).

f) (Difficile)
Montrer que l’ensemble des matrices de rang exactement n − 1 est de dimension n(n − 1). On pourra construire un C∞-

difféomorphisme explicite entreNn, l’ensemble des matrices nilpotentes d’ordre exactement n, et

S =







M =








1 ⋆ . . . ⋆
0
...

...
...

0 ⋆ ⋆







|M ∈ GLn(C)







,

en utilisant ce qui précède.

Exercice G : (Partitions, tableaux de YOUNG, polygônes concaves)
On appelle partition de n une suite d1 ≥ d2 ≥ . . . dn ≥ 0 telle que d1+ · · ·+dn = n (on autorise à avoir des répétitions

et des zéros). On note Part(n) leur ensemble. On note Pol l’ensemble des polygones croissants, concaves, à abscisses de
rupture entières tels que P (0) = 0 et P (n) = n et pour tout 0 ≤ k ≤ n, P (k) ∈ N.

On note Y l’ensemble des diagrammes de Young à n cases (https://fr.wikipedia.org/wiki/Tableau_de_Young).

1) Montrer que l’on a des bijections (naturelles) entre Part(n), Pol, et Y.
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FIGURE 1 – Deux exemples de polygônes dans Pol pour n = 4

1. 2. 3. 4.

1.

2.

3.

4.

0 1. 2. 3. 4.

1.

2.

3.

4.

0

2) Construire une application naturelle ν : N → Part(n) telle qu’une matrice d’échelon n est envoyée sur la partition
1 + 1 + ..+ 1 = n, et la matrice nulle est envoyée sur n+ 0 + · · ·+ 0 = n.

3) Quel polygone est alors associé à une matrice de rang n− 1 ? De rang 0 ?

4) Montrer que deux matrices de N sont semblables ssi leurs ν sont égaux (vu comme polygones, partition ou diagramme,
au choix).

Pour toute partition (ou polygone, ou diagramme) p, on noteNp l ensemble des matrices envoyées sur p.

5) Pourquoi Np est-il une classe de conjugaison ? Donner pour n = 8, un représentant de la classe de conjugaison de la
partition 3 + 2 + 2 + 1 = 8.

6) (Difficile)
Montrer queNp′ est dans l’adhérence deNp si et seulement si le polygone de p est en dessous du polygone de p′.

Exercice H : (Un graphe)

1) Pour n = 6, donner le graph orienté dont les sommets sont les classes de similitudes de matrices nilpotentes, et les
arêtes sont orientées M −→ M s il existe une suite de matrices dans la classe de conjugaison de M dont la limite est dans
la classe de conjugaison de M (on enlevera les arêtes ayant même sommet de départ et d arrivée, et lorsque l’on a des arrêtes
M −→M ′ −→M ′′ on ne fera pas apparaitre l’arrête M −→M ′′).
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Solution :

( ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ )

( ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆
⋆ )

( ⋆ ⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ )

( ⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆ )

(
⋆ ⋆ ⋆ ⋆
⋆
⋆

)

(
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆
⋆

)

(
⋆ ⋆
⋆ ⋆
⋆ ⋆

) (
⋆ ⋆ ⋆
⋆
⋆
⋆

)

(
⋆ ⋆
⋆ ⋆
⋆
⋆

)

(
⋆ ⋆
⋆
⋆
⋆
⋆

)

( ⋆
⋆
⋆
⋆
⋆
⋆

)

2) Ce graph, vu comme graphe orienté, a t’il des cycles? Et si on oublie l’orientation ?

Exercice I : (Facteurs irréductibles du polynôme minimal et du polynôme caractéristique)
On va chercher, dans ce problème, a comparer la décomposition en produit d’irréductibles du polynôme minimal et

du polynôme caractéristique d’un endo morphisme.

À noter immédiatement que le corollaire IV.7.3 du théorème IV.7.2 de CAYLEY–HAMILTON est abusif. En effet du
théorème de CAYLEY–HAMILTON assurant que

Pminu|Pcaru

il résulte immédiatement que, tout facteur irréductible de Pminu est un facteur irréductible de Pcaru, mais
rien ne permet à ce point d’affirmer que, réciproquement un facteur irréductible de Pcaru soit un facteur irréductible de
Pmin u (hormis si toutefois il est de degré 1 mais ceux-ci jouent un rôle particulier (cf. question 1).))

En fait, dans la présentation qui est faite dans le cours, le corollaire IV.7.3 devrait apparaître comme un corollaire du
corollaire IV.11.11. Ce dernier est lui-même un corollaire de la proposition IV.6.4 (cf. DOC n◦ III, n◦ III.1.exercice C) et
bien entendu du théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS. C’est précisément le recours à ce dernier résultat, qui est
l’un des plus techniques de ce cours, qui pourrait inciter à donner un argument alternatif ; ce que nous allons faire dans
ce qui suit.

Dans tout cet exercice, K est un corps, n ∈ N∗, E un K-espace vectoriel de dimension n et u ∈ EndK(E) un endo-
morphisme K-linéaire de E. On note Pcaru (resp. Pmin u,) le polynôme caractéristique (cf. cours IV.6.1,) (resp. le polynôme

minimal (cf. cours IV.2.2.iv).))
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1) (Les facteurs de degré 1)
Rappeler pourquoi

∀λ ∈ K, (X − λ)|Pmin u ⇔ (X − λ)|Pcar u

et en déduire que si K est algébriquement clos,
Pcaru|(Pmin u)

n .

On sait déjà, grâce au théorème IV.7.2 de CAYLEY–HAMILTON, que

Pmin u|Pcaru .

On va montrer, (cf. question 7), c),) que
Pcar u|[Pmin u]

n .

L’élément technique principal pour prouver l’énoncé de divisibilité ci-dessus est la possibilité de faire la division eu-
clidienne d’un polynôme à coefficients dans un anneau de matrices par un autre (cf. question 6).) La dificulté réside
alors dans le fait de pouvoir justifier une telle construction. Si A[X ] et en effet un anneau de polynômes à une indéter-
minée, nous n’avons formellement établi un théorème de la division euclidienne que dans le cas où A est un corps (cf.
cours III.4.2 ;) sans compter que nous n’avons même défini les anneaux de polynôme que dans le cas où A est un anneau
commutatif (cf. cours III,) et que nous nous sommes bornés à ne donner la plupart des résultat que dans le cas où A est
intègre. Or si l’on veut considérer l’anneauMn(K) on sait de longue date qu’il n’est ni intègre ni commutatif. Qui plus
est, on risque d’être amené, comme on l’a déjà fait (cf. DOC n◦ III, n◦ III.1.exercice D,) à identifier les deux anneaux

(
Mn(K)

)
[X ] etMn(K[X ]) (cf. question 3) .)

On rappelle que, pour un anneau commutatif A, on note Mn(A) l’anneau des matrices carrées de taille n × n à
coefficients dans A. On rapelle que cet anneau est isomorphe à l’anneau EndA−mod(A

n) des endomorphismes du A-
module libre An ; cet isomorphisme n’étant pas canonique mais donné par le choix d’une base de An.

2) (L’anneau
(
Mn(K)

)
[X ])

NotonsMn(K)N l’ensemble des suites à valeurs dansMn(K). On va définir l’anneau
(
Mn(K)

)
[X ] des polynômes à

une indéterminée à coefficients dans l’anneauMn(K) des matrices n × n comme le sous anneaux des éléments presques
nuls de l’anneau

(
Mn(K)

)
[[X ]] des séries formelles à coefficients dansMn(K) dont on rappelle brièvement la construc-

tion ci-après. On suit en cela le même schéma que celui exposé dans le chapitre III du cours pour les annaux commutatifs.

i) (Addition : groupe abélien)
Puisque (Mn(K),+) est un groupe abélien,Mn(K)

N a une structure naturelle de groupe abélien donnée par l’addition
terme à terme (cf. cours I.6.1.i) ;) pour laquelle l’élément neutre est la suite nulle de valeur constante égale à 0Mn(K) et
pour laquelle l’opposé d’une suite

(
Mk

)
,k∈N est la suite

(
−Mk

)
,k∈N.

ii) (Multiplication : anneau)
Comme dans le cas oùA est un anneau commutatif, on définira le produit de CAUCHY surMn(K)

N (cf. cours III.1.2.2,)

∀(M,P ) ∈Mn(K)N ×Mn(K)N, (M ∗Mn(K)N P )k :=
k∑

i=0

Mi ∗Mn(K) Pk−i .

Il faut d’ores et déjà remarquer que ∗Mn(K) n’étant pas commutative, ∗Mn(K)N ne le sera pas davantage. Il est cepen-
dant toute à fait élémentaire de vérifier que

(
Uk
)
,k∈N définie par

U0 := I = 1Mn(K) et ∀k ∈ N∗, Uk := 0Mn(K),

est un élément neutre pour ∗Mn(K)N qu’on notera abusivment I ou même 1 dans la suite, et que

∀(M,P,Q) ∈Mn(K)
N ×Mn(K)

N ×Mn(K)
N
, (M + P ) ∗Mn(K)N Q = M ∗Mn(K)N Q+ P ∗Mn(K)N Q

et M ∗Mn(K)N (P +Q) = M ∗Mn(K)N P +M ∗Mn(K)N Q ;

c’est-à-dire que ∗Mn(K)N est distributive sur +.

On notera
(
Mn(K)

)
[[X ]] l’anneau ainsi construit.
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iii) (Anneau des polynômes)
On s’intéressera cependant surtout au sous-anneau

(
Mn(K)

)
[X ] de

(
Mn(K)

)
[[X ]] constitué des suites presque nulles,

i.e.des suites
(
Mk

)
,k∈N pour lesquels il existe p ∈ N tel que pour tout q ≥ p, Mq = 0Mn(K) .

Il est fastidieux mais sans grande difficulté de vérifier que
(
Mn(K)

)
[X ] est effectivement un sous-anneau de

(
Mn(K)

)
[[X ]]

ce qui signifie (cf. cours I.3.3,) que
((
Mn(K)

)
[X ],+

)
est un sous-groupe de

((
Mn(K)

)
[X ],+

)
, que

(
Mn(K)

)
[X ] est

stable par le produit de CAUCHY ∗Mn(K)N et que l’élément unité I est dans
(
Mn(K)

)
[X ].

Il ne s’agit rien moins, mais rien de plus non plus que de vérifier que la somme et le produit de deux suites presque
nulle est encore une suite presque nulle ; les arguments étant alors exactement de même nature que dans le cas d’un
anneau commutatif.

iv) (Degré et valuation)
On peut encore définir la valuation val(·) d’un élément de

(
Mn(K)

)
[[X ]] (cf. cours III.1.14,) ou de

(
Mn(K)

)
[X ] et

le degré deg(·) d’un élément de
(
Mn(K)

)
[X ] (cf. cours III.2.3.) Cependant il convient de s’arrêter un instant sur leurs

propriétés (cf. b).)

v) (Morphisme structural)
L’application

ι : Mn(K) →
(
Mn(K)

)
[[X ]] , M 7→ (M, 0, 0, . . . , 0, . . .)

est encore un morphisme injectif d’anneaux qui est en fait à valeurs dans
(
Mn(K)

)
[X ] ; identifiantMn(K) à un sous-

anneau de
(
Mn(K)

)
[X ] ; si bien que, pour tout M ∈ Mn(K) on notera simplement M pour la série formelle (resp. le

polynôme) dont le terme de rang 0 est M et les autres termes sont nuls.
Il est encore clair que l’image Im ι de ι est l’ensemble des éléments de

(
Mn(K)

)
[X ] de degré 0.

vi) (Loi externe, structure deMn(K)-module)
Pour tout

(A,M) ∈ Mn(K)×
(
Mn(K)

)
[X ]

on peut définir A ·M := A ∗(
Mn(K)

)
[X]

M, en considérant A comme un élément de
(
Mn(K)

)
[X ] à travers ι.

vii) (Base)
En X l’élément (0, 1, 0, . . . , 0, . . .) ∈

(
Mn(K)

)
[[X ]], on constate que c’est en fait un élément de

(
Mn(K)

)
[X ], et que

∀k ∈ N, Xk := X ∗Mn(K)N . . . ∗Mn(K)N X

est la suite dont le iième terme est δk,i. Comme dans le cas commutatif il n’est pas dificile de montrer que {Xk} ,k ∈ N est
uneMn(K)-base de

(
Mn(K)

)
[X ].

a) (n = 1)
Que dire de

(
Mn(K)

)
[[X ]] et

(
Mn(K)

)
[X ] lorsque n = 1 ?

b) (Valuation et degré)
Soit (P,Q) ∈

(
Mn(K)

)
[X ]×

(
Mn(K)

)
[X ], que peut-on dire de :

val(P +Q),

val(P ∗Q),

deg(P +Q)

et deg(P ∗Q) .

Bien qu’on n’ait pas, en général, P ∗Q = Q ∗ P, aurait-on cependant

deg(P ∗Q) = deg(Q ∗ P ) ?

3) Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneauMn(K)-linéaire :

φ :
(
Mn(K)

)
[X ] −→ Mn(K[X ])

X 7−→ M1 :=










X 0 . . . 0 0
0 X . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . X 0
0 0 . . . 0 X










et que de plus φ est un isomorphisme.
Indication : On pourra noter

∀i ∈ N, Mi := M i
1

et remarquer que Mi commute avec tous les éléments deMn(K[X ]).
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L’isomorphisme φ ci-dessus permet donc d’identifier (en tant qu’anneau) les polynômes dont les coefficients sont
des matrices

(
Mn(K)

)
[X ] au matrices dont les coefficients sont des polynômes Mn(K[X ]). On se placera donc, dans

la suite, sous l’un ou l’autre point de vue, selon ce qui sera le plus commode. En particulier on oubliera la notation Mi

pour lui préférer X i, dont on gardera bien à l’esprit que c’est une matrice qui commute avec n’importe quel élément de
Mn(K[X ]). On notera I l’unité de ces anneaux qui est la matrice identité deMn(K).

4) (Valuation et degré)
Pour M ∈

(
Mn(K)

)
[X ] comparer la valuation et le degré de M définis en question 2), iv) et les valuations et degré

respectifs des coefficients de la matrice φ(M).

5) (Éléments inversibles)
PuisqueMn(K) est un sous-anneau de φ :

(
Mn(K)

)
[X ] ∼= Mn(K[X ]), tout inversible deMn(K) est encore inver-

sible dansMn(K[X ]). En revanche il n’est pas tout à fait immédiat de déterminer exactement ce qu’est (Mn(K[X ]))× ;
ce dont d’ailleurs nous n’aurons pas explicitement besoin. On peut cependant remarquer :

a) (Matrice de carré nul)
Montrer que si A ∈ Mn(K) vérifie A2 = 0, I −AX est inversible.

b) (Matrices nilpotentes)
Plus généralement montrer que si A ∈ Mn(K) est tel queAn = 0, (nilpotente d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)) I −AX est

inversible.

6) (Division euclidienne)
Pour tout (M,P ) ∈

(
Mn(K)

)
[X ]×

(
Mn(K)

)
[X ] tel que

P =

d∑

i=0

PiX
i avec Pd ∈ Mn(K)

× inversible,

montrer qu’il existe

(Q,R) ∈
(
Mn(K)

)
[X ]×

(
Mn(K)

)
[X ] tel que M = P ∗Q+R et deg(R) < deg(P ) .

Indication : On pourra adapter la méthode utilisée dans le III.7.7.

7) (Facteurs irréductibles)
Soit

A ∈ Mn(K) etM := PminAI ∈
(
Mn(K)

)
[X ] ∼= Mn(K[X ]) .

a) (Division euclidienne)
Montrer qu’il existe

(Q,R) ∈
(
Mn(K)

)
[X ]×

(
Mn(K)

)
[X ] tel que M = (A− IX) ∗Q + R et deg(R) < 1 .

b) Montrer que R = 0.

c)
PcarA|[PminA]

n .

d) (Facteurs irréductible)
En déduire que tout facteur irréductible de PcarA est un facteur irréductible de PminA .
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Corrigé du Problème n◦ II

Exercice A : (La suite des noyaux itérés)
SoientK un corps,E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗ et f ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire

de E.

On suppose qu’il existe un entier ε ∈ N∗ tel que

f ε = 0 etf ε−1 6= 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ε (cf. cours IV.8.1.)

Étant donné un endomorphisme f ∈ End(E) de E,

∀k ∈ N, on note Nk := Ker fk et nk := dimNk

(avec la convention que f0 = IdE .)

Cet exercice peut être traité de manière tout à fait élémentaire et ne nécessite l’usage ni du théorème IV.10.10 de
JORDAN ni du théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS.

1) () Montrer qu’il existe un vecteur x ∈ E tel que la famille {f i(x)} ,0 ≤ i ≤ ε−1 est libre.
Solution : Puisque, par hypothèse f ε−1 6= 0,

∃x ∈ E, f ε−1(x) 6= 0 .

Il s’ensuit immédiatement que
∀0 ≤ i ≤ ε− 1, f i(x) 6= 0 .

Par ailleurs, bien entendu
∀k ∈ N, k ≥ ε ⇒ fk(x) = 0 .

Il s’ensuit que pour tout

ai ,0≤i≤ε−1 ∈ K

ε−1∑

i=0

aif
i(x) = 0

⇒ f ε−1
(
ε−1∑

i=0

aif
i(x)

)
= 0

⇒
ε−1∑

i=0

aif
i+ε−1(x) = 0

⇒ a0f
ε−1(x) = 0

⇒ a0 = 0 .

On établit ainsi que
∀0 ≤ i ≤ ε− 1, ai = 0 .

2) () (polynôme minimal)
Quel est le polynôme minimal de f ? Qu’en déduit-on sur ε et n ?
Solution : Par définition, Xε est un polynôme annulateur de f ; si bien que Pmin f |Xε. Le polynôme X étant irréductible

dans K[X ], ∃k ∈ N, Pmin f = Xk. Puisque f ε−1 6= 0 par hypothèse

Pmin f = ε .

Or on a montré (cf. question 1),) qu’il existe alors une famille libre à ε éléments dans E ; ce qui entraîne

ε ≤ n .

Bien entendu on pouvait obtenir l’inégalité ci-dessus grâce au gthéorème IV.7.2 de CAYLEY–HAMILTON puisque

ε = deg(Pmin f ) ≤ deg(Pcar f ) = n ;

néanmoins l’argument de question 1) est beaucoup plus élémentaire.
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3) () Montrer que la suite
{0} ⊂ Ker f ⊂ . . . ⊂ Ker f ε−1 ⊂ Ker f ε = E

est strictement croissante ; et constante lorsque k ≥ ε .
Solution : Soit k ∈ N tel que Nk = Nk+1. Alors

∀p ∈ N, ∀x ∈ Nk+1+p, fk+1+p(x) = 0
⇔ fk+1[fp(x)] = 0
⇔ fp(x) ∈ Nk+1

⇔ fp(x) ∈ Nk
⇔ fk+p(x) = 0
⇔ x ∈ Nk+p .

4) () Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure stricte.
Solution : Cette assertion équivaut en fait à construire une fammille Ei ,0≤i≤n de sous-K-espaces vectoriels de E, tels que

∀0 ≤ i ≤ n, dimK Ei = i et ∀1 ≤ i ≤ n, Ei−1 ⊂ Ei et f(Ei) ⊂ Ei−1 .

En effet E1 est alors une ddroite dont on peut prendre une base e1. E1 ⊂ E2 qui est un plan et dans lequel la base
e1 se complète en une base (e1, e2). On construit ainsi, de proche en proche, une base B := (e1, . . . , en). Or la condition
f(Ei) ⊂ Ei−1 entraîne que f(e1) = 0 et que pour i > 1, f(ei) s’exprime en fonction des ej ,1≤j≤i−1 ; ce qui signifie
exactement que la matrice de f dans la base B est triangulaire supérieure stricte.

Reste à construire le « drapeau » Ei ,0≤i≤n . On verra à la question 6) que dans le cas où ε = n, la suite Ni ,0≤i≤n = ε des
noyaux convient. Dans le cas général, on a montré (cf. question 3),) que cette suite est cependant strictement croissante. Il se
pourrrrait que le « saut de dimension » entre deux noyaux successifs soit plus grand strictement que 1 8

On aura nécessairement
E0 = {0} et En = Nε = E .

Supposons donc qu’on ait construit Ek ,i≤k≤n avec

dimKEk = k , Ek−1 ⊂ Ek et f(Ek) ⊂ Ek−1

tel que Ei = Nj .
Bien entendu si Nj = N0 = {0}, on a terminé.
Sinon, soit

dimKNj−1 = dimKNj − 1

et l’on pose
Ei−1 = Nj−1 ;

soit on « intercale » le nombre de Ek qu’il faut. Plus précisément il existe Ek ,i−(dimKNj−dimKNj−1)≤k≤i tel que

Ei−(dimKNj−dimKNj−1) = Nj−1 , Ek ⊂ Ek+1 et dimK Ek = k .

Comme par ailleurs Ek ⊂ Nj ,
f(Ek) ⊂ f(Nj) ⊂ Nj−1 ⊂ Ek−1 .

5) () Dans le cas où ε = n, montrer qu’il existe une base où la matrice de f est

Jn(0) =










0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 0










.

Solution : Dans le cas où ε = n, la famille libre f i(x) ,0 ≤ i ≤ ε−1 (cf. question 1),) est une base de E dans laquelle la

matrice de f est précisément










0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 0










.

8. On pourra même calculer très précisément ces sauts (cf. exercice C, question 3), exercice C, question 4) ;) mais on a alors supposé qu’on disposait d’une
réduite de JORDAN ce dont on peut se passer ici.
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6) () Quand ε = n, décrire complètement la suite dimKNi ,i ∈ N .
Solution : Choisissons une base ei ,0≤i≤n−1 donnée par un vecteur

x ∈ E tel que {ei := f i(x)} ,0 ≤ i ≤ ε−1 soit une base de E (cf. question 1) .)

Alors :
∀1 ≤ i ≤ n, ∀0 ≤ j ≤ n− 1− i, f i(ej) = ei+j

∀n− i ≤ j ≤ n− 1, f i(ej) = 0 .

Il s’ensuit que

f
|Vect

{
ej ,0≤j≤n−1−i

} est injective

f
|Vect

{
ej ,n−i≤j≤n−1

} est nulle .

Comme par ailleurs
E = Vect

{
ej ,0≤j≤n−1−i

}
⊕ Vect

{
ej ,n−i≤j≤n−1

}
,

on en déduit que
∀0 ≤ i ≤ n− 1, Ni = Vect

{
ej ,n−i≤j≤n−1

}
⇒ dimKNi = i .

Enfin fn = 0, si bien que
∀i ∈ N, i ≥ n = dimKNi = n .

Exercice B : (Injection de FROBENIUS)
SoientK un corps,E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗ et f ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire

de E.

On suppose qu’il existe un entier ε ∈ N∗ tel que

f ε = 0 etf ε−1 6= 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ε (cf. cours IV.8.1.)

Étant donné un endomorphisme f ∈ End(E) de E,

∀k ∈ N, on note Nk := Ker fk et nk := dimNk

(avec la convention que f0 = IdE .)

On note
∀i ∈ N∗, di := dimKNi − dimKNi−1 .

Il est vraisemblable que nombre des énoncés de cet exercice peuvent être obtenus comme corollaires du théorème
IV.10.10 de réduction de JORDAN, mais on va chercher à les établir ici par des méthodes plus élémentaires.

1) (0.5points) Étant donnés un K-espace vectoriel V de dimension finie et W ⊂ V un sous-espace de V, , rappeler ce que
vaut dimK V/W en fonction de dimK V et dimKW.

Solution : On a
dimK V = dimKW + dimK V/W

en application par exemple du théorème I.9.19 qui se déduit en fait du fait que V/W est isomorphe à n’importe qu’elle supplé-
mentaire de W dans V.

2) (0.5points) Montrer que
∀i ∈ N, di ≥ 0 .

Solution : (cf. exercice A, question 3),) d’où l’on peut même déduire plus précisément que

∀1 ≤ i ≤ ε, di > 0 et ∀k ∈ N, k > ε ⇒ dk = 0 .

3) (0.5points) Vérifier que, pour tout i ∈ N, la restriction f|Ni+1
de f à Ni+1 est à valeurs dans Ni.

Solution :
∀x ∈ Ni+1, u

i[u(x)] = ui+1(x) = 0 ⇔ u(x) ∈ Ni .
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Pour tout i ∈ N, on note
pi : Ni+1 → Ni+1/Ni la surjection canonique .

4) (1point) Montrer que, pour tout i ∈ N, il existe un unique morphisme

fi : Ni+2/Ni+1 → Ni+1/Nitq fi ◦ pi+1 = pi ◦ f|Ni+2
.

Solution : Considérons le diagramme commutatif :

Ni+1 →֒ Ni+2

f|Ni+1



y



y f|Ni+2

Ni →֒ Ni+1

dont les flèches horizontales sont injectives. On obtient, par factorisation un morphisme

fi : Ni+2/Ni+1 → Ni+1/Ni

si bien qu’on a un morphisme de suites exactes (c’est-à-dire un diagramme commutatif à lignes exactes) :

0 → Ni+1 −→ Ni+2
pi+1−−−−→ Ni+2/Ni+1 → 0

f|Ni+1



y f|Ni+2



y



y fi

0 → Ni −→ Ni+1
pi−−−−→ Ni+1/Ni → 0

.

5) (1point) Montrer que
∀i ∈ N, fi est injective .

On l’appellera l’injection de FROBENIUS.
Solution :

∀y ∈ Ni+2/Ni+1, ∃x ∈ Ni+2, tel que pi+1(x) = y .

Alors :
fi(y) = 0

⇔ fi[pi+1(x)] = 0
⇔ pi[u(x)] = 0
⇔ u(x) ∈ Ni
⇒ x ∈ Ni+1

⇒ pi+1(x) = 0
⇒ y = 0 .

Ainsi fi est injective.

6) (0.5points) Déduire de ce qui précède que d· est décroissante.
Solution :

∀i ∈ N, di+1 − di =
(
dimKNi+1 − dimKNi

)

−
(
dimKNi − dimKNi−1

)

= dimKNi+1/Ni − dimKNi/Ni−1

(cf. question 1) .)

Or fi−1 étant injectif (cf. question 5),)

dimKNi+1/Ni ≤ dimKNi/Ni−1

ce qui conclut.
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Exercice C : (Tableaux de YOUNG)
SoientK un corps,E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗ et f ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire

de E.

On suppose qu’il existe un entier ε ∈ N∗ tel que

f ε = 0 etf ε−1 6= 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ε (cf. cours IV.8.1.)

Étant donné un endomorphisme f ∈ End(E) de E,

∀k ∈ N, on note Nk := Ker fk et nk := dimNk

(avec la convention que f0 = IdE .)

1) (0.5points) Justifier, en citant précisément le théorème que vous utilisez, mais sans le redémontrer bien entendu, qu’il
existe un entier m ∈ N∗, des entiers strictement positifs rj ,1≤j≤m et des sous espaces Ej ,1≤j≤m tels que :

J1)

E =

m⊕

j=1

Ej ;

J2) ∀1 ≤ j ≤ m, Ej est stable par f ;

J3)
∀1 ≤ j ≤ m− 1, rj ≥ rj+1 ;

J4) le sous-espace (Ej , f|Ej
) est cyclique de polynômes minimal Xrj .

Solution : Le polynôme minimal de f est Xε. Il est sindé et n’a qu’un facteur irréductible, si bien que dans ce cas, aussibien
le théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS que le théorème IV.10.10 donne le résultat demandé.

2) (0.5points) Que vaut
m∑

j=1

rj ?

Solution : Puisque les sous-espaces Ej ,1≤j≤m sont cycliques, on a :

∀1 ≤ j ≤ m, dimKEj = deg(Pmin f|Ej
) = rj (cf. IV.4.1 .)

Or il résulte de question 1), J1) que

n = dimKE =
m∑

j=1

dimK Ej =
m∑

j=1

rj .

On peut donc trouver une base de E dans laquelle la matrice de f est J :

Pour tout r ≤ n, soit

Jr :=










0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 0










∈ Mr(C)

le bloc de JORDAN “élémentaire”.
La matrice J est donc de la forme

J = diag (Jr1 , Jr2 , · · · , Jrm) =









Jr1 0 · · · · · · 0

0 Jr2
...

...
. . . 0

0 · · · 0 Jrm









pour un certain entier m .
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3) (0.5points) (Décomposition des noyaux)
Notons

∀1 ≤ i ≤ m, fi := f|Ei
.

Pour tout k ∈ N et tout 1 ≤ i ≤ m , donnez une relation entre les ni,k := dim Ker fki et nk .
Solution : Étant donné un endomorphisme u d’un espace vectoriel E tel que E soit somme directe des Fα ,1≤α≤q , stables

par u, alors

Keru =

q
⊕

α=1

Keru ∩ Fα .

De plus, Keru ∩ Fα est le noyau de la restriction uα de u à Fα .

En effet pour tout x ∈ Keru, il existe un unique q-uplet (x1, . . . , xq) xα ∈ Fα, tel que x =

q
∑

α=1

xα. Par conséquent

u(x) = 0

⇔ u
(
q
∑

α=1

xα
)

= 0

⇔
q
∑

α=1

u(xα) = 0 .

Or chacun des Fα étant stable par u, pour tout 1 ≤ α ≤ q, u(xα) ∈ Fα . La décomposition de 0 étant unique sur les Fα, il
en résulte que pour tout 1 ≤ α ≤ q, u(xα) = 0 .

On vient donc de montrer que Keru est inclus dans la somme des Keru ∩ Fα .
Cette dernière somme est directe car la décomposition de tout vecteur de E étant unique sur les Fα ceci est a fortiori vrai

pour un élément de la somme des Keru∩Fα . Cette décomposition reste bien évidemment unique sur des sous-espaces des Fα .
L’inclusion réciproque est claire.
Enfin si uα désigne la restriction de u à Fα, pour tout x ∈ Fα, uα(x) = 0 équivaut à x ∈ Fα et u(x) = 0 , c’est-à-dire que

Keru ∩ Fα est bien le noyau de la restriction de u à Fα .
On applique le résultat précédent à u := fk et à la décomposition de E en somme directe des Ei ,1 ≤ i ≤ m , en ayant soin

de remarquer que la restriction de fk à Ei est bien fki , et on en déduit que

nk =

m∑

i=1

ni,k .

4) (0.5points) Établir la valeur de ni,k en fonction de k et de ri.
Solution : Si fi := f|Ei

désigne, pour tout 1 ≤ i ≤ m la restriction de f àEi, fi est nilpotante d’échelon ri = dimKEi.
On a donc

∀0 ≤ k ≤ ri, ni,k = k et ∀k ∈ N, k ≥ ri ⇒ ni,k = ri (cf. exercice A, question 6) ,)

ce qui peut aussi s’écrire :
ni,k = min(k, ri) .

5) (0.5points) En déduire que

n1 := dim Ker f = m et nk =

m∑

i=1

min(k, ri) .

Solution : Pour tout 1 ≤ i ≤ m, on a ri ≥ 1, ce qui implique (cf. question 4),) que ni,1 = 1 et par conséquent n1 = m .

nk =

m∑

i=1

ni,k =

m∑

i=1

min(ri, k) . (cf. question 3) , question 4))
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On définit le tableau de YOUNG de (E, f) comme le tableau constitué de m lignes, alignées sur la gauche et tel que la
j ième ligne comporte rj cases. Par exemple si m = 3, (r1, r2, r3) = (5, 4, 1), le tableau de YOUNG est

Y (E, f) =





∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗



 .

6) (1.5points) Montrer que pour tout j ∈ N∗, dj := dimKNj − dimKNj−1 est la hauteur (le nombre de cases) de la j ième

colonne du tableau de YOUNG Y (E, f).
Solution : Si l’on note hj la hauteur de la j ième colonne du tableau de YOUNG, par construction

hj = #
(
{i ∈ N ; ri ≥ j}

)
.

Puisque le tableau de YOUNG est construit en rangeant les ri par ordre décroissant, on a

∀1 ≤ i ≤ hj, ri ≥ j et ∀hj + 1 ≤ i ≤ m, ri < j .

Alors
∀1 ≤ i ≤ hj, ni,j = j et ni,j−1 = j − 1

∀hj + 1 ≤ i ≤ m, ni,j = rj et ni,j−1 = rj
(cf. question 4) .)

Il s’ensuit que :

dj = nj − nj−1

=
m∑

i=1

ni,j − ni,j−1

=

hj∑

i=1

ni,j − ni,j−1 +
m∑

i=hj+1

ni,j − ni,j−1

=

hj∑

i=1

j − (j − 1) +
m∑

i=hj+1

rj − rj

= hj .

7) (1.5points) a) (1.5points) Donner les invariants de similitudes de f nilpotent dont le tableau de YOUNG est

Y (E, f) =





∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗



 .

Solution : On a immédiatement
m = 3 , r1 = 5 , r2 = 4 et r3 = 1 .

b) (1.5points) Quelle est la dimension de E ?
Solution :

dimKE =

m∑

i=1

ri = 5 + 4 + 1 = 10 . (cf. question 2) .)

c) (1.5points) Quels sont le tableau de YOUNG de f2 et ses invariants de similitude.
Solution : Cette question est l’une de celles qui met le mieux en évidence l’intérêt des tableaux de YOUNG dans l’études

des endomorphismes nilpotents. En effet ces tableaux mettent en relation (leur lignes) les invariants de similitude ri ,1≤i≤m d’un
endomorphisme nilpotent et les sauts (les colonnes) dans la suite des noyaux itérés dj ,1 ≤ j ≤ r1 . Comme chaque fois qu’on
établit de telles correspondances il se peut que, suivant les situations, certains invariants soient plus facile à calculer ; ce qui
permet de déterminer les autres.

Typpiquement si l’on note g := f2, on va constater que les sauts dans la suites des noyaux sont assez faciles à déterminer
alors qu’il semble beaucoup moins immédiat de calculer les invariants de similitude. En effet,

∀j ∈ N∗, dimK Ker gj − dimK Ker gj−1 = dimK Ker f2j − dimK Ker f2j−2

= n2j − n2j−2

= (n2j − n2j−1) + (n2j−1 − n2j−2) .
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Il faut donc « empiler l’une sur l’autre » (cf. question 6),) deux colonnes successives du tableau de f pour obtenir celui de g.
Il en résulte, dans le cas particulier considéré ici que

Y (E, f2) = Y (E, g) =









∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ .









.

Il an résulte que
m = 5 , r1 = 3 , r2 = r3 = r4 = 2 = r5 = 1 .

Exercice D : (Commutant)
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u ∈ EndK(E). On appelle commutant de u et on

note
Com(u) := {v ∈ EndK(E) ; u ◦ v = v ◦ u} ⊂ EndK(E)

l’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec u. On rappelle que K[u] ⊂ EndK(E) est l’ensemble des
polynômes en u i.e. l’image de K[X ] par le morphisme X 7→ u.

1) (0.5points) Montrer que Com(u) est un sous espace vectoriel de EndK(E).
Solution : Il est clair que l’application nulle et l’identité de E appartiennent à Com(u) qui est donc non vide. Par ailleurs

pour v et w dans Com(u), a et b dans K,

u ◦ (av + bw) = u ◦ av + u ◦ bw
= av ◦ u+ bw ◦ u
= (av + bw) ◦ u

c’est-à-dire que av + bw ∈ Com(u) ce qui prouve que Com(u) est un sous espace vectoriel de EndK(E).
On peut également constater que l’application

EndK(E) → EndK(E) , v 7→ u ◦ v − v ◦ u

est linéaire et que Com(u) est son noyau.

2) (2points) On suppose dans cette question que u est cyclique et que x0 ∈ E est un vecteur cyclique pour u.

a) (1points) En considérant l’application

ϕ : Com(u) → E , v 7→ v(x0),

montrer que l’on a dimK Com(u) 6 n.
Solution : Soit v ∈ Com(u) tel que φ(v) = 0 c’est-à-dire que v(x0) = 0. On en déduit alors que

∀1 ≤ k ≤ n− 1, v[uk(x0)] = uk[v(x0)] = uk(0) = 0

c’est-à-dire que v s’annule sur une base de E et donc que v = 0.
Il s’ensuit que φ est injective ce qui entraîne

dim Com(u) ≤ rg(φ) ≤ dimE ≤ n .

b) (1point) Montrer que dimK[u] ≥ n et que

Com(u) = K[u] .

On pourra remarquer, en particulier que si u est nilpotent d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)

Com(u) ∼= K[u] .

Solution :
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i) Considérons la famille FU := {ui} ,0 ≤ i ≤ n−1⊂ K[u]. Pour tout n-uplet (a0, . . . , an−1) d’éléments de K,

n−1∑

i=0

aiu
i = 0

⇒
n−1∑

i=0

aiu
i(x0) = 0

⇒ ai = 0 ∀0 ≤ i ≤ n− 1,

puisque B est une base de E. Il en résulte que Fu est une famille libre de cardinal n de K[u] qui est donc de dimension au moins
n.

On pourrait aussi voir que
K[u] ∼= K[X ]/Pminu

qui est (cf. TD n◦ V, exercice C,) un espace vectoriel de dimension deg(Pmin u). Or u étant cyclique

deg(Pmin u) = n (cf. IV.4.1 .)

ii) Pour tout v ∈ K[u], il existe

ai ,0≤i≤k ∈ K tel que v =
k∑

i=0

aiu
i .

Il s’ensuit que

u ◦ v = u ◦
(
k∑

i=0

aiu
i
)

=

k∑

i=0

aiu
i+1

=
(
k∑

i=0

aiu
i
)
◦ u

= v ◦ u .
Il en résulte donc que K[u] ⊂ Com(u) ce qui combiné aux inégalités précédemment obtenues sur les dimensions donne

finalement
K[u] = Com(u) .

3) (0.5point) Supposons que E =
r⊕

i=1

Ei avec Ei stable par u. Comparer

dimK Com(u) et

r∑

i=1

dimK Com(u|Ei
) .

Solution : Notons ∀1 ≤ i ≤ r, ui := u|Ei
. Pour tout vi ,1≤i≤r ∈ Com(ui) notons v ∈ EndK(E) l’unique endomor-

phisme de E défini par

∀x :=

r∑

i=1

xi ,xi ∈ Ei
∈ E, v(x) :=

r∑

i=1

vi(xi) .

Notons que si l’on s’est donné des bases des sous-espacesEi dont la réunion forme une base deE, ce qui précède revient à écrire
la matrice de v par blocs. De manière plus abstraite, c’est une conséquence de la proposition A.4.7.

Alors :

∀x ∈ E, u[v(x)] = u
(
r∑

i=1

v(xi)
)

= u
(
r∑

i=1

vi(xi)
)

=

r∑

i=1

u[vi(xi)]

=

r∑

i=1

ui[vi(x)]

=
r∑

i=1

vi[ui(xi)]

= v
(
r∑

i=1

ui(xi)
)

= v[u(x)] .
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On construit ainsi une application

γ :

r∏

i=1

Com(ui) → Com(u) .

C’est une vérification assez pénible mais sans grande difficulté que de montrer que γ est linéaire. De plus :

∀vi ,1≤i≤r ∈
r∏

i=1

Com(ui), γ(v) = 0

⇔ ∀1 ≤ i ≤ r, ∀x ∈ Ei, γ(v)(x) = 0
⇔ vi(x) = 0
⇔ ∀1 ≤ i ≤ r, vi = 0 ;

c’est-à-dire que γ est injective ; d’où l’on déduit que
r∑

i=1

dimK Com(ui) = dimK

(
r∏

i=1

Com(ui)
)
≤ dimK Com(u) .

4) (2.5points) On suppose que E = E1 ⊕ E2, où Ei est stable par u, cyclique de polynôme minimal µi avec µ2|µ1.

a) (0.5points) Montrer qu’il existe une base B de E telle que :

MB(u) =

(
Cµ1 0
0 Cµ2

)

où pour tout polynômeR ∈ K[X ], CR désigne la matrice compagnon de R.
Solution : Par définition des espaces Cycliques (cf. cours IV.4.1.)

b) (1.5point) En déduire qu’il existe un endomorphisme v ∈ Com(u) \ {0} dont la matrice dans la base B est de la forme

MB(v) =

(
0 0
A 0

)

.

Solution : Si un tel v existe :

MB(u)MB(v)−MB(v)MB(u) = 0

⇔
(
Cµ1 0
0 Cµ2

)

·
(
0 0
A 0

)

−
(
0 0
A 0

)

·
(
Cµ1 0
0 Cµ2

)

= 0

⇔
(

0 0
Cµ2A 0

)

−
(

0 0
ACµ1 0

)

= 0

⇔ Cµ2A−ACµ1 = 0 .

Une matrice non nulle

(
0 0
A 0

)

par blocs correspond à un morphisme v : E1 → E2. La condition de commutation cor-

respond à v ◦ u1 = u2 ◦ v ce qui signifie exactement que v est un morphisme de K[X ]-modules (cf. cours IV.1.) Or
Ei = K[X ]/µi avec µ2|µ1. On sait bien que dans ce cas, on a un morphisme naturel factorisant les projections canoniques :

K[X ]

↓ ց
K[X ]/µ1 → K[X ]/µ2 .

Si l’isomorphisme Ei ∼= K[X ]/µi est donné par un vecteur cyclique xi, dans les identifications ci-dessus, v est l’unique
morphisme

v : E1 → E2 , x1 7→ x2 et v ◦ u1 = u2 ◦ v .

c) (0.5points) Montrer que
dimK Com(u) > n .

Solution : Pour i = 1 ou 2, notons

Vi :=
{
v ∈ EndK(E) ; Ej ,j = 1 ou 2 est stable par v , v|Ei

∈ Com(u|Ei
) , v|E3−i

= 0
}
.

On a alors Vi ∼= Com(u|Ei
), Vi ⊂ Com(u) et la somme V1 + V2 est directe. On en déduit que

dimK Com(u) ≥ dimK V1 + dimK V2 ≥ dimKE1 + dimKE2

en utilisant les résultats de la question 2). Or l’endomorphisme v construit en b) n’appartient pas à V1 ⊕ V2 ce qui rend strict
l’inégalité précédente.
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5) (1point) Déduire de ce qui précède que, si u n’est pas cyclique dimK Com(u) > n ; puis que dimK Com(u) = n si et
seulement si u est cyclique.

Solution : On a vu (cf. question 2), b),) que lorsque u est cyclique dimK Com(u) = n.
Si u n’est pas cyclique, il existe en vertu du théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS une décomposition de

E =

r⊕

i=1

Ei

en sous-espaces cycliques. L’énoncé d’unicité IV.11.5.2) dans le théorème loc. cit., assure alors que nécessairement r ≥ 2. En
appliquant alors un argument de récurrence sur r, on montre (cf. question 4),) que

dimK Com(u) > n .

Exercice E : (Une question réciproque)
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n .
On cherche dans ce problème à savoir s’il existe des endomorphismes nilpotents de E dont la dimension des noyaux

itérés est arbitrairement fixée. Si c’est le cas, on essayera de les déterminer, au moins à conjugaison près. Il est recom-
mandé de traiter l’exercice C avant le présent exercice. On y a, en effet étudié certains invariants liés à la suite des noyaux
itérés en grand détail ; ce qui pourra s’avéré très utile pour traiter les questions qui suivent.

L’objectif de cet exercice est de déterminer quelles sont les suites finies d’entiers nk ,0≤k≤n , nk ≤ n, pour lesquelles il
existe un endomorphisme nilpotent f ∈ EndC(E) de E tel que

∀1 ≤ k ≤ n, , dim Ker fk = nk . 1

Soit donc donnée, dans toute cette partie, une suite nk satisfaisant les hypothèses ci-dessus. On suppose qu’il existe f
nilpotent vérifiant la condition 1 et l’on cherche à en tirer un certain nombre de conséquences.

On cherche au moins à déterminer la classe de conjugaison de f comme ci-dessus et, par conséquent, on peut se placer
dans une base B dans laquelle la matrice de f est une réduite de JORDAN notée J .

Pour tout r ≤ n, soit

Jr :=










0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 0










∈ Mr(C)

le bloc de JORDAN “élémentaire”.
La matrice J est donc de la forme

J = diag (Jr1 , Jr2 , · · · , Jrm) =









Jr1 0 · · · · · · 0

0 Jr2
...

...
. . . 0

0 · · · 0 Jrm









pour un certain entier m .

1) (2pts) Pour toute permutation σ de l’ensemble [1;m] , montrer que les matrices J et

Jσ := diag (Jrσ(1)
, Jrσ(2)

, · · · , Jrσ(m)
)

obtenue en permutant les blocs de JORDAN, sont conjuguées, c’est-à-dire qu’il existe une matrice inversible

Pσ ∈ Mr(C) telle que J = Pσ Jσ P
−1
σ ,

ou encore qu’il existe une autre base Bσ dans laquelle la matrice de f est également une réduite de JORDAN.
Solution : On peut donner deux arguments diférents :

i) (Construction d’une matrice de permutation)
Nous avons déjà remarqué que l’écriture de la matrice J de f par blocs signifie qu’on a une décomposition de l’espace

vectoriel E en somme directe de sous-espaces Ei de dimension ri stables par f . L’écriture par blocs de la matrice J signifie
également qu’on a choisi une base B de E réunion de bases

Bi := {bij ,1 ≤ j ≤ ri } ,
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où Bi est une base de Ei .
On construit une base

Bσ := {bσ,α ,1≤α≤n }
de E de la manière suivante :

Pour tout 1 ≤ α ≤ n, il existe un unique 1 ≤ iα ≤ m tel que

β :=
∑

i<iα

rσ(i) < α ≤
∑

i≤iα

rσ(i) .

Posons
bσ,α := bσ(iα),α−β .

Il n’est alors pas difficile de vérifier que la matrice de f dans la base Bσ est Jσ .

ii) (En utilisant les théorème de réduction (cf. cours IV.10 , IV.11))
En effet les matrices J et Jσ ont les mêmes paramètres de JORDAN (cf. cours IV.10.2 ;) ce qui entraîne, en vertu du corollaire

IV.10.13.i), que J et Jσ sont conjugués.
De manière équivalente, dans le cas des matrices nilpotentes, (ou plus généralement n’ayant qu’une valeur propre) la réduction

de JORDAN est également la réduction de FROBENIUS et l’on constate que les matrices J et Jσ ont mêmes invariants de similitude
(cf. cours IV.11.9 ;) ce qui assure en vertu du corollaire IV.11.8 qu’elles sont semblables.

2) (3pts) (Pentes)
Pour tout

k ∈ N∗ on note encore dk := nk − nk−1 . (cf. exercice C, question 6) .)

Montrer qu’alors dk est le nombre d’indice j tel que rj ≥ k.
Solution : On a en fait déjà répondu à cette question (cf. exercice C, question 6).)En effet on a :

dk = nk − nk−1

=

exercice C, question 3)
m∑

i=1

ni,k − ni,k−1

=

exercice C, question 4)

m∑

i=1

min(ri, k)−min(ri, k − 1) .

Or min(ri, k) − min(ri, k − 1) vaut 1 si et seulement si ri ≥ k et vaut 0 sinon. On en déduit que dk est le nombre de blocs
de dimension supérieure ou égale à k . En particulier que d1 = n1 est la dimension du noyau de f soit le nombre de blocs (de
taille supérieure ou égale à 1 dans J .)

3) (2pt) (Nombre de blocs)
En déduire que pour tout k ≥ 0 , dk − dk+1 est exactement le nombre d’indices 1 ≤ j ≤ m tels que rj = k . Remarquer

qu’on obtient à nouveau ainsi l’énoncé de décroissance établi à l’exercice B, question 6) sans avoir recours à l’injection de
FROBENIUS et par un argument particulièrement élémentaire. Qu’en pensez-vous?

Solution : C’est une conséquence immédiate de question 2). À noter qu’on a montré (cf. exercice B, question 6),) que d·
est décroissante. Il pourrait sembler surprenant qu’on ait dépensé tant d’énergie à établir ce résultat dans l’exercice B alors qu’il
semble découler ici d’un simple argument de comptage très élémentaire. Si la différence dk−dk+1 représente en effet un cardinal
fini, c’est par nature un entier positif. On remarquera qu’on n’a pas fait dans l’exercice B l’hypothèse que l’endomorphisme f
possède une réduction de JORDAN. On conseillerait bien volontiers au lecteur de se reporter aux preuves des théorème IV.10.10
de réduction de JORDAN et IV.11.5 de réduction de FROBENIUS pour constater à quel point cette hypothèse n’est pas gratuite !

On suppose que n = 25 , on donne la suite

n1 = 7 , n2 = 14 , n3 = 20 , n4 = 23 , n5 = 25 .

Un endomorphisme f vérifiant 1 pour cette suite est donc nilpotent d’échelon 5 .

4) (1pt) (Polygône)
On note Mk := (k, nk) ,0 ≤ k ≤ 5 . Tracez le graphe obtenu en reliant Mk et Mk+1 par un segment de droite.
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Solution :

M0

M1

M2

M3

M4

M5 M6

5) (4pt) a) (1pt) Interpréter géométriquement dans ce cas les dk de la question 2).
Solution :

∀k ∈ N∗, dk = nk − nk−1 =
nk − nk−1

k − (k − 1)

qui et donc la pente du segment [Mk−1;Mk] ou de manière équivalente la dérivée de la fonction affine par morceaux définissant
le graphe sur l’intervalle ]k − 1; k[.

b) (1pt) Montrer que le graphe correspond à une fonction concave.
Solution : On a montré (cf. question 3),) ou (cf. exercice B, question 6),) que d· est décroissante ; ce qui combiné avec

l’identification précédente de d· avec la pente du graphe, assure que ce dernier est concave.

c) (2pt) À quoi correspondent les points anguleux de ce graphe?
Solution : Le point Mk du graphe est anguleux si et seulement si la pente “à gauche” de Mk (dk) est différente de la pente

“à droite” de Mk (dk+1 ; ) autrement dit si et seulement si dk − dk+1 est non nul. Or nous avons vu (cf. question 3),) que cette
différence est précisément le nombre de blocs de JORDAN élémentaires de taille k dans la matrice de f . Il s’ensuit que le point
Mk est anguleux si et seulement si la matrice de f comporte des blocs de taille k .

6) (4pts) Montrer l’existence d’un endomorphisme nilpotent d’échelon 5 vérifiant 1 pour la suite nk donnée dans cette
question. Que peut-on dire de tous les endomorphismes solutions du problème?

Solution :

i) (Conditions nécessaires)
On sait (cf. question 3),) que s’il existe un endomorphisme f vérifiant 1, nécessairement il existe une base deE dans laquelle

sa matrice est sous forme de JORDAN et comporte :

d1 − d2 = 2n1 − n2 = 0 blocs de taille 1
d2 − d3 = 2n2 − n1 − n3 = 1 blocs de taille 2
d3 − d4 = 2n3 − n2 − n4 = 3 blocs de taille 3
d4 − d5 = 2n4 − n3 − n5 = 1 blocs de taille 4
d5 − d6 = 2n5 − n4 − n6 = 2 blocs de taille 5 .

.
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Il faut remarquer que, même s’il n’est pas donné, nécessairement n6 = 25. On constate que 2 + 3 ∗ 3 + 4 + 2 ∗ 5 = 25 ce
qui fait qu’on a bien réalisé une partition de 25. On choisit donc une base de E et l’on définit f comme l’endomorphisme de E
défini par la matrice comportant 1 bloc de JORDAN élémentaire de taille 2, 3 blocs de JORDAN élémentaires de taille 3, 1 bloc
de taille 4 et 2 blocs de taille 5 :

J :=







0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0






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ii) (Unicité à conjugaison près)
Puisque la forme de JORDAN de f répondant à 1 est fixée (à conjugaison près (cf. question 1),)) on sait que toute autre

solution au problème aura une matrice semblable à J.

iii) (Conditions suffisantes)
On a rappelé en i), que la réduite de JORDAN d’un endomorphisme dont la suite des noyaux itérés est

ni ,1≤i≤5 = (7, 14, 20, 23, 25)

comporte m = 1 + 3 + 1 + 2 = 7 blocs de JORDAN dont les dimensions sont données par

ri ,1≤i≤m = 7 = (5, 5, 4, 3, 3, 3, 2) .

Cette réduction correspond également au tableau de YOUNG (cf. exercice C :)












∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗













. 1

Reste à vérifier, sinon à démontrer qu’un endomorphisme ayant une réduite de JORDAN comme en i).1 ou de manière
équivalente un tableau de YOUNG comme en 1 répond bien à la question.

On pourra poser, pour rendre les notations plus commodes, mais néanmoins toujours cohérentes,

n0 := dim Ker f0 = dim Ker Id = 0 .

On a alors,

∀1 ≤ k ≤ 5, nk−nk−1 =
7∑

i=1

min(ri, k)−min(ri, k − 1) (cf. exercice C, question 3) , exercice C, question 4) , question 2).)
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Si donc la suite des paramètres de JORDAN est ri ,1≤i≤m = 7 = (5, 5, 4, 3, 3, 3, 2), correspondant au tableau de YOUNG 1,
on a :

n1 =
7∑

i=1

min(ri, 1)−min(ri, 0) = 7

n2 =

7∑

i=1

min(ri, 2)−min(ri, 1) = 14

n3 =

7∑

i=1

min(ri, 3)−min(ri, 2) = 20

n4 =

7∑

i=1

min(ri, 4)−min(ri, 3) = 23

n5 =

7∑

i=1

min(ri, 5)−min(ri, 4) = 25

.

7) (4pts) Dans le cas général (n quelconque,) quelles conditions (nécessaires et suffisantes) doit satisfaire la suite nk pour
qu’il existe un endomorphisme f nilpotent vérifiant 1 ?

Solution : Soit donc
(
nk
)
,k∈N une suite d’entiers. On cherche ici à généraliser la construction faite à la question 6) ; c’est-à-

dire plus précisément à déterminer à quelles conditions il est possible de construire un endomorphisme f nilpotent d’un C-espace
vectoriel E de dimension finie n dont la suite des noyaux itérés est la suite

(
nk
)
,k∈N. Supposons donc qu’il existe (E, f) avec

E un C-espace vectoriel de dimension finie et f ∈ EndC(E) un endomorphisme nilpotent de E.

N1) La suite
(
nk
)
,k∈N est à valeurs entières.

Puisque
n0 = Ker f0 = Ker IdE = 0,

N2) n0 = 0.

Si f est un endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension n,

∀k ∈ N, Ker fk ⊂ E ⇒ nk = dimC Ker fk ≤ n,

ce qui entraîne que

N3) La suite
(
nk
)
,k∈N est bornée.

Il est par ailleurs presque immédiat que

∀k ∈ N, Ker fk ⊂ Ker fk+1 ⇒ nk ≤ nk+1 ;

c’est-à-dire que :

N4) La suite
(
nk
)
,k∈N est croissante.

Enfin on a montré (cf. exercice B, question 6),) ou (cf. question 3),) que :

N5) La suite (dk) ,k ∈ N∗ dk := nk − nk−1 est décroissante ; c’està-dire que la fonction nk est concave.

Dès l’instant où la condition N2) est satisfaite, puisque les suites
(
nk
)
,k∈N et (dk) ,k ∈ N∗ sont reliées par la formule dk =

nk − nk−1, (« dérivation ») et la formule réciproque

nk = n0 +

k∑

i=1

dk « intégration » 1

l’une des deux suites est à valeurs entières si et seulement si l’autre l’est aussi.
La condition N4) équivaut bien entendu à ce que la suite (dk) ,k ∈ N soit à valeurs positive. Quant aux conditions N4) et N3),

elles équivalent à ce que nk soit stationnaire à partir d’un certain rang, autrement dit qu’il

∃k ∈ N, ∀ℓ ∈ N, ℓ ≥ k ⇒ nℓ = nk .

Ceci entraîne en particulier que dk+1 = 0 ; ce qui, sous l’hypothèse que dk est positive et décroissante, équivaut à

∀ℓ ∈ N, ℓ > k ⇒ dℓ = 0 .

Il s’ensuit que les conditions N1) à N5) sont encore équivalentes aux conditions suivantes pour une suite
(
nk
)
,k∈N, en notant

∀k ∈ N∗, dk = nk − nk−1 :

D1) La suite (dk) ,k ∈ N∗ est à valeurs entières i.e.à valeurs dans N.
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D2) n0 = 0.

D3) La suite (dk) ,k ∈ N∗ est décroissante.

D4) Il existe k ∈ N tel que dk = 0.

Avant de montrer (cf. 7).3,) que les conditions ci-dessus sont sufisantes à l’existence d’un couple (E, f) solution du problème,
établissons la formule suivante qui nous servira à plusieurs reprises :

Lemme 7).1

∀k ∈ N,

k∑

i=1

i#
(
{j ∈ [1;m] ; rj = i}

)
=

k∑

i=1

i(di − di+1) = (1− k)nk − knk+1 .

Preuve : La première égalité est une conséquence de la question 3). Pour la seconde on calcule :

k∑

i=1

i#
(
{j ∈ [1;m] ; rj = i}

)
=

k∑

i=1

i(di − di+1)

=

k∑

i=1

idi −
k∑

i=1

idi+1

=

k∑

i=1

idi −
k+1∑

i=2

(i − 1)di

=

k∑

i=2

(i− (i − 1))di − kdk+1 + d1

= d1 +

k∑

i=2

di − k(nk+1 − nk)

=

k∑

i=1

di − k(nk+1 − nk)

=
k∑

i=1

ni − ni−1 − k(nk+1 − nk)

= nk − knk + knk+1 − n0

= (1− k)nk − knk+1

en se souvenant qu’on doit satisfaire à la condition N2) ou D2), i.e.n0 = 0.

Remarque 7).2 On écrira souvent par la suite
+∞∑

ℓ=k

dℓ qui est en fait une somme finie, puisque la suite (dk) ,k ∈ N∗ est nulle à

partir d’un certain rang (cf. D4).)

Énonçons et prouvons le résulta suivant :

Proposition 7).3 Étant donné une suite
(
nk
)
,k∈N vérifiant les conditions N1) à N5) ou de manière équivalentes les condition

D1) à D4),

i) (Existence)
il existe (E, f) avec E un C-espace vectoriel de dimension finie et f ∈ EndC(E) un endomorphisme nilpotent de E tel que

∀k ∈ N, dimC Ker fk = nk .

ii) (Unicité à isomorphisme près)
De plus si (E, f) et (F, g) sont deux solutions au problème, il existe un

C− isomorphisme u : E → F tel que g ◦ u = u ◦ f .
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Preuve :

i) D’après D4) il existe des entiers k tels que dk = 0. Soit donc ε le plus petit d’entre eux. Puisque dk est décroissante (cf.
D3),) et à valeurs entières (cf. D1),)

∀k ∈ N, k ≥ ε ⇒ dk = 0 .

Lemme i).1 S’il existe un couple (E, f) solution au problème ε est l’échelon de nilpotence de f et nε la dimension de E.

Preuve :

∀k ∈ N, k ≥ ε ⇒ nk = nε +
k∑

i=ε+1

dk = nε .

Or en vertu de N4),
∀k ∈ N, k ≤ ε ⇒ nk ≤ nε .

Il en découle que
∀k ∈ N, nk = dimC Ker fk ≤ dimCE ⇒ nε ≤ dimCE .

Cependant si f est nilpotent il existe k tel que Ker fk = E, i.e.dimCE = nk. Il s’ensuit que

dimCE ≤ max
k ∈ N

(nk) ≤ nε .

Il en résulte donc que dimCE = nε .

Notons donc désormais n := nε. On a déterminé à la question 3) quel devait être les paramètres de JORDAN
(
m, ri ,1≤i≤m

)

d’un endomorphisme f de Cn nilpotent vérifiant

∀k ∈ N, dimC Ker fk = nk .

Lemme i).2 Si
(
m, ri ,1≤i≤m

)

est l’ensemble de paramètre de JORDAN construit comme en question 3),

m∑

i=1

ri = n = nε .

Preuve : Il faut constater qu’une bonne part du mystère possible de cette formule disparaît lorsqu’on réalise qu’il ne s’agit ni
plus ni moins que d’égaler la somme suivant les lignes ou suivant les colonnes dans le tableau de YOUNG ou encore, pour ceux
qui sauraient ce que sont ces objets, de considérer une partition et sa partition duale.

Plus formellement, d’après la question 3), on a :

m∑

i=1

ri =

+∞∑

k=1

k(dk − dk+1)

=
ε∑

k=1

k(dk − dk+1)

=

(cf. 7).1) (1− ε)nε + εnε+1

= nε

Ainsi, en vertu du lemme i).2 ci-dessus il existe un endomorphisme f de Cn dont la matrice est donnée par blocs, dans la
base canonique par

J :=








Jr1 0 0 . . . 0
0 Jr2 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . Jrm







.

Reste à montrer, pour conclure à l’existence de f que :

Lemme i).3
∀k ∈ N, dimC Ker fk = nk .
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Preuve : on a

dimC Ker fk =

m∑

i=1

ni,k =

m∑

i=1

min(ri, k) (cf. exercice C, question 3) , exercice C, question 4).)

Il s’ensuit que :

dimC Ker fk =

m∑

i=1

min(ri, k)

=
∑

1 ≤ i ≤ m , ri≤k

ri +
∑

1 ≤ i ≤ m , ri>k

k

=
∑

1 ≤ i ≤ m

k∑

ℓ=1

ri#
(
{i ∈ [1;m] ; ri = ℓ}

)
+

∑

1 ≤ i ≤ m

+∞∑

ℓ=k+1

k#
(
{i ∈ [1;m] ; ri = ℓ}

)

=

k∑

ℓ=1

ri#
(
{i ∈ [1;m] ; ri = ℓ}

)
+

+∞∑

ℓ=k+1

k#
(
{i ∈ [1;m] ; ri = ℓ}

)

=

k∑

ℓ=1

ℓ#
(
{i ∈ [1;m] ; ri = ℓ}

)
+

+∞∑

ℓ=k+1

k#
(
{i ∈ [1;m] ; ri = ℓ}

)

On peut encore calculer l’expression ci-dessus grâce à la question 3) :

dimC Ker fk

=

k∑

ℓ=1

ℓ#
(
{i ∈ [1;m] ; ri = ℓ}

)
+

+∞∑

ℓ=k+1

k#
(
{i ∈ [1;m] ; ri = ℓ}

=

k∑

ℓ=1

ℓ(dℓ − dℓ+1) + k

+∞∑

ℓ=k+1

(dℓ − dℓ+1)

=

(cf. 7).1) (1− k)nk + knk+1 + k

+∞∑

ℓ=k+1

(dℓ − dℓ+1)

(1− k)nk + knk+1 + k

(
+∞∑

ℓ=K+1

dℓ −
+∞∑

ℓ=k+2

dℓ

)

= (1− k)nk + knk+1 + kdk+1

= (1− k)nk + knk+1 + k(nk − nk+1)

= nk .

ii) On a vu (cf. question 3),) que la suite (dk) ,k ∈ N∗ détermine complètement les paramètres de JORDAN d’un couple
(E, f) solution du problème. Pour peu que D2) ou de manière équivalente N2) les suites

(
nk
)
,k∈N et (dk) ,k ∈ N∗ se déterminent

complètement l’une l’autre. Autrement dit les paramètre de JORDAN d’un couple (E, f) solution du problème sont entièrement
déterminés par la suite

(
nk
)
,k∈N. La solution du problème est alors unique à isomorphisme près en vertu de la proposition

IV.10.9 du cours.

Exercice F : (Géométrie du cône nilpotent)
On regarde dans Mn(C) l ensemble N des matrices nilpotentes, comme espace topologique. On l’appelle le cône

nilpotent. (En fait on pourrait considérer n’importe quel corps, même si pour la suite il faudrait préciser les topologies,
ce qu’est une variété etc..)

1) (6.5points) N est-il un espace vectoriel ?
Solution : Il est claire que

∀N ∈ N , ∀a ∈ C, aN ∈ N ;

c’est-à-dire queN est au moins un cône i.e.une réunion de droites. Néanmoins, ∀(N,M) ∈ N ×N , il n’est pas du tout certain
que N +M soit encore nilpotent en particulier si N et M ne commutent pas. En particulier

(
0 1
0 0

)

∈ M2(C) et

(
0 0
1 0

)

∈ M2(C)
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sont nilpotentes mais leur somme

(
0 1
1 0

)

est de rang 2, et ne peut donc être nilpotente puisque une matrice nilpotente n’est

jamais de rang maximal. On peut même voir explicitement que

(
0 1
1 0

)2

=

(
1 0
0 1

)

.

2) (6.5points) Même si ce n’est pas le cas, on va montrer queN est une sous-variété deMn(C) et déterminer sa dimension.

a) (6.5points) Montrer queN est fermé.
Solution : Une matrice nilpotente dansMn(C) est au maximaum d’échelon n (cf. exercice A, question 2).) Ainsi

∀N ∈ N , Nn = 0 ;

mais réciproquement si Nn = 0, N est nilpotente si bien que

N = {N ∈ Mn(C) ; N
n = 0} .

Or l’application
Mn(C) → Mn(C) , N 7→ Nn est continue

et N est l’image réciproque du singleton 0 par cette application et est donc fermé.

b) (6.5points) Supposons dans cette question que n = 2.

i) Montrer qu’une matrice nilpotente est de trace nulle.
Solution : Si n = 2, ∀N ∈M2(C), , le polynôme caractéristique PcarN est

PcarN = det(XI −N) = X2 − Tr(N)X + det(N) .

Or, en vertu du théorème IV.7.2 de CAYLEY–HAMILTON, le polynôme minimal PminN divise PcarN . Si N est nilpotente,
PminN = Xk, k > 0, ce qui entraîne det(N) = 0 ; ce qu’on sait déjà d’ailleurs puisqu’une matrice nilpotente ne peut
être de rang maximal. On sait également (cf. exercice I, ou IV.11.11) que PcarN et PminN ont les même facteurs irréductibles ce
qui force Tr(N) = 0.

ii) Donner deux équations définissantN dansM2(C) (ou une seule équation dans {M ∈ M2(C) ; Tr(M) = 0}).
Solution : On vient de voir ci dessus que si N ∈ M2(C) est nilpotente alors

Tr(N) = det(N) = 0 .

Réciproquement si tel est le cas, PcarN = X2, si bien que, toujours en vertu du théorème de CAYLEY–HAMILTON,

PminN = Xk , 1 ≤ k ≤ 2 ;

i.e.N est nilpotente. Ainsi :

N = {N ∈ M2(C) ; Tr(N) = 0 et det(N) = 0}

= {N =

(
x y
z t

)

∈ M2(C) ; x+ t = 0 et xt− yz = 0}

= {N =

(
x y
z −x

)

∈ M2(C) ; x
2 + yz = 0} .

iii) Quelle est cette surface?
Indication : on pourra effectuer le changement de variables linéaire x = x′, y = y′ + z′ et z = y′ − z′.

Solution : En effectuant le changement de variable demandé l’équation x2 + yz = 0 obtenue ci-dessus devient

x′2 + (y′ + z′)(y′ − z′) = 0
⇔ x′2 + y′2 − z′2 = 0 .

On constate qu’alors la courbe à z′ constant qu’on obtient est un cercle, ce qui caractérise un cône. À noter qu’en considérant
la première forme de l’équation x2+yz = 0, on constate que la courbe obtenue àX constant est une hyperbole ce qui caractérise
également un cône.

On avait vérifié à la question 1) une propriété d’homogénéité qui assurait déjà que la variétéN est un cône.
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iv) Montrer queN s’identifie à une surface dans C3, mais a un point singulier en 0.
Indication : On pourra considérer l’espace tangeant en la matrice nulle, et montrer qu’il est de dimension 3.

Solution : La différentielle df avec f(x, y, z) = x2 + yz vaut df =
(
2x z y

)
et son rang ne chute qu’en 0.

On peut aussi “tracer” des courbes surN , passant par 0 ∈ N en t = 0 et prendre le vecteur tangeant en 0 : l’espace tangeant
en un point est l’ensemble de ces vecteurs tangeants, modulo équivalence. Soit alors

γ1 :
[−1, 1] −→ N
t 7−→

(
0 T
0 0

)
, γ2 :

[−1, 1] −→ N
t 7−→

(
0 0
t 0

)
, γ3 :

[−1, 1] −→ N
t 7−→

(
t −t
t −t

)

,

qui sont clairement bien définies, et C∞. Alors, l’espace (vectoriel) tangeant à N en 0 T0N contient

dγ1(0) =

(
0 1
0 0

)

, dγ2(0) =

(
0 0
1 0

)

, dγ3(0) + dγ1(0)− dγ2(0) =
(
1 0
0 −1

)

c’est donc sl2, l’ensemble des matrices de taille 2 et trace nulle, de dimension 3.

c) (6.5points) Montrer que les matrices nilpotentes de rang n − 1 (i.e.d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)) forment un ouvert,
dense, deN .
Indication : On pourra considérer N sous forme de Jordan, et regarderN + 1

kJn.
Solution : Supposons que J soit une matrice nilpotente sous forme de JORDAN : Pour tout r ≤ n, soit

Jr :=










0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 0










∈ Mr(C)

le bloc de JORDAN “élémentaire”.
La matrice J est donc de la forme

J = diag (Jr1 , Jr2 , · · · , Jrm) =









Jr1 0 · · · · · · 0

0 Jr2
...

...
. . . 0

0 · · · 0 Jrm









pour un certain entier m .
La suite J+ 1

kJn est formée de matrice nilpotentes puisque triangulaire inférieure stricte. On a montré en effet (cf. exercice A,
question 4),) que cette condition était nécessaire, mais en considérant attentivement les arguments de la preuve on se convaincra
facilement qu’elle est suffisante. Or les matrices J + 1

kJn sont de rang n et donc d’échelon n− 1.
Si N ∈ N n’est pas sous forme de JORDAN, le théorème IV.10.10 de réduction de JORDAN qu’il existe une matrice J sous

forme de JORDAN et une matrice P inversible telles que N = PJP−1. Or M 7→ PMP−1 est continue deMn(C) dans
Mn(C) si bien que

lim
k→+∞

J +
1

k
Jn = J ⇒ lim

k→+∞
P (J +

1

k
Jn)P

−1 = N ;

ce qui donne le résultat puisque le rang et l’échelon de nilpotence sont inchangés par conjugaison.

d) (6.5points) Montrer que toutes les matrices nilpotentes de rang n− 1 sont conjuguées.
Solution : Elle sont toute conjuguées à Jn. À noter que la combinatoire devient plus compliquée si on ne suppose pas le rang

maximal et l’on est amené alors, pour déterminer les différentes classes de conjugaison à considérer des partitions du nombre n
comme c’est fait dans l’exercice E ou dans l’exercice G.

e) (6.5points) Soit N une telle matrice. Montrer que l’ensemble des matrices P qui commutent à N est isomorphe à Cn

Indication : on pourra supposer queN est sous forme normale de Jordan disons sous-diagonale (pourquoi? , et regarder l image
par P de e1).

Solution : SiN = Jn etNP = PN , on a Pei = PNei−1 = NPei−1 donc par une récurrence immédiate,Pei = N i−1Pe1.
Réciproquement, pour tout v ∈ Cn en posant Pei = N i−1v, alors NP = PN . On a donc un isomorphisme entre Cn et

Com(Jn), l’ensemble des matrices commutant à Jn. Si maintenant N n’est pas sous forme de Jordan, N = QJnQ
−1, et donc

P commute à N si et seulement si

PQJnQ
−1 = QJnQ

−1P ⇔ Q−1PQJn = JnQ
−1PQ,

si et seulement si Q−1PQ commute à Jn. Donc le commutant Com(N) de N est Q−1Com(Jn)Q, donc est aussi de dimension
n.

Voir aussi l’exercice D.
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f) (6.5points) (Difficile)
Montrer que l’ensemble des matrices de rang exactement n − 1 est de dimension n(n − 1). On pourra construire un C∞-

difféomorphisme explicite entreNn, l’ensemble des matrices nilpotentes d’ordre exactement n, et

S =







M =








1 ⋆ . . . ⋆
0
...

...
...

0 ⋆ ⋆







|M ∈ GLn(C)







,

en utilisant ce qui précède.
Solution : Par ce qui précède, si N = Jn et NP = PN , on a Pei = PNei−1 = NPei−1 donc par une récurrence

immédiate, Pei = N i−1Pe1. Donc si P commute à N et appartient à S, on a Pe1 = e1, et donc P = Id.
Essayons de donner un inverse à

GLn(C) −→ Nn
P 7−→ PNP−1

qui est clairement C∞, surjective, et injective restreinte à S. Réciproquement si M = PNP−1, comment déduire P en fonction
de M ? On calcule

Me1 = PNP−1e1 =
︸︷︷︸

P∈S

PNe1 = Pe2.

Plus généralement,
M ie1 = PN iP−1e1 = PN ie1 = Pei+1.

Donc la matrice P est donnée en colonne par e1,Me1, . . . ,M
n−1e1 (qui est une base carM est de rang maximal). On en déduite

un inverse à φ ;

ψ :
Nn −→ S
M 7−→ Mat(e1,Me1, . . . ,M

n−1e1)

qui est clairement C∞, puisque M 7→Mx est C∞ (linéaire en fait) deMn(C) −→ Cn.

Remarque 1 Si X est un fermé de CN , on peut définir la dimension deX comme le plus grand entier d tel qu’il existe un ouvert
de X C∞-difféomorphe à Cd. Lorsque X est une variété différentiable, en particulier lisse, tous les ouverts de X ont même
dimension (si X est connexe disons). Dans notre cas, N est connexe mais n’est pas lisse, et sa dimension est la dimension de
Nn, c’est donc n(n− 1).

Exercice G : (Partitions, tableaux de YOUNG, polygônes concaves)
On appelle partition de n une suite d1 ≥ d2 ≥ . . . dn ≥ 0 telle que d1+ · · ·+dn = n (on autorise à avoir des répétitions

et des zéros). On note Part(n) leur ensemble. On note Pol l’ensemble des polygones croissants, concaves, à abscisses de
rupture entières tels que P (0) = 0 et P (n) = n et pour tout 0 ≤ k ≤ n, P (k) ∈ N.

FIGURE 2 – Deux exemples de polygônes dans Pol pour n = 4

1. 2. 3. 4.

1.

2.

3.

4.

0 1. 2. 3. 4.

1.

2.

3.

4.

0

On note Y l’ensemble des diagrammes de Young à n cases (https://fr.wikipedia.org/wiki/Tableau_de_Young).

1) (6.5points) Montrer que l’on a des bijections (naturelles) entre Part(n), Pol, et Y.
Solution : Étant donné un polygône p ∈ Pol, sa dérivée p′ est une application constante sur les intervalles ]i−1; i[ ,1 ≤ i ≤ n ,

et décroissante puisque p est concave. Si l’on note di la valeur de p′ sur ]i− 1; i[, en intégrant p′, on a bien évidemment

n∑

i=1

di = p(n)− p(0) = n .
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Réciproquement une suite di ,1≤i≤n définit une application constante de valeur di sur les intervalles ]i−1; i[, dont la primitive
s’annulant en 0 est un élément de Pol.

On associe en outre bijectivement à toute partition dans Part(n) un tableau de Young ayant di cases sur sa iième colonne.

2) (6.5points) Construire une application naturelle ν : N → Part(n) telle qu’une matrice d’échelon n est envoyée sur la
partition 1 + 1 + ..+ 1 = n, et la matrice nulle est envoyée sur n+ 0 + · · ·+ 0 = n.

Solution : Pour tout
A ∈ N , ∀1 ≤ i ≤ n, ν(A)i := dimC KerAi − dimCKerAi−1

convient. Le fait notamment que ν(A)i est décroissante est établi dans l’exercice B, question 6). En outre les relations entre
pentes du polygône, saut des dimensions des noyaux itérés et tableaux de YOUNG on été étudiées notamment dans l’exercice C
et l’exercice E. En particulier les entiers di introduit ici sont exactement ceux introduits dans l’exercice B et utilisés dans les
exercices loc. cit..

3) (6.5points) Quel polygone est alors associé à une matrice de rang n− 1 ? De rang 0 ?
Solution : Il suffit d’intégrer la formule ci-dessus autrement dit, si ν est défini comme ci-dessus, l’application π qui lui

correspond par les isomorphismes (cf. exercice G,) est

π : N → Pol , A 7→ i 7→ dimC KerAi .

Ainsi pour une matrice A de rang n − 1, π(A) est la première bissectrice, tandis que pour une matrice A de rang 0 i.e.la
matrice nulle, π(A) est la constante d’équation y = n.

4) (6.5points) Montrer que deux matrices de N sont semblables ssi leurs ν sont égaux (vu comme polygones, partition ou
diagramme, au choix).

Solution : Bien entendu, si A et B sont semblables elles ont même suites
(
nk
)
,k∈N de dimension de noyaux itérés ∀k ∈

N, nk = dimK Ker ·k. On peut se reporter à l’exercice C pour voir que cette suite détermine complètement le tableau de
YOUNG.

Réciproquement si deux matrices ont le même tableau de YOUNG (le même polygône ou la même partition) elles ont même
suite

(
nk
)
,k∈N de dimension des noyaux itérés, celle-ci étant en effet la primitive (qui s’annule en 0) de la suite dk des pentes

données par la partition ou le tableau de YOUNG :

ni = n0 +

i∑

k=1

dk

lorsque n0 vaut nécessairement 0. On peut alors utiliser par exemple l’exercice E, question 7) pour assurer que la forme de
JORDAN correspondant aux données est alors uniquement déterminée ; et partant la classe de similitude de l’endomorphisme.

Pour toute partition (ou polygone, ou diagramme) p, on noteNp l ensemble des matrices envoyées sur p.

5) (6.5points) PourquoiNp est-il une classe de conjugaison ? Donner pour n = 8, un représentant de la classe de conjugaison
de la partition 3 + 2 + 2 + 1 = 8.

Solution : On a vu ci-dessus q’avoir même polygône ou même tableau de YOUNG ou même partition revient à être semblable
ce qui signifie précisément être conjugué par un élément du groupe linéaire GLn(C).

On se reporetera avec profit à l’exercice E pour les détails de la constructions d’une forme de JORDAN dont on connaît par
exemple les invariants numériques dk. Ainsi pour la partition (3, 2, 2, 1) on sait que le

nombre de blocs de taille 1 est 3− 2 = 1
nombre de blocs de taille 2 est 2− 2 = 0
nombre de blocs de taille 3 est 2− 1 = 1
nombre de blocs de taille 4 est 1− 0 = 1

ce qui donne la forme de JORDAN (à permutation près :)

J =















0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0















.
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6) (6.5points) (Difficile)
Montrer queNp′ est dans l’adhérence deNp si et seulement si le polygone de p est en dessous du polygone de p′.
Solution : On a déjà observé que la partition dk associée à un endomorphisme nilpotent N est la « dérivée » de la suite

(
nk
)
,k∈N des dimension des noyaux itérés :

nk = dimK KerNk et dk = nk − nk−1 .

Par semi continuité du rang (de N i) on en déduit donc que si Nt est une suite de limite N0 telle que N i
t est de rang constant,

alors
rg(N i

0) ≤ rg(N i
t ),

donc
dim KerN i

0 ≥ dim KerN i
t

donc
i∑

k=1

d′k ≥
i∑

k=1

dk,

i.e.le polygône de p′ est au dessus du polygone de p.
Réciproquement soit donc N0 ∈ Np′ et montrons qu’on peut trouver une suite Nt, t ∈]0, 1], telle que Nt ∈ Np et Nt → N0.

Tout d’abord on pourrait supposer N0 = J(p′) (cf. exercice E, question 7),) la forme de Jordan standard associée à la partition
p′ : en effet si Nt → J(N0), et N0 = PJ(p′)P−1, alors PNtP−1 convient. On suppose donc N0 = J(p′).

Soit d′1 ≥ · · · ≥ d′n et d1 ≥ · · · ≥ dn les partitions p′ et p. Par hypothèse, on a

d′1 ≥ d1, d′1 + d′2 ≥ d1 + d2, . . . ,

i∑

k=1

d′k ≥
i∑

k=1

dk.

Soit i minimal tel que
i∑

k=1

d′k >

i∑

k=1

dk.

Soit r ≥ 1 minimal tel que

N0 : KerN i+r/KerN i+r−1

︸ ︷︷ ︸

dim =di+r

−→ KerN i+r−1/KerN i+r−2

︸ ︷︷ ︸

dim =di+r−1

ne soit pas surjective. Soit alors x = eℓ ∈ KerN i+r−1
0 un vecteur de la base canonique qui n’est pas dans l’image précédente

(on peut supposer que c’est un vecteur de la base canonique car N0 = J(p′)). Comme d′i = d′i+1 = · · · = d′i+r−1 > di ≥ · · · ≥
di+r , il existe j > r minimal tel que d′i+j < d′i+j+1, il existe donc ek ∈ KerN i+j+1

0 qui n’est pas dans l’image de N0. On pose
alors

Nt = N0 + tδk,ℓ.

Autrement dit pour tout i 6= ℓ, Ntei = N0ei, et Nteℓ = N0eℓ + tek. Notons p′′ = d′′i la partition associée à Nt.
On vérifie que,

d′′s = d′s, ∀s ≤ i+ r − 1, ∀s ≥ i+ j + 1

d′′i+r = d′i+r − 1,

d′′i+j = d′i+j + 1,

d′′u = d′u, ∀i+ r + 1 ≤ u ≤ i+ j − 1

On a évidemment Nt → N0, et on vérifie facilement que p′ > p′′ ≥ p (en fait on a juste déplacé eℓ de KerN i+r vers

KerN i+j), donc par récurrence immédiate (sur les différences
i∑

k=1

d′k − dk), on en déduit l’existence d’une déformationNt telle

que ν(Nt) = p.

Exercice H : (Un graphe)

1) (6.5points) Pour n = 6, donner le graph orienté dont les sommets sont les classes de similitudes de matrices nilpotentes,
et les arêtes sont orientées M −→M s il existe une suite de matrices dans la classe de conjugaison de M dont la limite est dans
la classe de conjugaison de M (on enlevera les arêtes ayant même sommet de départ et d arrivée, et lorsque l’on a des arrêtes
M −→M ′ −→M ′′ on ne fera pas apparaitre l’arrête M −→M ′′).
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Solution :

( ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ )

( ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆
⋆ )

( ⋆ ⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ )

( ⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆ )

(
⋆ ⋆ ⋆ ⋆
⋆
⋆

)

(
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆
⋆

)

(
⋆ ⋆
⋆ ⋆
⋆ ⋆

) (
⋆ ⋆ ⋆
⋆
⋆
⋆

)

(
⋆ ⋆
⋆ ⋆
⋆
⋆

)

(
⋆ ⋆
⋆
⋆
⋆
⋆

)

( ⋆
⋆
⋆
⋆
⋆
⋆

)

2) (6.5points) Ce graph, vu comme graphe orienté, a t’il des cycles?
Solution : Evidemment le graphe précédent n’a pas de cycle comme graphe orienté : en terme de polygones (cf. exercice G,

question 1) et exercice G, question 6)) une flèche est orientée vers un polygone plus bas, or, (cf. exercice G, question 4),) si
deux classes de conjugaison ont le même polygone, elles sont égales : autrement dit, puisque l’on enlève les arrêtes ayant même
sommet de départ et d’arrivée, le sommet d’arrivée d’une flèche a un polygone strictement en dessous de celui de départ : on ne
peut donc pas avoir de cycle.

Et si on oublie l’orientation ?
Solution : Si par contre on oublie l’orientation des flèches, on voit que le graph précédent possède deux cycles.

Exercice I : (Facteurs irréductibles du polynôme minimal et du polynôme caractéristique)
On va chercher, dans ce problème, a comparer la décomposition en produit d’irréductibles du polynôme minimal et

du polynôme caractéristique d’un endo morphisme.

À noter immédiatement que le corollaire IV.7.3 du théorème IV.7.2 de CAYLEY–HAMILTON est abusif. En effet du
théorème de CAYLEY–HAMILTON assurant que

Pminu|Pcaru

il résulte immédiatement que, tout facteur irréductible de Pminu est un facteur irréductible de Pcaru, mais
rien ne permet à ce point d’affirmer que, réciproquement un facteur irréductible de Pcaru soit un facteur irréductible de
Pmin u (hormis si toutefois il est de degré 1 mais ceux-ci jouent un rôle particulier (cf. question 1).))

En fait, dans la présentation qui est faite dans le cours, le corollaire IV.7.3 devrait apparaître comme un corollaire du
corollaire IV.11.11. Ce dernier est lui-même un corollaire de la proposition IV.6.4 (cf. DOC n◦ III, n◦ III.1.exercice C) et
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bien entendu du théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS. C’est précisément le recours à ce dernier résultat, qui est
l’un des plus techniques de ce cours, qui pourrait inciter à donner un argument alternatif ; ce que nous allons faire dans
ce qui suit.

Dans tout cet exercice, K est un corps, n ∈ N∗, E un K-espace vectoriel de dimension n et u ∈ EndK(E) un endo-
morphisme K-linéaire de E. On note Pcaru (resp. Pmin u,) le polynôme caractéristique (cf. cours IV.6.1,) (resp. le polynôme

minimal (cf. cours IV.2.2.iv).))

1) (6.5points) (Les facteurs de degré 1)
Rappeler pourquoi

∀λ ∈ K, (X − λ)|Pmin u ⇔ (X − λ)|Pcar u

et en déduire que si K est algébriquement clos,
Pcaru|(Pmin u)

n .

Solution : Découle de l’équivalence entre IV.5.1.a) et IV.5.1.d).

On sait déjà, grâce au théorème IV.7.2 de CAYLEY–HAMILTON, que

Pmin u|Pcaru .

On va montrer, (cf. question 7), c),) que
Pcar u|[Pmin u]

n .

L’élément technique principal pour prouver l’énoncé de divisibilité ci-dessus est la possibilité de faire la division eu-
clidienne d’un polynôme à coefficients dans un anneau de matrices par un autre (cf. question 6).) La dificulté réside
alors dans le fait de pouvoir justifier une telle construction. Si A[X ] et en effet un anneau de polynômes à une indéter-
minée, nous n’avons formellement établi un théorème de la division euclidienne que dans le cas où A est un corps (cf.
cours III.4.2 ;) sans compter que nous n’avons même défini les anneaux de polynôme que dans le cas où A est un anneau
commutatif (cf. cours III,) et que nous nous sommes bornés à ne donner la plupart des résultat que dans le cas où A est
intègre. Or si l’on veut considérer l’anneauMn(K) on sait de longue date qu’il n’est ni intègre ni commutatif. Qui plus
est, on risque d’être amené, comme on l’a déjà fait (cf. DOC n◦ III, n◦ III.1.exercice D,) à identifier les deux anneaux

(
Mn(K)

)
[X ] etMn(K[X ]) (cf. question 3) .)

On rappelle que, pour un anneau commutatif A, on note Mn(A) l’anneau des matrices carrées de taille n × n à
coefficients dans A. On rapelle que cet anneau est isomorphe à l’anneau EndA−mod(A

n) des endomorphismes du A-
module libre An ; cet isomorphisme n’étant pas canonique mais donné par le choix d’une base de An.

2) (6.5points) (L’anneau
(
Mn(K)

)
[X ])

NotonsMn(K)
N l’ensemble des suites à valeurs dansMn(K). On va définir l’anneau

(
Mn(K)

)
[X ] des polynômes à

une indéterminée à coefficients dans l’anneauMn(K) des matrices n × n comme le sous anneaux des éléments presques
nuls de l’anneau

(
Mn(K)

)
[[X ]] des séries formelles à coefficients dansMn(K) dont on rappelle brièvement la construc-

tion ci-après. On suit en cela le même schéma que celui exposé dans le chapitre III du cours pour les annaux commutatifs.

i) (Addition : groupe abélien)
Puisque (Mn(K),+) est un groupe abélien,Mn(K)

N a une structure naturelle de groupe abélien donnée par l’addition
terme à terme (cf. cours I.6.1.i) ;) pour laquelle l’élément neutre est la suite nulle de valeur constante égale à 0Mn(K) et
pour laquelle l’opposé d’une suite

(
Mk

)
,k∈N est la suite

(
−Mk

)
,k∈N.

ii) (Multiplication : anneau)
Comme dans le cas oùA est un anneau commutatif, on définira le produit de CAUCHY surMn(K)

N (cf. cours III.1.2.2,)

∀(M,P ) ∈Mn(K)N ×Mn(K)N, (M ∗Mn(K)N P )k :=
k∑

i=0

Mi ∗Mn(K) Pk−i .

Il faut d’ores et déjà remarquer que ∗Mn(K) n’étant pas commutative, ∗Mn(K)N ne le sera pas davantage. Il est cepen-
dant toute à fait élémentaire de vérifier que

(
Uk
)
,k∈N définie par

U0 := I = 1Mn(K) et ∀k ∈ N∗, Uk := 0Mn(K),

est un élément neutre pour ∗Mn(K)N qu’on notera abusivment I ou même 1 dans la suite, et que

∀(M,P,Q) ∈Mn(K)
N ×Mn(K)

N ×Mn(K)
N
, (M + P ) ∗Mn(K)N Q = M ∗Mn(K)N Q+ P ∗Mn(K)N Q

et M ∗Mn(K)N (P +Q) = M ∗Mn(K)N P +M ∗Mn(K)N Q ;

c’est-à-dire que ∗Mn(K)N est distributive sur +.

On notera
(
Mn(K)

)
[[X ]] l’anneau ainsi construit.
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iii) (Anneau des polynômes)
On s’intéressera cependant surtout au sous-anneau

(
Mn(K)

)
[X ] de

(
Mn(K)

)
[[X ]] constitué des suites presque nulles,

i.e.des suites
(
Mk

)
,k∈N pour lesquels il existe p ∈ N tel que pour tout q ≥ p, Mq = 0Mn(K) .

Il est fastidieux mais sans grande difficulté de vérifier que
(
Mn(K)

)
[X ] est effectivement un sous-anneau de

(
Mn(K)

)
[[X ]]

ce qui signifie (cf. cours I.3.3,) que
((
Mn(K)

)
[X ],+

)
est un sous-groupe de

((
Mn(K)

)
[X ],+

)
, que

(
Mn(K)

)
[X ] est

stable par le produit de CAUCHY ∗Mn(K)N et que l’élément unité I est dans
(
Mn(K)

)
[X ].

Il ne s’agit rien moins, mais rien de plus non plus que de vérifier que la somme et le produit de deux suites presque
nulle est encore une suite presque nulle ; les arguments étant alors exactement de même nature que dans le cas d’un
anneau commutatif.

iv) (Degré et valuation)
On peut encore définir la valuation val(·) d’un élément de

(
Mn(K)

)
[[X ]] (cf. cours III.1.14,) ou de

(
Mn(K)

)
[X ] et

le degré deg(·) d’un élément de
(
Mn(K)

)
[X ] (cf. cours III.2.3.) Cependant il convient de s’arrêter un instant sur leurs

propriétés (cf. b).)

v) (Morphisme structural)
L’application

ι : Mn(K) →
(
Mn(K)

)
[[X ]] , M 7→ (M, 0, 0, . . . , 0, . . .)

est encore un morphisme injectif d’anneaux qui est en fait à valeurs dans
(
Mn(K)

)
[X ] ; identifiantMn(K) à un sous-

anneau de
(
Mn(K)

)
[X ] ; si bien que, pour tout M ∈ Mn(K) on notera simplement M pour la série formelle (resp. le

polynôme) dont le terme de rang 0 est M et les autres termes sont nuls.
Il est encore clair que l’image Im ι de ι est l’ensemble des éléments de

(
Mn(K)

)
[X ] de degré 0.

vi) (Loi externe, structure deMn(K)-module)
Pour tout

(A,M) ∈ Mn(K)×
(
Mn(K)

)
[X ]

on peut définir A ·M := A ∗(
Mn(K)

)
[X]

M, en considérant A comme un élément de
(
Mn(K)

)
[X ] à travers ι.

vii) (Base)
En X l’élément (0, 1, 0, . . . , 0, . . .) ∈

(
Mn(K)

)
[[X ]], on constate que c’est en fait un élément de

(
Mn(K)

)
[X ], et que

∀k ∈ N, Xk := X ∗Mn(K)N . . . ∗Mn(K)N X

est la suite dont le iième terme est δk,i. Comme dans le cas commutatif il n’est pas dificile de montrer que {Xk} ,k ∈ N est
uneMn(K)-base de

(
Mn(K)

)
[X ].

a) (6.5points) (n = 1)
Que dire de

(
Mn(K)

)
[[X ]] et

(
Mn(K)

)
[X ] lorsque n = 1 ?

Solution : Dans ce casMn(K) est canoniquement isomorphe comme anneau à K et
(
Mn(K)

)
[[X ]] n’est autre que l’anneau

K[[X ]] des séries formelles à coefficients dans K tandis que
(
Mn(K)

)
[X ] n’est autre que l’anneau K[X ] des polynômes à

coefficients dans K.

b) (6.5points) (Valuation et degré)
Soit (P,Q) ∈

(
Mn(K)

)
[X ]×

(
Mn(K)

)
[X ], que peut-on dire de :

val(P +Q),

val(P ∗Q),

deg(P +Q)

et deg(P ∗Q) .

Bien qu’on n’ait pas, en général, P ∗Q = Q ∗ P, aurait-on cependant

deg(P ∗Q) = deg(Q ∗ P ) ?

Solution :

∗) (Somme)
Comme dans le cas d’un anneau de polynômes à coefficients dans un anneau commutatif on a encore

val(P +Q) ≥ min(val(p), val(Q)) et deg(P +Q) ≤ max(deg(P ), deg(Q))

avec égalité dans le cas de valuations (resp. degrés) différents, puisque ces résultats ne reposent que sur la structure de groupe
abélien de

(
Mn(K)

)
[X ].
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†) (Produit)
Il découle presque immédiatement de la définition du produit de CAUCHY que

val(P ∗Q) ≥ val(P ) + val(Q)et deg(P ∗Q) ≤ deg(P ) + deg(Q) .

On avait cependant bien remarqué qu’on avait égalité dans le cas des anneaux intègres.
Ici il suffit de s’intéresser à des éléments de degré 0, pour obtenir des contre-exemples. Dès que n ≥ 2 en effet, on sait bien

qu’on peut trouver
(A,B) ∈ Mn(K)×Mn(K) tel que A 6= 0 , B 6= 0 et A ∗B = 0 .

Il s’ensuit que

val(A ∗B) = +∞ > 0 = val(A) + val(B) et deg(A ∗B) = −∞ < 0 = deg(A) + deg(B) .

‡) On peut aussi trouver

(A,B) ∈ Mn(K)×Mn(K) tel que A ∗B = 0 et B ∗A 6= 0 .

ce qui entraîne
deg(A ∗B) = −∞ et deg(B ∗A) = 0 .

3) (6.5points) Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneauMn(K)-linéaire :

φ :
(
Mn(K)

)
[X ] −→ Mn(K[X ])

X 7−→ M1 :=










X 0 . . . 0 0
0 X . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . X 0
0 0 . . . 0 X










et que de plus φ est un isomorphisme.
Indication : On pourra noter

∀i ∈ N, Mi := M i
1

et remarquer que Mi commute avec tous les éléments deMn(K[X ]).
Solution :

i) (Condition nécessaire (unicité))
Notons M1 ∈ Mn(K[X ]) la matrice

XI :=










X 0 . . . 0 0
0 X . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . X 0
0 0 . . . 0 X










.

Si φ est un morphisme d’anneau,

∀k ∈ N, φ(Xk) = φ(X)k = Mk
1 = Mk :=










Xk 0 . . . 0 0
0 Xk . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . Xk 0
0 0 . . . 0 Xk










.

Puisque {Xk}k ∈ N ⊂
(
Mn(K)

)
[X ] est une base de

(
Mn(K)

)
[X ], si on demande à φ d’être Mn(K)-linéaire il est

entièrement déterminé.

27



ii) (Condition suffisante (existence))
Reste à montrer que le morphismeMn(K)-linéaire défini ci-dessus est bien un morphisme d’anneaux.
Il est claire que

φ(1(
Mn(K)

)
[X]

) = φ(X0) = M0 =










1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1










.

De plus :

∀P :=

d∑

i=0

AiX
i ∈
(
Mn(K)

)
[X ],

∀Q :=

e∑

i=0

BiX
i ∈
(
Mn(K)

)
[X ],

φ(P ∗Q) = φ





d∑

i=0

e∑

j=0

Ai ∗BjX i+j





=

d∑

i=0

e∑

j=0

Ai ∗Bj ∗ φ(X i+j)

=

d∑

i=0

e∑

j=0

Ai ∗Bj ∗Mi+j

=

d∑

i=0

e∑

j=0

Ai ∗Bj ∗Mi ∗Mj .

On rencontre le seul point délicat de la preuve ici, ou du moins le seul qui diffère vraiement d’un calcul analogue dans des
anneaux commutatifs. Il faut en effet remarquer ici que

∀i ∈ N, ∀A ∈ Mn(K[X ]), Mi ∗A = A ∗Mi ;

c’est-à-dire que les matrices Mi commutent avec toutes les autres ; ce qui est bien connu (ce sont des matrices scalaires, à
coefficients dans K[X ] certes.)

Il s’ensuit que :

φ(P ∗Q) =

d∑

i=0

e∑

j=0

Ai ∗Mi ∗Bj ∗Mj

=

d∑

i=0

Ai ∗Mi ∗
e∑

j=0

Bj ∗Mj

= φ(P ) ∗ φ(Q) .

iii) (Bijectivité)
Il suffit de montrer que {Mk}k ∈ N est une base de Mn(K[X ]). C’est essentiellement ce qu’on a fait au DOC n◦ III, n◦

III.1.exercice D, question 1).

Il est presque immédiat de montrer que {Mk}k ∈ N est une famille libre. Si en effet
r∑

i=1

Ai ∗Mi = 0,

∀1 ≤ j ≤ n, ∀1 ≤ k ≤ n,
r∑

i=1

Ai,j,kX
i = 0 ;

ce qui entraîne„ puisque {Xk}k ∈ N ⊂ K[X ] est une base de K[X ],

∀1 ≤ i ≤ r, ∀1 ≤ j ≤ n, ∀1 ≤ k ≤ n, Ai,j,k = 0 i.e. ∀1 ≤ i ≤ r, Ai = 0Mn(K) .

Pour tout
(Mi,j) 1 ≤ i ≤ n

1 ≤ j ≤ n
∈ Mn(K[X ]) , ∀1 ≤ i ≤ n, ∀1 ≤ j ≤ n, Mi,j ∈ K[X ] .

Donc

Mi,j =

di,j∑

ℓ=0

αi,j,ℓX
ℓ .

28



On prolongera les applications αi,j,· en posant

∀ℓ ∈ N, ℓ > di,j ⇒ αi,j,ℓ = 0 .

Posons alors
d := max

1 ≤ i ≤ n

1 ≤ j ≤ n

(di,j) et ∀0 ≤ ℓ ≤ d, Aℓ la matrice αi,j,ℓ . 1

Il est ensuite facile de constater que

M =

d∑

ℓ=0

Aℓ ∗Mℓ . 2

L’isomorphisme φ ci-dessus permet donc d’identifier (en tant qu’anneau) les polynômes dont les coefficients sont
des matrices

(
Mn(K)

)
[X ] au matrices dont les coefficients sont des polynômes Mn(K[X ]). On se placera donc, dans

la suite, sous l’un ou l’autre point de vue, selon ce qui sera le plus commode. En particulier on oubliera la notation Mi

pour lui préférer X i, dont on gardera bien à l’esprit que c’est une matrice qui commute avec n’importe quel élément de
Mn(K[X ]). On notera I l’unité de ces anneaux qui est la matrice identité deMn(K).

4) (6.5points) (Valuation et degré)
Pour M ∈

(
Mn(K)

)
[X ] comparer la valuation et le degré de M définis en question 2), iv) et les valuations et degré

respectifs des coefficients de la matrice φ(M).
Solution : Si on note

φ(M) = (Mi,j) 1 ≤ i ≤ n
1 ≤ j ≤ n

on rappelle que les Mi,j sont des éléments de K[X ]. Les formules question 3), iii).1 et question 3), iii).2 montrent alors que

deg(M) = max
1 ≤ i ≤ n

1 ≤ j ≤ n

(deg(Mi,j)) et val(M) = min
1 ≤ i ≤ n

1 ≤ j ≤ n

(val(Mi,j)) .

5) (6.5points) (Éléments inversibles)
PuisqueMn(K) est un sous-anneau de φ :

(
Mn(K)

)
[X ] ∼= Mn(K[X ]), tout inversible deMn(K) est encore inver-

sible dansMn(K[X ]). En revanche il n’est pas tout à fait immédiat de déterminer exactement ce qu’est (Mn(K[X ]))× ;
ce dont d’ailleurs nous n’aurons pas explicitement besoin. On peut cependant remarquer :

a) (6.5points) (Matrice de carré nul)
Montrer que si A ∈ Mn(K) vérifie A2 = 0, I −AX est inversible.
Solution : En effet,

(I −AX) ∗ (I +AX) = I2 − (AX)2 = I −A2X2 = I .

b) (6.5points) (Matrices nilpotentes)
Plus généralement montrer que si A ∈ Mn(K) est tel queAn = 0, (nilpotente d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)) I −AX est

inversible.
Solution : Puisque X et A commutent, on a :

(I −AX) ∗
n−1∑

i=0

X iAi = I −XnAn = I .

6) (6.5points) (Division euclidienne)
Pour tout (M,P ) ∈

(
Mn(K)

)
[X ]×

(
Mn(K)

)
[X ] tel que

P =

d∑

i=0

PiX
i avec Pd ∈ Mn(K)× inversible,

montrer qu’il existe

(Q,R) ∈
(
Mn(K)

)
[X ]×

(
Mn(K)

)
[X ] tel que M = P ∗Q+R et deg(R) < deg(P ) .

Indication : On pourra adapter la méthode utilisée dans le III.7.7.
Solution : On procède comme dans le III.7.7. On pourrait d’ailleurs renvoyer à ce texte en justifiant que l’argument clef est

que le coefficient de plus haut degré de P est inversible. Cependant, outre le fait qu’on doit ttraiter la question pour un anneau
non intègre, une difficulté supplémentaire réside ici dans le fait que les coefficients que nous considérons appartiennent à un
anneau qui n’est pas commutatif. L’honnêteté veut donc que l’on réexamine les arguments de cette preuve sous les hypothèses
faibles faites ici.
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i) (deg(M) < deg(P ))
Il suffit, dans ce cas de prendre

Q = 0 et R = M .

ii) (deg(M) ≥ deg(P ))

∗) Il existe (cf. III.7.7.question 3),)

(S,C) ∈
(
Mn(K)

)
[X ]×

(
Mn(K)

)
[X ] tel que M = P ∗ S + C et deg(C) < deg(M) .

En effet, définissons S par

Sdeg(M)−deg(P ) = P−1
d ∗Mdeg(M) et ∀k ∈ N, k 6= deg(M)− deg(P ) , Sk = 0 .

Par construction on a alors
C := M − P ∗ S avec deg(C) < deg(M) .

†) (Raisonement par récurrence)
On termine l’argument par récurrence sur l’entier deg(M) − deg(P ) (cf. III.7.7.question 4).) En effet, C étant construit

comme ci-dessus, deg(C)− deg(P ) < deg(M)− deg(P ), on peut écrire

C = P ∗ T +R avec deg(R) < deg(P )

d’où il résulte
M = P ∗ S + C = P ∗ S + P ∗ T +R = P (S + T ) + R .

7) (6.5points) (Facteurs irréductibles)
Soit

A ∈ Mn(K) etM := PminAI ∈
(
Mn(K)

)
[X ] ∼= Mn(K[X ]) .

a) (6.5points) (Division euclidienne)
Montrer qu’il existe

(Q,R) ∈
(
Mn(K)

)
[X ]×

(
Mn(K)

)
[X ] tel que M = (A− IX) ∗Q + R et deg(R) < 1 .

Solution : Il faut juste constater que A − IX est de degré 1 et de coefficient de plus haut degré I qui est inversible si bien
qu’on est dans les conditions d’application de la question 6).

b) (6.5points) Montrer que R = 0.
Solution : Il suffit d’évaluer l’identité précédente en A.

c) (6.5points)
PcarA|[PminA]

n .

Solution : Il découle de a) et b) que M = (A− IX) ∗Q. d’où il résulte

[PminA]
n = det(M) = det(A− IX) ∗ det(Q) = PcarA ∗ det(Q) .

d) (6.5points) (Facteurs irréductible)
En déduire que tout facteur irréductible de PcarA est un facteur irréductible de PminA .
Solution : C’est bien entendu maintenant une conséquence immédiate de c) et du lemme de GAUSS.
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Université Paris Sud Année 2019–2020

L3/S6 M305 Algèbre II

Examen partiel du 3 mars 2020
Durée 3 heures

La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, téléphones mobiles, objets
connectés et documents ne sont pas autorisés.

Exercice A : (6points) On note (x1, x2, x3) les coordonnées d’un vecteur x ∈ Z3. On considère dans A := Z3 le
sous-groupe B engendré par v = (6,−12, 0) et w = (0, 8, 4).

1) On note A∗ := HomGr(A,Z) l’ensemble des homomorphismes de groupes de A à valeurs dans Z, également
appelé ensemble des formes linéaires entières sur A.

a) Rappeler rapidement pourquoiA∗ est un groupe abélien.

b) Le groupeA∗ est-il de type fini? libre? (On peut parfaitement résoudre la fin de l’exercice sans répondre à cette question.)

c) Montrer que
A∗ → Z , f 7→ f(v) (resp. A∗ → Z , f 7→ f(w) )

est un morphisme de groupes dont l’image est

le sous-groupe 6Z de Z (resp. le sous-groupe 4Z de Z .)

d) En déduire que
∀f ∈ A∗, f(B) ⊂ 2Z .

2) Soit f ∈ A∗ la forme linéaire définie par x 7→ x1 − x3.

a) Trouver v1 ∈ B tel que f(v1) = 2.

b) Montrer que v1 = 2u1 pour un u1 ∈ A.

3) Montrer que

a)
A = Zu1 ⊕Ker f ;

b) puis que
B = Z · 2u1 ⊕ (Ker f ∩B) = Zv1 ⊕ (Ker f ∩B) .

4) a) Écrire les coordonnées d’un vecteur λv + µw (λ, µ ∈ Z).

b) En déduire que Ker f ∩B est l’ensemble des vecteurs de la forme (12t, 0, 12t) où t décrit Z.

c) En déduire une base de B, et une base

{u1, u2, u3} de A telle que B = Z · 2u1 ⊕ Z · 12u2 .
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Exercice B : (7pts) Pour un groupe abélien G, on dira que G possède une Z-base s’il possède une base en tant que
groupe abélien libre (ou encore en tant que Z-module libre.)

On note A le groupe abélien Zn vu comme sous-groupe de l’espace vectoriel V := Qn. Soit B ⊂ A un sous-groupe.
On note W le sous-Q-espace vectoriel de V engendré par B et par i : A →֒ V l’injection naturelle de A dans V.

1) a) Montrer que des vecteurs v1, v2, . . . , vm ∈ V sont linéairement indépendants sur Q si et seulement si ils le sont
sur Z.

b) Montrer que tout sous-groupe de type fini G ⊂ V est libre de rang r ≤ n.

c) Est-ce que V est un groupe abélien de type fini? (On pourra considérer le cas n = 1.)

2) Rappeler rapidement (en citant le théorème adéquat) pourquoi il existe r ∈ N, r ≤ n tel que B ∼= Zr.

3) Supposons qu’il existe une Z-base (u1, · · · , ur) de B qui puisse se compléter en une Z-base (u1, · · · , un) de A. Montrer
alors que B = A ∩ W .

4) Supposons réciproquement queB = A ∩ W . On va montrer qu’alors (cf. f),)B possède une base qui se complète
en une base de A.

Soit W ′ := V/W l’espace vectoriel quotient de V par W et soit p : V → W ′ la surjection canonique.

a) Montrer que p ◦ i : A → W ′ est un morphisme de groupes dont B est le noyau.

b) En notant q : A → A/B la surjection canonique, montrer qu’il existe un unique morphisme de groupes injectif

j : A/B →֒ W ′ tel que j ◦ q = p ◦ i .

c) Montrer que le groupe abélien quotient C := A/B est libre de type fini de rang ≤ n.
Soit c1, . . . , cs une Z-base de C, a1, . . . , as des relèvements des ck (c’est-à-dire que ∀1 ≤ k ≤ s, q(ak) = ck,) dans A,

et C′ ⊂ A le sous-groupe engendré par les ak ,1≤k≤s .

d) Montrer que l’application quotient q : A → A/B = C se restreint en un isomorphisme de C′ vers C.

e) En déduire que A ∼= B ⊕ C′ et donc que A est isomorphe à B × C.

f) Montrer enfin qu’il existe une Z-base de B qui se complète en une Z-base de A.

5) Soit b 6= 0 un élément de A et B le sous-groupe qu’il engendre.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Le sous-groupeB possède une Z-base qui se complète en une Z-base de A.

ii)
B = A ∩ W .

iii)
Pgcd

(
bk ,1≤k≤n

)
= 1 , b = (b1, · · · , bn) .

Exercice C : (2points) Considérons le diagramme commutatif de groupes abéliens à lignes exactes suivant :

0 → N1
i1−−−−→ A1

p1−−−−→ Q1 → 0

f



y g



y



y h

0 → N2
i2−−−−→ A2

p2−−−−→ Q2 → 0

c’est-à-dire que pour j = 1 ou 2 :
— Nj , Aj et Qj sont des groupes abéliens,
— ij est un morphisme de groupes injectif,
— pj est un morphisme de groupe surjectif,
—

Im ij = Ker pj ,

—
g ◦ i1 = i2 ◦ f et h ◦ p1 = p2 ◦ g .

1) Montrer que si g est injectif, f l’est aussi ; si g est surjectif, h l’est aussi.
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2) Montrer que si f et h sont injectifs il en est de même de g.

3) Montrer que si f et h sont surjectifs il en est de même de g.

Exercice D : (5points) Soit A un anneau principal. Pour tout x ∈ A, on notera xA l’idéal principal engendré par x,
A/xA l’anneau quotient et πx : A → A/xA la surjection canonique.

Soient
b ∈ A \ {0} , B := A/bA et q : B → C

un morphisme d’anneaux surjectif, dont on note D := Ker q le noyau.

1) Montrer qu’il existe c ∈ A \ {0} et un isomorphisme d’anneaux φ : A/cA → C tels que

φ ◦ πc = q ◦ πb et c|b .

2) Montrer que π−1
b (D) est un idéal de A, le déterminer et justifier que

D = πb[π
−1
b (D)] .

3) En notant γ : A → A , x 7→ cx, montrer que πb ◦ γ est un morphisme de groupes d’image D.

4) En étudiant le noyau de πb ◦ γ montrer qu’il existe d ∈ A tel que b = cd et un isomorphisme de groupes

δ : A/dA ∼= D tel que δ ◦ πd = πb ◦ γ .

5) On suppose désormais que c et d sont premiers entre eux.

a) Rappeler pourquoi il existe
(u, v) ∈ A×A , cu+ dv = 1 .

b) Pour tout α ∈ C, soit x ∈ A tel que

α = q[πb(x)] = φ[πc(x)] .

Posons alors s(α) := πb(dvx).

Montrer que s(α) est bien définie (indépendamment du choix de x,) et qu’ainsi défini

i) s : C → B est un morphisme de groupes ;

ii)
q ◦ s = IdC ;

iii)
∀α ∈ C, ∀a ∈ A, s

[
q[πb(a)]α

]
= s

[
φ[πc(a)]α

]
= πb(a)s(α) .

6) Montrer réciproquement que s’il existe une application s : C → B vérifiant les points i) à iii) de la question 5), b), c et
d sont premiers entre eux.
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L3/S6 M305 Algèbre II

Corrigé de l’examen partiel du 3 mars 2020

Exercice A : (6points) On note (x1, x2, x3) les coordonnées d’un vecteur x ∈ Z
3. On considère dans A := Z3 le

sous-groupe B engendré par v = (6,−12, 0) et w = (0, 8, 4).

1) (2pts) On noteA∗ := HomGr(A,Z) l’ensemble des homomorphismes de groupes deA à valeurs dans Z, également
appelé ensemble des formes linéaires entières sur A.

a) (0.5pts) Rappeler rapidement pourquoiA∗ est un groupe abélien.
Solution : On sait que pour deux groupes G et H, si H est abélien HomGr(G,H) est un groupe abélien (cf. I.6.2.)

b) (bonus) Le groupeA∗ est-il de type fini? libre? (On peut parfaitement résoudre la fin de l’exercice sans répondre à cette
question.)

Solution : Puisque A est libre de rang n, il possède une base (e1, . . . , en). Alors ∀1 ≤ i ≤ n, il existe un unique

e∗i : A → Z , ej 7→ δi,j ,1 ≤ j ≤ n (cf. II.2.10 .)

Il est dès lors facile de montrer (ou à tout le moins les arguments sont-ils exactement ceux utilisés dans le cas des espaces
vectoriels) que e∗i ,1≤i≤n est une base de A∗ qu’on pourrait tout à fait appeler base duale de ei ,1≤i≤n . Il s’ensuit que A∗ est
alors libre de même rang n que A.

c) (1pt) Montrer que
A∗ → Z , f 7→ f(v) (resp. A∗ → Z , f 7→ f(w) )

est un morphisme de groupes dont l’image est

le sous-groupe 6Z de Z (resp. le sous-groupe 4Z de Z .)

Solution : D’abord
∀(f, g) ∈ A∗ ×A∗, ∀x ∈ A, (f + g)(x) = f(x) + g(x)

ce qui prouve que
A∗ → Z , f 7→ f(x)

est un morphisme de groupes.
Notons

v′ := (1,−2, 0) et w′ := (0, 2, 1),

si bien que
v = 6v′ et w = 4w′ .

Il s’ensuit que :
∀f ∈ A∗, f(v) = f(6v′)

= 6f(v′)
f(v) = f(4w′)

= 4f(w′) .

Il s’ensuit que
Im (A∗ → Z , f 7→ f(v)) ⊂ 6Z et Im (A∗ → Z , f 7→ f(w)) ⊂ 4Z .

Or pour
f = x 7→ x1 (resp. f = x 7→ x3 , )

on a
f(v) = 6 (resp. f(w) = 4 .)

Puisque Im (A∗ → Z , f 7→ f(v)) et Im (A∗ → Z , f 7→ f(w)) sont des sous-groupes de Z et du fait des inclusions
obtenues plus haut on a finalement

Im (A∗ → Z , f 7→ f(v)) = 6Z et Im (A∗ → Z , f 7→ f(w)) = 4Z .

1



d) (0.5pts) En déduire que
∀f ∈ A∗, f(B) ⊂ 2Z .

Solution : Pour tout x ∈ B il existe (a, b) ∈ Z× Z tel que x = av + bw ; si bien que pour tout f ∈ A∗,

f(xx) = f(av + bw) = af(v) + bf(w) .

Il s’ensuit que
∀x ∈ B, f(x) ∈ 6Z + 4Z

si bien que
f(B) ⊂ 6Z + 4Z .

Or 2 = (6 ∧ 4), si bien que
6Z + 4Z = 2Z .

2) (1pt) Soit f ∈ A∗ la forme linéaire définie par x 7→ x1 − x3.

a) (0.5pts) Trouver v1 ∈ B tel que f(v1) = 2.
Solution : On prend v1 = v + w.

b) (0.5pts) Montrer que v1 = 2u1 pour un u1 ∈ A.
Solution : Il suffit de prendre u1 = (3,−2, 2).

3) (2pt) Montrer que

a) (1pt)
A = Zu1 ⊕Ker f ;

Solution : Puisque
f(v1) = 2 et v1 = 2u1,

f(u1) = 1. Il s’ensuit que f est un morphisme surjectif, dont on peut même explicitement donner une section

s : Z → A , a 7→ au1 .

Il est en effet immédiat, que s étant ainsi définie, on a f ◦ s = IdZ. La suite exacte

0 → Ker f −→ A
f−−−−→ Im f = Z → 0

est donc scindée, si bien qu’on a
A = Ker f ⊕ Im s = Ker f ⊕ Zu1 .

b) (1pt) puis que
B = Z · 2u1 ⊕ (Ker f ∩B) = Zv1 ⊕ (Ker f ∩B) .

Solution : ATTENTION ! Il ne suffit pas en général queA = A′ ⊕ A′′ B ⊂ A pour queB = (B ∩A′) ⊕ (B ∩ A′′) ;
et ce quelle que soit la structure linéaire considérée. On pourra par exemple penser à la décomposition du plan en somme directe
des deux axes de coordonnées et considérer la première bissectrice dont l’intersection avec chacun des axes est le singleton {0},
ce qui ne peut donner une décomposition en somme directe d’une droite.

Pour tout x ∈ B, f(x) ∈ 2Z. Il existe donc kx ∈ Z tel que f(x) = 2kx .
Il s’ensuit que :

f(x− kxv1) = f(x− 2kxu1)

= f(x)− 2kxf(u1)

= 0 ;

c’est-à-dire que
y := x− 2kxu1 = x− kxv1 ∈ Ker f .

Or
x ∈ B, kxv1 ∈ B ⇒ y ∈ B ;

si bien qu’on a montré que
B = Zv1 + (Ker f ∩ B) .

Puisqu’on a montré à la question précédente que Ker f ∩ Zu1 = {0}, on a en fait :

B = Zv1 ⊕ (Ker f ∩ B) .
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4) (3pts) a) (0.5pts) Écrire les coordonnées d’un vecteur λv + µw (λ, µ ∈ Z).
Solution :

∀(λ, µ) ∈ Z× Z, λv + µw = (6λ,−12λ+ 8µ, 4µ) .

b) (1pt) En déduire que Ker f ∩B est l’ensemble des vecteurs de la forme (12t, 0, 12t) où t décrit Z.
Solution :

∀x ∈ A, x ∈ Ker f ∩B
⇔ x ∈ B et x ∈ Ker f
⇔ ∃(λ, µ) ∈ Z× Z, x = λv + µw et f(x) = 0
⇔ x = (6λ,−12λ+ 8µ, 4µ) et Tλ− 4µ = 0
⇔ x = (6λ, 0, 6λ) .

Or 6λ− 4µ = 0 i.e. 3λ− 2µ si bien que, 2 et 3 étant premiers entre eux, 2|λ i.e.

∃t ∈ Z, λ = 2t ⇔ ∃t ∈ Z, x = (12t, 0, 12t) .

c) (1.5pts) En déduire une base de B, et une base

{u1, u2, u3} de A telle que B = Z · 2u1 ⊕ Z · 12u2 .

Solution : On a établi que

B = Zv1 ⊕ (B ∩ Ker f) = Z2u1 ⊕ (B ∩ Ker f) .

Il découle du fait que
B ∩ Ker f = {(12t, 0, 12t) , t ∈ Z}

que
B ∩ Ker f = Zv2 avec v2 = (12, 0, 12) .

Il s’ensuit que (v1, v2) est une base de B.
De plus en posant u2 := (1, 0, 1), on a

v2 = 12u2 .

Il est clair que puisque v2 ∈ Ker f que

f(v2) = 0 ⇒ f(12u2) = 0 ⇒ 12f(u2) = 0 ⇒ f(u2) = 0 ⇒ u2 ∈ Ker f .

Comme on a montré que
A = Zu1 ⊕ Ker f,

si l’on peut déterminer un vecteur u3 tel que (u2, u3) soit une base de Ker f, (u1, u2, u3) sera une base deA, répondant, qui plus
est, à la condition

v1 = 2u1 et v2 = 12u2 .

∀x = (x1, x2, x3) ∈ Ker f, f(x) = 0
⇔ x1 − x3 = 0
⇔ x = (x1, x2, x1)
⇔ x = x1(1, 0, 1) + x2(0, 1, 0) .

On constate donc qu’en posant u3 := (0, 1, 0), (u2, u3) est une famille génératrice de Ker f dont il est immédiat de constater
qu’elle est libre, ce qui permet de conclure.
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Exercice B : (7pts) Pour un groupe abélien G, on dira que G possède une Z-base s’il possède une base en tant que
groupe abélien libre (ou encore en tant que Z-module libre.)

On note A le groupe abélien Zn vu comme sous-groupe de l’espace vectoriel V := Qn. Soit B ⊂ A un sous-groupe.
On note W le sous-Q-espace vectoriel de V engendré par B et par i : A →֒ V l’injection naturelle de A dans V.

1) (3pts) a) (1pt) Montrer que des vecteurs v1, v2, . . . , vm ∈ V sont linéairement indépendants sur Q si et seulement si
ils le sont sur Z.

Solution : Puisque Z est un sous-anneau de Q, une combinaison linéaires des vecteurs vi ,1≤i≤m à coefficients dans Z est,
en particulier une combinaison linéaire à coefficients dans Q si bien que si la famille vi ,1≤i≤m est libre sur Q elle l’est sur Z.

Réciproqument, soit qi ,1≤i≤m ∈ Q tel que
m∑

i=1

qivi = 0 . On écrit

∀1 ≤ i ≤ m, qi =
ni
di
, ni ∈ Z , di ∈ N∗ et d :=

m∏

i=1

di .

Alors

∀1 ≤ i ≤ m, dqi ∈ Z et

m∑

i=1

dqivi = 0 .

Si l’on suppose la famille vi ,1≤i≤m libre sur Z, il s’ensuit que ∀1 ≤ i ≤ m, dqi = 0, d’où ∀1 ≤ i ≤ m, qi = 0, si bien
que la famille vi ,1≤i≤m est libre sur Q.

b) (1pt) Montrer que tout sous-groupe de type fini G ⊂ V est libre de rang r ≤ n.
Solution : On peut donner au moins deux preuves de ce résultat :

i) Soit S := {g1, . . . , gs} une famille génératrice de G en tant que groupe abélien de type fini.
Choisissons une Q-base (v1, . . . , vn) de V. Alors

∀1 ≤ i ≤ s, ∃gi,j ,1 ≤ j ≤ n ∈ Q, tel que gi =

n∑

j=1

gi,jvj .

Notons alors
∀1 ≤ i ≤ s, ∀1 ≤ j ≤ n, gi,j =

ni,j
di,j

, ni,j ∈ Z , di,j ∈ N∗ .

Posons encore

∀1 ≤ j ≤ n, wj :=
1

s∏

i=1

di,j

vj .

La famille wj ,1≤j≤n reste évidemment une Q-base de V et par conséquent, en vertu du point précédent, une famille Z-libre.
De plus

∀1 ≤ i ≤ s, ∃hi,j ,1 ≤ j ≤ n ∈ Z, tels que gi =

n∑

j=1

hi,jwj .

Le groupeG est donc un sous-groupe du groupe abélien libre engendré par les wj ,1≤j≤n . Ce dernier étant de rang n, G est
de rang r ≤ n, en vertu du théorème II.4.6.

ii) Un élément non nul x ∈ G reste non nul dans V si bien que {x} est une familleQ-libre de V. Elle est donc en particulier
Z-libre d’après le point précédent, si bien que

∀a ∈ Z, a · x = 0 ⇒ a = 0 .

On en déduit que G est donc un groupe abélien sans torsion (cf. II.5.2.vii).) Puisque G est de type fini par hypothèse, il résulte
du théorème II.6.2 que G est un groupe abélien libre. Soit donc une Z-base vi ,1≤i≤r de G. C’est aussi une famille Q-libre, si
bien que le sous-Q-espace vectoriel Vect

{
(v1, . . . , vr)

}
de V est de dimension r ce qui entraîne que r ≤ n.

c) (1pt) Est-ce que V est un groupe abélien de type fini? (On pourra considérer le cas n = 1.)
Solution : Dans le cas n = 1, V = Q. On observe d’abor que

∀(q1 :=
n1

d1
, q2 :=

n2

d2
∈ Q×Q, d2q1 − d1q2 = 0

si bien qu’une famille Z-libre de Q contient au plus un élément.
Puisque Q est sans Z-torsion s’il était de type fini il serait libre (cf. II.6.2,) et par conséquent, d’après ce qui précède de rang

1.
C’est un résulta bien connu que Q n’a pas de famille Z-génératrice à 1 élément si bien que Q n’est ni libre ni de type fini.
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2) (0.5pts) Rappeler rapidement (en citant le théorème adéquat) pourquoi il existe r ∈ N, r ≤ n tel que B ∼= Zr .
Solution : (cf. II.4.6.)

3) (1pt) Supposons qu’il existe une Z-base (u1, · · · , ur) de B qui puisse se compléter en une Z-base (u1, · · · , un) de A.
Montrer alors que B = A ∩ W .

Solution : Puisque
B ⊂ A et B ⊂ W

on a toujours B ⊂ A ∩ W.

Réciproquement pour tout x ∈ A ∩W, il existe xk ,1≤k≤n ∈ Z tel que x =

n∑

k=1

xkuk. Par ailleurs, puisque W est le

Q-espace vectoriel engendré par B, il existe

bk ,1≤k≤s ∈ B et qk ,1≤k≤s ∈ Q tels que x =

s∑

k=1

qkbk .

Puisque uk ,1≤k≤r est une Z-base de B chacun des bk ,1≤k≤s peut se décomposer sur cette base, si bien qu’en fait il existe

yk ,1≤k≤r ∈ Q tq x =

r∑

k=1

yrur .

Dans le Q-espace vectoriel V, on a donc les égalités

n∑

k=1

xkuk = x =

r∑

k=1

yrur .

Or il résulte de la question 1), a) que uk ,1≤k≤n est une famille Q-libre, si bien qu’il découle des égalité ci-dessus que

∀1 ≤ k ≤ n, xk = yk

ce qui assure en particulier que
∀r + 1 ≤ k ≤ n, xk = 0 et ∀1 ≤ k ≤ r, yk ∈ Z .

Ceci assure finalement que x ∈ B.

4) (4.5pts) Supposons réciproquement que B = A ∩ W . On va montrer qu’alors (cf. f),) B possède une base qui se
complète en une base de A.

Soit W ′ := V/W l’espace vectoriel quotient de V par W et soit p : V → W ′ la surjection canonique.

a) (0.5pts) Montrer que p ◦ i : A → W ′ est un morphisme de groupes dont B est le noyau.
Solution : L’application p est un morphisme de Q-espaces vectoriels donc en particulier un morphisme de groupes. L’appli-

cation i est par définition un morphisme de groupes il en est donc de même de p ◦ i.
Pour tout x ∈ A,

p ◦ i(x) = 0
⇔ i(x) ∈ Ker p
⇔ i(x) ∈ W
⇔ x ∈ A ∩W
⇔ x ∈ B .

b) (0.5pts) En notant q : A → A/B la surjection canonique, montrer qu’il existe un unique morphisme de groupes injec-
tif

j : A/B →֒ W ′ tel que j ◦ q = p ◦ i .

Solution : D’après le point précédent„ puisque Ker (p ◦ i) = B, il existe, en vertu de la proposition I.8.11, un unique
morphisme de groupes injectif

j : A/B →֒ W ′ tel que j ◦ q = p ◦ i .

c) (0.5pts) Montrer que le groupe abélien quotient C := A/B est libre de type fini de rang ≤ n.
Solution : Puisque A est de type fini, A/B l’est aussi. Or, puisque j est injectif, d’après la b), A/B est isomorphe à j(A/B)

qui est un sous-groupe de type fini du Q-espace vectoriel W ′ lui-même de dimension finie comme quotient de V.
Il résulte alors de question 1), b) que C = A/B est libre de type fini de rang ≤ n.
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Soit c1, . . . , cs une Z-base de C, a1, . . . , as des relèvements des ck (c’est-à-dire que ∀1 ≤ k ≤ s, q(ak) = ck,) dans A,
et C′ ⊂ A le sous-groupe engendré par les ak ,1≤k≤s .

d) (1pt) Montrer que l’application quotient q : A → A/B = C se restreint en un isomorphisme de C′ vers C.
Solution : Il existe un unique morphisme de groupes

σ : C → A , ck 7→ ak ,1 ≤ k ≤ s (cf. II.2.10 .)

Puisque ∀1 ≤ k ≤ s, ak ∈ C′, σ est en fait à valeurs dans C′.
Comme

∀1 ≤ k ≤ s, q(σ(ck)) = q(ak) = ck

et que ck ,1≤k≤s est une base de C,
q ◦ σ = IdC .

Par ailleurs, puisque ck ,1≤k≤s est une base de C, ak ,1≤k≤s est une famille libre de A est partant une base du sous module
C′ qu’elle engendre.

De plus,
∀1 ≤ k ≤ s, σ(q(ak)) = σ(ck) = ak ,

ce qui assure que
σ ◦ q|C′ = IdC′ .

Finalement q|C′ : C′ ∼= C est un isomorphisme d’inverse σ.

e) (1pt) En déduire que A ∼= B ⊕ C′ et donc que A est isomorphe à B × C.
Solution : On a en fait montré (cf. d),) que la suite exacte

0 → B −→ A
q−−−−→ A/B → 0

est scindée (cf. I.9.11.i),) ou encore que σ est une section de q. Il résulte alors du théorème I.9.15, que

A = Ker q ⊕ Imσ = B ⊕ C′ .

Cependant, puisqu’on ne demandait pas explicitement en d) de construire une section pour q, on peut prouver le résultat en
s’en tenant au fait que q|C′ : C′ → C est un isomorphisme. Cela revient en fait, peu ou prou, à refaire les construction de I.9.

En effet, pour tout x ∈ A, il existe xk ,1≤k≤s ∈ Z tel que q(x) =

s∑

k=1

xscs. Il s’ensuit que q
(
x−

s∑

k=1

xsas
)
= 0, i.e.

y = x−
s∑

k=1

xsas ∈ Ker q = B .

Posant z :=
s∑

k=1

xsas on a

(y, z) ∈ B × C′ et x = y + z i.e. A = B + C′ .

Or :

∀x ∈ B ∩ C′, ∃xk ,1≤k≤s ∈ Z, x =

s∑

k=1

xkak et q(x) = 0

⇒ q
(
s∑

k=1

xkak
)

= 0

⇒
s∑

k=1

xkq(ak) = 0

⇒
s∑

k=1

xkck = 0

⇒ ∀1 ≤ k ≤ s, xk = 0

puisque ck ,1≤k≤s est une base de C. Il s’ensuit donc que x = 0 et donc que B ∩ C′ = {0} et donc que

A = B ⊕ C′

qui est isomorphe à B × C en vertu de d).
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f) (1pt) Montrer enfin qu’il existe une Z-base de B qui se complète en une Z-base de A.
Solution : Le sous-groupeB étant libre de rang r ≤ n (cf. question 2),) il existe une Z-base bk ,1≤k≤r , de B.
On rappelle que, puisque ∀1 ≤ k ≤ s, q(ak) = ck et ck ,1≤k≤s est une base de C, ak ,1≤k≤s est une famille libre de A, et

partant une base du sous-groupe C′ qu’elle engendre.
Puisque (cf. e),) A = B ⊕ C′, la famille (b1, . . . , br, a1, . . . , as) est une base de A.

5) (bonus) Soit b 6= 0 un élément de A et B le sous-groupe qu’il engendre.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Le sous-groupeB possède une Z-base qui se complète en une Z-base de A.

ii)
B = A ∩ W .

iii)
Pgcd

(
bk ,1≤k≤n

)
= 1 , b = (b1, · · · , bn) .

Solution : i)⇒ ii) a été montré en question 3) tandis que ii)⇒ i) a été montré en question 4).
Montrons donc :

§) (ii)⇒ iii))
Notons d le Pgcd des bi ,1≤i≤n et

∀1 ≤ i ≤ n, bci = dci , ci ∈ Z .

Il s’ensuit que
c := (c1, . . . , cn) ∈ A .

Or

c =
1

d
b ∈ W

si bien que
c ∈ A ∩W = B .

Il existe donc k ∈ Z tel que c = kb ; c’est-à-dire

∀1 ≤ i ≤ n, ci = kbi .

Or b étant non nul, il existe au moins 1 ≤ i ≤ n tel que bi 6= 0. Il vient alors

bi = dci = dkbi ⇒ bi(1− dk) = 0

si bien que” d est inversible ce qui signifie exactement que les bi ,1≤i≤n sont premiers entre eux.

¶) (iii)⇒ ii))
On a toujours B ⊂ A ∩ W. Soit donc x ∈ A ∩W, il existe q ∈ Q tel que x = qb. On peut écrire q = dδν avec ν et δ

premiers entre eux. Or x ∈ A entraîne que

∀1 ≤ i ≤ n, qbi ∈ Z ⇒ ν

δ
bi ∈ Z ⇒ δ|bi .

Or le fait que bi ,1≤i≤n sont premiers entre eux, entraîne que δ est inversible i.e. q ∈ Z i.e. x ∈ B.

On peut remarquer que la notion de vecteur primitif (cf. cours C.1.3,) et ses conséquences permettrait de montrer immédiate-
ment que iii)⇒ i).

Exercice C : (2points) Considérons le diagramme commutatif de groupes abéliens à lignes exactes suivant :

0 → N1
i1−−−−→ A1

p1−−−−→ Q1 → 0

f



y g



y



y h

0 → N2
i2−−−−→ A2

p2−−−−→ Q2 → 0

c’est-à-dire que pour j = 1 ou 2 :
— Nj , Aj et Qj sont des groupes abéliens,
— ij est un morphisme de groupes injectif,
— pj est un morphisme de groupe surjectif,
—

Im ij = Ker pj ,

—
g ◦ i1 = i2 ◦ f et h ◦ p1 = p2 ◦ g .

1) (1pt) Montrer que si g est injectif, f l’est aussi ; si g est surjectif, h l’est aussi.
Solution :

i) Si g est injectif, g ◦ i1 l’est encore ; ce qui entraîne que i2 ◦ f est injectif. C’est alors un résultat bien connu et qui vaut
pour des applications, sans hypothèse qu’elles soient des morphismes, qu’alors f est injectif.
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ii) Si g est surjectif, il en va de même de p2 ◦ g et par conséquent de h ◦ p1. Comme ci-dessus, c’est un résultat ensembliste
que cela entraîne que h est surjectif.

2) (1pt) Montrer que si f et h sont injectifs il en est de même de g.
Solution :

∀x ∈ A1, g(x) = 0
⇒ p2(g(x)) = 0
⇒ h(p1(x)) = 0
⇒ p1(x) = 0
⇒ x ∈ Ker p1
⇒ x ∈ Im i1
⇒ ∃y ∈ N1, x = i1(y)
⇒ i2(g(y)) = f(i1(y)) = f(x) = 0
⇒ g(y) = 0
⇒ y = 0
⇒ x = i1(y) = 0 .

3) (1pt) Montrer que si f et h sont surjectifs il en est de même de g.
Solution : Pour tout y ∈ A2, il existe x ∈ Q1 tel que h(x) = p2(y) puisque h est surjectif. Il existe alors z ∈ A1 tel que

p1(z) = x, puisque p1 est surjectif. On a alors :

p2(y − g(z) = p2(y)− p2(g(z))
= h(x)− h(p1(z))
= 0 .

Puisque la ligne du bas est exacte, il existe w ∈ N2 tel que

y − g(z) = i2(w) .

Puisque f est surjectif, il existe t ∈ N1 tel que w = f(t) . Il s’ensuit que :

y = g(z) + i2(w)

= g(z) + i2(f(t))

= g(z) + g(i1(t))

= g(z + i1(t)) .

Exercice D : (5points) Soit A un anneau principal. Pour tout x ∈ A, on notera xA l’idéal principal engendré par x,
A/xA l’anneau quotient et πx : A → A/xA la surjection canonique.

Soient
b ∈ A \ {0} , B := A/bA et q : B → C

un morphisme d’anneaux surjectif, dont on note D := Ker q le noyau.

1) (1pt) Montrer qu’il existe c ∈ A \ {0} et un isomorphisme d’anneaux φ : A/cA → C tels que

φ ◦ πc = q ◦ πb et c|b .

Solution : La composée q ◦ πb : A → C est un morphisme d’aneaux surjectif. Son noyau est un idéal de A. Puisque A
est principal, il existe c ∈ A tel que Ker (q ◦ πb) = cA.

Or
bA = Kerπb ⊂ Ker (q ◦ πb)

si bien que bA ⊂ cA ce qui équivaut à
c|b .

Il résulte enfin de la proposition I.8.11 que q ◦ πb se factorise à travers A/cA i.e. il existe un isomorphisme φ : A/cA ∼= C tel
que le diagramme suivant est commutatif :

A
πb−−−−→ B

πc



y



y q

A/cA
φ−−−−→ C .

1

8



2) (1pt) Montrer que π−1
b (D) est un idéal de A, le déterminer et justifier que

D = πb[π
−1
b (D)] .

Solution : L’image inverse d’un idéal par un morphisme d’anneaux est un idéal.
Par ailleurs

π−1
b (D) = π−1

b (Ker q) = Ker (q ◦ πb) = Ker (φ ◦ πc) = Kerπc = cA . (cf. question 1), 1 .)

Enfin puisque πb est un morphisme surjectif,
D = πb[π

−1
b (D)] .

3) (1pt) En notant γ : A → A , x 7→ cx, montrer que πb ◦ γ est un morphisme de groupes d’image D.
Solution : Découle presqu’immédiatement de question 2).

4) (1pt) En étudiant le noyau de πb ◦ γ montrer qu’il existe d ∈ A tel que b = cd et un isomorphisme de groupes

δ : A/dA ∼= D tel que δ ◦ πd = πb ◦ γ .

Solution :
∀x ∈ A, πb[γ(x)] = 0
⇔ γ(x) ∈ Kerπb
⇔ cx ∈ bA
⇔ ∃y ∈ A, cx = by .

Comme (cf. question 1),) c|b, posons b = dc. Il s’ensuit que :

∀x ∈ A, x ∈ Ker (πb ◦ γ)
⇔ ∃y ∈ A, cx = by
⇔ cx = cdy
⇔ x = dy ,

la dernière équivalence résultant du fait que A est un anneau intègre.
On a donc montré que Ker (πb ◦ γ) = dA ce qui permet de factoriser (puisque πb ◦ γ est surjectif (cf. question 3),)) πb ◦ γ

en un isomorphisme δ : A/dA ∼= D i.e. le diagramme suivant est commutatif :

A
γ−−−−→ A

πd



y



y πb

A/dA
δ−−−−→ D .

1

5) (1pt) On suppose désormais que c et d sont premiers entre eux.

a) (0.5pts) Rappeler pourquoi il existe

(u, v) ∈ A×A , cu+ dv = 1 .

Solution : Théorème de BÉZOUT (cf. I.13.2.1.)

b) (2pts) Pour tout α ∈ C, soit x ∈ A tel que

α = q[πb(x)] = φ[πc(x)] .

Posons alors s(α) := πb(dvx).

Montrer que s(α) est bien définie (indépendamment du choix de x,)
Solution : Pour tout α ∈ C, soit (x, y) ∈ (q ◦ π−1

b ({α})× (q ◦ π−1
b ({α}). Alors :

q[πb(x − y)] = 0
⇔ φ[πc(x − y)] = 0
⇔ πc(x− y) = 0
⇔ ∃z ∈ A, x− y = cz
⇒ πb[dv(x − y)] = πb(cdvz)
⇒ πb(dvx) − πb(dvy) = πb(bvz)
⇒ πb(dvx) − πb(dvy) = 0
⇒ πb(dvx) = πb(dvy)

ce qui assure que l’application s : B → C est bien définie.

et qu’ainsi défini

9



i) s : C → B est un morphisme de groupes ;
Solution : Pour tout (α, β) ∈ C × C, soit (x, y) ∈ (q ◦ πb)−1({α})× (q ◦ πb)−1({β}). Alors, puisque q ◦ πb est un mor-

phisme (au moins de groupes,) (x, y) ∈ (q ◦ πb)−1({α+ β}). Il s’ensuit que :

s(α+ β) = πb[dv(x + y)]

= πb(dvx + dvy)

= πb(dvx) + πb(dvy)

= s(α) + s(β)

ce qui assure que s est un morphisme de groupes.

ii)
q ◦ s = IdC ;

Solution : POur tout α ∈ C, soit x ∈ (q ◦ πb)−1({α}). Puisque cu+ dv = 1, x = cux+ dvx. il s’ensuit que :

q[s(α)] = q[πb(dvx)]

= q[πb(x− cux)]
= q[πb(x)]− q[πb(cux)]
= αq[πb[γ(ux)]]

= α− q[δ[πd(ux)]]
= α

puisque δ (cf. question 4), 1,) est à valeurs dans D = Ker q.

iii)
∀α ∈ C, ∀a ∈ A, s

[
q[πb(a)]α

]
= s

[
φ[πc(a)]α

]
= πb(a)s(α) .

Solution :
∀α ∈ C, ∀a ∈ A, ∀x ∈ (q ◦ πb)−1({α}), s

[
q[πb(a)]α

]
= s

[
φ[πc(a)]α

]

= s
[
q[πb(a)]q[πb(x)]

]

= s
[
q[πb(ax)]

]

= πb(dvax)
= πb(a)πb(dvx)
= πb(a)s(α) .

On a en fait montré ici que s est non seulement un morphisme de groupes mais encore un morphisme de A-modules pour les
structures naturelles sur B et C i.e. celles déduites de leur structure de A-algèbre. (cf. cours A.2.1,)

6) (bonus) Montrer réciproquement que s’il existe une application s : C → B vérifiant les points i) à iii) de la question 5),
b), c et d sont premiers entre eux.

Solution : Puisque q est un morphisme d’anneaux, q(1B) = 1C . Par ailleurs, puisque q ◦ s = IdC ,

q[s(1C)] = 1C
⇒ q[s(1C)] = q(1B)
⇒ q[1B − s(1C)] = 0 .

Il existe donc α ∈ D tel que 1B − s(1C) = α. Soit

(x, y) ∈ A×A tel que s(1C) = πb(x) et πb[γ(y)] = δ[πd(y)] = α .

On a alors

πb[1A − x− γ(y)] = 1B − πb(x) − πb[γ(y)]
= 1B − (1B − s(1C))− α
= 0 .

Il existe donc z ∈ A tel que
1A − x− cy − bz = 0 . 1

10



Enfin on a :

δ[πd(x)] = πb[γ(x)]

= πb(cx)

= πb(c)πb(x)

= πb(c)s(1C)

= s
[
φ[πc(c)]1C

]

= 0 .

Or δ est un isomorphisme (cf. question 4),) si bien que πd(x) = 0, c’est-à-dire qu’il existe w ∈ A tel que x = dw .
L’égalité 1 devient alors

1A = dw + cy + bz = c(y + dz) + dw = cy + d(cz + w)

ce qui prouve, grâce au théorème de BÉZOUT (cf. I.13.2.1,) que c et d sont premiers entre eux.
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Université Paris Sud Année 2019–2020

L3/S6 M305 Algèbre II

Examen du du 12 juin 2020
Durée 3 heures

La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, téléphones mobiles, objets
connectés et documents ne sont pas autorisés.

Exercice A : 1) Parmi les groupes suivants, lesquels sont isomorphes (vous devez justifier votre réponse) :

G1 =Z/9Z× Z/49Z

G2 =Z/7Z× Z/3Z× Z/3Z× Z/7Z

G3 =Z/7Z× Z/9Z× Z/7Z

Lesquels sont cycliques?

2) Déterminer les classes d’isomorphisme de groupes abéliens de cardinal 441.

3) On rappelle que deux matrices A et B ∈ Mn(Q) sont semblables ou conjuguées s’il existe une matrice

P ∈ GLn(Q) telle que B = P−1AP .

La classe de similitude ou de conjugaison de A est alors l’ensemble des matrices semblables ou conjuguées à A.

Déterminer les classes de conjugaison de matrices A ∈ M4(Q) dont le polynôme caractéristique PcarA est

PcarA = (X2 − 5X + 6)2 ∈ Q[X ] .

4) Soient p et q deux nombres premiers distincts, (resp. deux polynômes irréductibles distincts dans Q[X ].)

a) Déterminer le nombre de classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal p2q2 (resp. de classes de similitude
de matrices A ∈ Mdeg(p)+deg(q)(Q) de polynôme caractéristique PcarA = p2q2 .)

b) Même question pour les groupes abéliens de cardinal p4q3 (resp. les matrices de polynôme caractéristique p4q3.)

Exercice B : On considère dans Z4 le sous-ensemble G suivant :

G := {(x, y, z, t) ∈ Z4 ; x+ 2y + 3z = 0 et 2y + 5t = 0} .

Montrer que G est un groupe libre de rang 2. Déterminer Z4/G.
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Exercice C : Soit p ∈ N un nombre premier, k := Fp = (Z/pZ,+, ∗) le corps à p éléments et A := k[X ] l’anneau
des polynômes à une indéterminée à coefficients dans k.

Pour tout n ∈ N, on note U(n) (resp. I(n)) l’ensemble des éléments unitaires (resp. unitaires irréductibles) de degré
n de A et u(n) (resp. i(n)) le cardinal de U(n) (resp. I(n).)

1) a) Calculer u(0), i(0), u(1) et i(1).

b) Calculer u(2) et montrer que i(2) =
p(p− 1)

2
.

Indication : On pourra remarquer que I(2) est le complémentaire dans U(2) des polynômes qui se factorisent.

c) Calculer u(3) et i(3).

2) a) Déterminer le nombre de classes de similitude dansM2(k). Caractériser celle qui correspondent à des endomor-
phismes cycliques.

b) Même question dansM3(k).

Exercice D : (Puissances d’une matrice nilpotente)
Soit A une matrice à coefficients dans un corps K dont les invariants de similitude sont

(X5, X4, X4, X3, X3, X3, X2, X,X,X) .

1) Quels sont les invariants de similitude de A2 .

2) Quels sont les invariants de similitude de A3 ?

2



Université Paris Sud Année 2019–2020

L3/S6 M305 Algèbre II

Corrigé de l’examen du 12 juin 2020

Exercice A : 1) Parmi les groupes suivants, lesquels sont isomorphes (vous devez justifier votre réponse) :

G1 =Z/9Z× Z/49Z

G2 =Z/7Z× Z/3Z× Z/3Z× Z/7Z

G3 =Z/7Z× Z/9Z× Z/7Z

Lesquels sont cycliques?
Solution : Même si dans certains cas simples d’autres arguments peuvent être utilisés, (nombre d’éléments, ordre des élé-

ments . . . ,) le corollaire II.10.7 du cours apporte toujours une réponse systématique à la question des classes d’isomorphismes
de groupes abéliens. Cependant, pour pouvoir lutiliser, il faut connaître les facteurs invariants du groupe et pour cela déterminer
sa décomposition canonique (cf. cours II.10.5.i).)

G1 Ainsi le groupe G1 = Z/9Z× Z/49Z n’est pas décomposé sous sa forme canonique, puisque

9 6 |49 et 49 6 |9 .

Cependant le théorème chinois des restes assure que

G1
∼= Z/441Z

qui est une décomposition canonique de paramètres r = 1 et d1 = 441. Ce groupe est cyclique.
G2 De même G2 = Z/7Z × Z/3Z × Z/3Z × Z/7Z n’est pas donné non plus sous sa forme canonique, laquelle est, en

vertu du théorème chinois des restes

G2
∼= Z/21Z× Z/21Z de paramètres r = 2 , d1 = 21 et d2 = 21 .

Ce groupe n’est pas cyclique.
G3 Par les mêmes arguments que ci-dessus,

G3
∼= Z/7Z× Z/63Z de paramètres r = 2 , d1 = 63 et d2 = 7

qui n’est pas non plus cycliques.
Aucun des groupesG1, G2, G3 ne sont isomorphes entre eux puisque leurs séquences de paramètres sont toutes deux à deux

distinctes.

2) Déterminer les classes d’isomorphisme de groupes abéliens de cardinal 441.
Solution : Puisque 441 = 32 ∗ 72, on a déjà (cf. question 1),) identifié les classes d’isomorphismes des groupes

G1 = Z/441Z , G2 = Z/21Z× Z/21Z et G3 = Z/7Z× Z/63Z .

La seule autre classe qu’on n’a pas déterminée est celle de

G4 := Z/3Z× Z/147Z .

3) On rappelle que deux matrices A et B ∈ Mn(Q) sont semblables ou conjuguées s’il existe une matrice

P ∈ GLn(Q) telle que B = P−1AP .

La classe de similitude ou de conjugaison de A est alors l’ensemble des matrices semblables ou conjuguées à A.

Déterminer les classes de conjugaison de matrices A ∈ M4(Q) dont le polynôme caractéristique PcarA est

PcarA = (X2 − 5X + 6)2 ∈ Q[X ] .

Solution : On sait (cf. cours IV.11.8,) que deux matrices A et B ∈ M4(Q) sont semblables si et seulement si elles ont
les mêmes invariants de similitude. Déterminer les classes de similitude équivaut donc à déterminer les invariants de similitude

1



µi ,1≤i≤r ∈ Q[X ] correspondant à des matrices dont le polynôme caractéristique est (X2 − 5X + 6). Or on sait qu’alors (cf.
cours IV.11.11,) que

PminA = µ1 , PcarA =

′
∏

i=1

µi et ∀1 ≤ i ≤ r − 1, µi+1|µi .

Pour déterminer les suites µi ,1≤i≤r répondant aux conditions ci(-dessus, il est, bien entendu, beaucoup plus facile de raison-
ner sur des polynômes factorisés en produit d’irréductibles. Ainsi

Pcar · = (X2 − 5X + 6)2 = [(X − 2)(X − 3)]2 = (X − 2)2(X − 3)2 .

Les suites d’invatirant d’invariants de similitude qu’on peut alors obtenir sonts :

µ1 µ2

(X − 2)2(X − 3)2 1
(X − 2)(X − 3) (X − 2)(X − 3)
(X − 2)2(X − 3) (X − 3)
(X − 2)(X − 3)2 (X − 2) .

4) Soient p et q deux nombres premiers distincts, (resp. deux polynômes irréductibles distincts dans Q[X ].)

a) Déterminer le nombre de classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal p2q2 (resp. de classes de similitude
de matrices A ∈ Mdeg(p)+deg(q)(Q) de polynôme caractéristique PcarA = p2q2 .)

Solution : On a en fait répondu à cette question (cf. question 1) , question 3).) En effet les seuls arguments qu’on a utilisés,
en dehors des théorèmes de structure (cf. cours II.10.5 , IV.11.5, ) sont le fait que 3 et 7 (resp. X − 2 et X − 3) sont premiers
entre eux. Ainsi ici on trouvera 4 classes d’isomorphismes de groupes abéliens (resp. de similitude de matrices) correspondant
aux suites de facteurs invariants

(P 2q2) , (p2q, q) , (pq2, p) , (pq, pq) .

b) Même question pour les groupes abéliens de cardinal p4q3 (resp. les matrices de polynôme caractéristique p4q3.)
Solution : Il s’agit de déterminer des suites µi ,1≤i≤r ∈ Z(resp. Q[X ]) telles que :
—

∀1 ≤ i ≤ r, µi = pαiqβi ;

—
∀1 ≤ i ≤ r − 1, αi+1 ≤ αi et βi+1 ≤ βi ;

—
r∑

i=1

αi = 4 et

r∑

i=1

βi = 3 .

Il s’ensuit qu’une telle suite est entièrement déterminée par un couple formé d’une partition de 4 et une partition de 3. Les
premières

(4) , (3, 1) , (2, 2) , (2, 1, 1) , (1, 1, 1, 1)

sont au nombre de 5 tandis que les seconde
(3) , (2, 1) , (1, 1, 1)

sont au nombre de 3.
Il y a donc 15 classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal (resp. classes de similitude de polynome caractéris-

tique) p4q3.

Exercice B : On considère dans Z4 le sous-ensemble G suivant :

G := {(x, y, z, t) ∈ Z4 ; x+ 2y + 3z = 0 et 2y + 5t = 0} .

Montrer que G est un groupe libre de rang 2. Déterminer Z4/G.
Solution : Voici une solution théorique. Considèrons l’application

f : Z4 −→ Z2

(x, y, z, t) 7−→ (x + 2y + 3z, 2y + 5t)

On a
Ker f ⊂ Z4 et Im f ⊂ Z2 :

2



ce sont des sous-groupes de groupes libres de type fini, donc ils sont libres de type fini. Notons fQ : Q4 → Q2 l’application
linéaire telle que fQ|Z4 = f : on a

rg(Ker f) = dimQ Ker fQ rg(Im f) = dimQ Im fQ = 2,

Donc
G ∼= Ker f ∼= Z2 et Z4/G ∼= Im f ∼= Z2 .

Et voici une solution moins théorique.
On résoud en faisant attention de ne pas diviser par des entiers non inversibles : La deuxième équation implique que 5 divise

y : y = 5u, t = −2u avec u ∈ Z. On pose pour faire joli z = v. Le système dans Z est donc équivalent à






x
y
z
t







= u







−5
5
0
−2







+ v







−3
0
1
0






.

Autrement dit, G est un groupe libre de rang 2 et de base (−5, 5, 0,−2) et (−3, 0, 1, 0).
Peut-on compléter en une base de Z4 ? On va d’abord le faire en essayant ! Il s’agit de trouver une matrice de déterminant

±1 de la forme







−5 5 0 −2
−3 0 1 0
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗







. On se ramène à trouver une matrice de la forme





−5 5 −2
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗



. Cela est possible car les

entiers (−5, 5, 2) sont premiers entre eux : par exemple,





−5 5 −2
∗ −2 1
1 0 0



 (5 − 2 × 2 = 1 par BÉZOUT !). Ainsi, les matrices







−5 5 0 −2
−3 0 1 0
∗ −2 0 1
1 0 0 0







conviennent. Les éléments f1 = (−5, 5, 0,−2), f2 = (−3, 0, 1, 0), f3 = (0,−2, 0, 1) et f4 = (1, 0, 0, 0)

forment une base de Z4. Le quotient Z4/G est donc libre de rang 2 : soit ϕ le morphisme de groupes de Z4 dans Z2 tel que
ϕ(f1) = 0, ϕ(f2) = 0, ϕ(f3) = (1, 0), ϕ(f4) = (0, 1) est surjectif de noyau G. Il se factorise donc en un isomorphisme de
Z4/G sur Z2.

Exercice C : Soit p ∈ N un nombre premier, k := Fp = (Z/pZ,+, ∗) le corps à p éléments et A := k[X ] l’anneau
des polynômes à une indéterminée à coefficients dans k.

Pour tout n ∈ N, on note U(n) (resp. I(n)) l’ensemble des éléments unitaires (resp. unitaires irréductibles) de degré
n de A et u(n) (resp. i(n)) le cardinal de U(n) (resp. I(n).)

1) a) Calculer u(0), i(0), u(1) et i(1).
Solution : On a U(0) = {1} d’où u(0) = 1, I(0) = {1} d’où i(0) = 1.
Les polynômes unitaire de degré 1 sont de la forme X + a ,a ∈ Fp

et ils sont tous irréductibles d’où

u(1) = i(1) = p .

b) Calculer u(2) et montrer que i(2) =
p(p− 1)

2
.

Indication : On pourra remarquer que I(2) est le complémentaire dans U(2) des polynômes qui se factorisent.
Solution : Un polynôme unitaire de degré 2 s’écrit

X2 + aX + b avec (a, b) ∈ Fp × Fp .

Il s’ensuit que
u(2) = #(U(2)) = p2 .

Pour tout P ∈ U(2), P /∈ I(2),
P = (X + a)(X + b) ,(a,b) ∈ Fp×Fp

.

L’ensemble des polynômes de la forme
(X + a)(X + b) avec a 6= b

est en bijection avec les parties à 2 éléments de I(1) et il y a donc

(
p
2

)

tels éléments. Il y a en outre p polynômes de la forme

(X + a)2. Il s’ensuit que

i(2) = u(2)−
(
p
2

)

− p = p2 − p(p− 1)

2
− p =

1

2
(2p2 − p2 + p− 2p) =

p(p− 1)

2
.
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c) Calculer u(3) et i(3).
Solution : Un polynomes unitaire de degré 3 s’écrit X3 + aX2 + bX + c d’où il vient, pour les même raisons que ci-dessus

que
u(3) = #(U(3)) = p3 .

Introduisons les sous-ensembles suivants de U(3) \ I(3) qui en forment en fait une partition :

U(2,1)(3) := {P ∈ U(3) ; ∃(Q,R) ∈ I(2)× I(1), P = QR}
U(1,1,1)(3) := {P ∈ U(3) ; ∃(Q,R, T ) ∈ I(1)× I(1)× I(1), Q 6= R , Q 6= T , R 6= T , P = QRT }
U(2)(3) := {P ∈ U(3) ; ∃(Q,R) ∈ I(1)× I(1), Q 6= R , P = QR}
U(3)(3) := {P ∈ U(3) ; ∃Q ∈ I(1), P = Q3} .

1

On a alors :
u(2,1)(3) := #

(
U(2,1)(3)

)
= i(1)i(2)

u(1,1,1)(3) := #
(
U(1,1,1)(3)

)
=

(
i(1)
3

)

u(2)(3) := #
(
U(2)(3)

)
=

(
i(1)
2

)

u(3)(3) := #
(
U(3)(3)

)
= i(1) .

2

Comme :

U(3) = I(3) ∪ U(2,1)(3) ∪ U(1,1,1)(3) ∪ U(2)(3) ∪ U(3)(3) les unions étant disjointes, 3

Il vient (cf. b) :)
i(3) = u(3)− u(2,1)(3)− u(1,1,1)(3)− u(2)(3)− u(3)(3)

= u(3)− i(1)i(2)−
(
i(1)
3

)

−
(
i(1)
2

)

− i(1)

= p3 − pp(p− 1)

2
− p(p− 1)(p− 2)

6
− p(p− 1)

2
− p

= p3 − 1

6

(
3p2(p− 1) + p(p− 1)(p− 2) + 3p(p− 1) + 6p

)

= p3 − 1

6

(
3p3 − 3p2 + p3 − 3p2 + 2p+ 3p2 − 3p+ 6p

)

= p3 − 1

6

(
4p3 − 3p2 + 5p

)

=
1

6

(
2p3 + 3p2 − 5p

)
.

4

2) Remarque 2).1 Notons S l’ensemble des suites finies

µi ,1≤i≤r ∈ A telles que ∀1 ≤ i ≤ r − 1, µi+1|µi , ∀1 ≤ i ≤ r, µi /∈ A× . 1

Notons :
πn : Mn(k) −→ U(n) ⊂ A

M 7−→ PcarM

χ : S −→ A

µi ,1≤i≤r 7−→
′
∏

i=1

µi

σn : Mn(k) −→ S
M 7−→ la suite des invariants de similitude (cf. cours IV.11.9.)

On a (cf. cours IV.11.11,)
πn = χ ◦ σn . 2

De plus (cf. cours IV.11.8,) les applications πn et σn sont constantes sur les classes de similitude de matrices. si donc on note
Γ(n) l’ensemble des classes de similitude de matrices dansMn(k), on a encore, à un abus de notation près, des application πn
et σn :

πn : Γ(n) −→ U(n)
C 7−→ πn(M) , ∀M ∈ C,

σn : Γ(n) −→ S
C 7−→ σn(M) , ∀M ∈ C,

vérifiant encore πn = χ ◦ σn
i.e.le diagramme suivant est commutatif : Γ(n)

Σn−−−−→ S

ց πn



y χ

U(n) .

3

4



On peut donner les propriétés suivantes des applications πn et σn qui traduisent les résultats de la théorie (cf. cours IV.11,)
de réduction de FROBENIUS :

Lemme 2).1.4 L’application σn est injective ou de manière équivalente induit une bijection (cf. IV.11.8,)

σn : Γ(n) ∼= σn(Γ(n)) = σn(Mn(k)) .

Lemme 2).1.5 L’application πn est surjective puisqu’à tout polynôme unitaire de degré n, P ∈ U(n) on peut associer une
matrice compagnon (cf. IV.4.4,) dont P est le polynôme caractéristique.

On a ainsi :

Γ(n) ∼= σn(Γ(n)) =
∐

p ∈ U(n)

χ−1({P}) ; 6

d’où il résulte, tous les ensembles considérés étant finis dès que k l’est :

#
(
Γ(n)

)
=

∑

P ∈ U(n)

#
(
χ−1({P})

)
. 7

Il découle de la définition de χ et de celle de S (cf. 1,) que pour tout polynôme unitaire irréductible P ∈ I(n) χ−1({P})
est un singleton. Il en résulte alors que d’une part :

Lemme 2).1.8 Pour tout P ∈ I(n) π−1
n ({P}) = σ−1

n ({χ−1({P})}) est cyclique.

#
(
Γ(n)

)
=

∑

P ∈ U(n)

#
(
χ−1({P})

)

=
∑

P ∈ I(n)

#
(
χ−1({P})

)
+

∑

P ∈ U(n) \ I(n)

#
(
χ−1({P})

)

= #(I(n)) +
∑

P ∈ U(n) \ I(n)

#
(
χ−1({P})

)

= i(n) +
∑

P ∈ U(n) \ I(n)

#
(
χ−1({P})

)

9

On constate encore que :

Lemme 2).1.10 Pour tout C ∈ Γ(n) C est cyclique si et seulement si

σn(C) = (πn(C)) (cf. IV.11.11 ;)

ce qui établit une bijection entre les classes cycliques et U(n).

a) Déterminer le nombre de classes de similitude dansM2(k). Caractériser celle qui correspondent à des endomorphismes
cycliques.

Solution : On a établit

#
(
Γ(2)

)
= #

(
I(2)

)
+

∑

P ∈ U(2) \ I(2)

#
(
χ−1({P})

)
. (cf. 2).1.9 .)

Or U(2) \ I(2) = V (2) ∪ W (2) avec

V (2) := {P ∈ U(2) ; ∃(Q,R) ∈ I(1)× I(1), q 6= R , P = QR}
et W (2) := {P ∈ U(2) ; ∃q ∈ I(1), P = Q2} .

Il en résulte que

v(2) := #
(
V (2)

)
=

(
i(1)
2

)

=
p(p− 1)

2
w(2) := #

(
W (2)

)
= #

(
I(1)

)
= p .

De plus :
∀P = QR ∈ V (2),

χ−1({P}) = {(P )} ;
∀P = Q2 ∈W (2),

χ−1({P}) = {(Q2), (Q,Q)} .
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Il s’ensuit que :

#
(
Γ(2)

)
= #

(
I(2)

)
+

∑

P ∈ V (2)

#
(
χ−1({P})

)
+

∑

P ∈ W (2)

#
(
χ−1({P})

)

= i(2) + v(2) + 2w(2) .

Il vient alors (cf. question 1), b) :)

#
(
Γ(2)

)
= i(2) + v(2) + 2w(2)

=
p(p− 1)

2
+
p(p− 1)

2
+ 2p

= p(p+ 1) .

b) Même question dansM3(k).
Solution : Le raisonement est le même qu’en a) en particulier on peut encore écrire :

#
(
Γ(3)

)
=

∑

P ∈ I(3)

#
(
χ−1({P})

)
+

∑

P ∈ U(3) \ I(3)

#
(
χ−1({P})

)
= i(3) +

∑

P ∈ U(3) \I(3)

#
(
χ−1({P})

)
. 1

La seule complication vient du fait que la combinatoire des polynômes unitaire non irréductibles de degré 3 est un peut plus
complexe. On a, en effet

U(3) \ I(3) = U(2,1)(3) ∪ U(1,1,1)(3) ∪ U(2)(3) ∪ U(3)(3) l’union étant disjointe. (cf. question 1), c).1 .)

Or :
∀P = QR ∈ U(2,1)(3), Q étant irréductible R 6 |Q et

χ−1({P}) = {(P )} ;

∀P = QRT ∈ U(1,1,1)(3), les polynômesQ, R et T étant deux à deux premiers entre eux,

χ−1({P}) = {(P )} ;

∀P = Q2R ∈ U(2)(3), Q et R étant premiers entre eux,

χ−1({P}) = {(Q2R)(QR,Q)} ;

∀P = Q3 ∈ U(3)(3),

χ−1({P}) = {(Q3), (Q2, Q), (Q,Q,Q)} .
Il en résulte que :

#
(
Γ(3)

)
= #

(
I(3)

)
+ #

(
U(2,1)(3)

)
+ #

(
U(1,1,1)(3)

)
+ 2#

(
U(2)(3)

)
+ 3#

(
U(3)(3)

)
.

Ceci se réécrit (cf. question 1), c).2 question 1), c).4 :)

#
(
Γ(3)

)
= i(3) + u(2,1)(3) + u(1,,1,1)(3) + 2u(2)(3) + 3u(3)(3)

= i(3) + u(2,1)(3) + u(1,,1,1)(3) + u(2)(3) + u(3)(3) + u(2)(3) + 2u(3)(3)

= u(3) + u(2)(3) + 2u(3)(3)

= u(3) + i(1)i(2) + 2i(1)

= p3 + p
p(p− 1)

2
+ 2p

=
1

2

(
2p3 − p2 + 2p

)
.
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Exercice D : (Puissances d’une matrice nilpotente)
Soit A une matrice à coefficients dans un corps K dont les invariants de similitude sont

(X5, X4, X4, X3, X3, X3, X2, X,X,X) .

1) Quels sont les invariants de similitude de A2 .
Solution : Le tableau de YOUNG de A est : 

















∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗
∗
∗



















.

Ceci entraîne que le tableau de YOUNG de A2 est :
































∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗

































si bien que les invariants de similitude de A2 sont :

(X3, X2, X2, X2, X2, X2, X2, X2, X2, X,X,X,X,X,X,X,X) .

2) Quels sont les invariants de similitude de A3 ?
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Solution : En utilisant le tableau de YOUNG de A (cf. question 1),) on détermine celui de A3 qui et alors :












































∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗
∗













































si bien que les invariants de similitude de A3 sont

(X2, X2, X2, X2, X,X,X,X,X,X,X,X,X,X,X,X,X,X,X,X,X,X,X) .
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Examen partiel du 15 mars 2019
Durée 3 heures

La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, téléphones mobiles, objets
connectés et documents ne sont pas autorisés.

Le barème est indicatif, mais en cas de modification le poids relatif des exercice ne sera pas significativement modifié.

Exercice A : Les groupes abéliens

Z/5Z× Z/5Z × Z/25Z et Z/25Z × Z/25Z

sont-ils isomorphes?

Exercice B : Soient
0 → N

i−−−−→M
p−−−−→ Q → 0

une suite exacte courte de groupes abéliens, R un groupe abélien et f : R → Q un morphisme de groupes.

On note
r : R×M → R , (x, y) 7→ x et q : R×M → M , (x, y) 7→ y .

Enfin on note
P := {(x, y) ∈ R×M ; f [r(x, y)] = p[q(x, y)]} .

1) R×M étant muni de sa structure produit, montrer que P en est un sous-groupe.

2) Montrer que, si f est injectif,
q|P : P → M

induit un isomorphisme
P ∼= p−1[f(R)] .

3) Montrer que r|P est un morphisme surjectif de noyau isomorphe à N et qu’on a donc une suite exacte

0 → N −→ P
r|P−−−−→ R → 0 .

Exercice C : 1) (L’anneau Z[j] des entiers d’EISENSTEIN)
On note

σ : C → C , a+ ib 7→ a− ib
la conjugaison complexe. On note

j := e

2iπ

3 ∈ C

qui vérifie
j3 = 1 , 1 + j + j2 = 0 et σ(j) = j2 .

a) Montrer que si le polynôme 1 +X +X2 ∈ Q[X ] a une racine dans Q celle-ci est entière et en déduire que j n’est pas
rationnel.
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b) On note Z[j] le sous-anneau de C défini par

Z[j] := {a+ bj , (a, b) ∈ Z× Z}

muni des lois d’addition et de multiplication induites par celles de C.

Montrer que Z[j] est un Z-module (groupe abélien) libre de rang 2 et en donner une base.

c) Soit
N : C → R , z 7→ z · σ(z) .

Montrer que N se restreint en une application encore notée N : Z[j] → N vérifiant

∀α ∈ Z[j] \ {0}, N(α) ≥ 1 et ∀(α, β) ∈ Z[j]× Z[j], N(αβ) = N(α)N(β) .

d) Déterminer le groupe U := Z[j]× des éléments inversibles de Z[j].

On admettra dans la suite que, pour tout z ∈ C il existe α ∈ Z[j] tel que N(z − α) < 1.

e) Montrer que l’anneau Z[j] est principal.

f) Soit ρ := 1− j ∈ Z[j].

Montrer que ρ est irréductible dans Z[j] et divise 3.
Indication : on pourra calculer N(ρ).

g) On note κ := Z[j]/(Z[j]ρ).

Que peut-on dire de l’anneau κ ? Montrer que la composée du morphisme

Z → Z[j] , a 7→ a+ 0j et de la surjection canonique Z[j] → Z[j]/(Z[j]ρ)

se factorise en un isomorphisme
F3 := Z/3Z ∼= κ .

h) Pour tout α ∈ Z[j], on notera désormais v(α) sa valuation ρ-adique i.e. le plus grand entier naturel k tel que
ρk|α.

Rappeler rapidement pourquoi

∀(α, β) ∈ Z[j]× Z[j], v(αβ) = v(α) + v(β) et v(α + β) ≥ min(v(α), v(β)) .

2) (L’équation α3 + β3 + γ3 = 0))
Dans la suite on considère

(α, β, γ) ∈ Z[j]× Z[j]× Z[j] tel que α3 + β3 + γ3 = 0 .

Dans cette question, l’élément ρ ∈ Z[j] est défini comme à la question 1), f).

a) Montrer que ρ divise l’un des trois facteurs

(α+ β) , (β + γ) ou (γ + α)

Indication : on pourra vérifier que
(α+ β + γ)3 = 3(α+ β)(β + γ)(γ + α) .

On suppose dans la suite que ρ|(α+ β). On suppose de plus que α, β, et γ sont deux à deux premiers entre eux.

b) i) Montrer que l’on peut supposer que

α ≡ 1 [ρ] et β ≡ −1 [ρ]

Indication : on pourra utiliser la question 1), g).

ii) En écrivant α = 1 + λρ et en étudiant les congruences possibles de λ modulo ρ, montrer que,

α ≡ 1 [ρ2] ou jα ≡ 1 [ρ2] ou j2α ≡ 1 [ρ2] ;

on admettra sans refaire les calculs, qu’un résultat analogue vaut pour β, i.e.

β ≡ −1 [ρ2] ou jβ ≡ −1 [ρ2] ou j2β ≡ −1 [ρ2] .
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iii) Montrer que
v(αβγ) = v(γ) > 0 .

c) Montrer qu’il existe
(α1, β1, γ1) ∈ Z[j]× Z[j]× Z[j] tel que

i)
α1 ≡ 1 [ρ2] , β1 ≡ −1 [ρ2] ;

ii)
α3
1 + β3

1 + γ31 = 0 ;

iii)
v(α1β1γ1) = v(αβγ) > 0

iv) α1, β1 et γ1 sont deux à deux premiers entre eux.

d) Montrer qu’il existe

(A,B,C) ∈ Z[j]× Z[j]× Z[j] tel que α1 + jβ1 = Aρ,
jα1 + β1 = Bρ

et j2(α1 + β1) = Cρ .

e) Montrer que :

i) A et B sont premiers entre eux
Indication : on pourra calculer

ρ(Bj2 −Aj) et ρ(Aj2 −Bj) ;

Un calcul tout à fait similaire et qu’on ne demande pas de faire montre que A et C (resp. B et C,) sont également premiers
entre eux.

ii) A+B + C = 0 ;

iii)
A ≡ 1 [ρ] , B ≡ −1 [ρ] et C ≡ 0 [ρ] ;

iv)
ρ3ABC = −γ31 .

f) Montrer qu’il existe

(u, α2, β2, γ2) ∈ Z[j]× × Z[j]× Z[j]× Z[j] tel que uα3
2 = A , uβ3

2 = B et uγ32 = C .

g) Montrer que
v(γ2) = v(γ)− 1

et en déduire que
v(α2β2γ2) = v(αβγ) − 1 .

h) (Bonus)
Montrer qu’il n’existe pas d’entiers (a, b, c) ∈ Z× Z× Z non nuls tels que

a3 + b3 = c3 .
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L3/S6 M305 Algèbre II

Corrigé de l’examen partiel du? ?

Exercice A : 1) (L’anneau Z[j] des entiers d’EISENSTEIN)
On note

σ : C → C , a+ ib 7→ a− ib
la conjugaison complexe. On note

j := e

2iπ

3 ∈ C

qui vérifie
j3 = 1 , 1 + j + j2 = 0 et σ(j) = j2 .

a) Montrer que si le polynôme 1 +X +X2 ∈ Q[X ] a une racine dans Q celle-ci est entière et en déduire que j n’est pas
rationnel.

Solution : Soit
r

s
, r ∈ Z , s ∈ Z \ {0}

une racine rationnelle de 1+X +X2. Alors 1+ r
s +

r2

s2 = 0, ce qui entraîne s2 + rs+ r2 = 0. On peut, bien entendu, choisir
r et s premiers entre eux. Il vient alors s(s+ r) = r2 ce qui entraîne s|r2 et donc s|1 i.e. rs est entier.

Or pour tout n ∈ Z,
1 + n+ n2 ≥ 1,

si bien que 1 +X +X2 n’a pas de racine entière, donc pas de racine rationnelle.
Le nombre complexe j étant racine de 1 +X +X2, il n’est donc pas rationnel.

b) On note Z[j] le sous-anneau de C défini par

Z[j] := {a+ bj , (a, b) ∈ Z× Z}

muni des lois d’addition et de multiplication induites par celles de C.

Montrer que Z[j] est un Z-module (groupe abélien) libre de rang 2 et en donner une base.
Solution : Par définition {1, j} est une partie génératrice de Z[j] comme Z-module.
Par ailleurs

∀(a, b) ∈ Z× Z, a+ bj = 0,

entraîne, si b 6= 0, j = −ab ce qui n’est pas possible d’après la a). Si b = 0 alors a = 0. La partie {1, j} est donc libre dans
Z[j] si bien que c’est une base.

c) Soit
N : C → R , z 7→ z · σ(z) .

Montrer que N se restreint en une application encore notée N : Z[j] → N vérifiant

∀α ∈ Z[j] \ {0}, N(α) ≥ 1 et ∀(α, β) ∈ Z[j]× Z[j], N(αβ) = N(α)N(β) .

Solution : On remarque que

∀a+ bj ∈ Z[j], σ(a+ bj) = a+ bσ(j) = a+ bj2 = a− b− bj ∈ Z[j] .

L’automorphisme
σ de C se restreint donc en un automorphisme (encore noté σ : Z[j] → Z[j]) de Z[j].

On a alors :
∀a+ bj ∈ Z[j], N(a+ bj) = (a+ bj)σ(a+ bj)

= (a+ bj)(a− b− bj)
= a2 − ab− abj + abj − b2j − b2j2
= a2 − ab+ b2

∈ Z .
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Or

a2 − ab+ b2 = (a− 1

2
b)2 +

3

4
b2 ≥ 0,

si bien que N est à valeurs dans N. Par ailleurs la réduction de Gauß de N donnée ci-dessus assure que N est définie positive et
en tout cas que

N(α) = 0 ⇒ α = 0,

si bien que
∀α ∈ Z[j] \ {0}, N(α) ≥ 1 .

Enfin :
∀(α, β) ∈ Z[j]× Z[j], N(αβ) = αβσ(αβ)

= ασ(α)βσ(β)
= N(α)N(β) .

d) Déterminer le groupe U := Z[j]× des éléments inversibles de Z[j].
Solution : Pour tout u ∈ Z[j], {u}U, s’il existe v ∈ Z[j], tel que uv = 1. Ceci entraîne

N(uv) = N(u)N(v) = 1 .

Puisque N(0) = 0, on a nécessairement u et v non nuls. Il s’ensuit que

N(u) ≥ 1 et N(v) ≥ 1

d’où
N(u) = N(v) = 1 .

On constate alors que
U = {1,−j, j2,−1, j,−j2}

dans lequel −j est d’ordre 6 ce qui permet de donner un isomorphisme

Z/6Z → U , k 7→ (−j)k .

On admettra dans la suite que, pour tout z ∈ C il existe α ∈ Z[j] tel que N(z − α) < 1.

e) Montrer que l’anneau Z[j] est principal.
Solution : Il suffit de remarquer que N est un stathme euclidien. Or pour tout

(α, β) ∈ Z[j]× (Z[j] \ {0}),

il existe χ ∈ Z[j] tel que N(αβ − χ) < 1. d’où il vient, en posant ρ := α− βχ,

α = βχ + ρ et N(ρ) < N(β) .

f) Soit ρ := 1− j ∈ Z[j].

Montrer que ρ est irréductible dans Z[j] et divise 3.
Indication : on pourra calculer N(ρ).

Solution :
N(1− j) = (1− j)(1 − j2) = 1− j − j2 + j3 = 3 .

S’il existe
(α, β) ∈ Z[j]× Z[j] tels que ρ = αβ,

alors
3 = N(ρ) = N(α)N(β) (cf. c) .)

Comme trois est irréductible dans Z, N(α) ∈ N, N(β) ∈ N, on a

N(α) = 1 ouN(β) = 1,

c’est-à-dire, d’après la d), que α ou β est inversible et donc que ρ est irréductible.
On a montré ci-dessus que ρσ(ρ) = 3 si bien que

ρ|3 .
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g) On note κ := Z[j]/(Z[j]ρ).

Que peut-on dire de l’anneau κ ? Montrer que la composée du morphisme

Z → Z[j] , a 7→ a+ 0j et de la surjection canonique Z[j] → Z[j]/(Z[j]ρ)

se factorise en un isomorphisme
F3 := Z/3Z ∼= κ .

Solution : Puisque ρ est irréductible (cf. f),) dans l’anneau principal Z[j] l’idéal Z[j]ρ est maximal si bien que κ est un corps.
Considérons le morphisme

ψ : Z → κ composé de l’injection Z →֒ Z[j] et de la surjection canonique Z[j] → κ .

D’après la f), 3 ∈ Z[j]ρ si bien que le morphisme ψ se factorise en un morphisme φ : F3 → κ tel que le diagramme

Z →֒ Z[j]

↓ ց ψ ↓
F3

φ−−−−→ κ

(où les morphismes verticaux sont les surjections canoniques,) est commutatif.
Puisque F3 et κ sont des corps le morphisme φ est injectif.
Pour tout ξ ∈ κ, soit α := a+ bj ∈ Z[j] un antécédent de ξ par la surjection canonique. Alors α+bρ = a+b est encore

un antécédent de ξ. Il existe alors k ∈ Z tel que

a+ b = ±1 + 3k = ±1− j2ρ2 .
Il s’ensuit que±1 est un antécédent de ξ, si bien que

ξ = ±φ(1F3) .

h) Pour tout α ∈ Z[j], on notera désormais v(α) sa valuation ρ-adique i.e. le plus grand entier naturel k tel que
ρk|α.

Rappeler rapidement pourquoi

∀(α, β) ∈ Z[j]× Z[j], v(αβ) = v(α) + v(β) et v(α + β) ≥ min(v(α), v(β)) .

2) (L’équation α3 + β3 + γ3 = 0))
Dans la suite on considère

(α, β, γ) ∈ Z[j]× Z[j]× Z[j] tel que α3 + β3 + γ3 = 0 .

Dans cette question, l’élément ρ ∈ Z[j] est défini comme à la question 1), f).

a) Montrer que ρ divise l’un des trois facteurs

(α+ β) , (β + γ) ou (γ + α)

Indication : on pourra vérifier que
(α+ β + γ)3 = 3(α+ β)(β + γ)(γ + α) .

Solution :

(α+ β + γ)3 =
(
α2 + β2 + γ2 + 2(αβ + βγ + γα)

)
(α+ β + γ)

= α3 + β2α+ γ2α+ 2(α2β + αβγ + γα2) +

α2β + β3 + βγ22 + 2(αβ2 + γβ2 + αβγ) +

α2γ + β2γ + γ3 + 2(αβγ + βγ2 + αγ2)

= α3 + β3 + γ3 +

3(α2β + α2γ + β2α+ β2γ + γ2α+ γ2β + 2αβγ)

= 3
(
(α+ β)(β + γ)(γ + α)

)
.

On a alors :

i) (ρ|(α+ β + γ))
En effet, d’après la question 1), f), ρ|3 donc

ρ|3(α+ β)(β + γ)(γ + α)

c’est-à-dire, d’après ce qui précède,
ρ|(α+ β + γ)3 .

Or toujours d’après la question 1), f), ρ est irréductible, si bien que d’après le lemme de Gauß,

ρ|(α + β + γ) .
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ii) (ρ|
(
(α+ β)(β + γ)(γ + α)

)
)

Il s’ensuit immédiatement que
ρ3|(α + β + γ)3 .

Or
(α+ β + γ)3 = 3(α+ β)(β + γ)(γ + α) .

On a donc
ρ3 |

(
3(α+ β)(β + γ)(γ + α)

)

⇔ (ρ2ρ) |
(
3(α+ β)(β + γ)(γ + α)

)

⇔ (−3jρ) |
(
3(α+ β)(β + γ)(γ + α)

)

⇔ ρ |
(
− j2(α+ β)(β + γ)(γ + α)

)
.

Or −j2 est inversible, (voir question 1), d),) si bien que

ρ|
(
(α+ β)(β + γ)(γ + α)

)
.

iii) L’élément ρ étant irréductible dans Z[j] c’est encore une fois le lemme de Gauß qui permet de conclure.

On suppose dans la suite que ρ|(α+ β). On suppose de plus que α, β, et γ sont deux à deux premiers entre eux.

b) i) Montrer que l’on peut supposer que

α ≡ 1 [ρ] et β ≡ −1 [ρ]

Indication : on pourra utiliser la question 1), g).
Solution : Notons f : Z[j] → κ la surjection canonique. L’hypothèse que ρ|α+ β signifie que f(α+ β) = 0. Or on n’a

pas f(α) = 0, sans quoi on aurait aussi f(β) = 0, i.e.

ρ|α et ρ|β

ce qui contredit l’hypothèse que α et β sont premiers entre eux. On a donc, puisque κ est isomorphe à F3 (cf. question 1), g),)

f(α) = ±1F3 et β = −α .

ii) En écrivant α = 1 + λρ et en étudiant les congruences possibles de λ modulo ρ, montrer que,

α ≡ 1 [ρ2] ou jα ≡ 1 [ρ2] ou j2α ≡ 1 [ρ2] ;

on admettra sans refaire les calculs, qu’un résultat analogue vaut pour β, i.e.

β ≡ −1 [ρ2] ou jβ ≡ −1 [ρ2] ou j2β ≡ −1 [ρ2] .

Solution : Il en résulte qu’il existe λ ∈ Z[j] tel que α = 1 + λρ. Puisque λ ∈ Z[j], il existe µ ∈ Z[j] tel que
λ = µρ Dans ce cas, α = 1 + µρ2 ce qui prouve le résultat.
λ = 1 + µρ

jα = (1− ρ)α
= (1− ρ)(1 + λρ)

= (1− ρ)(1 + (1 + µρ)ρ)

= (1− ρ)(1 + ρ+ µρ2)

= 1− ρ+ ρ− ρ2 + µρ2 − µρ3
= 1− ρ2(1− µ+ µρ)

ce qui prouve le résultat.
λ = −1 + µρ

j2α = j2(1 + (−1 + µρ)ρ)

= j2(1 − ρ+ µρ2)

= j2 − j2 + j3 + j2µρ2

= 1 + j2µρ2

ce qui prouve le résultat.
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iii) Montrer que
v(αβγ) = v(γ) > 0 .

Solution : Il résulte du point i) que
v(α) = v(β) = 0 .

Il s’ensuit que
v(αβγ) = v(α) + v(β) + v(γ) = v(γ) (cf. question 1), h) .)

Or
v(γ) = v

(
α+ β + γ − (α+ β)

)
≥ min

(
v(α+ β + γ), v(α+ β)

)
.

Or il découle de l’hypothèse ρ|α+ β v(α + β) > 0, et de la a) que v(α + β + γ) > 0 ce qui prouve le résultat.

c) Montrer qu’il existe
(α1, β1, γ1) ∈ Z[j]× Z[j]× Z[j] tel que

i)
α1 ≡ 1 [ρ2] , β1 ≡ −1 [ρ2] ;

ii)
α3
1 + β3

1 + γ31 = 0 ;

iii)
v(α1β1γ1) = v(αβγ) > 0

iv) α1, β1 et γ1 sont deux à deux premiers entre eux.

Solution : Si on modifie α et β comme en b).ii), i.e. en posant

α1 = α ou jα ou j2α et β1 = β ou jβ ou j2β,

on peut satisfaire la condition i).
Puisque j3 = 1 et que α3 + β3 + γ3 = 0, la condition ii) reste satisfaite.
Puisque j et j2 sont inversibles α1 et α (resp. β1 et β) sont associés si bien que α1, β1 et γ1 restent deux à deux premiers

entre eux et que la condition iv) reste vérifiée.
Enfin, toujours du fait que j et j2 sont inversibles, v(j) = v(j2) = 0 si bien que

v(α1) = v(α) et v(β1) = v(β) .

Il s’ensuit que b).iii) entraîne immédiatement iii).

d) Montrer qu’il existe

(A,B,C) ∈ Z[j]× Z[j]× Z[j] tel que α1 + jβ1 = Aρ,
jα1 + β1 = Bρ

et j2(α1 + β1) = Cρ .

Solution : On remarque que
α1 + jβ1 = α1 + β1 − ρβ1 .

Or d’après c).i), ρ|α1 + β1 si bien que
ρ|α1 + jβ1

et qu’il existe donc
A ∈ Z[j] tel que α1 + jβ1 = Aρ .

De même, on remarque que
jα1 + β1 = α1 + β1 − ρα1,

ce qui pour les même raisons, assure de l’existence de

B ∈ Z[j] tel que jα1 + β1 = Bρ .

Enfin il suffit de remarquer une fois encore que ρ|α1 + β1 pour assurer l’existence de

C ∈ Z[j] tel que j2(α1 + β1) = Cρ .

5



e) Montrer que :

i) A et B sont premiers entre eux
Indication : on pourra calculer

ρ(Bj2 −Aj) et ρ(Aj2 −Bj) ;

Un calcul tout à fait similaire et qu’on ne demande pas de faire montre que A et C (resp. B et C,) sont également premiers
entre eux.

Solution :
ρ(Bj2 −Aj) = j3α1 + j2β1 − jα1 − j2β1 = (1− j)α1 = ρα1

d’où
Aj2 −Bj = α1 .

ρ(Aj2 −Bj) = j2α1 + j3β1 − j2α1 − jβ1 = (1− j)β1 = ρβ1

d’où
Aj2 −Bj = β1 .

Ainsi tout diviseur commun à A et B est un diviseur commun à α1 et β1 qui sont premiers entre eux d’après c).iv). Il en est donc
de même de A et B.

De même
ρ(jC −A) = ρβ1 et ρ(C − jA) = −jρα1 .

Ce qui prouve, comme j est inversible, que A et C sont premiers entre eux.
Le calcul pour µB et C est vraiement le même.

ii) A+B + C = 0 ;
Solution :

ρ(A+ B + C) = α1 + jβ1 + jα1 + β1 + j2(α1 + β1) = (α1 + β1)(1 + j + j2) = 0 .

iii)
A ≡ 1 [ρ] , B ≡ −1 [ρ] et C ≡ 0 [ρ] ;

Solution : D’après c).i), écrivons
α1 = 1 + λρ2 et β1 = −1 + µρ2 .

Il vient alors
Aρ = 1 + λρ2 + j(−1 + µρ2) = (1− j) + (λ+ jµ)ρ2 = ρ(1 + (λ+ jµ)ρ)

d’où
A = 1 + (λ+ jµ)ρ .

De même
Bρ = j(1 + λρ2)− 1 + µρ2 = ρ(−1 + (jλ + µ)ρ)

d’où
B = −1 + (jλ+ µ)ρ .

Enfin
Cρ = j2(1 + λρ2 − 1 + µρ2) = ρ(j2(λ+ µ)ρ)

d’où
C = j2(λ+ µ)ρ .

iv)
ρ3ABC = −γ31 .

Solution :

ρ3ABC = (α1 + β1j)(α1 + β1j
2)(α1 + β1)

= α3
1 + β3

1

= −γ31 .
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f) Montrer qu’il existe

(u, α2, β2, γ2) ∈ Z[j]× × Z[j]× Z[j]× Z[j] tel que uα3
2 = A , uβ3

2 = B et uγ32 = C .

Solution : On a montré en e).iv) que
ρ3ABC = −γ31 .

Or il découle de c).i) et c).iii) que v(γ1) > 0 ou encore que ρ|γ1. Il existe donc θ ∈ Z[j] tel que γ1 = ρθ ce qui entraîne
ρ3ABC = −ρ3θ3 et donc

ABC = (−θ)3 .
Or A, B et C sont deux à deux premiers entr eux d’après e).i),si bien qu’il existe

(α2, β2, γ2) ∈ Z[j]× Z[j]× Z[j] tel que α3
2 = A , β3

2 = B et γ32 = C .

g) Montrer que
v(γ2) = v(γ)− 1

et en déduire que
v(α2β2γ2) = v(αβγ) − 1 .

Solution : On a γ32 = C d’où 3v(γ2) = v(C). Or d’après e).iii) v(A) = v(B) = 0, d’où v(C) = v(ABC) ce qui, en
utilisant e).iv), donne

3 + 3v(γ2) = v(ρ3γ2) = v(ρ3C) = v(ρ3ABC) = v(γ31) = 3v(γ1) .

Il s’ensuit que v(γ2) = v(γ1)− 1. Or d’après c),

v(γ1) = v(α1β1γ1) = v(αβγ) .

Il s’ensuit que v(γ2) = v(αβγ)− 1. Or d’après e).iii),

3v(α2) = v(A) = 0 et 3v(β2) = v(B) = 0

d’où v(α2) = v(β2) = 0 et finalement

v(α2β2γ2) = v(γ2) = v(αβγ) − 1 .

h) (Bonus)
Montrer qu’il n’existe pas d’entiers (a, b, c) ∈ Z× Z× Z non nuls tels que

a3 + b3 = c3 .
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Examen du 6 mai 2019
Durée 3 heures

La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, téléphones mobiles, objets
connectés et documents ne sont pas autorisés.

Exercice A : Soit A := Z2 muni de sa structure de groupe abélien dont on note
(
x
y

)

les éléments.

1) (Base)

Soit B :=

((
r
s

)

,

(
t
u

))

un couple d’éléments de A.

a) À quelle condition nécessaire et suffisante B est-elle une famille libre de A ?

b) Montrer que B est une base de A si et seulement si ru − st = ±1.

c) Montrer que si B est une base de A,
((

r
s

)

,

(
t′

u′

))

est une base de A si et seulement si

∃k ∈ Z, tel que

(
t
u

)

−
(
t′

u′

)

= k

(
r
s

)

ou

(
t
u

)

+

(
t′

u′

)

= k

(
r
s

)

.

Soient
(

b1 :=

(
6
9

)

, b2 :=

(
15
25

))

∈ A×A et

B := Vect
{
b1, b2

}
= {xb1 + yb2 , (x, y) ∈ Z2} ⊂ A .

2) a) Montrer qu’il existe
(a, b) ∈ N2 , (a1, a2) ∈ A×A tels que :

i) b1 = aa1 ;

ii) (a1, a2) est une base de A ;

iii) (aa1, ba2) est une base de B

et que sous les hypothèses i) à iii) le triplet (a, b, a1) est unique. Qu’en est-il de a2 ?

b) La base (aa1, ba2) déterminée en a) est-elle adaptée à B ⊂ A ?

c) Soient
d := a ∧ b , da′ := a , db′ = b , m le Ppcm de a et b et c1 := a′a1 + b′a2 .

Montrer qu’il existe c2 ∈ A tel que (c1, c2) est une base de A et qu’alors (dc1,mc2) est une base de B.

d) Donner une base adaptée à B ⊂ A et les facteurs invariants de A/B.
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Exercice B : (Commutant)
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u ∈ EndK(E). On appelle commutant de u et on

note
Com(u) := {v ∈ EndK(E) ; u ◦ v = v ◦ u} ⊂ EndK(E)

l’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec u. On rappelle que K[u] ⊂ EndK(E) est l’ensemble des
polynômes en u i.e. l’image de K[X ] par le morphisme X 7→ u.

1) Montrer que Com(u) est un sous espace vectoriel de EndK(E).

2) On suppose dans cette question que u est cyclique et que x0 ∈ E est un vecteur cyclique pour u.

a) En considérant l’application
ϕ : Com(u) → E , v 7→ v(x0),

montrer que l’on a dimK Com(u) 6 n.

b) Montrer que dimK[u] ≥ n et que
Com(u) = K[u] .

On pourra remarquer, en particulier que si u est nilpotent d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)

Com(u) ∼= K[u] .

3) Supposons que E =
r⊕

i=1

Ei avec Ei stable par u. Comparer

dimK Com(u) et

r∑

i=1

dimK Com(u|Ei
) .

4) On suppose que E = E1 ⊕ E2, où Ei est stable par u, cyclique de polynôme minimal µi avec µ2|µ1.

a) Montrer qu’il existe une base B de E telle que :

MB(u) =

(
Cµ1 0
0 Cµ2

)

où pour tout polynômeR ∈ K[X ], CR désigne la matrice compagnon de R.

b) En déduire qu’il existe un endomorphisme v ∈ Com(u) \ {0} dont la matrice dans la base B est de la forme

MB(v) =

(
0 0
A 0

)

.

c) Montrer que
dimK Com(u) > n .

5) Déduire de ce qui précède que, si u n’est pas cyclique dimK Com(u) > n ; puis que dimK Com(u) = n si et seulement
si u est cyclique.
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Exercice C : (Réduction de JORDAN et tableaux de YOUNG)
SoientK un corps,E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗ et f ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire

de E.

On suppose qu’il existe un entier ε ∈ N∗ tel que

f ε = 0 etf ε−1 6= 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ε (cf. cours IV.8.1.)

Étant donné un endomorphisme f ∈ End(E) de E,

∀k ∈ N, on note Nk := Ker fk et nk := dimNk

(avec la convention que f0 = IdE .)

1) Quand ε = n, décrire complètement la suite dimKNi ,i ∈ N .

2) (Injection de FROBENIUS)
SoientK un corps,E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗ et f ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire

de E.

On suppose qu’il existe un entier ε ∈ N∗ tel que

f ε = 0 etf ε−1 6= 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ε (cf. cours IV.8.1.)

Étant donné un endomorphisme f ∈ End(E) de E,

∀k ∈ N, on note Nk := Ker fk et nk := dimNk

(avec la convention que f0 = IdE .)

On note
∀i ∈ N∗, σ(i) := dimKNi − dimKNi−1 .

Il est vraisemblable que nombre des énoncés de cet exercice peuvent être obtenus comme corollaires du théorème
IV.10.10 de réduction de JORDAN, mais on va chercher à les établir ici par des méthodes plus élémentaires.

a) Étant donnés un K-espace vectoriel V de dimension finie et W ⊂ V un sous-espace de V, , rappeler ce que vaut
dimK V/W en fonction de dimK V et dimKW.

b) Montrer que
∀i ∈ N, σ(i) ≥ 0 .

c) Vérifier que, pour tout i ∈ N, la restriction f|Ni+1
de f à Ni+1 est à valeurs dans Ni.

Pour tout i ∈ N, on note
pi : Ni+1 → Ni+1/Ni la surjection canonique .

d) Montrer que, pour tout i ∈ N, il existe un unique morphisme

fi : Ni+2/Ni+1 → Ni+1/Nitq fi ◦ pi+1 = pi ◦ f|Ni+2
.

e) Montrer que
∀i ∈ N, fi est injective .

On l’appellera l’injection de FROBENIUS.

f) Déduire de ce qui précède que σ(·) est décroissante.

3



3) (Tableaux de YOUNG)
SoientK un corps,E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗ et f ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire

de E.

On suppose qu’il existe un entier ε ∈ N∗ tel que

f ε = 0 etf ε−1 6= 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ε (cf. cours IV.8.1.)

Étant donné un endomorphisme f ∈ End(E) de E,

∀k ∈ N, on note Nk := Ker fk et nk := dimNk

(avec la convention que f0 = IdE .)

a) Justifier, en citant précisément le théorème que vous utilisez, mais sans le redémontrer bien entendu, qu’il existe un entier
m ∈ N∗, des entiers strictement positifs rj ,1≤j≤m et des sous espaces Ej ,1≤j≤m tels que :

J1)

E =

m⊕

j=1

Ej ;

J2) ∀1 ≤ j ≤ m, Ej est stable par f ;

J3)
∀1 ≤ j ≤ m− 1, rj ≥ rj+1 ;

J4) le sous-espace (Ej , f|Ej
) est cyclique de polynômes minimal Xrj .

b) Que vaut
m∑

j=1

rj ?

On définit le tableau de YOUNG de (E, f) comme le tableau constitué de m lignes, alignées sur la gauche et tel que la
j ième ligne comporte rj cases. Par exemple si m = 3, (r1, r2, r3) = (5, 4, 1), le tableau de YOUNG est

Y (E, f) =





∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗



 .

c) Montrer que pour tout j ∈ N∗, σ(j) := dimKNj − dimKNj−1 est la hauteur (le nombre de cases) de la j ième colonne
du tableau de YOUNG Y (E, f).

d) a) Donner les invariants de similitudes de f nilpotent dont le tableau de YOUNG est

Y (E, f) =





∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗



 .

b) Quelle est la dimension de E ?

c) Quels sont le tableau de YOUNG de f2 et ses invariants de similitude.
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Corrigé de l’examen du 6 mai 2019

Exercice A : Soit A := Z2 muni de sa structure de groupe abélien dont on note
(
x
y

)

les éléments.

1) (Base)

Soit B :=

((
r
s

)

,

(
t
u

))

un couple d’éléments de A.

a) À quelle condition nécessaire et suffisante B est-elle une famille libre de A ?

Solution : Pour (x, y) ∈ Z2, l’équation x

(
r
s

)

+ y

(
t
u

)

= 0 équivaut à :

{
rx + ty = 0

}

b) Montrer que B est une base de A si et seulement si ru − st = ±1.
Solution :

c) Montrer que si B est une base de A,
((

r
s

)

,

(
t′

u′

))

est une base de A si et seulement si

∃k ∈ Z, tel que

(
t
u

)

−
(
t′

u′

)

= k

(
r
s

)

ou

(
t
u

)

+

(
t′

u′

)

= k

(
r
s

)

.

Solution :

Soient
(

b1 :=

(
6
9

)

, b2 :=

(
15
25

))

∈ A×A et

B := Vect
{
b1, b2

}
= {xb1 + yb2 , (x, y) ∈ Z2} ⊂ A .

2) a) Montrer qu’il existe
(a, b) ∈ N2 , (a1, a2) ∈ A×A tels que :

i) b1 = aa1 ;

ii) (a1, a2) est une base de A ;

iii) (aa1, ba2) est une base de B
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et que sous les hypothèses i) à iii) le triplet (a, b, a1) est unique. Qu’en est-il de a2 ?

Solution : Si (a1, a2) est une base de A, en posant a1 :=

(
r
s

)

, nécessairement r et s sont premiers entre eux d’après la

question 1), b). Si de plus,
∃a ∈ N, tel que b1 = aa1,

on a

a := 6 ∧ 9 = 3 et a1 =

(
2
3

)

.

Alors, d’après la question 1), b)

(

a1,

(
1
2

))

est une base de A et, d’après question 1), c), (a1, a2) est une base de A si et

seulement si

il existe ǫ = ±1 et ∃k ∈ Z, tels que a2 =

(
ǫ+ 2k
2ǫ+ 3k

)

.

S’il existe b ∈ N∗ satisfaisant iii), on a un isomorphismeA/B ∼= Z/aZ× Z/bZ ce qui prouve l’unicité de b.

En prenant a2 :=

(
3
5

)

(a1, a2) satisfait ii) en vertu de la question 1), b). En prenant b := 5, (aa1, ba2) = (b1, b2) est

bien une famille génératrice de B qui est libre puisque (a1, a2) l’est si bien que iii) est satisfait.
Reste à prouver l’unicité de a2. On sait, d’après question 1), c) que si a′2 vérifie ii),

∃ǫ = ±1 , ∃k ∈ Z, tels que a′2 = ǫa2 + ka1 .

Si de plus (a1, a′2) vérifie iii), en particulier :

∃(x, y) ∈ Z2, b2 = axa1 + bya′2
⇔ ba2 = axa1 + by(ǫa2 + ka1)

⇔
{
ax+ byk = 0
1− yǫ = 0

}

⇔
{
ax+ byk = 0

y = ǫ

}

⇒ ax+ bkǫ = 0

a2 n’est pas unique on peut ajuster k et x sous certaines contraintes de divisibilité.

b) La base (aa1, ba2) déterminée en a) est-elle adaptée à B ⊂ A ?
Solution : On n’a

ni a|b ni b|a
si bien que la base (aa1, ba2) n’est pas adaptée.

c) Soient
d := a ∧ b , da′ := a , db′ = b , m le Ppcm de a et b et c1 := a′a1 + b′a2 .

Montrer qu’il existe c2 ∈ A tel que (c1, c2) est une base de A et qu’alors (dc1,mc2) est une base de B.
Solution : Dans la base (a1, a2), c1 a pour couple de coordonnées (a′, b′). Or par définition a′ et b′ sont premiers entre eux,

si bien qu’il existe
(u, v) ∈ Z2 tel que a′v − b′u = 1 .

D’après la question 1), b),

((
a′

b′

)

,

(
u
v

))

est une base de A.

De plus
dc1 = da′a1 + db′a2 = aa1 + ba2 = b1 + b2 ∈ B

et
mc2 = mua1 +mva2 = ub′aa1 + va′ba2 = ub′b1 + va′b2 ∈ B .

Il en découle que :
{
dc1 = b1 + b2
mc2 = ub′b1 + va′b2

}

⇔
{
(va′ − ub′)b1 = va′dc1 −mc2
(va′ − ub′)b2 = mc2 − b′udc1

}

⇔
{
b1 = vac1 −mc2
b2 = mc2 − ubc1

}

Il en résulte que (dc1,mc2) est génératrice de B et que c’est donc une base.
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d) Donner une base adaptée à B ⊂ A et les facteurs invariants de A/B.

Exercice B : (Commutant)
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u ∈ EndK(E). On appelle commutant de u et on

note
Com(u) := {v ∈ EndK(E) ; u ◦ v = v ◦ u} ⊂ EndK(E)

l’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec u. On rappelle que K[u] ⊂ EndK(E) est l’ensemble des
polynômes en u i.e. l’image de K[X ] par le morphisme X 7→ u.

1) Montrer que Com(u) est un sous espace vectoriel de EndK(E).
Solution : Il est clair que l’application nulle et l’identité de E appartiennent à Com(u) qui est donc non vide. Par ailleurs

pour v et w dans Com(u), a et b dans K,

u ◦ (av + bw) = u ◦ av + u ◦ bw
= av ◦ u+ bw ◦ u
= (av + bw) ◦ u

c’est-à-dire que av + bw ∈ Com(u) ce qui prouve que Com(u) est un sous espace vectoriel de EndK(E).
On peut également constater que l’application

EndK(E) → EndK(E) , v 7→ u ◦ v − v ◦ u

est linéaire et que Com(u) est son noyau.

2) On suppose dans cette question que u est cyclique et que x0 ∈ E est un vecteur cyclique pour u.

a) En considérant l’application
ϕ : Com(u) → E , v 7→ v(x0),

montrer que l’on a dimK Com(u) 6 n.
Solution : Soit v ∈ Com(u) tel que φ(v) = 0 c’est-à-dire que v(x0) = 0. On en déduit alors que

∀1 ≤ k ≤ n− 1, v[uk(x0)] = uk[v(x0)] = uk(0) = 0

c’est-à-dire que v s’annule sur une base de E et donc que v = 0.
Il s’ensuit que φ est injective ce qui entraîne

dim Com(u) ≤ rg(φ) ≤ dimE ≤ n .

b) Montrer que dimK[u] ≥ n et que
Com(u) = K[u] .

On pourra remarquer, en particulier que si u est nilpotent d’échelon n (cf. cours IV.8.1,)

Com(u) ∼= K[u] .

Solution :

i) Considérons la famille FU := {ui} ,0 ≤ i ≤ n−1⊂ K[u]. Pour tout n-uplet (a0, . . . , an−1) d’éléments de K,

n−1∑

i=0

aiu
i = 0

⇒
n−1∑

i=0

aiu
i(x0) = 0

⇒ ai = 0 ∀0 ≤ i ≤ n− 1,

puisque B est une base de E. Il en résulte que Fu est une famille libre de cardinal n de K[u] qui est donc de dimension au moins
n.

On pourrait aussi voir que
K[u] ∼= K[X ]/Pminu

qui est (cf. TD n◦ V, exercice C,) un espace vectoriel de dimension deg(Pmin u). Or u étant cyclique

deg(Pmin u) = n (cf. IV.4.1 .)
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ii) Pour tout v ∈ K[u], il existe

ai ,0≤i≤k ∈ K tel que v =

k∑

i=0

aiu
i .

Il s’ensuit que

u ◦ v = u ◦
(
k∑

i=0

aiu
i
)

=

k∑

i=0

aiu
i+1

=
(
k∑

i=0

aiu
i
)
◦ u

= v ◦ u .

Il en résulte donc que K[u] ⊂ Com(u) ce qui combiné aux inégalités précédemment obtenues sur les dimensions donne
finalement

K[u] = Com(u) .

3) Supposons que E =
r⊕

i=1

Ei avec Ei stable par u. Comparer

dimK Com(u) et

r∑

i=1

dimK Com(u|Ei
) .

Solution : Notons ∀1 ≤ i ≤ r, ui := u|Ei
. Pour tout vi ,1≤i≤r ∈ Com(ui) notons v ∈ EndK(E) l’unique endomor-

phisme de E défini par

∀x :=

r∑

i=1

xi ,xi ∈ Ei
∈ E, v(x) :=

r∑

i=1

vi(xi) .

Notons que si l’on s’est donné des bases des sous-espacesEi dont la réunion forme une base deE, ce qui précède revient à écrire
la matrice de v par blocs. De manière plus abstraite, c’est une conséquence de la proposition A.4.7.

Alors :

∀x ∈ E, u[v(x)] = u
(
r∑

i=1

v(xi)
)

= u
(
r∑

i=1

vi(xi)
)

=

r∑

i=1

u[vi(xi)]

=

r∑

i=1

ui[vi(x)]

=

r∑

i=1

vi[ui(xi)]

= v
(
r∑

i=1

ui(xi)
)

= v[u(x)] .

On construit ainsi une application

γ :
r∏

i=1

Com(ui) → Com(u) .

C’est une vérification assez pénible mais sans grande difficulté que de montrer que γ est linéaire. De plus :

∀vi ,1≤i≤r ∈
r∏

i=1

Com(ui), γ(v) = 0

⇔ ∀1 ≤ i ≤ r, ∀x ∈ Ei, γ(v)(x) = 0
⇔ vi(x) = 0
⇔ ∀1 ≤ i ≤ r, vi = 0 ;
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c’est-à-dire que γ est injective ; d’où l’on déduit que
r∑

i=1

dimK Com(ui) = dimK

(
r∏

i=1

Com(ui)
)
≤ dimK Com(u) .

4) On suppose que E = E1 ⊕ E2, où Ei est stable par u, cyclique de polynôme minimal µi avec µ2|µ1.

a) Montrer qu’il existe une base B de E telle que :

MB(u) =

(
Cµ1 0
0 Cµ2

)

où pour tout polynômeR ∈ K[X ], CR désigne la matrice compagnon de R.
Solution : Par définition des espaces Cycliques (cf. cours IV.4.1.)

b) En déduire qu’il existe un endomorphisme v ∈ Com(u) \ {0} dont la matrice dans la base B est de la forme

MB(v) =

(
0 0
A 0

)

.

Solution : Si un tel v existe :

MB(u)MB(v)−MB(v)MB(u) = 0

⇔
(
Cµ1 0
0 Cµ2

)

·
(
0 0
A 0

)

−
(
0 0
A 0

)

·
(
Cµ1 0
0 Cµ2

)

= 0

⇔
(

0 0
Cµ2A 0

)

−
(

0 0
ACµ1 0

)

= 0

⇔ Cµ2A−ACµ1 = 0 .

Une matrice non nulle

(
0 0
A 0

)

par blocs correspond à un morphisme v : E1 → E2. La condition de commutation cor-

respond à v ◦ u1 = u2 ◦ v ce qui signifie exactement que v est un morphisme de K[X ]-modules (cf. cours IV.1.) Or
Ei = K[X ]/µi avec µ2|µ1. On sait bien que dans ce cas, on a un morphisme naturel factorisant les projections canoniques :

K[X ]

↓ ց
K[X ]/µ1 → K[X ]/µ2 .

Si l’isomorphisme Ei ∼= K[X ]/µi est donné par un vecteur cyclique xi, dans les identifications ci-dessus, v est l’unique
morphisme

v : E1 → E2 , x1 7→ x2 et v ◦ u1 = u2 ◦ v .

c) Montrer que
dimK Com(u) > n .

Solution : Pour i = 1 ou 2, notons

Vi :=
{
v ∈ EndK(E) ; Ej ,j = 1 ou 2 est stable par v , v|Ei

∈ Com(u|Ei
) , v|E3−i

= 0
}
.

On a alors Vi ∼= Com(u|Ei
), Vi ⊂ Com(u) et la somme V1 + V2 est directe. On en déduit que

dimK Com(u) ≥ dimK V1 + dimK V2 ≥ dimKE1 + dimKE2

en utilisant les résultats de la question 2). Or l’endomorphisme v construit en b) n’appartient pas à V1 ⊕ V2 ce qui rend strict
l’inégalité précédente.

5) Déduire de ce qui précède que, si u n’est pas cyclique dimK Com(u) > n ; puis que dimK Com(u) = n si et seulement
si u est cyclique.

Solution : On a vu (cf. question 2), b),) que lorsque u est cyclique dimK Com(u) = n.
Si u n’est pas cyclique, il existe en vertu du théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS une décomposition de

E =
r⊕

i=1

Ei

en sous-espaces cycliques. L’énoncé d’unicité IV.11.5.2) dans le théorème loc. cit., assure alors que nécessairement r ≥ 2. En
appliquant alors un argument de récurrence sur r, on montre (cf. question 4),) que

dimK Com(u) > n .
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Exercice C : (Réduction de JORDAN et tableaux de YOUNG)
SoientK un corps,E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗ et f ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire

de E.

On suppose qu’il existe un entier ε ∈ N∗ tel que

f ε = 0 etf ε−1 6= 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ε (cf. cours IV.8.1.)

Étant donné un endomorphisme f ∈ End(E) de E,

∀k ∈ N, on note Nk := Ker fk et nk := dimNk

(avec la convention que f0 = IdE .)

1) Quand ε = n, décrire complètement la suite dimKNi ,i ∈ N .
Solution : Choisissons une base ei ,0≤i≤n−1 donnée par un vecteur

x ∈ E tel que {ei := f i(x)} ,0 ≤ i ≤ ε−1 soit une base de E (cf. Problème n◦ II, exercice A, question 1) .)

Alors :
∀1 ≤ i ≤ n, ∀0 ≤ j ≤ n− 1− i, f i(ej) = ei+j

∀n− i ≤ j ≤ n− 1, f i(ej) = 0 .

Il s’ensuit que

f
|Vect

{
ej ,0≤j≤n−1−i

} est injective

f
|Vect

{
ej ,n−i≤j≤n−1

} est nulle .

Comme par ailleurs
E = Vect

{
ej ,0≤j≤n−1−i

}
⊕ Vect

{
ej ,n−i≤j≤n−1

}
,

on en déduit que
∀0 ≤ i ≤ n− 1, Ni = Vect

{
ej ,n−i≤j≤n−1

}
⇒ dimKNi = i .

Enfin fn = 0, si bien que
∀i ∈ N, i ≥ n = dimKNi = n .

2) (Injection de FROBENIUS)
SoientK un corps,E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗ et f ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire

de E.

On suppose qu’il existe un entier ε ∈ N∗ tel que

f ε = 0 etf ε−1 6= 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ε (cf. cours IV.8.1.)

Étant donné un endomorphisme f ∈ End(E) de E,

∀k ∈ N, on note Nk := Ker fk et nk := dimNk

(avec la convention que f0 = IdE .)

On note
∀i ∈ N∗, σ(i) := dimKNi − dimKNi−1 .

Il est vraisemblable que nombre des énoncés de cet exercice peuvent être obtenus comme corollaires du théorème
IV.10.10 de réduction de JORDAN, mais on va chercher à les établir ici par des méthodes plus élémentaires.

a) Étant donnés un K-espace vectoriel V de dimension finie et W ⊂ V un sous-espace de V, , rappeler ce que vaut
dimK V/W en fonction de dimK V et dimKW.

Solution : On a
dimK V = dimKW + dimK V/W

en application par exemple du théorème I.9.19 qui se déduit en fait du fait que V/W est isomorphe à n’importe qu’elle supplé-
mentaire de W dans V.
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b) Montrer que
∀i ∈ N, σ(i) ≥ 0 .

Solution : (cf. Problème n◦ II, exercice A, question 3),) d’où l’on peut même déduire plus précisément que

∀1 ≤ i ≤ ε, σ(i) > 0 et ∀k ∈ N, k > ε ⇒ σ(k) = 0 .

c) Vérifier que, pour tout i ∈ N, la restriction f|Ni+1
de f à Ni+1 est à valeurs dans Ni.

Solution :
∀x ∈ Ni+1, u

i[u(x)] = ui+1(x) = 0 ⇔ u(x) ∈ Ni .

Pour tout i ∈ N, on note
pi : Ni+1 → Ni+1/Ni la surjection canonique .

d) Montrer que, pour tout i ∈ N, il existe un unique morphisme

fi : Ni+2/Ni+1 → Ni+1/Nitq fi ◦ pi+1 = pi ◦ f|Ni+2
.

Solution : Considérons le diagramme commutatif :

Ni+1 →֒ Ni+2

f|Ni+1



y



y f|Ni+2

Ni →֒ Ni+1

dont les flèches horizontales sont injectives. On obtient, par factorisation un morphisme

fi : Ni+2/Ni+1 → Ni+1/Ni

si bien qu’on a un morphisme de suites exactes (c’est-à-dire un diagramme commutatif à lignes exactes) :

0 → Ni+1 −→ Ni+2
pi+1−−−−→ Ni+2/Ni+1 → 0

f|Ni+1



y f|Ni+2



y



y fi

0 → Ni −→ Ni+1
pi−−−−→ Ni+1/Ni → 0

.

e) Montrer que
∀i ∈ N, fi est injective .

On l’appellera l’injection de FROBENIUS.
Solution :

∀y ∈ Ni+2/Ni+1, ∃x ∈ Ni+2, tel que pi+1(x) = y .

Alors :
fi(y) = 0

⇔ fi[pi+1(x)] = 0
⇔ pi[u(x)] = 0
⇔ u(x) ∈ Ni
⇒ x ∈ Ni+1

⇒ pi+1(x) = 0
⇒ y = 0 .

Ainsi fi est injective.

f) Déduire de ce qui précède que σ(·) est décroissante.
Solution :

∀i ∈ N, σ(i + 1)− σ(i) =
(
dimKNi+1 − dimKNi

)

−
(
dimKNi − dimKNi−1

)

= dimKNi+1/Ni − dimKNi/Ni−1

(cf. a) .)

Or fi−1 étant injectif (cf. e),)
dimKNi+1/Ni ≤ dimKNi/Ni−1

ce qui conclut.
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3) (Tableaux de YOUNG)
SoientK un corps,E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗ et f ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire

de E.

On suppose qu’il existe un entier ε ∈ N∗ tel que

f ε = 0 etf ε−1 6= 0

autrement dit tel que f soit nilpotent d’échelon (d’indice) ε (cf. cours IV.8.1.)

Étant donné un endomorphisme f ∈ End(E) de E,

∀k ∈ N, on note Nk := Ker fk et nk := dimNk

(avec la convention que f0 = IdE .)

a) Justifier, en citant précisément le théorème que vous utilisez, mais sans le redémontrer bien entendu, qu’il existe un entier
m ∈ N∗, des entiers strictement positifs rj ,1≤j≤m et des sous espaces Ej ,1≤j≤m tels que :

J1)

E =

m⊕

j=1

Ej ;

J2) ∀1 ≤ j ≤ m, Ej est stable par f ;

J3)
∀1 ≤ j ≤ m− 1, rj ≥ rj+1 ;

J4) le sous-espace (Ej , f|Ej
) est cyclique de polynômes minimal Xrj .

Solution : Le polynôme minimal de f est Xε. Il est sindé et n’a qu’un facteur irréductible, si bien que dans ce cas, aussibien
le théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS que le théorème IV.10.10 donne le résultat demandé.

b) Que vaut
m∑

j=1

rj ?

Solution : Puisque les sous-espaces Ej ,1≤j≤m sont cycliques, on a :

∀1 ≤ j ≤ m, dimKEj = deg(Pmin f|Ej
) = rj (cf. IV.4.1 .)

Or il résulte de a).J1) que

n = dimKE =

m∑

j=1

dimK Ej =

m∑

j=1

rj .

On définit le tableau de YOUNG de (E, f) comme le tableau constitué de m lignes, alignées sur la gauche et tel que la
j ième ligne comporte rj cases. Par exemple si m = 3, (r1, r2, r3) = (5, 4, 1), le tableau de YOUNG est

Y (E, f) =





∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗



 .

c) Montrer que pour tout j ∈ N∗, σ(j) := dimKNj − dimKNj−1 est la hauteur (le nombre de cases) de la j ième colonne
du tableau de YOUNG Y (E, f).

Solution : Si l’on note hj la hauteur de la j ième colonne du tableau de YOUNG, par construction

hj = #
(
{i ∈ N ; ri ≥ j}

)
.

Puisque le tableau de YOUNG est construit en rangeant les ri par ordre décroissant, on a

∀1 ≤ i ≤ hj, ri ≥ j et ∀hj + 1 ≤ i ≤ m, ri < j .

Alors

∀1 ≤ i ≤ hj , ni,j = j et ni,j−1 = j − 1
∀hj + 1 ≤ i ≤ m, ni,j = rj et ni,j−1 = rj

(cf. Problème n◦ II, exercice C, question 4) .)
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Il s’ensuit que :

σ(j) = nj − nj−1

=

m∑

i=1

ni,j − ni,j−1

=

hj∑

i=1

ni,j − ni,j−1 +

m∑

i=hj+1

ni,j − ni,j−1

=

hj∑

i=1

j − (j − 1) +

m∑

i=hj+1

rj − rj

= hj .

d) a) Donner les invariants de similitudes de f nilpotent dont le tableau de YOUNG est

Y (E, f) =





∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗



 .

Solution : On a immédiatement
m = 3 , r1 = 5 , r2 = 4 et r3 = 1 .

b) Quelle est la dimension de E ?
Solution :

dimKE =

m∑

i=1

ri = 5 + 4 + 1 = 10 . (cf. b) .)

c) Quels sont le tableau de YOUNG de f2 et ses invariants de similitude.
Solution : Cette question est l’une de celles qui met le mieux en évidence l’intérêt des tableaux de YOUNG dans l’études

des endomorphismes nilpotents. En effet ces tableaux mettent en relation (leur lignes) les invariants de similitude ri ,1≤i≤m d’un
endomorphisme nilpotent et les sauts (les colonnes) dans la suite des noyaux itérés σ(j) ,1 ≤ j ≤ r1 . Comme chaque fois qu’on
établit de telles correspondances il se peut que, suivant les situations, certains invariants soient plus facile à calculer ; ce qui
permet de déterminer les autres.

Typpiquement si l’on note g := f2, on va constater que les sauts dans la suites des noyaux sont assez faciles à déterminer
alors qu’il semble beaucoup moins immédiat de calculer les invariants de similitude. En effet,

∀j ∈ N∗, dimK Ker gj − dimK Ker gj−1 = dimK Ker f2j − dimK Ker f2j−2

= n2j − n2j−2

= (n2j − n2j−1) + (n2j−1 − n2j−2) .

Il faut donc « empiler l’une sur l’autre » (cf. c),) deux colonnes successives du tableau de f pour obtenir celui de g. Il en
résulte, dans le cas particulier considéré ici que

Y (E, f2) = Y (E, g) =









∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ .









.

Il an résulte que
m = 5 , r1 = 3 , r2 = r3 = r4 = 2 = r5 = 1 .
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Examen du 14 juin 2019
Durée 3 heures

La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices, téléphones mobiles, objets
connectés et documents ne sont pas autorisés.

Exercice A : (Groupes abéliens à 144 éléments)
Donner les classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal 144.

Exercice B : (Facteurs invariants)
Soit A le groupe abélien libre Z3 = {(x, y, z) , x ∈ Z, y ∈ Z, z ∈ Z}. Soient

(
b1 := (4, 5, 9), b2 := (7, 6, 13), b3 := (2, 8, 10)

)
∈ A×A×A

et B le sous-groupe de A engendré par b1,b2 et b3.

1) Justifier (en citant le théorème adéquat) que B est un groupe abélien libre.

2) On note B′ le sous-groupe de A engendré par b1 et b2.

a) La famille (b1, b2, b3) est-elle libre?

b) ComparerB et B′.

c) Quel est le rang de B ? de B′ ?

3) Donner les facteurs invariants du groupe quotient A/B.

4) Soit a ∈ N∗, et Ba le sous-groupe de A engendré par ab1, ab2 et ab3.

Déterminer les facteurs invariants du quotient A/Ba.

Exercice C : (Commutation d’endomorphismes)

1) Soient A un anneau I et J des idéaux de A tels que J ⊂ I.

On note pI : A → A/I et pJ : A → A/J les surjections canoniques .

Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux

φ : A/J → A/I tel que φ ◦ pJ = pI

et que φ est surjectif.

Dans la suite, K est un corps, K[X ] l’anneau des polynômes à une indéterminée à coefficients dans K, P et Q des
éléments de K[X ] tels que P |Q.

2) Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux

φ : K[X ]/QK[X ] → K[X ]/PK[X ] tel que ∀R ∈ K[X ], φ(RmodQ) = RmodP .

1



3) Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire de E. On sup-
pose que E = F ⊕ G, où F et G sont des sous-espaces cycliques pour u de polynômes minimaux respectifs P et
Q.

a) Donner deux caractérisations du fait que F et G sont cycliques.

b) Donner un isomorphisme K-linéaire

α : K[X ]/PK[X ] ∼= F (resp. β : K[X ]/QK[X ] ∼= G .)

c) À l’aide de ce qui précède construire un morphisme K-linéaire non nul

ψ : G → F tel que u|F ◦ ψ = ψ ◦ u|G .

d) En déduire finalement qu’il existe un endomorphisme K-linéaire η ∈ EndK(E) de E, tel que G ne soit pas stable par
η et

η ◦ u = u ◦ η .

Exercice D : (L’anneau Z(3))
Soit

V :=
{r

s
∈ Q , r et s premiers entre eux , 3 6 |s

}
.

Dans la suite, lorsqu’on écrira r
s ∈ Q, on supposera toujours r et s premiers entre eux.

1) Montrer que V est un sous-anneau de Q.

2) Montrer que V est un anneau intègre.

3) Montrer que Z ⊂ Q est un sous-anneau de V.

4) Soit I ⊂ V un idéal de V. Montrer que :

a) Z ∩ I est un idéal de Z ;

b) si I 6= {0}, il existe n ∈ N tel que I ∩ Z = 3nZ ;

c) I 6= {0} ⇒ I = 3nV ;

d) V est un anneau principal.

Pour tout
n ∈ N∗, on note πn : Z → Z/3nZ la surjection canonique .

5) Montrer que pour tout rs ∈ V , et tout n ∈ N∗, πn(s) est inversible dans l’anneau Z/3nZ.

6) Pour tout
r

s
∈ V et tout n ∈ N∗ , on note π′

n(
r

s
) := πn(r)πn(s)

−1 .

a) Montrer que π′
n est un morphisme d’anneaux et que π′

n est surjectif.

b) Quel est le noyau de π′
n ?

7) a) Quels sont les idéaux premiers de V ?

b) Quels sont les idéaux maximaux de V ?

c) Montrer que si u ∈ V est inversible, u n’appartient à aucun des idéaux I 6= V de V et en particulier n’appartient pas
à 3V.

d) Quel est le groupe V × des éléments inversibles de V ?
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L3/S6 M305 Algèbre II

Corrigé de l’examen du 14 juin 2019

Exercice A : (Groupes abéliens à 144 éléments)
Donner les classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal 144.
Solution : On sait que les classes d’isomorphismes de groupes abéliens finis sont caractérisées par leurs facteurs invariants.

Si G est un groupe abéliens de cardinal 96, il existe un unique entier r ∈ N, et un unique r-uplet di ,1≤i≤r d’entiers naturels
tels que

G ∼= Z/d1Z × . . . × Z/drZ et ∀1 ≤ i ≤ r − 1, di|di+1 .

Il s’ensuit que

#(G) =
r∏

i=1

di .

Il s’ensuit que
∀1 ≤ i ≤ r, di|#(G) .

Il s’ensuit que si p est un nombre premier
∃i , p|di ⇔ p|#(G) .

Il s’ensuit encore que
p|#(G) ⇔ p|dr .

Ici
#(G) = 96 = 2432

si bien que
6 = 2 ∗ 3|dr .

On a donc
dr = 2a3b , 1 ≤ a ≤ 4 , 1 ≤ b ≤ 2 .

On a alors :
a = 4 b = 2 ⇒ r = 1, d1 = 144 ;
a = 4 b = 1 ⇒ r = 2, d2 = 48, d1 = 3 ;
a = 3 b = 2 ⇒ r = 2, d2 = 72, d1 = 2 ;
a = 3 b = 1 ⇒ r = 2, d2 = 24, d1 = 6 ;
a = 2 b = 2 ⇒ r = 2, d2 = 36, d1 = 4 ;

ou r = 3, d3 = 36, d2 = 2, d1 = 2 ;
a = 2 b = 1 ⇒ r = 2, d2 = 12, d1 = 12 ;

ou r = 3, d3 = 12, d2 = 6, d1 = 2 ;
a = 1 b = 2 ⇒ r = 4, d4 = 18, d3 = 2, d2 = 2, d1 = 2 ;
a = 1 b = 1 ⇒ r = 4, d4 = 6, d3 = 6, d2 = 2, d1 = 2 .

Exercice B : (Facteurs invariants)
Soit A le groupe abélien libre Z3 = {(x, y, z) , x ∈ Z, y ∈ Z, z ∈ Z}. Soient

(
b1 := (4, 5, 9), b2 := (7, 6, 13), b3 := (2, 8, 10)

)
∈ A×A×A

et B le sous-groupe de A engendré par b1,b2 et b3.

1) Justifier (en citant le théorème adéquat) que B est un groupe abélien libre.

1



2) On note B′ le sous-groupe de A engendré par b1 et b2.

a) La famille (b1, b2, b3) est-elle libre?
Solution :

xb1 + yb2 + zb3 = 0

⇔







4x+ 7y + 2z = 0
5x+ 6y + 8z = 0
9x+ 13y + 10z = 0







⇔
{
4x+ 7y + 2z = 0
5x+ 6y + 8z = 0

}

⇔
{
4x+ 7y + 2z = 0
−11x− 22y = 0

}

⇔
{
4x+ 7y + 2z = 0

x+ 2y = 0

}

b) ComparerB et B′.

c) Quel est le rang de B ? de B′ ?

3) Donner les facteurs invariants du groupe quotient A/B.

4) Soit a ∈ N∗, et Ba le sous-groupe de A engendré par ab1, ab2 et ab3.

Déterminer les facteurs invariants du quotient A/Ba.

Exercice C : (Commutation d’endomorphismes)

1) Soient A un anneau I et J des idéaux de A tels que J ⊂ I.

On note pI : A → A/I et pJ : A → A/J les surjections canoniques .

Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux

φ : A/J → A/I tel que φ ◦ pJ = pI

et que φ est surjectif.
Solution : Comme Ker pI = I, et J ⊂ I, le morphisme d’anneaux pI se factorise de manière unique à travers A/J.

Comme pI est surjectif, φ l’est aussi.

Dans la suite, K est un corps, K[X ] l’anneau des polynômes à une indéterminée à coefficients dans K, P et Q des
éléments de K[X ] tels que P |Q.

2) Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneaux

φ : K[X ]/QK[X ] → K[X ]/PK[X ] tel que ∀R ∈ K[X ], φ(RmodQ) = RmodP .

Solution : C’est une application directe de la question 1), en prenant

A := K[X ] , I := PK[X ] et J := QK[X ] .

3) Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire de E. On sup-
pose que E = F ⊕ G, où F et G sont des sous-espaces cycliques pour u de polynômes minimaux respectifs P et
Q.

a) Donner deux caractérisations du fait que F et G sont cycliques.
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b) Donner un isomorphisme K-linéaire

α : K[X ]/PK[X ] ∼= F (resp. β : K[X ]/QK[X ] ∼= G .)

Solution : Puisque F (resp. G,) est cyclique, il existe un vecteur v ∈ F (resp. w ∈ G,) cyclique pour u. Il existe alors un
unique isomorphisme K-linéaire

K[X ]/PK[X ] → F , XkmodP 7→ uk(v) (resp. K[X ]/QK[X ] → G , XkmodQ 7→ uk(w) )k ∈ N .

c) À l’aide de ce qui précède construire un morphisme K-linéaire non nul

ψ : G → F tel que u|F ◦ ψ = ψ ◦ u|G .

Solution : Le morphisme φ étant comme à la question 2) et les isomorphisme α et β comme en b), l’application

ψ := α ◦ β−1

répond à la question.

d) En déduire finalement qu’il existe un endomorphisme K-linéaire η ∈ EndK(E) de E, tel que G ne soit pas stable par
η et

η ◦ u = u ◦ η .

Solution : Le morphisme ψ étant celui de c), il suffit de définir η par

η|G := ψ et η|F := 0 .

Exercice D : (L’anneau Z(3))
Soit

V :=
{r

s
∈ Q , r et s premiers entre eux , 3 6 |s

}
.

Dans la suite, lorsqu’on écrira r
s ∈ Q, on supposera toujours r et s premiers entre eux.

1) Montrer que V est un sous-anneau de Q.
Solution :

i) (Addition)

Pour
(r

s
,
t

u

)
∈ V × V ,

r

s
+Q

t

u
=

ru + ts

su
.

Or
3 6 |s et 3 6 |u ⇒ 3 6 |su

puisque 3 est premier. Si même ru + ts et su ne sont pas premiers entre eux, quitte à diviser par leur Pgcd d, on aura toujours
3 6 | sud . L’addition +Q de Q se restreint donc en une loi interne associative sur V pour laquelle 0 est manifestement un élément
neutre et telle que pour tout rs ∈ V , − rs est un opposé. Cette loi restant également comutative, (V,+) est un groupe abélien.

ii) (Multiplication)

Pour
(r

s
,
t

u

)
∈ V × V ,

r

s
∗Q

t

u
=

rt

su
.

Or, pour les mêmes raisons que ci-dessus, 3 6 |su, si bien que ∗Q se restreint en une loi interne associative sur V pour laquelle 1 est
manifestement un élément neutre. Cette loi reste distributive sur + ce qui fait de (V,+, ∗) un anneau (qui est même commutatif.)

2) Montrer que V est un anneau intègre.
Solution : C’est un sous-anneau de Q qui est intègre.
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3) Montrer que Z ⊂ Q est un sous-anneau de V.
Solution : Puisque V est un anneau il existe un unique morphisme

Z → V , 1 7→ 1 .

Il suffit alors de constater que le morphisme Z → Q qui est injectif est en fait à valeurs dans V. Or ce dernier est donné par

a 7→ a

1
, ∀a ∈ Z,

ce qui prouve l’assertion.

4) Soit I ⊂ V un idéal de V. Montrer que :

a) Z ∩ I est un idéal de Z ;

b) si I 6= {0}, il existe n ∈ N tel que I ∩ Z = 3nZ ;
Solution : Puisque J := I ∩ Z est un idéal de Z, il existe d ∈ Z tel que J = dZ. Il existe alors un unique n ∈ N et un

unique u ∈ Z tels que d = 3nu et 3 6 |u. ainsi 1
u ∈ V . Or comme d ∈ I, 3n = 1

ud ∈ I. Comme dn ∈ Z, 3n ∈ J si bien
que d|3n c’est-à-dire que 3u|3jjjn ou encore que u|1. Il s’ensuit que

I ∩ Z = J = dZ = 3nZ .

c) I 6= {0} ⇒ I = 3nV ;
Solution : Notons encore J := I ∩ Z. D’après le point précédent, J = 3nZ. Comme

J ⊂ I ⊂ V,

3n ∈ I si bien que
3nV ⊂ I. .

Réciproquement, pour tout rs ∈ I, on a encore r = s rs ∈ I. Or r ∈ Z si bien que r ∈ J. Il s’ensuit qu’il existe t ∈ Z

tel que r = 3nt, ce qui entraîne que r
s = 3n ts . Or t

s ∈ V si bien que r
s ∈ 3nV ce qui entraîne finalement que

I ⊂ 3nV .

d) V est un anneau principal.
Solution : Résulte immédiatement du point précédent. L’idéal {0}, pourrait être traité dans le même formalisme en posant

{0} = 3∞Z.

Pour tout
n ∈ N∗, on note πn : Z → Z/3nZ la surjection canonique .

5) Montrer que pour tout rs ∈ V , et tout n ∈ N∗, πn(s) est inversible dans l’anneau Z/3nZ.

6) Pour tout
r

s
∈ V et tout n ∈ N∗ , on note π′

n(
r

s
) := πn(r)πn(s)

−1 .

a) Montrer que π′
n est un morphisme d’anneaux et que π′

n est surjectif.

b) Quel est le noyau de π′
n ?

Solution : On sait déjà que Kerπ′
n est un idéal de V et donc, d’après la question 4), c) qu’il existe k ∈ N, tel que Kerπ′

n =
3kV. Or π′

n(3
n) = πn(3

n) = 0, donc 3n ∈ Kerπ′
n d’où k ≤ n.

En outre r
s ∈ Kerπ′

n entraîne

πn(r)πn(s)
−1 = 0 ⇒ πn(r)πn(s)

−1πn(s) = 0 ⇒ πn(r) = 0 ⇒ 3n|r .

Il en résulte que
Kerπ′

n3
nV .
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7) a) Quels sont les idéaux premiers de V ?
Solution : On sait depuis la question 2) que V est intègre si bien que {0} est un idéal premier dans V.
On sait depuis la question 4), c) que les idéaux non nuls de V sont de la forme 3nV et depuis la question 6), b) que ce sont les

noyaux respectifs des morphismes surjectifs π′
n. On a donc pour tout n ∈ N∗, un isomorphisme d’anneaux V/3nV ∼= Z/3nZ

Or l’idéal 3nV est premier si et seulement si le quotient V/3nV est intègre i.e. si et seulement si Z/3nZ est intègre ce qui n’arrive
que pour n = 1.

Les idéaux premiers de V sont donc {0} et 3V.

b) Quels sont les idéaux maximaux de V ?
Solution : On sait que les idéaux maximaux sont à chercher parmi les idéaux premiers. Or on a montré en a), que les idéaux

premiers de V sont {0} et 3V. On sait en outre que m est un idéal maximal de V si et seulement si V/m est un corps. Or
V/3V ∼= Z/3Z qui est bien un corps. L’idéal 3V est donc maximal.

Comme {0} est strictement inclus dans 3V il ne peut être maximal.
Le seul idéal maximal de V est donc 3V.

c) Montrer que si u ∈ V est inversible, u n’appartient à aucun des idéaux I 6= V de V et en particulier n’appartient pas
à 3V.

Solution :
∀u ∈ V, u ∈ I ∩ V × ⇒ I = V .

d) Quel est le groupe V × des éléments inversibles de V ?
Solution : Il résulte du point c) que V × ⊂ V \ 3V .
Réciproquement si rs3V /∈ , 3 6 |r, si bien que s

r ∈ V et que par conséquent
setin rsV

×. On a finalement
V × = V \ 3V .
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n◦ I.1 . −Exercices à chercher

Dans aucun des trois groupes de TD les exercices d’applications du théorème de la base adaptée (théorème II.11.12) n’ont
été traités lors des dernières séances. Nous vous proposons donc de chercher ces exercices ( TD n◦ IV, exercice D et suivants,)
dont un corrigé sera mis en ligne à la fin de la semaine.

n◦ I.2 . −Pour avancer dans le cours

Vous pouvez approfondir le cours consacré aux anneaux de polynômes. Néanmoins pour ceux pour qui son contenu
serait déjà bien connu nous suggérons de commencer à étudier le chapitre IV du cours. Les paragraphes IV.2 et IV.3
comportent un certain nombre de notions sans doute déjà connues. Il est conseillé de se rapporter au paragraphe IV.1
au fil de la lecture lorsqu’on estimera que la notion de module peut éclairer la compréhension. Nous n’interdisons pas
absolument l’étude systématique de ce paragraphe mais elle pourrait s’avérer ardue et formelle.

Enfin il est absolument nécessaire pour pouvoir aborder la suite du cours d’étudier attentivement le paragraphe IV.4
à propos duquel des exercices seront proposés en fin de semaine.

n◦ I.2.1 . −Approfondir le chapitre III

Dans le chapitre III, nombre de démonstrations ont été laissées en exercices. Ces exercices ont été regroupés au paragraphe
III.7 du polycopié. Les exercices III.7.1 à III.7.8 donnent en particulier des preuves des résultats du cours. Il est conseillé de
chercher ces exercices et de se reporter ensuite au corrigé ci-après pour vérifier ses résultats.

Soit (A,+, ∗) un anneau commutatif dont on note 0 l’élément neutre pour + et 1 l’élément neutre pour ∗. On note AN

l’ensemble des suites à valeurs dans A ou encore de manière équivalente l’ensemble des applications de N dans A. Pour
tout a ∈ AN, on note an le nième terme de a i.e. la valeur de a en n ∈ N. On reprends les notations données en III.1.2.

Exercice III.7.1 [Addition]
Pour tout (a, b) ∈ AN ×AN, on définit l’élément a+AN b ∈ AN par (a+AN b)n := an + bn.

Montrer que (AN, +AN ) ainsi construit est un groupe abélien dont on précisera l’élément neutre z.
Solution :

i) (Associativité)
Pour tout (a, b, c) ∈ AN ×AN ×AN,

((a+ b) + c)n = (a+ b)n + cn = (an + bn) + cn = an + (bn + cn) = an + (b+ c)n = (a+ (b + c))n

en utilisant l’associativité de + dans A. Ceci prouve que +AN est associative.

ii) (Élément neutre)
Notons ζ ∈ AN définie par ζn = 0 ∀n ∈ N, . Il est alors immédiat de vérifier que, pour tout a ∈ AN, a+ ζ = ζ+a = a,

si bien que ζ est l’élément neutre de +AN .

iii) (Opposé)
Pour tout a ∈ AN, notons b ∈ AN défini par

∀n ∈ N, bn := −an

qui a un sens, puisque (A,+) est un groupe. On a alors

a+ b = b + a = ζ

ce qui prouve que b est un opposé pour a.
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iv) (Commutativité)
Pour tout (a, b) ∈ AN ×AN,

(a+ b)n = an + bn = bn + an = (b+ a)n

grâce à la commutativité de +A, c’est-à-dire que a+ b = b+ a autrement dit que +AN est commutative.

Il découle de ce qui précède que (AN, +AN ) est un groupe abélien.

Dorénavant on notera simplement + pour +AN si aucune confusion n’est à craindre.

Exercice III.7.2 [Multiplication]
Pour tout (a, b) ∈ AN ×AN, on définit a ∗AN b par

(a ∗AN b)n :=

n∑

k=0

ak ∗ bn−k .

Montrer que :

1) l’élément υ ∈ AN défini par
υ0 := 1 et ∀n ∈ N, n ≥ 1 ⇒ υn := 0,

est un élément neutre pour ∗AN ;
Solution : Pour tout a ∈ AN, et tout n ∈ N,

(a ∗AN υ)n =

n∑

k=0

ak ∗ υn−k = an ∗ υ0 = an,

et

(υ ∗AN a)n =

n∑

k=0

υk ∗ an−k = υ0 ∗ an = an

d’où il découle que
∀a ∈ AN, a ∗AN υ = υ ∗AN a = a .

2)
∀(a, b) ∈ AN ×AN, a ∗AN b = b ∗AN a ;

Solution :

∀(a, b) ∈ AN ×AN, ∀n ∈ N, (a ∗AN b)n =

n∑

k=0

ak ∗ bn−k =

n∑

ℓ=0

an−ℓ ∗ bℓ =

n∑

ℓ=0

bℓ ∗ an−ℓ = (b ∗AN a)n

ce qui prouve le résultat grâce à la commutativité de ∗ dans l’anneau A.

3)
∀(a, b, c) ∈ AN ×AN ×AN, a ∗AN (b+AN c) = a ∗AN b +AN a ∗AN c .

Solution :

∀(a, b, c) ∈ AN ×AN ×AN, ∀n ∈ N,
(
a ∗AN (b+AN c)

)

n
=

n∑

k=0

ak ∗ (b+AN c)n−k

=

n∑

k=0

ak ∗ (bn−k + cn−k)

=

n∑

k=0

ak ∗ bn−k +
n∑

k=0

ak ∗ cn−k

= (a ∗AN b)n + (a ∗AN c)n
=

(
a ∗AN b+AN a ∗AN c

)

n
.
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De même on notera ∗ au lieu de ∗AN si aucune confusion n’est à craindre.

Exercice III.7.3 [Anneau] Énoncer et démontrer les propriétés de +AN et ∗AN qui font de

(AN, +AN , ∗AN ) un anneau commutatif .

Solution : On a montré en III.7.1 que (A, +AN ) est un groupe abélien. Par ailleurs on a vue (cf. III.7.2.question 1),) que
∗AN possède un élément neutre υ, (cf. III.7.2.question 2),) que ∗AN est commutative et (cf. III.7.2.question 3),) que ∗AN est
distributive à gauche sur +AN . Puisque ∗AN est commutative elle est en fait distributive.

Il resterait à montrer que :

i) (Associativité)
∗AN est associative pour assurer que (AN, +AN , ∗AN ) est un anneau commutatif. C’est une vérification fastidieuse mais sans

réelle difficulté. En effet :

∀(a, bc) ∈ AN ×AN ×AN, (a ∗AN (b ∗AN c))n =

n∑

k=0

ak ∗ (b ∗AN c)n−k

=

n∑

k=0

ak ∗
n−k∑

ℓ=0

bℓ ∗ cn−k−ℓ

=

n∑

k=0

n∑

m=k

ak ∗ bm−k ∗ cn−m

=

n∑

m=0

m∑

k=0

ak ∗ bm−k ∗ cn−m

=

n∑

m=0

(a ∗AN b)m ∗ cn−mm

= (a ∗ (b ∗ c))n .

Exercice III.7.4 [Valuation]

1) Rappeler ce que signifie que l’anneau A est intègre.
Solution :

∀(a, b) ∈ A×A, a ∗ b = 0 ⇒ a = 0 ∨ b = 0

ou de manière équivalente que {0} est un idéal premier.

On suppose, dans toute la suite de la III.7.4 que (A,+, ∗) est intègre.

2) Pour tout a ∈ AN, a 6= ζ, montrer qu’il existe un plus petit entier v ∈ N tel que av 6= 0.
Solution : Puisque a 6= ζ, V := {n ∈ N ; an 6= 0} est non vide et possède donc un plus petit élément v.

On notera désormais val(a) l’entier v qu’on appellera la valuation de a et on adoptera les conventions suivantes :
val(ζ) = (+∞), (+∞) ≤ (+∞), (+∞) + (+∞) = (+∞)

∀n ∈ N, n+ (+∞) = (+∞) et n < (+∞) .

3) Montrer que
∀(a, b) ∈ AN ×AN, val(a ∗AN b) = val(a) + val(b) ;

Solution : Si b = ζ, a ∗ b = ζ d’où

val(a ∗ b) = (+∞) = val(a) + (+∞) = val(a) + val(b) .

Si a 6= ζ et b 6= ζ pour tout 0 ≤ n < val(a) + val(b),

(a ∗AN b)n =
n∑

k=0

ak ∗ bn−k .

Or si k < val(a), ak = 0, et donc ak ∗ bn−k = 0. Si k ≥ val(a), n− k ≤ n− val(a) < val(b) si bien que bn−k = 0. Il s’ensuit
que

∀0 ≤ n < val(a) + val(b) , (a ∗ b)n = 0
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ce qui entraîne, par définition même de val(·),

val(a ∗ b) ≥ val(a) + val(b) .

Enfin :

(a ∗ b)val(a)+val(b) =

val(a)+val(b)
∑

k=0

ak ∗ bval(a)+val(b)−k

=

val(a)−1
∑

k=0

ak ∗ bval(a)+val(b)−k + aval(a) ∗ bval(b) +
val(a)+val(b)

∑

k=val(a)+1

ak ∗ bval(a)+val(b)−k

= aval(a) ∗ bval(b) +
val(b)−1
∑

k=0

aval(a)+val(b)−k ∗ bk

= aval(a) ∗ bval(b)
6= 0

si bien que
val(a ∗AN b) = val(a) + val(b) .

4) En déduire que (AN, +AN , ∗AN ) est un anneau intègre.
Solution :

∀(a, b) ∈ AN ×AN, a ∗AN b = ζ
⇒ val(a ∗AN b) = (+∞)
⇒ val(a) = (+∞) ∨ val(b) = (+∞)
⇒ a = ζ ∨ b = ζ .

5) Montrer que
∀(a, b) ∈ AN ×AN, val(a+AN b) ≥ min(val(a), val(b))

avec égalité si val(a) 6= val(b).
Solution : Si a = ζ, a+ b = b si bien que

val(a+ b) = val(b) = min(val(b), (+∞)) .

Si a 6= ζ et b 6= ζ, pour tout 0 ≤ n < min(val(a), val(b)), n < val(a) ⇒ an = 0, n < val(b) ⇒ bn = 0 si bien que
(a+AN b)n = an + bn = 0. Il s’ensuit donc que

val(a+AN b) ≥ min(val(a), val(b)) .

6) Montrer que
m := {a ∈ AN ; val(a) > 0}

est un idéal de AN dont on donnera une autre caractérisation.
Solution : Tout d’abord ζ ∈ m puisque val(ζ) = (+∞) > 0. On a donc m 6= ∅. Par ailleurs,

∀(x, y) ∈ m×m,
∀(a, b) ∈ AN ×AN, val(a ∗AN x+AN b ∗AN y) ≥ min(val(a ∗AN x), val(b ∗AN y))

≥ min(val(a) + val(x), val(b) + val(y))
> 0

c’est-à-dire que
a ∗AN x +AN b ∗AN y ∈ m .

On peut aussi caractériser m comme l’ensemble des éléments a ∈ AN tels que a0 = 0 .
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Exercice III.7.5 [Morphisme structural]
Pour tout a ∈ A, on définit l’élément i(a) de AN par

i(a)0 := a et ∀n ∈ N, n > 0 ⇒ i(a)n = 0 .

Montrer que l’application i : A → AN ainsi définie est un morphisme injectif d’anneaux.
Solution :

i) (Morphisme de groupe)
Pour tout (a, b) ∈ A × A,

i(a+ b)0 = (a+ b) = i(a)0 + i(b)0 = (i(a)+AN i(b))0

et
∀n ∈ N, n > 0 , i(a+ b)n = 0 i(a)n + i(b)n = (i(a)+AN i(b))0

si bien que
i(a+ b) = i(a) +AN i(b) (cf. III.7.1 ; )

c’est-à-dire que
i : (A,+) → (AN, +AN )

est un morphisme de groupes.

ii) ( ∗AN )
Pour tout (a, b) ∈ A × A,

i(a ∗ b)0 = a ∗ b = (i(a) ∗AN i(b))0 .

Pour tout n ∈ N, n > 0,

(i(a) ∗AN i(b))n =

n∑

k=0

i(a)k ∗ i(b)n−k

= i(a)0 ∗ i(b)n +

n∑

k=1

i(a)k ∗ i(b)n−k

= 0

le premier terme étant nul puisque n > 0 entraîne i(b)n = 0, et le second étant nul puisque k ≥ 1 entraîne i(a)k = 0. On a
donc

i(a ∗ b)n = 0 = (i(a) ∗AN i(b))n .

Il s’ensuit que
i(a ∗ b) = i(a) ∗AN i(b) .

iii) (1 7→ u)
Par définition même de υ (cf. III.7.2.question 1),) et de i, il est immédiat de vérifier que i(1) u.

Les trois points précédents montrent que

i : (A,+, ∗) → (AN, +AN , ∗AN )

est un morphisme d’anneau.

iv) (Injectivité)
Pour tout a ∈ A, i(a) = z, entraîne que a = i(a)0 = 0 ce qui assure l’injectivité de i.

On note désormais
P := {a ∈ AN ; ∃n ∈ N, ∀p ∈ N, p ≥ n ⇒ ap = 0}

le sous-ensemble de AN des suites « presque nulles » autrement dit dont le terme est nul à partir d’un certain rang.

Exercice III.7.6 [degré]
On suppose encore que A est un anneau intègre.

1) Montrer que, pour tout a ∈ P , a 6= ζ, il existe un entier d ∈ N tel que

ad 6= 0 et ∀n ∈ N, n > d ⇒ an = 0 .

Solution : Si a 6= ζ,
V := {n ∈ N ; an 6= 0} 6= ∅ .

Si a ∈ P , par hypotèse, il existe n ∈ N, tel que V ⊂ [0;n]. Il en résulte que V admet un plus grand élément d qui répond à
la question.
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On notera désormais deg(a) l’entier d qu’on appellera le degré de a et on adoptera les conventions suivantes : deg(ζ) =
(−∞), (−∞) ≤ (−∞), (−∞) + (−∞) = (−∞)

∀n ∈ N, n+ (−∞) = (−∞) et n > (−∞) .

2) Montrer que
∀(a, b) ∈ P × P , deg(a ∗AN b) = deg(a) + deg(b) .

Solution : Si b = ζ, a ∗ b = ζ d’où

deg(a ∗ b) = (−∞) = deg(a) + (−∞) = deg(a) + deg(b) .

Si a 6= ζ et b 6= ζ pour tout n > deg(a) + deg(b),

(a ∗AN b)n =

n∑

k=0

ak ∗ bn−k .

Or si k > deg(a), ak = 0, et donc ak ∗ bn−k = 0. Si k ≤ deg(a), n − k ≥ n − deg(a) > deg(b) si bien que bn−k = 0. Il
s’ensuit que

∀n > deg(a) + deg(b) , (a ∗ b)n = 0

ce qui entraîne, par définition même de deg(·),

deg(a ∗ b) ≤ deg(a) + deg(b) .

Enfin :

(a ∗ b)deg(a)+deg(b) =

deg(a)+deg(b)
∑

k=0

ak ∗ bdeg(a)+deg(b)−k

=

deg(a)−1
∑

k=0

ak ∗ bdeg(a)+deg(b)−k + adeg(a) ∗ bdeg(b) +
deg(a)+deg(b)

∑

k=deg(a)+1

ak ∗ bdeg(a)+deg(b)−k

= adeg(a) ∗ bdeg(b)
6= 0

si bien que
deg(a ∗AN b) = deg(a) + deg(b) .

3) Montrer que
∀(a, b) ∈ P × P , deg(a+AN b) ≤ max(deg(a), deg(b))

avec égalité si deg(a) 6= deg(b).
Solution : Si a = ζ, a+ b = b si bien que

deg(a+ b) = deg(b) = max(deg(b), (−∞)) .

Si a 6= ζ et b 6= ζ, pour tout n > max(deg(a), deg(b)), n > deg(a) ⇒ an = 0, n > deg(b) ⇒ bn = 0 si bien que
(a+AN b)n = an + bn = 0. Il s’ensuit donc que

deg(a+AN b) ≤ max(deg(a), deg(b)) .

4) En déduire que (P , +AN , ∗AN ) est un anneau commutatif intègre.
Solution :

i) (Groupe abélien)
Le point III.7.6.question 3) assure que +AN se restreint à P et est donc une loi interne sur P . Elle reste bien entendu

associative. L’élément neutre ζ appartient à P et reste donc un élément neutre. Il est immédiat de constater que si a ∈ P,
−a ∈ P si bien que tout élément de P ppossède un opposé. Enfin la loi +AN étant commutative sur AN le reste sur P . Ceci fait
de (P , +AN ) un groupe abélien.

ii) (Anneau commutatif)
Le point III.7.6.question 2) assure que la loi ∗AN se restreint à P . Elle reste associative, commutative, distributive sur +AN

et l’élément neutre u appartient à P ce qui fait de (P , +AN , ∗AN ) un anneau commuttatif.
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iii) (Intégrité)
Pour tout (a, b) ∈ P × P , a et b sont en particulier des éléments de AN et si a ∗AN b = z on a vu en III.7.4.question 4) que

a = z ou b = z ce qui assure que P est intègre.

5) Montrer que
m0 := P ∩m

est un idéal de P (où m est l’idéal de AN défini à la III.7.4.question 6).)
Solution : Tout d’abord z ∈ P et z ∈ m donc

z ∈ m0 ⇒ m0 6= ∅ .

Par ailleurs
∀(x, y) ∈ m0 ×m0, ∀(a, b) ∈ P × P , a ∗ x+ b ∗ y ∈ P

d’après les points III.7.6.question 3) et III.7.6.question 2). De plus ax+ by ∈ m puisque m est un idéal de AN. Il s’ensuit que

a ∗ x+ b ∗ y ∈ P ∩ m = m0 .

6) Montrer que pour tout (a, b) ∈ P × P , si b divise a et a 6= ζ, deg(b) ≤ deg(a)
Solution : Si b|a, il existe c ∈ P tel que a = b ∗ c. Il résulte alors du point III.7.6.question 2) que deg(a) = deg(b) +

deg(c). Or si a 6= z, c 6= z si bien que deg(a), deg(b) et deg(c) sont des entiers naturels ce qui assure le résultat.

7) Montrer que l’image du morphisme i défini à la III.7.5, est contenue dans P et que i est donc un morphisme injectif
d’anneaux de A dans P . Caractériser les éléments de Im i par leur degré.

Solution : Pour tout a ∈ A, il est clair que i(a) ∈ P et même que deg(i(a)) = 0. Réciproquement si a ∈ P avec
deg(a) = 0, on a i(a0) = a. Il s’ensuit que

Im i = {a ∈ P ; deg(a) = 0} .

Les lois +AN et ∗AN sur P étant données par celles de AN ainsi que les éléments neutre z et u, i reste un morphisme injectif
d’anneaux à valeurs dans P .

8) Montrer que la restriction i× := i|A× de i à l’ensemble A× des éléments inversibles de A est un morphisme bijectif de
groupes de (A×, ∗) dans (P×, ∗AN )
Indication : on pourra penser à caractériser les éléments de P× en termes de degré.

Solution :

i) (Groupes des inversibles)
Rappelons d’abord que, pour tout anneau (R,+, ∗) l’ensembleR× est un groupe pour la loi ∗. En effet si (r, s) ∈ R××R×,

il existe (t, u) ∈ R×R tels que r ∗ t = t ∗ r = 1 et s ∗ u = u ∗ s = 1.Il s’ensuit que r ∗ s ∗ u ∗ t = 1 et u ∗ t ∗ r ∗ s = 1
si bien que r ∗ s ∈ R×. Ainsi la loi ∗ se restreint à R× en une loi interne.

L’élément neutre 1 pour ∗ étant son propre inverse, appartient bien entendu à R× et est un élément neutre pour ∗ restreinte à
R×.

Enfin si r ∈ R×, r possède, par définition un inverse s dans R. Puisque r est aussi l’inverse de s s ∈ R×, si bien que r
possède un inverse dans R×.

ii) (Im i× ⊂ P×)
POur tout a ∈ A×, il existe b ∈ A× tel que a ∗ b = b ∗ a = 1. Il s’ensuit que

i(a ∗ b) = i(b ∗ a) = i(1) ⇒ i(a) ∗AN i(b) = i(b) ∗AN i(a) = u

c’est-à-dire que i×(a) = i(a) ∈ P×.

iii) (i× est un morphisme)

∀(a, b) ∈ A× ×A×, i×(a ∗ b) = i(a ∗ b) = i(a) ∗AN i(b) = i×(a) ∗AN i×(b)

du fait que i est un morphisme d’anneaux. Il s’ensuit que

i× : (A×, ∗) → (P×, ∗AN )

est un morphisme de groupes.
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iv) (Bijectivité de i×)
L’application i× étant la restriction d’une application injective est encore injective.
Pour tout a ∈ P×, il existe b ∈ P× tel que a ∗AN b = u. Il en résulte que

deg(a) + degb = deg(u) = 0

ce qui entrraîne
deg(a) = degb = 0 .

On a vu en III.7.6.question 7) que cela signifie que a ∈ Im i et b ∈ Im i. Dans ce cas on a nécessairement

a = i(a0) et b = i(b0) .

Il s’ensuit que
a ∗ b = u ⇒ i(a0) ∗AN i(b0) = i(1) ⇒ i(a0 ∗ b0) = i(1) ⇒ a0 ∗ b0 = 1

la dernière implication provenant du fait que i est un morphisme injectif. Il en résulte que a0 ∈ A× ce qui assure la surjectivité
de i×.

Exercice III.7.7 [Division euclidienne]

1) Rappeler ce que signifie l’assertion : A est un corps.
Solution : L’anneau A est un corps si tout élément non nul de A est inversible i.e.

A× = A \ {0} .

On suppose, jusqu’à la fin de III.7.7 que A est un corps.
Soit b ∈ P, b 6= ζ.

2) Montrer que pour tout a ∈ P , si deg(a) < deg(b), il existe (q, r) ∈ P × P tel que

a = b ∗AN q +AN r et deg(r) < deg(b) .

Solution : Il suffit de prendre
q := a et r := ζ .

3) Montrer que pour tout a ∈ P , si deg(a) ≥ deg(b), il existe (s, c) ∈ P × P tel que

a = b ∗AN s +AN c et deg(c) < deg(a) .

Solution : Puisque b 6= ζ, bdeg(b) 6= 0. Puisque A est un corps bdeg(b) est donc inversible d’inverse β ∈ A. Définissons
alors s par :

sdeg(a)−deg(b) := adeg(a) ∗ β et ∀n ∈ N, n 6= deg(a)− deg(b) , sn := 0 .

Il s’ensuit que (b ∗AN s)deg(a) = adeg(a) si bien que deg(a− b ∗AN s) < deg(a). Posons donc c := a− b ∗AN s.

4) Montrer finalement que, pour tout a ∈ P il existe un unique (q, r) ∈ P × P tel que :

a = b ∗AN q +AN r et deg(r) < deg(b) .

Solution :

i) (Unicité)
Supposons donnés deux couples (q1, r1) et (q2, r2) répondant à la question. On a alors

b ∗ q1 + r1 = a = b ∗ q2 + r2

ce qui entraîne b ∗ (q1 − q2) = r2 − r1 et donc
b|r2 − r1 .

Or il découle de III.7.6.question 3) que

deg(r2 − f1) ≤ max(deg(r1), deg(r2)) < deg(b) .

Or d’après III.7.6.question 6), si

b|r2 − r1 et r2 − r1 6= ζ, deg(b) ≤ deg(r2 − r1) .

Il en résulte que r1 = r2 et, puisque P est intègre (cf. III.7.6.question 4),) q1 = q2.
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ii) (existence)
Pour deg(a) < deg(b), le résultat a été établi (cf. III.7.7.question 2).)
Si deg(a) ≥ deg(b), il existe (cf. III.7.7.question 3),) (s, c) tels que a = b ∗ s + c et deg(c) < deg(a). Si on suppose

donc, par récurrence, le résultat établi pour c il existe (t, r) avec

c = b ∗ t+ r et deg(r) < deg(b) .

Il s’ensuit que
a = b ∗ s+ c = b ∗ s+ bt+ r = b ∗ (s+ t) + r

et il suffit finalement de poser q := s+ t.

Exercice III.7.8 [Théorème chinois des restes dans K[X ]]
Cet exercice particularise, au cas des anneaux de polynômes sur un corps, les résultats obtenus pour des anneaux

généraux au TD n◦ II, exercice B, question 3), ou encore pour les anneaux principaux, dont K[X ] est un cas particulier,
en I.13.4.

Dans tout cet exercice, K est un corps commutatif et K[X ] l’anneau des polynômes à une indéterminée sur k.
Pour tout couple (P,Q) ∈ K[X ]2, on notera QmodP la classe de Q modulo P c’est-à-dire l’ensemble des Q′ ∈ K[X ]

tels que P |Q′ −Q et
K[X ]/P = {Q′ modP , Q′ ∈ K[X ]} .

1) Montrer que K[X ]/P est en fait l’anneau quotient K[X ]/PK[X ] de K[X ] par l’idéal engendré par P.
Solution : Il suffit de remarquer que

∀Q′ ∈ K[X ], Q′ ∈ QmodP ⇔ Q′ −Q ∈ PK[X ] .

2) Montrer que si P1 et P2 sont deux éléments premiers entre eux de K[X ], leur PPCM est leur produit.
Solution : Lemme de GAUSS (cf. III.5.2.3.)

Pour tout couple (P1, P2) ∈ K[X ], on notera K[X ]/P1 × K[X ]/P2 l’ensemble des couples (α1, α2) α1 ∈ K[X ]/P1

α2 ∈ K[X ]/P2, muni des lois :

(α1, α2) + (β1, β2) := (α1 + β1, α2 + β2)

(α1, α2) ∗ (β1, β2) := (α1 ∗ β1, α2 ∗ β2) .

3) a) Pour tout (P1, P2) ∈ K[X ]2, montrer que K[X ]/P1 × K[X ]/P2 est un anneau dont on déterminera l’unité et
l’élément neutre pour +.

Solution : (cf. I.7.)

b) Montrer que l’application
φ : K[X ] → K[X ]/P1 ×K[X ]/P2

Q 7→ (QmodP1, QmodP2)

est un morphisme d’anneaux.
Solution : (cf. I.7.)

c) Déterminer le noyau K de φ puis en déduire qu’il existe un morphisme d’anneaux injectif

γ : K[X ]/K → K[X ]/P1 ×K[X ]/P2 tel que φ = γ ◦ π

où π est la surjection canonique K[X ] → K[X ]/K.
Solution :

∀q ∈ K[X ], Q ∈ Kerφ
⇔ QmodP1 = 0 et QmodP2 = 0
⇔ Q ∈ P1K[X ] ∩ P2K[X ]
⇔ Kerφ = P1K[X ] ∩ P2K[X ] .

Le morphisme φ se factorise donc en

K[X ]

π



y ց φ

K[X ]/K
γ−−−−→ K[X ]/P1 ×K[X ]/P2

(cf. I.8.)
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d) Si P1 et P2 sont premiers entre eux, montrer que φ est surjectif ; en déduire, dans ce cas, que γ est un isomorphisme ;
décrire K plus précisément.

Solution : Pour tout (α1, α2) ∈ K[X ]/P1 ×K[X ]/P2, soit

(Q1, Q2) ∈ K[X ]×K[X ] tel que α1 = Q1 modP1 et α2 = Q2 modP2 .

Puisque P1 et P2 sont premiers entre eux, il existe (cf. III.5.2.1,)

(U1, U2) ∈ K[X ]×K[X ] tel que U1P1 + U2P2 = 1 .

Ceci se réécrit
U3−iP3−i modPi = 1modPi et U3−iP3−i modP−i = 0modP3−i .

Il s’ensuit que
Q2U1P1 +Q1U2P2 modP1 = Q1 modP1 = α1

Q2U1P1 +Q1U2P2 modP2 = Q2 modP2 = α2 ;

si bien que Q2U1P1 +Q1U2P82 est un antécédent de (α1, α2) par φ.
Le morphisme φ est alors surjectif, ce qui entraîne que γ l’est, si bien que γ est un isomorphisme.
Le noyau K de γ est alors égale à

PPCM(P1, P2) = P1P2 .

4) Soient a et b deux éléments distincts de k et P un élément de K[X ].

Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X − a)(X − b) si le reste de la division euclidienne de P par X − a
(resp. X − b , ) vaut 1.

Solution : Les hypothèses équivalent en fait au système de congruence :
{
P ≡ 1 [(X − a)]
P ≡ 1 [(X − b)]

}

.

Puisque (X − a) et (X − b) sont premiers entre eux

( 1

b− a [(X − a)− (X − b)] = 1
)

le théorème chinois des restes assure que l’ensemble des solutions de ce système est une classe de congruence modulo

PPCM((X − a), (X − b)) = (X − a)(X − b) .

En utilisant les notations de l’exercice, les hypothèses se réécrivent également

φ(P ) = (1, 1) = 1K[X]/(X−a)×K[X]/(Xb) .

Or γ étant un morphisme d’anneaux,

γ−1(φ(P )) = γ−1(1) = 1K[X]/(X−a)(X−b)

ce qui équivaut encore à π(P ) = 1, ou encore

P ≡ 1 [(X − a)(X − b)]

i.e. le reste de la division euclidienne de P par (X − a)(X − b) est 1.
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Exercice D : Soient

v1 := (1, 4, 2, 5) , v2 := (3, 7, 11, 6) , v3 := (4, 13, 10, 2) , v4 := (5, 11, 9, 7)

des éléments de Z4.

Déterminer le sous-groupeA de Z4 engendré par les éléments vi ,1≤i≤4 c’est-à-dire donner une base adaptée pourA.
Solution : Puisque l’anneau Z est euclidien, on peut mettre en œuvre l’algorithme d’ EUCLIDE–GAUSS exposé en II.11.9 et

II.11.10 :
Considérons la matrice

V :=







1 3 4 5
4 7 13 11
2 11 10 9
5 6 2 7







Nul besoin d’effectuer l’étape II.11.10.i).a) puisque V1,1 = 1 est déjà l’élément de V de plus petite valeurs absolue. On passe
donc à l’étape II.11.10.i).b) qui donne la matrice

V1 :=







1 0 0 0
4 −5 −3 −9
2 5 2 −1
5 −9 −18 −18







et V2 :=







1 0 0 0
0 −5 −3 −9
0 5 2 −1
0 −9 −18 −18






.

On a ici déjà une matrice de la forme II.11.10.i).c).1 sans besoin d’opération supplémentaire.
La deuxième étape II.11.10.ii) n’est pas nécessaire non plus puisque (V2)1,1 divise tous les coefficients de la matrice 3× 3

W1 :=





−5 −3 −9
5 2 −1
−9 −18 −18



 .

On doit alors effectuer l’étape II.11.10.i).a) pour amener le coefficients (W1)2,3 = −1 en position 1, 1 qui donne la matrice

W2 :=





1 5 2
9 −5 −3
18 −9 −18



 .

On a également enlevé les signes moins dans la première colonne deW2. En appliquant l’étape II.11.10.i).b) àW2, on obtient

W3 =





1 0 0
0 −50 −21
0 −99 −54



 .

Une fois encore, le coefficient (W3)1,1 étant égal à 1, l’étape II.11.10.ii) est automatiquement satisfaite et l’on peut désormais
considérer la matrice

Z1 :=

(
50 21
99 54

)

.

L’étape II.11.10.i).a) donne alors

Z2 :=

(
21 50
54 99

)

;
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puis l’étape II.11.10.i).b) donne
(
21 8
54 −9

)

⇒
(
21 8
12 −25

)

⇒
(

8 21
−25 12

)

⇒
(

8 5
−25 62

)

⇒
(

8 5
−1 77

)

⇒
(
1 −77
8 5

)

⇒
(
1 0
8 621

)

⇒
(
1 0
0 621

)

.

Exercice E : Déterminer à isomorphisme près les groupes abéliens de cardinal 300.
Solution : On sait (cf. II.10.7,) que deux groupes abéliens de finis sont isomorphes si et seulement si ils ont les mêmes facteurs

invariants. Autrement dit déterminer à isomorphismes près, ou encore déterminer les classes d’isomorphismes des groupes de
cardinal 300 revient à déterminer les séquence di ,1≤i≤r de facteurs invariants correspondant à des groupes abéliens de cardinal
300. Or on a alors pour un tel groupeA,

#(A) =

r∏

i=1

di .

En écrivant 300 = 22 ∗ 3 ∗ 52, on a nécessairement r ≤ 2. On a également

2 ∗ 3 ∗ 5|d1 .

r = 2 Correspond aux groupes

Z/30Z× Z/10Z , Z/150Z× Z/2Z et Z/60Z× Z/5Z .

r = 1 correspond au groupe Z/300Z.
On a donc déterminé 4 classes d’isomorphismes pour les groupes abéliens de cardinal 300.

Exercice F : Cet exercice reprend les étapes de l’étude des sous-groupes d’un groupe abélien libre de type fini de
manière effective.

Soit A le groupe abélien libre Z2 et B le sous-groupe de A engendré par les éléments b1 = (−4, 12) et b2 = (−8, 12).
On désire calculer les facteurs invariants (diviseurs élémentaires) de A/B.

1) Donner un homomorphisme f de A dans Z tel que l’image de B soit maximale.
Solution : Soit f un morphisme de A dans Z, l’image de B est de la forme nZ puisque c’est un sous-groupe de Z.
Puisque l’image de B est engendrée par (f(b1) = 4f(−1, 3), f(b2) = 4f(−3, 3) elle est donc contenue dans 4Z.
Soit f tel que f(1, 0) = 1 et f(0, 1) = 0. Alors f(b1) = −4, f(b2) = −12, donc f(B) = 4Z. Ce f répond à la question.

2) On note d un générateur de f(B). Donner un élément a2 de A tel que da2 soit dans B et tel que f(a2) = 1.
Solution : On a donc d = 4. On peut prendre a2 = (1,−3).

3) Calculer une base a1 du noyau de f . Calculer l’intersection B′ du noyau de f avec B et exprimer un générateur de B′

d’une part en fonction de a1 et d’autre part dans le système générateur de B.
Solution : On a a1 = (0, 1). L’intersection du noyau de f et de B′ est donné par l’équation xb1 + yb2 = za1 avec x, y,

z des entiers, c’est-à-dire −4x − 8y = 0, 12x + 12y = z. Donc x = −2y, z = −12y. Une base de B′ est donc donnée par
2b1 − b2 = 12a1.
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4) Calculer les facteurs invariants de A/B.
Solution : On a trouvé une base (a1, a2) de A telle que (12a1, 4a2) soit une base de B.
Les facteurs invariants de A/B sont donc (12, 4).

Remarquons que le déterminant de

(
−4 12
−8 12

)

est 48 = 4× 12 et que le groupeA/B est d’ordre 48.

Exercice G : 1) Soit A = Z2 et B le sous-groupe de A engendré par b1 = (14, 2) et b2 = (2, 4). Calculer une base de A
adaptée à B. Donner la structure du quotient A/B.

Solution : Si f : A → Z est un morphisme de groupes, il vérifie nécessairement f(B) ⊂ 2Z. Réciproquement, si on prend
f définie par f(x, y) = x, on a f(B) ⊃ 2Z, donc f(B) = 2Z. On a f(b2) = 2 et si a2 = (1, 2), b2 = 2a2 et f(a2) = 1. On en
déduit que

A = < a2 > ⊕ Ker f .

Pour trouver le second élément de la base, calculons Ker f ∩B.
Il s’agit de trouver les solutions dans Z de (0, y) = ub1 + vb2, ce qui est équivalent à

{

0 = 14u+ 2v

y = 2u+ 4v
⇔
{

0 = 7u+ v

y = 2u+ 4v
⇔
{

v = −7u
y = −26u

Ce qui a une solution en y si et seulement si 26 divise y.
Soit a1 = (0, 1). On a 26a1 = −b1 + 7b2.
Donc (a1, a2) est une base adaptée de A puisque 26a1, 2a2 est une base de B et que 2|26.
Le quotient A/B est isomorphe à Z/26Z× Z/2Z.

2) Soit G un groupe abélien (noté additivement) et possédant deux générateurs a et b tels que

14a + 2b = 0G et 2a + 4b = 0G .

Montrer que G est isomorphe à un quotient d’un groupe d’ordre 52 dont on donnera la structure.
Solution : Soit

ϕ : A := Z2 → G

l’homomorphisme surjectif (x, y) 7→ xa + yb. Le noyau de ϕ contient le sous-groupe de A engendré par b1 et b2, noté B dans
la question précédente. Par le théorème de factorisation, ϕ se factorise en un homomorphisme de G1 = A/B sur G et G est
isomorphe au quotient de G1 par le sous-groupe Kerϕ/B. On peut alors utiliser les résultats de la question précédente.

Exercice H : Soit e1 = (a1, . . . , an) un élément de Zn tel que le Pgcd des ai vaille 1 9

Montrer qu’il existe une base (e1, . . . , en) de Zn dont le premier vecteur est e1.
Que peut-on dire du quotient Zn/Ze1 ?
Adapter l’exercice en ne supposant plus que le Pgcd vaut 1.
Solution : Notons fi la base canonique de Zn. Le pgcd des ai étant 1, il existe des entiers ui tel que

∑n
i=1 uiai = 1. Soit ϕ

l’homomorphisme de groupes Zn → Z tel que ϕ(fi) = ui. On a donc explicitement ϕ(
∑n

i=1 xifi) =
∑n
i=1 xiui. L’image de

e1 par ϕ est 1. Donc ϕ est surjective. Soit B := Kerϕ son noyau. Tout élément v de Zn est la somme d’un élément de B et
d’un multiple de e1 (en effet, si ϕ(v) = m ∈ Z, v −me1 appartient à B) et B ∩ Ze1 = {0}. Comme B est un sous-groupe d’un
groupe libre de type fini, il est libre et admet une base (e2, · · · , en). Alors, (e1, · · · , en) est une base de Zn.

Le quotient Z/Ze1 est libre de rang n − 1. Si le pgcd des ai vaut d, soit a′i = ai/d. On peut appliquer ce qui précède aux
e′1 = (a′i). Il existe une base de Zn dont le premier vecteur est e′1. Le Z-module Ze1 a alors comme base de′1. Donc le quotient
Zn/Ze1 est isomorphe à Z/dZ× Zn−1.

9. Un tel vecteur est dit primitif et un certain nombre d’autres propriétés des vecteurs primitifs sont étudiées dans le cours en C.1.3.

3



Université Paris Sud Année 2019–2020

L3/S6 M305 Algèbre II

Document n◦ III

23 mars 2020

On se propose, dans cette séance de prouver le théorème de CAYLEY–HAMILTON (cf. cours IV.7.2.)

La preuve, ou plutôt les preuves, du théorème sont présentées sous forme d’exercices au paragraphe n◦ III.1 afin que vous
puissiez les chercher. Les solutions de ces exercices sont données dans le paragraphe n◦ III.2 afin que vous puissiez vous y
reporter ensuite.

N’hésitez surtout pas à poser toutes vos questions à vos enseignants par les moyens mis à votre disposition.

Bon travail ! (P.L.)

n◦ III.1 . −Le théorème de CAYLEY–HAMILTON

On peut donner une preuve relativement élémentaire du théorème de CAYLEY–HAMILTON dans le cas où (E, u) est un
espace cyclique (cf. exercice A à exercice C.)

On donne en particulier (cf. exercice A,) d’autres caractérisations équivalentes à celles déjà données des espaces cycliques (cf.
cours IV.4.1.)

Cependant, si l’on veut déduire le cas général du théorème de CAYLEY–HAMILTON du cas particulier des espaces cycliques,
il faudrait pouvoir décomposer tout espace en somme directe de sous-espaces cycliques. Un tel résultat est fourni par le théorème
de réduction de FROBENIUS (cf. cours IV.11.5) vers lequel un premier pas est fait à l’ TD n◦ VI, exercice D.

On peut cependant donner une preuve directe du théorème de CAYLEY–HAMILTON sans y avoir recours (cf. exercice D.)

Exercice A : (Endomorphismes cycliques)
Soient K un corps, d ∈ N∗ un entier et E un K-espace vectoriel de dimension d.

Pour u ∈ EndK(E) montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

Cyc1) Il existe x ∈ E tel que la famille ui(x) 0 ≤ i ≤ d−1 est libre.

Cyc2) Il existe x ∈ E tel que la famille ui(x) 0 ≤ i ≤ d−1 est une base.

Cyc3) Il existe une base B := ei ,1≤i≤d de E, un d-uplet ai ,0≤i≤d−1 ∈ K d’éléments de K, tels que la matrice C =
(Ci,j) 1 ≤ i ≤ d

1 ≤ j ≤ d
de u dans la base B est telle que :

Comp1)
∀1 ≤ j ≤ d− 2, ∀j + 2 ≤ i ≤ d, Ci,j = 0 ;

Comp2)
∀1 ≤ j ≤ d− 1, Cj+1,j = 1 ;

Comp3)
∀1 ≤ j ≤ d− 1, ∀1 ≤ i ≤ j, Ci,j = 0 ;

Comp4)
∀1 ≤ i ≤ d, Ci,d = −ai−1 .

1



Autrement dit C est une matrice compagnon i.e. de la forme :









0 0 . . . 0 0 −a0
1 0 . . . 0 0 −a1
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 −ad−2

0 0 . . . 0 1 −ad−1










.

Définition A.1 Si u vérifie les propriétés Cyc1) à Cyc3), on dira que E est un espace cyclique pour u (cf. cours IV.4.2.)

Exercice B : (Polynôme caractéristique d’une matrice compagnon)
Soient K un corps et d ∈ N∗ un entier.

Pour ai ,0≤i≤d−1 ∈ Kd, on note A(a0,...,ad−1) la matrice

A(a0,...,ad−1) :=










0 0 . . . 0 0 −a0
1 0 . . . 0 0 −a1
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 −ad−2

0 0 . . . 0 1 −ad−1










et à tout λ ∈ K, on associe
∆(a0,...,ad−1)(λ) := det(λId −A(a0,...,an−1)) .

1) a) Calculer ∆(a0,...,ad−1)(λ) en fonction de ∆(a1,...,ad−1)(λ) et a0.

b) Calculer ∆(a0,...,ad−1)(λ) en fonction de ∆(a0,...,ad−2)(λ) et ad−1.

2) Déduire de l’une des deux formules précédentes ∆(a0,...,ad−1)(λ).

Exercice C : (Théorème de CAYLEY–HAMILTON pour les espaces cycliques)
Soient K un corps, d ∈ N∗ un entier et f ∈ EndK(E) est tel que E est un espace cyclique pour f. Le d-uplet

ai ,0≤i≤d−1 étant donné par le point exercice A, Cyc3), on note

P := Xd +
d−1∑

i=0

aiX
i ∈ K[X ] .

1) Montrer que P est un polynôme annulateur de f.

2) Montrer que le degré n du polynôme minimal Pmin f de f est supérieur ou égal à d.

3) En déduire finalement que Pmin f = P .

Exercice D : (Théorème de CAYLEY–HAMILTON et formules de CRAMER)
SoitA ∈ Mn(K) une matrice carrée de taille n ∈ N∗ à coefficients dans un corps commutatif K. Soit P le polynôme

caractéristique de A. On veut prouver le théorème de CAYLEY–HAMILTON pour A à savoir P (A) = 0 .

On note 1n la matrice identité de taille n dansMn(K) . On considère la matrice

B := X · 1n −A ∈ Mn(K[X ])

à coefficients dans l’anneau K[X ] des polynômes à une indéterminée à coefficients dans K. Le polynôme P est le déter-
minant de B. On note C la matrice adjointe de B c’est-à-dire la matrices des cofacteurs de B qui est telle, en vertu des
formules de CRAMER, que

B · C = C · B = det(B) · 1n .

1) Montrer qu’il existe un unique n− 1-uplet Ci ,1≤i≤n−1 de matrices dansMn(K) tel que :

C = Xn−1 · 1n +

n−1∑

i=1

Xn−1−i · Ci . 1

2



2) En posant

P := Xn +

n∑

i=1

aiX
n−i ,

prouver les égalités :

−A+ C1 = a1 · 1n
−A · Ck + Ck+1 = ak+1 · 1n

−A · Cn−1 = an · 1n

pour tout 1 ≤ k ≤ n− 2.

3) En déduire que P (A) = 0 .

4) En tirer le théorème de CAYLEY–HAMILTON (cf. cours IV.7.2,) pour un endomorphisme u d’un K-espace vectoriel de
dimension n.

n◦ III.2 . −Solution des exercices

Exercice A : (Endomorphismes cycliques)
Soient K un corps, d ∈ N∗ un entier et E un K-espace vectoriel de dimension d.

Pour u ∈ EndK(E) montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

Cyc1) Il existe x ∈ E tel que la famille ui(x) 0 ≤ i ≤ d−1 est libre.

Cyc2) Il existe x ∈ E tel que la famille ui(x) 0 ≤ i ≤ d−1 est une base.

Cyc3) Il existe une base B := ei ,1≤i≤d de E, un d-uplet ai ,0≤i≤d−1 ∈ K d’éléments de K, tels que la matrice C =
(Ci,j) 1 ≤ i ≤ d

1 ≤ j ≤ d
de u dans la base B est telle que :

Comp1)
∀1 ≤ j ≤ d− 2, ∀j + 2 ≤ i ≤ d, Ci,j = 0 ;

Comp2)
∀1 ≤ j ≤ d− 1, Cj+1,j = 1 ;

Comp3)
∀1 ≤ j ≤ d− 1, ∀1 ≤ i ≤ j, Ci,j = 0 ;

Comp4)
∀1 ≤ i ≤ d, Ci,d = −ai−1 .

Autrement dit C est une matrice compagnon i.e. de la forme :









0 0 . . . 0 0 −a0
1 0 . . . 0 0 −a1
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 −ad−2

0 0 . . . 0 1 −ad−1










.

Définition A.1 Si u vérifie les propriétés Cyc1) à Cyc3), on dira que E est un espace cyclique pour u (cf. cours IV.4.2.)

Solution :

i) (Cyc1)⇔ Cyc2))
Le fait que Cyc2) entraîne Cyc1) est tautologique.
Réciproquement s’il existe x ∈ E tel que la famille f i(x) 0 ≤ i ≤ n−1 est libre comme son cardinal est n qui est aussi la

dimension de E, cette famille est une base.

3



ii) (Cyc2)⇒ Cyc3))
Soit x ∈ E, tel que f i(x) 0 ≤ i ≤ d−1 est une base. Posons ∀1 ≤ i ≤ d, ei := f i−1(x). On a alors

∀1 ≤ i ≤ d− 1, f(ei) = f [f i−1(x)] = f i(x) = ei+1 .

Par ailleurs f(ed) est un élément de E qui se décompose dans la base ei ,1≤i≤d c’est-à-dire qu’il existe un unique d-uplet
ai ,0≤i≤d−1 tel que

f(ed) =
d∑

i=1

ai−1ei =
d∑

i=1

ai−1f
i−1(e1) .

La matrice M de f dans la base B := ei ,1≤i≤d a alors la forme spécifiée par les points Cyc3).Comp1) à Cyc3).Comp4) :

M =










0 0 . . . 0 0 −a0
1 0 . . . 0 0 −a1
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 −ad−2

0 0 . . . 0 1 −ad−1










.

iii) (Cyc3)⇒ Cyc2))
S’il existe une base ei ,1≤i≤d dans laquelle la matrice de f a la forme spécifiée par les points Cyc3).Comp1) à Cyc3).Comp4),

∀1 ≤ i ≤ d− 1, f(ei) = ei+1 ⇒ ei = f i−1(e1)

si bien que e1 satisfait à la condition Cyc2).

Exercice B : (Polynôme caractéristique d’une matrice compagnon)
Soient K un corps et d ∈ N∗ un entier.
Pour ai ,0≤i≤d−1 ∈ Kd, on note A(a0,...,ad−1) la matrice

A(a0,...,ad−1) :=










0 0 . . . 0 0 −a0
1 0 . . . 0 0 −a1
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 −ad−2

0 0 . . . 0 1 −ad−1










et à tout λ ∈ K, on associe
∆(a0,...,ad−1)(λ) := det(λId −A(a0,...,an−1)) .

1) a) Calculer ∆(a0,...,ad−1)(λ) en fonction de ∆(a1,...,ad−1)(λ) et a0.

b) Calculer ∆(a0,...,ad−1)(λ) en fonction de ∆(a0,...,ad−2)(λ) et ad−1.

2) Déduire de l’une des deux formules précédentes ∆(a0,...,ad−1)(λ).

Exercice C : (Théorème de CAYLEY–HAMILTON pour les espaces cycliques)
Soient K un corps, d ∈ N∗ un entier et f ∈ EndK(E) est tel que E est un espace cyclique pour f. Le d-uplet

ai ,0≤i≤d−1 étant donné par le point exercice A, Cyc3), on note

P := Xd +

d−1∑

i=0

aiX
i ∈ K[X ] .

1) Montrer que P est un polynôme annulateur de f.
Solution : Ceci revient à montrer que

∀x ∈ E, P (f)(x) = 0 .

Puisque P (f) est un endomorphisme de E? il suffit de montrer, ei ,1≤i≤n étant une base de E, que ∀1 ≤ i ≤ n, P (f)(ei) = 0.
Prenons précisément pour base la base ei donnée par le point exercice A, Cyc3) associée au d-uplet ai ,0≤i≤d−1 définissant P.
On a alors :

i) (P (f)(e1))

P (f)(e1) = fd(e1)−
d−1∑

i=0

aif
i(e1)

= f(ed)−
d−1∑

i=0

aiei

= 0 .
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ii) (P (f)(ei))
On peut d’abord remarquer que f ◦ P (f) = P (f) ◦ f et que, par conséquent, ∀k ∈ N, fk ◦ P (f) = P (f) ◦ fk.
Ainsi ∀2 ≤ i ≤ d,

P (f)(ei) = P (f)[f i−1(e1)]

= f i−1[P (f)(e1)]

= f i−1(0)

= 0 .

2) Montrer que le degré n du polynôme minimal Pmin f de f est supérieur ou égal à d.
Solution : Notons

Pmin f = Xn +

n−1∑

i=0

biX
i ∈ K[X ]

le polynôme minimal de f. Alors
∀x ∈ E, Pmin f (f)(x) = 0

et en particulier pour un élément x vérifiant exercice A, Cyc1) :

Pmin f (f)(x) = 0 ⇔ fn(x) +

n−1∑

i=0

f i(x) = 0

qui signifie que la famille f i(x) ,0 ≤ i ≤ n est liée. Or f i(x) ,0 ≤ i ≤ d−1 étant libre, n ≥ d.

3) En déduire finalement que Pmin f = P .
Solution : On a montré à la question 1) que Pmin f divise P. Or deg(P ) = n et deg(Pmin f ) ≥ n comme P et Pmin f sont

unitaires,
P = Pmin f .

Exercice D : (Théorème de CAYLEY–HAMILTON et formules de CRAMER)
SoitA ∈ Mn(K) une matrice carrée de taille n ∈ N∗ à coefficients dans un corps commutatif K. Soit P le polynôme

caractéristique de A. On veut prouver le théorème de CAYLEY–HAMILTON pour A à savoir P (A) = 0 .

On note 1n la matrice identité de taille n dansMn(K) . On considère la matrice

B := X · 1n −A ∈ Mn(K[X ])

à coefficients dans l’anneau K[X ] des polynômes à une indéterminée à coefficients dans K. Le polynôme P est le déter-
minant de B. On note C la matrice adjointe de B c’est-à-dire la matrices des cofacteurs de B qui est telle, en vertu des
formules de CRAMER, que

B · C = C · B = det(B) · 1n .

1) Montrer qu’il existe un unique n− 1-uplet Ci ,1≤i≤n−1 de matrices dansMn(K) tel que :

C = Xn−1 · 1n +

n−1∑

i=1

Xn−1−i · Ci . 1

Solution : Notons C = (γi,j) 1 ≤ i ≤ n
1 ≤ j ≤ n

. Alors ∀1 ≤ i ≤ n, ∀1 ≤ j ≤ n, γi,j est un déterminant calculé sur n− 1 lignes

et n− 1 colonnes de B si bien que c’et un polynôme de degré inférieur ou égal à n− 1. Il existe donc γi,j,k ,0 ≤ k ≤ n−1 tels que

∀1 ≤ i ≤ n, ∀1 ≤ j ≤ n, γi,j =
n−1∑

k=0

γi,j,kX
n−1−k .

Posons alors
Ck := (γi,j,k) 1 ≤ i ≤ n

1 ≤ j ≤ n

∈ Mn(K) .

On a alors

C =

n−1∑

k=0

Xn−−1−k · Ck

qui est presque la formule 1 à ceci près qu’il faut encore établir que C0 = 1n.
Pour i 6= j, le cofacteur γi,j correspond à la matrice B dont on a enlvé la ligne i et la colonne j, et c’est donc un polynôme

de degré au plus n− 2, si bien que γi,j,0 = 0. On constate ensuite que γi,i,0 = 1.

5



2) En posant

P := Xn +

n∑

i=1

aiX
n−i ,

prouver les égalités :

−A+ C1 = a1 · 1n
−A · Ck + Ck+1 = ak+1 · 1n

−A · Cn−1 = an · 1n

pour tout 1 ≤ k ≤ n− 2.
Solution : La matrice C étant la matrice des cofacteurs de B, on a

B · C = C · B = det(B) · 1n = P · 1n .

Ce qui s’écrit encore :

(X · 1n −A) · C = P · 1n

⇔ (X · 1n −A) ·
(
Xn−1 · 1n +

n−1∑

i=1

Xn−1−i · Ci
)

=
(
Xn +

n∑

i=1

aiX
n−i
)
· 1n .

En utilisant que X i ,∈N est une base du K-espace vectoriel K[X ], on obtient :

Xn−1 · (−A+ C1) = a1X
n−1 · 1n

⇒ (−A+ C1) = a1 · 1n
Xn−i · (Ci −A · Ci−1) = aiX

n−i · 1n ∀2 ≤ i ≤ n− 1,
⇒ Ci −A · Ci−1 = ai · 1n ∀2 ≤ i ≤ n− 1,

−A · Cn−1 = an · 1n .

3) En déduire que P (A) = 0 .
Solution : On a :

P (A) = An +

n∑

i=1

ai · An−i

= An +
n∑

i=1

An−i · ai · 1n

= An +An−1 · (−A+ C1) +
n−1∑

i=2

An−i · (−A · Ci−1 + Ci)−A · Cn−1

= An−1 · C1 −
n−1∑

i=2

An+1−i · Ci−1 +
n−1∑

i=2

An−i · Ci −A · Cn−1

= An−1 · C1 +
n−1∑

i=2

An−i · Ci −
(
n−2∑

i=1

An−i · Ci +A · Cn−1

)

=
n−1∑

i=1

An−i · Ci −
n−1∑

i=1

An−i · Ci

= 0 .

4) En tirer le théorème de CAYLEY–HAMILTON (cf. cours IV.7.2,) pour un endomorphisme u d’un K-espace vectoriel de
dimension n.
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n◦ IV.1 . − TD n◦ IV

Exercice C : (Structure des groupes finis(cf. TD n◦ VII, exercice C.))

1) Parmi les groupes suivants, lesquels sont isomorphes (vous devez justifier votre réponse) :

G1 =Z/4Z× Z/25Z

G2 =Z/5Z× Z/2Z× Z/2Z× Z/5Z

G3 =Z/5Z× Z/4Z× Z/5Z

G4 =(Z/25Z)× × Z/5Z

Lesquels sont cycliques?
Solution : Même si dans certains cas simples d’autres arguments peuvent être utilisés, (nombre d’éléments, ordre des élé-

ments . . . ,) le corollaire II.10.7 du cours apporte toujours une réponse systématique à la question des classes d’isomorphismes
de groupes abéliens. Cependant, pour pouvoir lutiliser, il faut connaître les facteurs invariants du groupe et pour cela déterminer
sa décomposition canonique (cf. cours II.10.5.i).)

G1 Ainsi le groupe G1 = Z/4Z× Z/25Z n’est pas décomposé sous sa forme canonique, puisque

4 6 |25 et 25 6 |4 .

Cependant le théorème chinois des restes assure que

G1
∼= Z/100Z

qui est une décomposition canonique de paramètres r = 1 et d1 = 100. Ce groupe est cyclique.
G2 De même G2 = Z/5Z × Z/2Z × Z/2Z × Z/5Z n’est pas donné non plus sous sa forme canonique, laquelle est, en

vertu du théorème chinois des restes

G2
∼= Z/10Z× Z/10Z de paramètres r = 2 , d1 = 10 et d2 = 10 .

Ce groupe n’est pas cyclique.
G3 Par les mêmes arguments que ci-dessus,

G3
∼= Z/5Z× Z/20Z de paramètres r = 2 , d1 = 20 et d2 = 5

qui n’est pas non plus cycliques.
G4 Il faut déterminer (Z/25Z)× qui est un groupe à 20 éléments ; ce qui ne donne pas sa structure. Néanmoins, on peut

remarquer que
210 = 1024 ≡ −1 [25] .

Ainsi l’o’rdre de 2 dans (Z/25Z)× divise 20 mais ne divise pas 10. C’est donc 4 ou 20. Or

24 ≡ 16 6= 1 [25],

si bien que 2 est d’ordre 20 et que, par conséquent,

(Z/25Z)× ∼= Z/20Z

et que finalement
G4
∼= Z/5Z× Z/20Z ∼= G3 .

Aucun des groupesG1, G2, G3 ne sont isomorphes entre eux puisque leurs séquences de paramètres sont toutes deux à deux
distinctes.

1



2) Combien y a-t-il de classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal 1400 et possédant au moins un sous-groupe
non cyclique d’ordre une puissance de 2 ? Donner leurs invariants (ou diviseurs élémentaires).

Solution : 1400 = 23 × 52 × 7.
On sait que si G est un groupe abélien avec #(G) = 1400, et si

G ∼=
r∏

i=1

Z/diZ avec ∀1 ≤ i ≤ r − 1, di+1|di,

1400 = #(G) =

r∏

i=1

di .

Si donc p est un nombre premier tel que p|#(G) il existe 1 ≤ i ≤ r tel que p|di ce qui entraîne p|d1. Ainsi on a

(2 ∗ 5 ∗ 7)|d1 .

Il en résulte aussi que i ≤ vp(#(G)), ce qui entraîne finalement

r ≤ max
p ∈ P

(vp(#(G))) i.e.r ≤ 3 .

r = 1
G1
∼= Z/1400Z ;

Or G1 est cyclique est tous ses sous-groupes le sont donc ; il n’a donc pas de sous-groupe non cyclique, a fortiori de
cardinal une puissance de 2.

r = 2
G2

∼= Z/700Z× Z/2Z
ou G3

∼= Z/280Z× Z/5Z
ou G4

∼= Z/140Z× Z/10Z .

Le groupe Z/700Z, (resp. Z/140Z,) (resp. Z/10Z,) est cyclique de cardinal divisible par 2 et possède donc un sous-
groupe isomorphe à Z/2Z. Il en résulte que G2 et G4, possèdent des sous-groupes isomorphes à Z/2Z × Z/2Z i.e. non
cycliques d’ordre une puissance de 2.
En revanche, si H est un sous-groupe de G3, de cardinal 2k, pour tout

(x, y) ∈ H , x ∈ Z/280Z , y ∈ Z/5Z,

0 = 2k(x, y) = (2kx, 2ky) ;

si bien que 2ky = 0, ce qui entraîne y = 0, puisque 2k est inversible dans l’anneau Z/5Z. Il s’ensuit que H est alors
isomorphe à un sous-groupe de Z/280Z et par conséquent cyclique.

r = 3
G5

∼= Z/70Z× Z/10Z× Z/2Z
ou G6

∼= Z/350Z× Z/2Z× Z/2Z .

Pour les raisons déjà données plus haut, G5 et G6 ont un sous-groupe isomorphe à Z/2Z× Z/2Z .

3) Soient r, s et t trois entiers positifs. On désire calculer en fonction de r, s et t les invariants (d1, d2, . . . , dk) du
groupe abélien

A := Z/rZ× Z/sZ× Z/tZ .

a) Que vaut d1 ?
Solution : Si on écrit A sous sa forme canonique

A =

k∏

i=1

Z/diZ avec ∀1 ≤ i ≤ k − 1, di+1|di,

pour tout x ∈ A, d1x = 0, si bien que d1 divise l’exposant de A. Par ailleurs, Z/d1Z contient un élément d’ordre d1 et par
conséquent A contient un élément d’ordre d1, si bien que d1 est exactement l’exposant de A.

Or si
A = Z/rZ× Z/sZ× Z/tZ,

l’exposant de A est le Ppcm de r, s et t.
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b) Calculer de deux manières le nombre d’éléments d’ordre divisant dk et montrer que k ≤ 3 et que d3 est le Pgcd de r, s
et t.

Solution : On sait que ∀a ∈ N, , ∀d ∈ N, , le sous-groupe Z/aZ[d] de Z/aZ des éléments de d-torsion i.e. dont l’ordre
divise d, est isomorphe à Z/(a ∧ d)Z.

Par ailleurs pour G et H des groupes abéliens

(x, y) ∈ (G×H)[d] ⇔ x ∈ G[d] et y ∈ H [d] ;

si bien que
(G×H)[d] ∼= G[d]×H [d] .

Il en résulte que, d’une part :

#(A[dk]) = #
(
(Z/rZ × Z/sZ× Z/tZ)[dk]

)

= #
(
Z/(r ∧ dk)Z× Z/(s ∧ dk)Z× Z/(t ∧ dk)Z

)

= (r ∧ dk) ∗ (s ∧ dk) ∗ (t ∧ dk) .

d’autre part :

#(A[dk]) = #
(
k∏

i=1

Z/diZ[dk]
)

= #
(
k∏

i=1

Z/(di ∧ dk)Z
)

= dkk .

On obtient donc
dkk = #(A[dk]) = (r ∧ dk) ∗ (s ∧ dk) ∗ (t ∧ dk) .

Puisque (u ∧ dk) ≤ dk pour u = r, s, ou t, dkk ≤ d3k donc k ≤ 3.
Si k < 3, d3 n’est a priori pas défini par le théorème II.10.5.i) ; cependant on peut prolonger la suite di en posant di = 1

pour tout i > k. On a donc toujours alors la relation

∀i ∈ N, di+1|di .

On a encore
#
(
A[d3]

)
= d33 = (d3 ∧ r) ∗ (d3 ∧ s) ∗ (d3 ∧ t) .

Or
∀u = r , s ou t , ((d3 ∧ u))|d3

si bien que
∀u = r , s ou t , d3 = (u ∧ d3) ;

et finalement
∀u = r , s ou t , d3|u .

On en conclut que d3 divise le Pgcd de r, s, et t.
Soit d le Pgcd de r, s et t. Alors

∀u = r , s ou t , (d ∧ u) = d .

Il s’ensuit que
#
(
A[d]

)
= (d ∧ r) ∗ (d ∧ s) ∗ (d ∧ t) = d3 .

Par ailleurs
d3 = #

(
A[d]

)
= (d ∧ d1) ∗ (d ∧ d2) ∗ (d ∧ d3) ;

ce qui entraîne d|di.

c) Montrer que
d2 = PPCM

(
(r ∧ s), (s ∧ t), (t ∧ r)

)
.

Solution : Il suffit de montrer que

rst

Pgcd(r, s, t)Ppcm(r, s, t)
= Ppcm

(
(r ∧ s), (s ∧ t), (t ∧ r)

)
.
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4) Montrer que si A et B sont des groupes abéliens finis et

A×A ∼= B ×B, alors ∼= AB .

Solution : Écrivons la décomposition canonique (cf. cours II.10.5.i))

A =
r∏

i=1

Z/diZ avec ∀1 ≤ i ≤ r − 1, di+1|di .

On a alors

A × A ∼=
r∏

i=1

Z/diZ× Z/diZ .

Posons alors
ρ := 2r et ∀1 ≤ i ≤ r, δ2i−1 = δ2i = di .

On a alors

A×A ∼=
ρ
∏

i=1

Z/δiZ

qui est bien la décomposition canonique de A×A, puisque

∀1 ≤ i ≤ ρ− 1, δi+1|δi .

On en conclut ainsi, grâce à l’énoncé d’unicité II.10.5.ii), que si A ×A et B × B ont même décomposition canonique, il en
est de même pour A et B.

n◦ IV.2 . −Corrigé des exercices du TD n◦ V

Exercice A : Soit A un anneau commutatif intègre.

1) Montrer que A est un corps si et seulement si A[X ] est principal.
Solution : Dans le cas où A est un corps on a vu (cf. cours III.4.2,) que A[X ] est un anneau euclidien donc principal.
Réciproquement supposons que A[X ] est principal. Montrons d’abord que :

i) (L’idéal engendré par X est maximal)
En effet si I est un idéal contenant XA[X ], puisque A est principal, il existe P ∈ A[X ] tel que I = PA[X ]. Ainsi P |X ;

ce qui entraîne, A étant un anneau intègre, (cf. cours III.2.2.ii),) que 0 ≤ deg(P ) ≤ 1.
deg(P ) = 0 Dans ce cas„ posonsP = a, a ∈ A.De plus ∃Q ∈ A[X ], tel que aQ = X. Il résulte toujours de III.2.2.ii)

que deg(Q) = 1, et qu’on peut donc écrire

Q = bX + c , (b, c) ∈ A×A .

Il en résulte que
X = abX + ac ;

ce qui entraîne (cf. cours III.2.5.v),) que
ab = 1 et c = 0 .

En particulier
a ∈ A× , P = a et I = A .

deg(P ) = 1 Il existe donc

(a, b) ∈ A×A tel que P = aX + b et Q ∈ A[X ] tel que X = PQ .

Or deg(Q) = 0, i.e. Q = c, c ∈ A et

acX + bc = X ⇒ b = 0 et ac = 1 ⇒ I = XA[X ] .

ii) (A[X ]/XA[X ] ∼= A)
Il suffit de constater queXA[X ] est le noyau du morphisme d’anneauxA[X ] → A qui a un polynôme associe son coefficient

de degré 0.

Finalement si A[X ] est principal,XA[X ] est maximal et A ∼= A[X ]/XA[X ] est donc un corps.
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2) En déduire que A[X,Y ] et Z[X ] ne sont pas principaux.
Solution : Puisque A[X,Y ] = A[X ][Y ], pour qu’il soit principal il faudrait, d’après la question précédente, que A[X ] soit

un corps. Or (cf. cours III.2.5.iii),)A[X ]× = A× au moins dans le cas oùA est intègre.X ne sra donc pas inversible dans A[X ]
si bien que A[X ] n’est pas un corps. Dans le cas où A ne serait même pas intègre, la situation n’aura pas tendance à s’améliorer,
puisqu’alors A[X ] ne sera lui-même pas intègre et a fortiori donc pas un corps.

On sait bien que Z n’est pas un corps et que Z[X ] ne peut donc être principal.

Exercice B : (Idéaux maximaux, polynômes irréductibles)
Soit A un anneau commutatif.

1) Soit K un corps et P ∈ K[X ] un polynôme à une indéterminée à coefficients dans K. Montrer que l’idéal PK[X ] :=
{P ∗Q , Q ∈ K[X ]} est maximal si et seulement si P est irréductible.

Solution : On a établi dans le cours, grâce au théorème de Bézout dans l’anneau K[X ] que le quotient K[X ]/PK[X ] est un
corps si et seulement si P est irréductible.

On peut aussi, procéder sans intermédiaire comme suite : Si P est irréductible, P ne divise pas 1 autrement dit

1 /∈ PK[X ] ⇒ PK[X ] 6= K[X ] .

Par ailleurs, d’après le lemme d’Euclide P est premier si bien que pour tout Q /∈ K[X ], P et Q sont premiers entre eux. Il
s’ensuit qu’il existe, en vertu du théorème de Bézout un couple (U, V ) ∈ K[X ]× K[X ], tel que PU + QV = 1. Ceci assure
alors que PK[X ] est maximal.

2) Montrer que le résultat de la question 1) se généralise à n’importe quel anneau principal, à savoir que si A est un anneau
principal, un idéal I de A est maximal si et seulement s’il existe un élément irréductible p ∈ A tel que I = Ap.

3) Dans cette question A := Z[X ] l’anneau des polynômes à une indéterminée à coefficients dans Z.

a) Déterminer l’ensemble A× des éléments inversibles de A.
Solution : Pour tout P ∈ A, P est inversible si et seulement s’il existeQ ∈ A tel que P ∗Q = 1. Comme Z est un anneau

intègre,
P ∗Q = 1 ⇒ deg(P ) + deg(Q) = 0 ⇒ deg(P ) = deg(Q) = 0 .

Il existe donc (a, b) ∈ Z×Z tel que P = a et Q = b. D’où ab = 1 c’est-à-dire que a et b sont des éléments inversibles de Z.
On a donc

A× = Z× = {−1, 1} .

b) Vérifier que le polynômeX2 + 1 ∈ A est irréductible.
Solution : Soient (P,Q) ∈ A × A, tel que P ∗ Q = X2 + 1. Puisque Z est un anneau intègre, deg(P ) + deg(Q) = 2.

Étant donnés les rôles symétriques joués par P et Q on est amené à considérer les situations suivantes :

i) (deg(P ) = 0 et deg(Q) = 2)
Dans ce cas, on peut écrire

P = a et Q = bX2 + cX + d .

Alors
P ∗Q = X2 + 1 ⇒ a ∗ d = 1 ⇒ a ∈ Z× ⇒ P ∈ A× .

ii) (deg(P ) = deg(Q) = 1)
Dans ce cas on peut écrire

P = aX + b et Q = cX + d .

On a alors

X2 + 1 = acX2 + (ad+ bc)X + cd ⇒







ac = 1
ad+ bc = 0
cd = 1 .







On peut donc, sans perte de généralité, écrire

P = X − a et Q = X − b , (a, b) ∈ Z× Z .

Il s’ensuit alors que a et b sont des racines de X2 + 1, or ce polynôme n’a pas de racine dans Z puisque

∀a ∈ Z, a2 + 1 ≥ 1 .
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Il ressort donc des points i) et ii) que

∀(P,Q) ∈ A×A, P ∗Q = X2 + 1 ⇒ P ∈ A× ou Q ∈ A×

c’est-à-dire que X2 + 1 est irréductible.

c) Montrer que, pour tout P ∈ A, il existe un unique couple (Q,R) ∈ A×A tel que

P = Q ∗ (X2 + 1) + R et deg(R) ≤ 1 .

Solution :

i) (Unicité)
Le raisonnement est ici exactement le même que dans le cas de K[X ] avec K un corps.

ii) (Existence)
On peut envisager deux preuves différentes :

∗) tout d’abordP etX2+1 étant des éléments de Q[X ], il existe (Q,R) ∈ Q[X ]×Q[X ] tel que P = Q∗(X2+1) + R .
On peut ensuite montrer que Q et R sont en fait dans A mais cela revient en fait presque à faire la démonstration directement
comme suit :

†) On démontre ce résultat par récurrence sur le degré de P.
deg(P ) ≤ 1 Dans ce cas Q = 0 et R = P répond à la question.

deg(P ) > 1 On écrit alors P :=

d∑

i=0

aiX
i . Posons alors

P1 := P − adXd−2(X2 + 1) =

d−3∑

i=0

aiX
i + (ad−2 − ad)Xd−2 + ad−1X

d−1 .

En particulier deg(P1) ≤ d− 1. En faisant l’hypothèse de récurrence convenable il existe alors (Q1, R) ∈ A×A tel que

P1 = (X2 + 1)Q1 +R et deg(R) ≤ 1 .

Il s’ensuit que
P = P1 + adX

d−2(X2 + 1) = (adX
d−2 +Q1) ∗ (X2 + 1) +R .

Posons donc finalement Q := (adX
d−2 +Q1 qui répond à la question.

Dans la suite on a toujours A = Z[X ], p est un nombre premier,

I := (X2 + 1) ∗A = {(X2 + 1) ∗ P , P ∈ A} , J := {(X2 + 1) ∗ P + p ∗Q , (P,Q) ∈ A×A} .

4) et l’on suppose de plus que p = 7. On note alors F7 := (Z/7Z,+, ∗) le corps à 7 éléments et F7[X ] l’anneau des
polynômes à une indéterminée sur F7.

a) Montrer que le polynômeX2 + 1 est irréductible dans F7[X ].
Solution : On se trouve ici encore dans l’une des deux situations question 3), b).i) ou question 3), b).ii) c’est-à-dire que si

X2 + 1 n’est pas irréductible il possède une racine dans F7. Or les carrés dans F7 sont

12 = 1 , 22 = −3 = 32 = 2

si bien que −1 n’est pas un carré dans F7 ce qu’on peut d’ailleurs aussi déduire du fait que 7 n’est pas congru à 1 modulo 4.

b) On note k := F7[X ]/(X2 + 1) ∗ F7[X ]. Montrer qu’on a un isomorphisme

A/J ∼= k

et en déduire que J est maximal dans A.
Solution :

i) (φ : A → k)
La surjection canonique π7 : Z → F7 induit un morphisme surjectif d’anneaux

Π7[X ] : A = Z[X ] → F7[X ] , X 7→ X .

Notons πk : F7[X ] → k la surjection canonique si bien qu’on obtient un morphisme surjectif d’anneaux :

φ := πk ◦ π7 : A → k .
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ii) (Kerφ)
On montre que Kerφ = J ce qui donnne l’existence d’un isomorphisme

ψ : A/J ∼= k

tel que ψ ◦ πJ = φ où πJ : A → A/J est la surjection canonique.

iii) Il en résulte que A/J est un corps et donc que J est un idéal maximal.

Exercice C : (Le K-espace vectoriel K[X ]/PK[X ])
Soient K un corps, P ∈ K[X ] un polynôme à coefficients dans K et

π : K[X ] → K[X ]/PK[X ] la surjection canonique.

Montrer que :

1) K[X ]/PK[X ] est un K-espace vectoriel ;
Solution : L’anneau K[X ] est au moins un groupe abélien et l’idéal PK[X ] un sous-groupe si bien que le morphisme

π : K[X ] → K[X ]/PK[X ] est au moins un morphisme de groupes (cf. cours I.8.) C’est cependant également un morphisme
d’anneaux.

L’inclusion naturelle K →֒ K[X ] (cf. cours III.2.5.ii),) est un morphisme d’anneaux, si bien que la composée

K → K[X ]/PK[X ] est encore un morphisme d’anneaux

faisant de K[X ]/PK[X ] une K-algèbre (cf. cours A.1.6,) et donc un K-module (cf. cours A.1.1,) i.e. un K-espace vectoriel.
Plus explicitement la loi externe sur K[X ]/PK[X ] est donnée par

∀(a,Q) ∈ K×K[X ], a ·QmodP = aQmodP ;

2)
(
π(1), π(X), . . . , π(Xdeg(P )−1)

)
en est une base ;

Solution : Notons E := K[X ]/PK[X ]. Pour tout α ∈ E, il existe donc Q ∈ K[X ] tel que α = π(Q). Or en effectuant
la division euclidienne de Q par P, on prouve l’existence de R ∈ K[X ] tel que

π(R) = α et deg(R) < deg(P ) .

Ceci prouve que l’ensemble

{π(1), . . . , π(Xdeg(P )−1)} = {1modP, . . . , Xdeg(P )−1 mod }

est générateur du K-espace vectoriel E.
Pour ai ,0≤i≤deg(P )−1 ∈ K, des éléments de K,

deg(P )−1
∑

i=0

aiX
i modP = 0,

si et seulement si
deg(P )−1
∑

i=0

aiX
i ∈ Kerπ

si et seulement si

P |
deg(P )−1
∑

i=0

aiX
i

ce qui entraîne
∀0 ≤ i ≤ deg(P )− 1, ai = 0

et assure que {1modP, . . . , Xdeg(P )−1 modP} est une partie libre du K-espace vectoriel E.

3)
par conséquent dimK K[X ]/PK[X ] = deg(P ) .
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Exercice D : (Le critère d’Eisenstein)
SoitA un anneau principal et p un élément irréductible deA.On note π : A → κ := A/p la surjection canonique et

π[X ] : A[X ] → κ[X ] le morphisme entre les anneaux de polynômes qui s’en déduit (qui consiste à réduire les coefficients
modulo p.) On note K le corps des fractions de A. On pourra ne considérer que le cas où A = Z et K = Q.

Soit P := Xn + an−1X
n−1 + · · · a1.X + a0 ∈ A[X ] un polynôme unitaire non constant à coefficients dans A.

On note vp les valuations p-adiques (cf. I.14.9,’III.7.11.)
On dit que P est p-Eisenstein si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i) Pour tout i ≤ n− 1, p divise ai (i.e. vp(ai) > 0.)

ii) p2 ne divise pas a0 (i.e. vp(a0) = 1.)

1) Montrer que pour tout P ∈ A[X ], tout Q ∈ A[X ], P est p-Eisenstein et Q|P entraîne π[X ](Q) = ±Xdeg(Q).
Solution : Si Q|P il existe R ∈ A[X ] tel que P = Q ∗ R. Or P = Q ∗ R c’est-à-dire que Q|P . Or si P vérifie †,

P = Xdeg(P ). On a donc
Q∗R = Xdeg(P ).Or deg(X) = 1 entraîneX irréductible (cf. III.5.2.6.) On peut allors utiliser l’unicité dans la proposition

III.5.5.1 pour assurer qu’il existe des entiers a et b avec a+ b = deg(P ) tels que Q = Xa et R = Xb.

En écrivant enfin P = Q ∗ R dans A[X ], (avec Q =

deg(Q)
∑

i=0

biX
i et R =

deg(R)
∑

i=0

ciX
i,) on a en particulier adeg(P ) =

bdeg(Q)cdeg(R) ce qui entraîne, si P vérifie †, que bdeg(Q) est inversible i.e.vaut ±1 et donc que bdeg(Q) = ±1. Il en résulte
finalement que

deg(Q) = deg(Q) et Q = Xdeg(Q) = Xdeg(Q) .

2) Pour tout

P ∈ A[X ] , Q :=

deg(Q)
∑

i=0

biX
i ∈ A[X ] , R :=

deg(R)
∑

i=0

ciX
i ∈ A[x],

montrer que P = Q ∗R, P est p-Eisenstein deg(Q) > 0, deg(R) > 0 entraîne vp(b0) > 0 et vp(c0) > 0.

Solution : D’après question 1) P = Q ∗R et P satisfait † entraîne Q = Xdeg(Q) et R
deg(R)

. Ceci entraîne

∀0 ≤ i ≤ deg(Q)− 1, vp(bi) > 0 et ∀0 ≤ i ≤ deg(R)− 1, vp(ci) > 0 .

Ceci entraîne bien entendu si deg(Q) > 0 et deg(R) > 0,

vp(b0) > 0 et vp(c0) > 0 .

3) Déduire de ce qui précède que pour P ∈ A[X ], P est p-Eisenstein entraîne P est irréductible.
Solution : Il résulte de question 2) que P = Q ∗ R, P satisfait †, deg(Q) > 0, deg(R) > 0, entraîne vp(b0) > 0 et

vp(c0) > 0. On a alors
vp(a0) = vp(b0 ∗ c0) = vp(b0) + vp(c0) > 1

(cf. I.14.9.question 2), Val5).) Le fait que P satisfait † entraîne donc, par contraposée, que

deg(Q) = 0 ou deg(R) = 0 ⇒
(
deg(Q) = 0 et b0|adeg(P )

)
ou
(
deg(R) = 0 et c0|adeg(P )

)

c’est-à-dire, comme adeg(P ) = 1, que Q ou r est inversible, donc que P est irréductible.

4) Montrer finalement qu’il existe des polynômes irréductibles de tout degré dans K[X ].
Solution : Il résulte de question 3) que pour tout nombre premier p ∈ P et tout entier n ∈ N∗, le polynômeXn−p ∈ A[X ]

est irréductible. Or il résulte de la III.7.12.question 3) que ce polynôme est alors irréductible dans K[X ].
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Exercice E : (K[X ]-modules)
Soit K un corps.

1) Montrer que E est un K[X ]-module si et seulement si, E est un K-espace vectoriel muni d’un endomorphisme u tel que
pour tout v ∈ E, X · v = u(v) .

Solution :

i) (Si e est un K[X ]-module)
L’ensemble E est alors muni d’une loi interne + qui en fait un groupe abélien (cf. cours A.1.1.Mod0).) De plus E est muni

d’une loi externe · : K[X ]× E → E vérifiant les axiomes A.1.1.Mod1) à A.1.1.Mod4). En particulier cette loi externe se
restreint en une loi externe ·K : K× E → E, qui, puisque K est un sous-anneau de K[X ] (cf. cours III.2.5.ii),) vérifie encore
les axiomes A.1.1.Mod1) à A.1.1.Mod4). Ceci signifie exactement que (E,+, ·K) est un K-espace vectoriel.

Puisque E est, par hypothèse un K[X ]-module, l’axiome A.1.1.Mod1) assure que

∀(v, w) ∈ E × E, X · (v + w) = X · v + X · w
si bien que l’application

u : E → E , v 7→ X · v est un endomorphisme du groupe abélien (E,+) .

Enfin pour tout a ∈ K, en considérant a comme un polynôme de degré 0, ou de manière équivalente en utilisant le fait que
·K est la restriction de ·, on a a · v = a ·K v pour tout v ∈ E. En utilisant l’axiome A.1.1.Mod3) il vient alors :

∀(a, v) ∈ K× E, u(a ·K v) = X · (a ·K v)
= X · (a · v)
= (a ∗K [X ]X) · v
= a · (X · v
= a ·K (X · v)
= a ·K u(v) ;

ce qui prouve que u est K-linéaire.

ii) (Réciproquement)
Supposons queE soit un K-espace vectoriel et u ∈ EndK(E) un endomorphismeK-linéaire deE. Il existe alors une unique

loi externe
· : K[X ]× E → E , (X, v) 7→ u(v)

et satisfaisant les axiomes A.1.1.Mod2)à A.1.1.Mod4).
En effet, si une telle loi externe existe, il résulte de l’axiome A.1.1.Mod3) que,

∀n ∈ N, ∀v ∈ E, Xn · v = un(v)

(où un désigne le nième itéré de u.) Le même axiome assure que, nécessairement

∀a ∈ K, ∀n ∈ N, ∀v ∈ E, aXn · v = aun(v) .

L’axiome A.1.1.Mod2) entraîne alors que, pour tout

P :=

d∑

i=0

aiX
i ∈ K[X ] , ∀v ∈ E, P · v =

d∑

i=0

aiu
i(v) .

L’unicité de · est donc assurée et reste à constater, ce qui est très élémentaire, que la loi externe définie par la formule ci-dessus
vérifie bien les axiomes A.1.1.Mod2) à A.1.1.Mod4).

iii) (Remarque)
On constate que les constructions faites en i) et ii) sont inverse l’une de l’autre au sens où :
— si l’on dispose d’une structure de K[X ]-module sur E et qu’on lui associe un endomorphisme u comme dans le procédé

i), la structure de K[X ]-module associée à u dans le procédé ii) est exactement celle dont on est parti.
— De même si à un endomorphisme u on associe une structure de K[X ]-module comme en ii) ; l’endomorphisme qui sera

associé à cette dernière graçe au procédé i) est exactement l’endomorphisme u de départ.

iv) (Remarque)
On aurait pu répondre à la question, i.e. établir l’équivalence entre K[X ]-module et couple (E, u) en utilisant la description

des A-modules donnée en A.1.4. En effet :
— Une structure de K[X ]-module sur E est un morphisme d’anneaux K[X ] → EndGr(E). La composée de ce dernier

avec l’injection naturelle K →֒ K[X ] est un morphisme d’anneaux K → EndGr(E) qui donne à E une structure de
K-module i.e. précisément de K-espace vectoriel (c’est exactement la situation décrite en A.1.8.b).)
L’image de X dans EndGr(E) est un endomorphisme du groupe abélien (E,+). On laisse le lecteur vérifier que, du fait
que K[X ] → EndGr(E) est un morphisme d’anneaux et K un sous-anneau de K[X ], u est bien K-linéaire.

— Réciproquement, si E est un K-espace vectoriel muni d’un K-endomorphisme u, il existe, par propriété universelle des
anneaux de polynômes (cf. cours III.2.9,) il existe un unique morphisme d’anneau

K[X ] → EndGr(E) , X 7→ u .
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On parlera pour E du K-espace vectoriel sous-jacent.

2) Décrire les morphismes de K[X ]-modules (en termes d’applications K-linéaires.)
Solution :

i) Soient E et F des K[X ]-modules et f : E → F un morphisme de K[X ]-module. Notons

u ∈ EndK(E) (resp. v ∈ EndK(F ) )

l’endomorphisme donné par la structure de K[X ]-module comme en question 1), i).
Si f est un morphisme de K[X ]-modules (cf. cours A.2.1 :)

∀x ∈ E, f(X · x) = X · f(x)
⇔ f(u(x)) = v(f(x)) .

Si donc f : E → F est un morphisme de K[X ]-modules, f ◦ u = v ◦ f ou encore le carré suivant est commutatif :

E
u−−−−→ E

f



y



y f

F
v−−−−→ F .

ii) Réciproquement suppposons donnésE, F, u, v, f tels que l’on ait un diagramme commutatif d’espaces vectoriels comme
ci-dessus. L’endomorphisme u (resp. v,) donne à E (resp. F,) une structure de K[X ]-module grâce au procédé question 1), ii).
Le fait que f ◦ u = v ◦ f signifie exactement que

∀x ∈ E, f(X · x) = X · f(x) ;

ce qui entraîne d’abord que
∀n ∈ N, ∀x ∈ E, f(Xn · x) = Xn · f(x) ;

puis, du ffait que f est déjà K-linéaire,

∀P ∈ K[X ], ∀x ∈ E, f(P · x) = P · f(x) ;

c’est-à-dire que f est bien un morphisme de K[X ]-modules.

On en déduit donc que f : E → F est un morphisme de K[X ]-modules si et seulement si f est une application linéaire
(i.e. un morphisme de K-espaces vectoriels ou encore de K-modules) telle que

f ◦ u = v ◦ f

où u (resp. v,) est l’endomorphisme K-linéaire de E (resp. F,) qui lui donne sa structure de K[X ]-module.

3) Étant donné un K[X ]-moduleE, décrire :

a) Les sous-K[X ]-modules de E,
Solution :

i) — Si F est un sous-K[X ]-module de E, F est en particulier un sous-groupe du groupe abélien (E,+). De plus, en
vertu de la proposition A.3.6, F est stable par combinaisons linéaires à coefficients dans K[X ]. Il est donc en particulier
stable par combinaisons linéaires à coefficient dans K ; autrement dit, F est au moins un sous-K-espace vectoriel de E.
De plus

∀x ∈ F, X · x ∈ F ;

ce qui signifie, u étant l’endomorphisme définissant la structure de K[X ]-module sur E,

∀x ∈ F, u(x) ∈ F ;

autrement dit F est un sous-K-espace vectoriel de E stable par u.
— Réciproquement, si F est un sous-K-espace vectoriel de E stable par u, il est encore stable par un pour tout n ∈ N, ce

qui signifie que
∀x ∈ F, ∀n ∈ N, X · x ∈ F ;

ce qui entraîne, F étant stable par combinaisons linéaires à coefficients dans K, que

∀P ∈ K[X ], ∀x ∈ F, P · x ∈ F ;

ce qui entraîne que F est un sous-K[X ]-module de E.
Ainsi F est un sous-K[X ]-module deE si et seulement si F est un sous-K-espace vectoriel deE stable par l’endomorphisme

u de E définissant la structure de K[X ]-module sur E.

10



ii) (Remarque)
On aurait pu dire que, F est un sous-K[X ]-module de E sis et seulement si l’inclusion naturelle IdE |F : F → E est

un morphisme de K[X ]-module ce qui revient, grâce à la caractérisation de tels morphismes qu’on a donnée (cf. question 2),)
exactement à dire que F est un sous-K-espace vectoriel stable.

b) Les quotients de E.
Solution : Soit q : E → F un morphisme surjectif de K[X ]-modules. L’application q est en particulier un morphisme de

K-espace vectoriels i.e. une application linéaire (cf. question 2).)
Remarquons alors que le noyau Ker q est autant son noyau en tant que morphisme de K[X ]-modules, qu’en tant que K-

espaces vectoriels ; puisqu’il s’agit toujours du noyau du morphisme de groupes sous-jacent. Cependant si l’on considère q
comme un morphisme de K[X ]-module Ker q est un sous-K[X ]-module de E (cf. cours A.5.2 ;) c’est-à-dire un sous-K-espace
vectoriel de E stable par l’endomorphisme de structure u (cf. a).)

Réciproquement si q : E → F est une application linéaire surjective dont le noyau est stable par l’endomorphisme u de
structure de E, il existe (cf. cours I.8.11,) un unique endomorphisme K-linéaire v : F → F tel que le diagramme suivant soit
commutatif :

E
u−−−−→ E

q



y



y q

F
v−−−−→ F .

En conclusion, une application q : E → F est un morphisme de K[X ]-modules si et seulement si c’est une application
linéaire dont le noyau est stable par l’endomorphisme de structure de E.

c) Les suites exactes courtes
0 → N

i−−−−→ E
p−−−−→ Q → 0 .

Solution : Si
0 → N

i−−−−→ E
p−−−−→ Q → 0

est une suite exacte courte de K[X ]-modules N, E et Q sont au moins des K-espaces vectoriels (resp. des groupes abéliens)
tandis que i et p sont aumoins des applications linéaire (resp. des morphismes de groupes.)

Puisque les notions de noyaux et d’images sont toujours celles des morphismes de groupes sous-jacents, et que les suites
exactes sont caractérisée en termes de noyaux noyaux et d’images (cf. cours I.9.1,) la suite

0 → N
i−−−−→ E

p−−−−→ Q → 0

est encore exacte comme suite de K-espaces vectoriels (resp. de groupes abéliens.)
Si de plus N, E et Q sont des K[X ]-modules,E est en particulier muni d’un endomorphisme de structure u (cf. question 1).)

On a vue ci-dessus queN est nécessairement stable par u ce qui revient à dire que, si v l’endomorphisme de structure de N c’est
l’unique (du fait de l’injectivité de i,) endomorphisme de N satisfaisant i ◦ v = u ◦ i. L’endomorphisme de structure w de Q
est alors l’unique endomorphisme de Q de sorte que le diagramme suivant soit commutatif :

0 → N
i−−−−→ E

p−−−−→ Q → 0

v



y u



y



y w

0 → N
i−−−−→ E

p−−−−→ Q → 0
.

Une suite exacte courte de K[X ]-modules est donc en définitive un diagramme commutatif de K-espaces vectoriels comme
ci-dessus.

4) Montrer qu’un K[X ]-module E est de type fini et de torsion si et seulement si le K-espace vectoriel E est de dimension
finie.

Solution : Ce résultat est bien évidemment à rapprocher du TD n◦ III, exercice D; les arguments de la preuve étant dailleurs
ici exactement ceux donnés là.

i) (Dimension finie entraîne de type fini et de torsion)
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, il possède une base ou à tout le moins une famille génératrice finie :

(e1, . . . , en). Tout élément x ∈ E s’écrit x =
n∑

i=0

aiei où ai ,1≤i≤n ∈ K sont des éléments du corps K. Mais ce dernier étant

un sous-anneau de K[X ] on peut considérer les ai ,1≤i≤n comme des éléments de K[X ] et la combinaison linéaire ci-dessus
comme une combinaison linéaire à coefficients dans K[X ]. Il s’ensuit que ei ,1≤i≤n apparaît comme une partie génératrice de E
vu comme K[X ]-module.

Attention Même si ei ,1≤i≤n est une partie libre de E en tant que K-espace vectoriel, elle n’a aucune raison de le rester dans
E vu comme K[X ]-module. La suite montre d’ailleurs qu’elle a peu de chance de le rester !

Si u est l’endomorphisme de structure de E i.e. celui construit en question 1), i), donné par l’action de X sur E, c’est un
endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie, et il possède donc (cf. cours IV.2.6,) un polynôme annulateur non
nul, ce qui signifie exactement que E est de torsion en tant que K[X ]-module.
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ii) (De type fini et de torsion entraîne de dimension finie)
Notons u l’endomorphisme de structure de E. Puisque E est de type fini comme K[X ]-module, soit ei ,1≤i≤n une partie

génératrice finie de E. Puisque E est de torsion, chacun des ei est de torsion, ce qui signifie exactement que le polynôme
minimal P eimin u (cf. cours IV.2.2.iii),) est non nul.

Notons εi ,1≤i≤n la base canonique de K[X ]n (cf. cours II.1.4.c),) et

π : K[X ]n → E , εi 7→ ei (cf. II.2.10 .)

Le fait que ei ,1≤i≤n est une partie K[X ]-génératrice de E signifie exactement que le morphisme π ci-dessus est surjectif. Il
n’est pas difficile de voir que son noyau est

n∏

i=1

P eimin uK[X ] .

On en déduit, par factorisation des morphismes (cf. cours I.8.11,) un morphisme surjectif de K[X ]-modules

π :
n∏

i=1

K[X ]/P eiminuK[X ] → E .

Or (cf. exercice C,)
∀1 ≤ i ≤ n, K[X ]/P eiminuK[X ]

est un K-espace vectoriel de dimension finie. Il s’ensuit que
n∏

i=1

K[X ]/P eiminuK[X ] est encore un K-espace vectoriel de dimension

finie. Le morphisme π étant en particulier unne application linéaire surjective, il en résulte finalement que E est de dimension
finie.
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Vers le théorème de décomposition de DUNFORD

Le chapitre IV dont nous avons commencé l’étude doit conduire à un certain nombre d’énoncés de réduction des endo-
morphismes, c’est-à-dire de théorème permetttant de donner une forme plus « simple », c’est-à-dire concrètement, une écriture
plus simple de la matrice, d’un endomorphisme donné. La diagonalisation (cf. cours IV.5.4,) est une réduction particulièrement
agréable, mais on sait bien qu’on ne peut l’obtenir que dans des cas très particuliers. Les hypothèses nécessaires pour obtenir
une décomposition de DUNFORD (cf. cours IV.9.1,) sont déjà moins contraignantes, tout en permettant néanmoins d’obtenir des
résultats quant aux itérés d’une matrice par exemple.

On a donné, dans le DOC n◦ III une preuve du théorème de CAYLEY–HAMILTON (cf. cours IV.7.2,) ce qui correspond à la
lecture des paragraphes IV.5 à IV.7. Outre l’énoncé de ce théorème, il serait bon d’être familier avec les notions de valeur propre,
vecteur propre, espace propre (cf. cours IV.5.2,) dont nous espérons cependant qu’elles faisaient déjà partie de vos connaissances.

On peut concevoir que la lecture du paragraphe IV.3 ait quelque peu dérouté le lecteur dans la mesure où les résultats qu’il
contient n’ont pas encore été vraiment utilisés et en particulier n’entrent pas dans la preuve du théorème IV.7.2 de CAYLEY–
HAMILTON.

Les résultats du paragraphe IV.3 mentionné ci-dessus sont, en revanche absolument crutiaux pour énoncer et démontrer le
théorème de décomposition de DUNFORD (cf. cours IV.9.3,) que nous allons énoncer et démontrer dans cette séance.

Le théorème IV.3.2 est un ingrédient essentielle de la démonstration du théorème IV.9.3. Le théorème IV.3.2 est l’exact
analogue des théorèmes II.8.3 et B.2.3 lesquels sont tous des conséquences du théorème de BÉZOUT dont l’incarnation dans le
cadre de la réduction des endomorphismes étudiée au chapitre IV est le lemme des noyaux (cf. cours IV.2.4.iii).)

On prêtera cependant une attention particulière au point IV.3.2.iv) dont la conséquence vis-à-vis de la décomposition de
DUNFORD est IV.9.1.Dun1). On constatera l’importance d’un tel énoncé, dont une des conséquence est que l’anneau K[δ, ν] est
commutatif et qu’on peut donc y applicquer des règles de calcul comme la formule du binôme de NEWTON.

n◦ V.0 . −Erratum

J’adresse mes remerciements et mes félicitations à la personne qui a détecté une erreur dans la proposition IV.2.3.iv) : Si l’on
suppose que f est surjective alors

Pmin v|Pmin u

et ce n’est pas vrai en général. On pourra remarquer qu’en II.5.3.iv) et A.7.3.iv), on s’est passé de l’hypothèse de surjectivité sur
le morphisme en ne considérant que son image.

n◦ V.1 . −Réduction de DUNFORD

On a déjà noté l’importance du théorème IV.3.2 dans tout ce qui suit. Il est également indispensable d’être familiarisé avec
les définitions données au paragraphe IV.8 et en particulier IV.8.1. On pourra pour l’instant omettre de s’intéresser aux questions
liées aux blocs de JORDAN (cf. cours IV.8.4.)

On se propose dans ce qui suit, de démontrer un certain nombre d’énoncés conduisant à la preuve du théorème IV.9.3 de
décomposition de DUNFORD. Vous êtes invités à chercher vous-même la preuve des énoncés proposés au paragraphe n◦ V.1 et
à vous reporter ensuite aux preuves données dans le paragraphe n◦ V.2. On fixe les notations suivantes utilisées dans tout ce

texte : K est un corps,E un K-espace vectoriel de dimension finie d ∈ N∗ et u ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire
de E. On note K[X ] l’anneau des polynômes à une indéterminée sur K et Pmin u ∈ K[X ] le polynôme minimal de u.

Si vous avez quelques doutes quant à vos connaissances concernant le lemme des noyaux (cf. cours IV.2.4.iii),) nous vous
conseillons en préalable à ce qui suit à en refaire la démonstration que vous trouverez en loc. cit..

1) (Proposition IV.9.2)
Pour λ ∈ K, si X − λ|Pmin u (c’est-à-dire (cf. cours IV.5.1.d),) si λ est valeur propre de u,) on note Eλ le sous-espace

caractéristique (cf. cours IV.3.1,) associé à X − λ.
Montrer qu’alors

u|Eλ
= λIdEλ

+ ν

où ν est nilpotent i.e. u|Eλ
a une décomposition de DUNFORD (cf. cours IV.9.1.)
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2) rappeler pourquoi il existe des polynômes irréductibles deux à deux distincts Pi ,1≤i≤r et des entiers αi ,1≤i≤r tels que

Pmin u =
r∏

i=1

Pαi

i .

3) En déduire une décomposition de E en somme directe de sous-espaces caractéristiques :

E =

r⊕

i=1

Ei avec Ei = KerPαi

i (u) = E[Pαi

i ] (cf. IV.3.2 .)

4) Pour tout 1 ≤ i ≤ r considérons la décomposition de E en somme directe

E = Ei ⊕
⊕

1 ≤ j ≤ r j 6= i

Ej

qui donne lieu à une projection

pi : E → Ei parallèlement à
⊕

1 ≤ j ≤ r j 6= i

Ej .

Montrer qu’alors
∀1 ≤ i ≤ r, pi ∈ K[u] .

On suppose désormais que le polynôme minimal Pminu de u est scindé ; c’est-à-dire qu’il existe λi ,1≤i≤r ∈ K tel que

Pminu =

r∏

i=1

(X − λi)αi .

5) Rappeler pourquoi les Ei ,1≤i≤r définis en 3) sont stable par u et montrer qu’en notant ui := u|Ei
, il existe

νi ∈ K[ui] , δi ∈ K[ui] tels que ui = δi + νi , δi ◦ νi = νi ◦ δi
avec νi nilpotent et δi diagonal.

6) On pose

δ :=
r⊕

i=1

δi ◦ pi : E −→ E

x 7−→
r∑

i=1

δi[pi(x)]

et ν := u− δ .

Montrer qu’alors :

i)
δ ∈ K[u] et ν ∈ K[u] ;

ii)
u = δ + ν et ν ◦ δ = δ ◦ ν ;

iii)
δ est diagonalisable ;

iv)
ν|Ei

= νi et ν est nilpotent .

Peut-on préciser l’échlon de nilpotence (cf. cours IV.8.1,) de ν ?

7) Soit u = δ + ν une décomposition de DUNFORD (cf. cours IV.9.1.) Puisque δ est diagonalisable, notons Eλ ,λ ∈ Sp(δ) ses
espace propres et l’on a alors

E =
⊕

λ ∈ Sp(δ)

Eλ .

Montrer que :

i)
∀λ ∈ Sp(δ), Eλ est stable par u et ν ;
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ii)
Sp(u) ⊂ Sp(δ) ;

iii)
Sp(δ) ⊂ Sp(u) et finalement Sp(u) = Sp(δ) ;

iv) les sous-espace propres Eλ ,λ ∈ Sp(δ) sont les sous-espaces caractéristiques de u.

v) La décomposition u = δ + ν satisfaisant IV.9.1.Dun1) à IV.9.1.Dun4) est unique.

8) Conclure qu’on a le théorème IV.9.3 de décomposition de DUNFORD : Pour tout u ∈ EndK(E), si (de manière équivalente)
Pmin u ou Pcaru est scindé, (E, u) admet une unique décomposition de DUNFORD.

n◦ V.2 . −Preuves des énoncés du paragraphe n◦ V.1

1) (Proposition IV.9.2)
Pour λ ∈ K, si X − λ|Pmin u (c’est-à-dire (cf. cours IV.5.1.d),) si λ est valeur propre de u,) on note Eλ le sous-espace

caractéristique (cf. cours IV.3.1,) associé à X − λ.
Montrer qu’alors

u|Eλ
= λIdEλ

+ ν

où ν est nilpotent i.e. u|Eλ
a une décomposition de DUNFORD (cf. cours IV.9.1.)

Solution : (cf. cours IV.9.2.)

2) rappeler pourquoi il existe des polynômes irréductibles deux à deux distincts Pi ,1≤i≤r et des entiers αi ,1≤i≤r tels que

Pmin u =

r∏

i=1

Pαi

i .

Solution : Il s’agit du théorème fondamental de l’arithmétique dans les anneaux de polynômes (cf. cours III.5.5.)

3) En déduire une décomposition de E en somme directe de sous-espaces caractéristiques :

E =

r⊕

i=1

Ei avec Ei = KerPαi

i (u) = E[Pαi

i ] (cf. IV.3.2 .)

Solution : Ceci n’est autre que le théorème IV.3.2, dont on rappelle que l’ingrédient principal est le lemme des noyaux (cf.
cours IV.2.4.iii)) et donc finalement le théorème de BÉZOUT dans les anneaux de polynomes (cf. cours III.5.2.1.)

4) Pour tout 1 ≤ i ≤ r considérons la décomposition de E en somme directe

E = Ei ⊕
⊕

1 ≤ j ≤ r j 6= i

Ej

qui donne lieu à une projection

pi : E → Ei parallèlement à
⊕

1 ≤ j ≤ r j 6= i

Ej .

Montrer qu’alors
∀1 ≤ i ≤ r, pi ∈ K[u] .

Solution : On pourrait simplement s’en remetre à IV.3.2.iv).
On peut à nouveau détailler l’argument ici : Pour tout 1 ≤ i ≤ r, notons

Qi :=
∏

1 ≤ i ≤ r i 6= j

P
αj

j .

Les polynôme Pi et Qi sont bien évidemment premiers entre eux, Pmin u = PiQi si bien que E = Ker (PiQi)(u) et l’on
est donc dans le cadre d’application du lemme des noyaux (cf. cours IV.2.4.iii).) On ne redonne pas ici le calcul donné dans la
preuve de loc. cit., auquel on se reportra et qui assure que i est un polynôme en u.
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On suppose désormais que le polynôme minimal Pminu de u est scindé ; c’est-à-dire qu’il existe λi ,1≤i≤r ∈ K tel que

Pminu =

r∏

i=1

(X − λi)αi .

5) Rappeler pourquoi les Ei ,1≤i≤r définis en 3) sont stable par u et montrer qu’en notant ui := u|Ei
, il existe

νi ∈ K[ui] , δi ∈ K[ui] tels que ui = δi + νi , δi ◦ νi = νi ◦ δi
avec νi nilpotent et δi diagonal.

Solution : Les sous-espaces caractéristiques sont stables par u et c’est encore un corollaire du lemme des noyaux. Posons
donc ui := u|Ei

.
On peut alors appliquer 1) (c’est-à-dire la proposition IV.9.2) à chacun des couple (ei, ui). Par construction, δi := λiIdEi

et νi := (u − λiIdEi
) sont des éléments de K[ui] et qui, par conséquent commutent entre eux. Il est en effet presque im-

médiat de vérifier que K[ui] est un anneau commutatif. Un énoncé caractérisant tous les endomorphismes commutant avec un
endomorphisme donné, peut être obtenu mais cela demande un peu de travail.

6) On pose

δ :=
r⊕

i=1

δi ◦ pi : E −→ E

x 7−→
r∑

i=1

δi[pi(x)]

et ν := u− δ .

Montrer qu’alors :

i)
δ ∈ K[u] et ν ∈ K[u] ;

Solution : On a montré en 4) que,

∀1 ≤ i ≤ r, ∃ξi ∈ K[X ], tel que pi = ξi(u) .

De plus ∀1 ≤ i ≤ r, δi = λiIdEi
(cf. 5) .)

D’où il résulte que
δ ◦ pi = λiiξi(u) .

À strictement parler ce morphisme est à valeurs dansEi et non dansE. PuisqueEi est un sous-ensemble deE, on peut néanmoins
le voir comme un morphisme à valeurs dans E. On a finalement

δ =
(
r∑

i=1

λiξi
)
(u) ∈ K[u] .

Il est immédiat alors que
ν = u− δ ∈ K[u] .

ii)
u = δ + ν et ν ◦ δ = δ ◦ ν ;

Solution : Par définition u = δ + ν. On a montré (cf. i),) que δ et ν sont des éléments de K[u] qui est un anneau comutatif.

iii)
δ est diagonalisable ;

Solution : Montrons qu’en fait les espaces caractéristiques Ei de u sont les espaces propres de δ. En effet :

∀x ∈ Ei, δ(x) =

r∑

j=1

δj ◦ pj(x)

= δi ◦ pi(x)
= δi(x)
= λix .

L’espace E est somme directe d’espaces propres pour δ ; c’est-à-dire que δ est diagonalisable.

4



iv)
ν|Ei

= νi et ν est nilpotent .

Peut-on préciser l’échlon de nilpotence (cf. cours IV.8.1,) de ν ?
Solution : En utilisant le calcul de δ(x) fait ci-dessus (cf. iii) :)

∀x ∈ Ei, ν(x) = u(x)− δ(x)
= ui(x) − λix
= νi(x) .

Pour tout x ∈ E, écrivons

x =

r∑

i=1

xi , xi ∈ Ei .

On a alors :

∀k ∈ N, νk(x) = νk
(
r∑

i=1

xi
)

=
r∑

i=1

νk(xi)

=

r∑

i=1

ν|Ei

k(xi)

=

r∑

i=1

νki (xi) .

Pour k ≥ max1 ≤ i ≤ r(αi) et tout x ∈ E, on a donc νk(x) = 0, puisqu’il découle de 1) (c’est-à-dire de la proposition
IV.9.2) que νi est nilpotent αi. On montre ainsi que ν est déchelon inférieur à max1 ≤ i ≤ r(αi). Il suffit cependant de prendre
x ∈ Ei, pour établir que l’échelon de ν est supérieur à αi ∀1 ≤ i ≤ r, et l’on a ainsi l’égalité entre l’échelon de nilpotence de
ν et max1 ≤ i ≤ r(αi).

7) Soit u = δ + ν une décomposition de DUNFORD (cf. cours IV.9.1.) Puisque δ est diagonalisable, notons Eλ ,λ ∈ Sp(δ) ses
espace propres et l’on a alors

E =
⊕

λ ∈ Sp(δ)

Eλ .

Montrer que :

i)
∀λ ∈ Sp(δ), Eλ est stable par u et ν ;

Solution :
∀λ ∈ Sp(δ), ∀x ∈ Eλ, δ[u(x)] = δ[(δ + ν)(x)]

= (ν + δ)[δ(x)]
= u[δ(x)]
= u(λx)
= λu(x)

⇒ u(x) ∈ Eλ .

Puisque Eλ est stable par u et par δ il est stable par ν = u− δ ; ce qui pourrait aussi se déduire immédiatement du fait que
ν et δ commutent.

ii)
Sp(u) ⊂ Sp(δ) ;

Solution : Pour tout µ ∈ Sp(u), il existe x ∈ E \ {0} tel que u(x) = µx . En écrivant

x =
∑

λ ∈ Sp(δ)

xλ , xλ ∈ Eλ,

on a :
u(x) = µx

⇔ u
( ∑

λ ∈ Sp(δ)

xλ
)

= µ
∑

λ ∈ Sp(δ)

xλ

⇔
∑

λ ∈ Sp(δ)

u(xλ) =
∑

λ ∈ Sp(δ)

µxλ

∀λ ∈ Sp(δ), u(xλ) = µxλ ;
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la dernière équivalence résultant du fait que E =
⊕

λ ∈ Sp(δ)

Eλ et que chacun des Eλ est stable par u (cf. i).)

Puisque x 6= 0,
∃λ ∈ Sp(δ), xλ 6= 0 .

Puisque ν est nilpotent il existe alors k ∈ N tel que νk(xλ) 6= 0, et νk+1(xλ) = 0. On a alors :

u(xλ) = µxλ
⇔ (δ + ν)(xλ) = µxλ
⇔ λxλ + ν(xλ) = µxλ
⇔ (µ− λ)(xλ) = ν(xλ)
⇒ 0 = νk+1(xλ)

= νk[ν(xλ)]
= νk[(µ− λ)(xλ)]
= (µ− λ)νk(xλ)

⇒ µ− λ = 0
⇒ µ ∈ Sp(δ) ;

si bien que Sp(u) ⊂ Sp(δ) .

iii)
Sp(δ) ⊂ Sp(u) et finalement Sp(u) = Sp(δ) ;

Solution : Pour tout λ ∈ Sp(δ), il existe x ∈ Eλ \ {0} tel que δ(x) = λx. Par ailleurs

ν(x) = u(x)− δ(x) = u(x)− λx .
Or ν étant nilpotent et x 6= 0, il existe k ∈ N tel que νk(x) 6= 0 et

νk+1(x) = 0
⇔ νk[(u − δ)(x)] = 0
⇔ νk[u(x)− λx] = 0
⇔ (u− λ)[νk(x)] = 0 ;

c’est-à-dire que νk(x) est un vecteur propre pour u associé à la valeur propre λ et donc que λ ∈ Sp(u). Il s’ensuit que

Sp(δ) ⊂ Sp(u) et finalement, en vertu de ii), que Sp(u) = Sp(δ) .

iv) les sous-espace propres Eλ ,λ ∈ Sp(δ) sont les sous-espaces caractéristiques de u.
Solution : Notonsmλ l’échelon de nilpotence de ν|Eλ

(on rapelle (cf. i),) queEλ est stable par ν.) Il est clair que ∀λ ∈ Sp(δ),
mλ est inférieur ou égal à l’échelon de nilpotence de ν.

∀λ ∈ Sp(δ), ∀x ∈ Eλ, νmλ(x) = 0
⇔ (u− δ)mλ(x) = 0
⇔ (u− λIdEi

)mλ(x) = 0 .

D’où il résulte que
∀λ ∈ Sp(δ), Eλ ⊂ Ker ((u− λId)mλ) .

Le lemme des noyaux assure que la somme
∑

λ ∈ Sp(δ)

Ker ((u − λ)mλ)

est directe. L’inclusion précédente assure alors que

∀λ ∈ Sp(δ), Eλ = Ker ((u− λ)mλ) .

v) La décomposition u = δ + ν satisfaisant IV.9.1.Dun1) à IV.9.1.Dun4) est unique.
Solution : Supposons données deux décompositions de DUNFORD de u,

u = δ1 + ν1 = δ2 + ν2

satisfaisant IV.9.1.Dun1)à IV.9.1.Dun4). Alors on a (cf. iii),)

S := Sp(δ1) = Sp(u) = Sp(δ2) ;

l’espace E est somme directe

E =
⊕

λ ∈ S

Eλ

où les Eλ ,λ ∈ S sont à la fois les espaces propres de δ1 et δ2 et les espaces caractéristiques de u Il en découle immédiatement
que δ1 = δ2, et donc que ν1 = ν2.
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8) Conclure qu’on a le théorème IV.9.3 de décomposition de DUNFORD : Pour tout u ∈ EndK(E), si (de manière équivalente)
Pmin u ou Pcaru est scindé, (E, u) admet une unique décomposition de DUNFORD.

Solution : L’existence de la décomposition résulte de 6) et l’unicité de 7).
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Exercice A : (Décomposition de DUNFORD)

1) Soit A la matrice

A :=





1 −1 0
1 0 −1
−1 0 2





et f l’endomorphisme de R3 associé.

a) Factoriser le polynôme caractéristique de A.
Solution : Soit Pcar f := det(X −A), le polynôme caractéristique de A (ou encore de f.) Alors :

Pcar f =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

X − 1 1 0
−1 X 1
1 0 X − 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

X − 1 1 0
−1 X 1
0 X X − 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

X − 1 1 0
0 X 1

X − 1 X X − 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (X − 1) ·

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0
0 X 1
1 X X − 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (X − 1) ·

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0
0 X 1
0 X − 1 X − 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (X − 1)2 ·

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0
0 X 1
0 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (X − 1)3 .

b) Déterminer les sous-espaces propres et caractéristiques de A.
Solution : On a vu (cf. a),) que le polynôme caractéristique Pcar f de f, est Pcar f = (X − 1)3. Il découle du théorème de

CAYLEY–HAMILTON (cf. cours IV.7.2,) que le polynôme minimal Pmin f est (X−1)α avec α ≤ 3. Ce dernier n’a qu’un facteur
irréductible X − 1 si bien que R3 est le sous-espace caractéristique associé à ce facteur.

Soit E1 le sous-espace propre associé à la valeur propre 1 :

∀v :=





x
y
z



 ∈ E1, f(v) = v

⇔ A ·





x
y
z



 =





x
y
z





⇔







y = 0
x− y − z = 0
x− z = 0







⇔
{
x− z = 0
y = 0

}

⇔ v = x





1
0
1



 .
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Posons u1 :=





1
0
1



. Alors E1 = Vect
{
u1
}
.

c) Démontrer qu’il existe une base de R3 dans laquelle la matrice de f est

B =





1 1 0
0 1 1
0 0 1





et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP−1.
Solution : Bien entendu le théorème de réduction de JORDAN (cf. cours IV.10.10,) assure que l’on peut trouver une base dans

laquelle la matrice de f a la forme demandée. Cependant, si l’on construit explicitement cette base on aura également justifié
cette écriture de f.

Il est immédiat de constater, sur la forme de la matrice B demandée, que si une telle base existe, son premier vecteur est
propre pour la valeur propre 1. Ainsi on pourra prendre le vecteur u1 construit en b).

On prendra cependant garde qu’il est maladroit de procéder ainsi en général, puisque la forme de la matrice impose que, si
u2 et u3 sont les deux autres vecteurs de base, on a nécessairement

f(u2) = u1 + u2 , f(u3) = u2 + u3 .

Notons g := f − Id. On a alors

g(u3) = f(u3)− u3 = u2 , g(u2) = f(u2)− u2 = u1 , g(u1) = f(u1)− u1 = 0 .

Si bien que
0 = g(u1) = g2(u2) = g3(u3) .

Cependant ici E1 étant une droite, on n’aura, de toute façon guère de latitude pour choisir u1.
On a :

(A− Id)2 =





0 −1 0
1 −1 −1
−1 0 1





2

=





−1 1 1
0 0 0
−1 1 1





On cherche u3 tel que g2(u3) 6= 0, et en prenant u3 :=





0
0
1



, on constate que l’on a effectivement g2(u3) = u1. On a

alors

u2 = g(u3) =





0
−1
1



 .

La matrice inversible P vérifiant A = PBP−1, est alors

P =





1 0 0
0 −1 0
1 1 1



 .

d) Écrire la décomposition de DUNFORD de B (justifier).
Solution : soit

D :=





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 et N :=





0 1 0
0 0 1
0 0 0



 .

Come D = Id D est un polynôme en B, et ainsi en va-t-il aussi de N = B − D. Il en résulte que D et N commutent
(DN = ND.) Les matrices D (resp. N ) étant diagonale (resp. nilpotente,) comme B = D + N, on a bien la décomposition
de DUNFORD deB (cf. cours IV.9.1.) À noter que la forme sous laquelle nous avons écritB est même une réduite de JORDAN (cf.
cours IV.10.)
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e) Pour t ∈ R, calculer exp tB.
Solution : Notons, que la matrice N (cf. d),) est nilpotente d’échelon 3 (cf. cours IV.8.1,) i.e.

N2 6= 0 et N3 = 0 .

Or :

exp tB =

+∞∑

n=0

1

n!
tnBn

=

+∞∑

n=0

tn

n!
(D +N)n

=
+∞∑

n=0

tn

n!

(
Dn + nNDn−1n(n− 1)N2Dn−2

)

=

+∞∑

n=0

nn

n!

(
D + nNn(n− 1)N2

)

= etD + tetN + t2etN2

=





et tet t2et

0 et tet

0 0 et .



 .

f) Donner les solutions des systèmes différentiels

Y ′ = BY et X ′ = AX .

Solution :

i) (Y ′ = BY )
Les solutions de Y ′ = BY, sont de la forme exp(tB)Y0 pour Y0 ∈ R3.

ii) (X ′ = AX)
Pour tout X ∈ R3, posons Y = PX où P est définie comme en c). Alors X ′ = PY ′ et

X ′ = AX =⇔ PY ′ = APY =⇔ Y ′ = P−1APY ⇔ Y ′ = BY .

Il en résulte que
Y = exp(tB)Y0 ⇔ X = PY = P exp(tB)Y0 .

2) Trouver la décomposition de DUNFORD de la matrice/endomorphisme

u =





α x z
0 α y
0 0 β



 .

Solution : On doit donc écrire u = s + n où s est diagonalisable, où n est nilpotente et où s et n commutent. On sait que
s et n peuvent être obtenues comme un polynôme d’endomorphismes en u.

Soient
P1 := (X − α)2 , P2 := X − β .

Le polynôme caractéristique de u est Pcaru = P1P2. Notons E := K3 sur lequel opère u. On doit distinguer suivant que

α = β ou α 6= β .

i) (α = β)
Si α = β,

s = αId et n = u− s conviennent.
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ii) (α 6= β)
Dans ce cas P1 et P2 sont premier entre eux et le lemme des noyaux (cf. cours IV.2.4.iii),) et le théorème de CAYLEY–

HAMILTON (cf. cours IV.7.2,) assurent que

E = Ker (P1(u)) ⊕ Ker (P2(u)) .

Les projecteurs sur Ker (P1(u)) et Ker (P2(u)) sont donnés de la manière suivante : écrivons 1 = UP1 + V P2, alors tout
vecteur v ∈ E s’écrit sous la forme

v = (V P2)(u)(v) + (UP1)(u)(v) ;

le projecteur sur Ker (P1(u)) est donné par p1 = (V P2)(u) ; le projecteur sur Ker (P2(u)) est donné par p2 = (UP1)(u).
Alors,

s = S(u) avec S = αV P2 + βUP1 .

Le polynôme S ∈ K[X ] est alors -solution du système :
{
S ≡ α [P1]
S ≡ β [P2]

}

⇔
{
S ≡ α [(X − α)2]
S ≡ β [(X − β)]

}

dont on peut au moins discuter l’existence et l’unicité des solutions grâce au théorème chinois des restes.

On a (X − α)2 = (X − β)(X + β − 2α) + (β − α)2
Donc (β − α)2 = (X − α)2 − (X − β)(X + β − 2α)
d’où (β − α)2S = β(X − α)2 − α(X − β)(X + β − 2α)

= (β − α)(X2 − 2αX + βα)
= (β − α)((X − α)2 − α2 + βα)

et S = 1
β−α(X − α)2 + α .

On trouve donc que

s =
1

β − α (u − α)
2 + αId

=





α 0 xz
β−α + z

0 α y
0 0 β





La matrice n se calcule par :

n = u− s

=





0 x − xz
β−α

0 0 0
0 0 0





Remarquons que si x = 0, la matrice u est diagonalisable et on a bien n = 0 dans ce cas.

Exercice B : SoitE un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme deE. Soit F (resp.G) un sous-espace
cyclique de E pour u de polynôme minimal P (resp. Q). On suppose que P et Q sont premiers entre eux.

Montrer que F et G sont en somme directe et que la somme F ⊕G est cyclique. Quel est son polynôme minimal?
Solution : Pour tout x ∈ F ∩G,

P (u)(x) = Q(u)(x) = 0 ;

c’est-à-dire que
P xmin u|P et P xmin u|Q .

Or P ∧Q = 1, si bien que P xmin u = 1, ce qui entraîne x = 0 et donc que la somme F +G est directe.
Soit x ∈ F (resp. y ∈ G,) un vecteur cyclique (cf. cours IV.4.2.iii),) pour F (resp. G.) Puisque F et G sont cycliques, ils

sont stables par u ; comme de plus ils sont en somme directe, pour tout R ∈ K[X ],

R(u)(x+ y) = 0
⇔ R(u)(x) +R(u)(y) = 0
⇔ R(u)(x) = 0 et R(u)(y) = 0
⇔ P |R et Q|R
⇔ PQ | R .
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Il s’ensuit que PQ|P (x+y)
min u . Si on note H := Vect

{
{un((x+ y))} ,n ∈ N

}
l’espace cyclique engendré par x + y, il résulte

de la relation de divisibilité ci-dessus que

dimH ≥ deg(P ) + deg(Q) = dim F ⊕G .

Or H ⊂ F ⊕ G donc
H = F ⊕ G .

Exercice C : (P (u) =
∑
P (λi)ui)

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u ∈ EndK(E).

1) On suppose u diagonalisable et on note λ1, . . . , λp ses valeurs propres supposées deux à deux distinctes.

a) Montrer qu’il existe des endomorphismes u1, . . . , up tels que pour tout polynôme P ∈ K[X ], on ait :

P (u) =

p
∑

i=1

P (λi)ui . 1

Solution :

ii) (Condition nécessaire (analyse))
Si une telle famille ui ,1≤i≤p ∈ EndK(E) existe, en particulier, pour P = X, on doit avoir

u =

p
∑

i=1

λiui .

Or u étant diagonalisable, si on note Ei ,1≤i≤p les espaces propres respectivement associés aux λi ,1≤i≤p ,

E =

p
⊕

i=1

Ei .

Pour tout x ∈ E, il existe donc un unique

xi ,1≤i≤p xi ∈ Ei tel que x =

p
∑

i=1

xi .

On a alors :

u(x) = u
(
p
∑

i=1

xi
)

=

p
∑

i=1

u(xi)

=

p
∑

i=1

λixi ;

si bien qu’en posant ui(x) := xi, on a

∀x ∈ E, u(x) =

p
∑

i=1

λiui(x) .

L’endomorphisme ui est en fait la composée de l’inclusion naturelle Ei →֒ E avec la projection de E sur Ei parallèlement
à la somme directe

⊕

1 ≤ j ≤ p j 6= i

Ej .
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iii) (Condition suffisante (synthèse))
Pour tous

P :=
d∑

j=1

ajX
j ∈ K[X ] et x :=

p
∑

i=1

xi ,xi ∈ Ei
∈ E,

P (u)(x) =
d∑

j=1

aju
j(x)

=

p
∑

j=1

aj
(
p
∑

i=1

uj(xi)
)

=
d∑

j=1

aj
(
p
∑

i=1

λjixi
)

=

d∑

j=1

aj
(
p
∑

i=1

λjiui(x)
)

=

p
∑

i=1

(
d∑

j=1

ajλ
j
i

)
ui(x)

=

p
∑

i=1

P (λi)ui(x) .

b) Montrer que pour tout 1 ≤ i ≤ p, il existe un polynôme Pi tel que ui = Pi(u).
Solution :

i) (Remarque)
Les ui ,1≤i≤p ∈ EndK(E), on été construits en a).ii) comme les projections sur les Ei. On peut alors utiliser le lemme des

noyaux (cf. cours IV.2.4.iii),) qui assure que les projections sont des polynômes en u.
On n’a cependant pas établi en a) d’énoncé d’unicité assurant qu’on ne puisse pas choisir les ui ,1≤i≤p autrement. Auquel

cas il faut, sauf à établir un tel énoncé d’unicité, montrer que le fait que les ui sont des polynômes en u, ne dépend que de a).1.

ii) (Condition nécessaire)
Si pour tout 1 ≤ i ≤ p un tel polynôme existe et que, simultanément a).1 est satisfaite,

ui = Pi(u) =

p
∑

j=1

Pi(λj)ui .

iii) (Conditions suffisante)
L’identité ci-dessus sera clairement satisfaite dès que

Pi(λi) = 1 et ∀1 ≤ j ≤ p, j 6= i ⇒ Pi(λj) = 0 .

Puisque les λi ,1≤i≤p sont deux à deux distincts le pollynôme

Pi :=

∏

1 ≤ j ≤ p j 6= i

(X − λj)
∏

1 ≤ j ≤ p j 6= i

(λi − λj)

est bien défini et répond à la question.

2) Réciproquement, soit u, u1, . . . , up ∈ EndK(E) et λ1, . . . , λp ∈ K tels que

∀P ∈ K[X ], P (u) =

p
∑

i=1

P (λi)ui .

Montrer que u est diagonalisable et
Sp(u) ⊂ {λ1, . . . , λp} .
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Solution : Considérons le polynôme

P :=

p
∏

i=1

(X − λi) ∈ K[X ] .

Pour tout 1 ≤ i ≤ p P (λi) = 0, ce qui entraîne que :

P (u) =

p
∑

i=1

P (λi)ui

= 0 .

Le polynôme P est donc un polynôme annulateur de u et P est scindé à racine simples donc u est diagonalisable. De plus
Pmin u|P et Sp(u) s’identifie à l’ensemble des racines de Pmin u (cf. cours IV.5.1.)

Exercice D : (Sous-espace cyclique)
Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie et f ∈ EndK(E) un endomorphisme de E. Si x est un

élément de E, on appelle polynôme minimal de f en x (cf. cours IV.2.2.iii),) le polynôme unitaire P xmin f ∈ K[X ] de plus
petit degré tel que P xmin f (f)(x) = 0.

1) Montrer que pour tout x ∈ E, il existe un unique polynôme minimal en x et que P xmin f divise le polynôme minimal
Pmin f de f.

Solution : Pour tout x ∈ E l’ensemble

AnnK[X](x) := {P ∈ K[X ] ; P (f)(x) = 0}

est un idéal de K[X ], donc un idéal principal. Tous ses générateurs forment donc une unique classe d’association dont un seul
représentant est unitaire, qu’on notera P xmin f et qu’on appelera le polynôme minimal de f en x. Il joue l’exact analogue du rôle
de l’ordre d’un élément dans un groupe abélien (cf. cours II.5.2.iii).)

Bien entendu
∀x ∈ E, Pmin f (x) = 0,

i.e. Pmin f ∈ AnnK[X](x) i.e.

P xmin f |Pmin f .

2) On suppose dans cette question que K est infini.

a) Montrer que si F1, · · · , Fn sont des sous-espaces vectoriels de E tels que E =
⋃

i Fi alors il existe 1 ≤ i ≤ n tel
que Fi = E.

Solution : Raisonnons par récurrence sur le nombre n de sous-espaces :

i) (n = 1)
Si n = 1, E = F1 et le résultat est immédiat.

ii) (Remarque)
Rappelons pour mémoire, qu’on a certainement déjà montré un jour que

E = F1 ∪ F2 ⇒ F1 ⊂ F2 ∨ F2 ⊂ F1 .

Ce résultat confirme que l’assertion que nous cherchons à démontrer est encore vraie pour n = 2, mais ne nous sera pas utile
dans la suite du raisonnement par récurrence. On peut cependant remarquer que l’on n’a pas utilisé, pour démontrer le cas ci-
dessus, le fait que K est infini. On s’apercevra, cependant, en lisant attentivement la suite de la preuve, qu’on n’a besoin que de
supposer que #(K) ≥ n, et un corps a toujours au moins 2 éléments.
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iii) (n quelconque)
Considérons Fi ,1≤i≤n ⊂ E et G ⊂ E des sous-espace vectoriels de E tels que

E = G ∪
n⋃

i=1

Fi .

G = E Si G = E, l’assertion est démontrrée.
G 6= E On va alors montrer

G ⊂
n⋃

i=1

Fi ;

ce qui entraînera

E =

n⋃

i=1

Fi .

Si l’on suppose l’assertion vraie pour n sous-espaces E sera alors l’un des Fi et l’on aura établi l’assertion pour n + 1
sous-espaces.
Montrons donc

G ⊂
n⋃

i=1

Fi .

Puisque G 6= E, il existe
x ∈ E , x /∈ G .

Pour tout y ∈ G et tout a ∈ K x− ay /∈ G. En effet

x− ay ∈ G ⇒ x ∈ G .

Puisque

x− ay ∈ E , x− ay /∈ G et E = G ∪
n⋃

i=1

Fi ∃1 ≤ i ≤ n , x− ay ∈ Fi .

Puisque K est infini, et contient donc au moins n+ 1 éléments

∀y ∈ G, ∃(a, b) ∈ K×K, a 6= b , ∃1 ≤ i ≤ nx− ay ∈ Fi et x− by ∈ Fi ;

ce qui entraîne puisque b− a 6= 0,

y =
1

b− a [(x− ay)− (x− by)] ∈ Fi

et achève la preuve.

b) En déduire qu’il existe x ∈ E tel que P xmin f soit le polynôme minimal Pmin f de f.
Solution : NotonsD l’ensemble des diviseur unitaire de Pmin f dans K[X ]. Il découle, par exemple du théorème fondamental

de l’arithmétique dans K[X ] (cf. cours III.5.5.1,) que D est un ensemble fini. Soit

L := {ℓ ∈ K[X ] ; ∃x ∈ E, ℓ = P xmin f} ⊂ K[X ] .

On a alors (cf. question 1),) L ⊂ D ce qui implique en particulier que L est fini. Pour tout ℓ ∈ L, notons

Fℓ := {x ∈ E ; P xmin f |ℓ} = {x ∈ E ; ℓ(f)(x) = 0} = Ker ℓ(f) = {x ∈ E ; ℓ · x = 0} = E[ℓ] ⊂ E .

Les Fℓ ,ℓ ∈ L sont donc des sous-espaces vectoriels de E, et (cf. question 1),)

E =
⋃

ℓ ∈ L

Fℓ .

Comme L est fini il existe (cf. a) ,)
ℓ ∈ LE = Fℓ .

Or par définition de L, il existe
x ∈ EP xmin f = ℓ .

En outre, par définition de Fℓ
∀y ∈ Fℓ, ℓ(f)(y) = 0 i.e. ∀y ∈ E, ℓ(f)(y) = 0 ;

c’est-à-dire que Pmin f |ℓ. Or par hypothèse, ℓ|Pmin f si bien que

ℓ = Pmin f .

Or ℓ = P xmin f donc
Pmin f = P xmin f .

8



Université Paris Sud Année 2019–2020

L3/S6 M305 Algèbre II

Document n◦ VII

20 avril 2020

Vers le théorème de réduction de FROBENIUS

n◦ VII.0 . −Introduction

Le principe des théorèmes de réduction étudiés au chapitre IV est de justifier l’existence, (voire d’expliciter la construction)
de bases dans lesquelles un endomorphisme donné sécrit de « manière plus simple » : correspondant le plus souvent à une écriture
de la matrice diagonale par bloc ; lesquels blocs peuvent, dans les meilleurs cas être caractérisés.

On a vu (cf. Problème n◦ II, exercice E,) que de tels énoncés (en particulier le théorème IV.10.10 de réduction de JORDAN,)
permettent de montrer, qu’une classe de similitude d’endomorphismes nilpotents est caractérisée (entièrement déterminée) par au
moins deux suites numériques ni ,1≤i≤ε (la suite des dimension des noyaux itérés) et ri ,1≤i≤m la suite des dimension des blocs
de JORDAN. On a également constaté que le théorème IV.9.3 de décomposition de DUNFORD permet de considérer, d’une part
le cas des endomorphismes diagonalisables, et d’autrepart celui des endomorphisme nilpotents. Ce dernier résultat permettant
également de répondre à des questions pratiques (cf. TD n◦ VI, exercice A, question 1), f).)

Néanmoins les deux résultats cités ci-dessus, à savoir le théorème IV.9.3 de décomposition de DUNFORD et le théorème
IV.10.10 de réduction de JORDAN requièrent que le polynôme minimal (ou le polynôme caractéristique) de l’endomorphisme
considéré soit scindé, i.e. que ses facteurs irréductibles soient de degré 1. Ce n’est pas du tout une restriction dès qu’on s’intéresse
à des espaces vectoriels sur le corps C des nombres complexes, ou n’importe quel corps algébriquement clos. Cependant ils
interdisent absolument de classifier des matrices

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

∈ M2(R)

et ne renseignent absoluement pas sur le fait de savoir que de telles matrices seraient, en quelques sorte les « plus élémentaires »
qu’on puisse trouver ; ou de manière équivalente, qu’il existerait, pour tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel une base
dans laquelle sa matrice serait diagonale par blocs, la dimension de chaque bloc étant majorée par 2. On peut avoir l’intuition
que la dimension maximale des blocs dans une écriture diagonale est le degré maximal d’un polynôme irréductible dans K[X ]
sans avoir jusqu’ici les moyens de justifier un tel énoncé.

Le théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS établit, entre autre, la véracité d’un tel énoncé. Il s’ensuit que les polynôme
irréductibles dans R[X ] étant au plus de degré 2, on sera en mesure d’écrire une matrice réelle sous une forme diagonale par
blocs, dans laquelle la taille des blocs ne dépassra pas 2. L’existence, en revanche, de nombreux polynômes irréductibles dans
Q[X ], et notamment le fait qu’il en existe de tous degrés, augmente considérablement la complexité des formes réduites possibles
des matrices deMn(Q).

De surcroît contrairement aux deux résultats de décomposition de DUNFORD et de réduction de JORDAN le théorème IV.11.5
de réduction de FROBENIUS s’applique sans aucune hypothèse concernant le polynôme minimal ou caractéristique de l’endo-
morphisme.

Enfin l’importance d’un énoncé comme le théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS se justifie, dans la présentation que
nous avons donnée dans ce cours, par le fait qu’il entre comme ingrédient principal dans la preuve du théorème IV.10.10 dont
nous avons déjà vu un certain nombre d’applications (cf. Problème n◦ II.)

Si même on pouvait éviter d’avoir recours au théorème de réduction de FROBENIUS pour établir le théorème de réduction de
JORDAN, il est vraisemblable qu’on échappe difficilement à la construction d’un suplémentaire stable à un sous-espace donné
que nous allons présenter an n◦ VII.2 et qui constitue l’un des deux arguments de l’existence (cf. IV.11.5.1),) d’une réduction
de FROBENIUS. Le théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS est en effet l’exact analogue, dans la correspondance entre
endomorphismes et K[X ]-modules (cf. IV.1,) du théorème II.10.5 de structure des groupes abéliens finis ; et par conséquent un
cas particulier du théorème B.6.13 de structure des modules de torsion sur un anneau principal. Or, à chaque fois, dès qu’on a
mis en évidence un premier sous-module cyclique (maximal) C il s’agit de justifier que la suite

0 → C −→ M −→ Q → 0 (cf. II.10.2.1 , B.6.4.1)

est scindée, c’est-à-dire queM ∼= C ⊕ Q. On sait qu’on a pu donner un argument ad hoc dans le cas des groupes abéliens (cf.
II.10.4 ;) et que dans le cas général (cf. B.6.7,) l’argument est assez délicat. Nous allons voir, (cf. n◦ VII.2,) que dans le cas de
la réduction des endomorphismes, des arguments d’algèbre linéaire, pour l’essentiel, permettent de construire un sous-espace
vectoriel stable.
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n◦ VII.1 . −Notations

Dans la suite K est un corps, K[X ] l’anneau des polynômes à une indéterminée et à coefficients dans K, E un κ-espace
vectoriel de dimension finie n ∈ N∗, u ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire de E de polynôme minimal (cf. cours
IV.2.2.iv)) Pminu ∈ K[X ] et de polynome caractéristique (cf. cours IV.6.1) Pcaru ∈ K[X ].

On sait alors, au moins dans le cas où K est infini, qu’il existe (cf. TD n◦ VI, exercice D, question 2), b),) un sous-espace
cyclique (cf. cours IV.4.2,) C ⊂ E de polynôme minimal Pmin u. Pour peu donc qu’on puisse construire un sous-K-espace
vectoriel S supplémentaire de C et stable par u un argument de récurrence sur la dimension de E donne presque immédiatement
l’énoncé IV.11.5.1) d’existence dans le théorème de réduction de FROBENIUS.

Remarque n◦ VII.1.1 Remarquons une fois encore, même si nous l’avons déjà signalé à plusieurs reprises, que dans le cas
général des modules de torsion sur un anneau principal (cf. cours B.6,) c’est précisément le défaut d’existence d’un invariant
numérique comme la dimension (le cardinal dans le cas des groupes abéliens (cf. cours II.10,)) qui interdit le genre de raisonement
par récurrence q’uon fait ici.

Remarque n◦ VII.1.2 L’essentiel de la difficulté dans la construction n◦ VII.2 réside dans le fait qu’on exige du supplémentaire
S de C qu’il soit stable par u ; sans quoi on ne disposerait pas d’un nouveau couple (S, u|S) auquel appliquer l’hypothèse de
récurrence. Ceci revient en fait à demander que la décomposition C = C ⊕ S soit non seulement une décomposition de E vu
comme K-espace vectoriel mais encore comme K[X ]-module.

n◦ VII.2 . −Sous-espaces stables

Notation n◦ VII.2.0 On reprend les notation de n◦ VII.1 et on suppose donné un sous-K-espace cyclique stable maximal C ⊂
E, i.e.tel que

u(C) ⊂ C et d := dimK C = deg(Pmin u) (cf. IV.4.1 .)

On propose de répondre aux questions (question 1) à question 8)) suivantes qui conduirons à l’énoncé n◦ VII.2.9. Les réponses
aux questions se trouvent au paragraphe n◦ VII.3. Il s’agit en fait de reprendre les étapes de la démonstration de la proposition
IV.11.3 dont la rédaction dans le cours comporte d’ailleurs un certain nombre de typos et de problèmes de notations.

On conseille enfin d’étudier la dernière étape conduisant de l’énoncé n◦ VII.2.9 à l’énoncé IV.11.5.1). Bien entendu la
question IV.11.5.2) requiert d’autres arguments que nous nous proposons de présenter lors de la prochaine séance.

1) Montrer qu’il existe e1 ∈ C tel que ui(e1) ,0 ≤ i ≤ d−1 est une base de C dans laquelle la matrice de la restriction u|C de

u à C est










0 0 . . . 0 0 −a0
1 0 . . . 0 0 −a1
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 −ad−2

0 0 . . . 0 1 −ad−1










.

Dans la suite, on note
f i−1(e1) = ei ,1≤i≤d

qu’on complète en une base ei ,d+1≤i≤n de E. Notons alors e∗i ,1≤i≤n ∈ E∗ sa base duale.

2) Montrer que

∀αi ,0≤i≤d−1 ∈ K, e∗d
(
d−1∑

i=0

αiu
i(e1)

)
= αd−1 .

On note désormais

S := {x ∈ E ; K[X ] · x ⊂ Ker e∗d}
= {x ∈ E ; ∀P ∈ K[X ], P · x ∈ Ker e∗d}
= {x ∈ E ; ∀P ∈ K[X ], P (u)(x) ∈ Ker e∗d} .

3) Montrer que l’ensemble S est un sous-K-espace vectoriel de E stable par u (i.e. un sous-K[X ]-module de (E, u).

4) Montrer que
C ∩ S = 0 .
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5) Montrer que l’application
φ : K[X ] → E∗ , P 7→ e∗d ◦ P (u)

est un morphisme K-linéaire dont le noyau est K[X ]Pminu.

6) En déduire qu’il existe un unique morphisme K-linéaire injectif φ tel que le diagramme suivant, où la flèche vertical est la
surjection canonique, soit commutatif :

K[X ]
φ−−−−→ E∗

↓ ր φ

K[X ]/(K[X ]Pminu)

7) Notons
F := Imφ ⊂ E∗ .

Montrer que :

S = F⊥

= {x ∈ E ; ∀f ∈ F, f(x) = 0} .

8) Montrer que
dimK S + dimK C = dimKE .

Proposition n◦ VII.2.9 Le sous-espace cyclique C de E possède un supplémentaire S stable par u.

n◦ VII.3 . −Solutions

1) Montrer qu’il existe e1 ∈ C tel que ui(e1) ,0 ≤ i ≤ d−1 est une base de C dans laquelle la matrice de la restriction u|C de

u à C est










0 0 . . . 0 0 −a0
1 0 . . . 0 0 −a1
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 −ad−2

0 0 . . . 0 1 −ad−1










.

Solution : (cf. cours IV.4.1.)

Dans la suite, on note
f i−1(e1) = ei ,1≤i≤d

qu’on complète en une base ei ,d+1≤i≤n de E. Notons alors e∗i ,1≤i≤n ∈ E∗ sa base duale.

2) Montrer que

∀αi ,0≤i≤d−1 ∈ K, e∗d
(
d−1∑

i=0

αiu
i(e1)

)
= αd−1 .

Solution : En effet :

e∗d
(
d−1∑

i=0

αiu
i(e1)

)

= e∗d
(
d−1∑

i=0

αiei+1

)

=

d∑

i=1

αi−1e
∗
d(ei)

= αd−1 .
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On note désormais

S := {x ∈ E ; K[X ] · x ⊂ Ker e∗d}
= {x ∈ E ; ∀P ∈ K[X ], P · x ∈ Ker e∗d}
= {x ∈ E ; ∀P ∈ K[X ], P (u)(x) ∈ Ker e∗d} .

3) Montrer que l’ensemble S est un sous-K-espace vectoriel de E stable par u (i.e. un sous-K[X ]-module de (E, u).
Solution : Bien entendu 0 ∈ S si bien que S 6= ∅.

i) (S est un sous-K[X ]-module de (E, u).)
Pour tout

(x1, x2) ∈ S × S , tout (A1, A2) ∈ K[X ]×K[X ] , tout P ∈ K[X ],

e∗d
(
P · (A1 · x1 +A2 · x2)

)
= e∗d

(
(PA1) · x1 + (PA2) · x2

)

= e∗d[(PA1) · x1] + e∗d[(PA2) · x2]
= 0 ;

si bien que
A1 · x1 +A2 · x2 ∈ S

assurant que S est un sous-K[X ]-module de E.

ii) (Autre argument)
On pourrait montrer « à la main » sans utiliser explicitement la structure de K[X ]-modules que S est un sous-espace vectoriel

stable par u. La stabilité de S par combinaison linéaire à coefficients dans K est très élémentaires à vérifier. Ensuite pour tout
x ∈ S et tout P ∈ K[X ],

P · x = P (u)(x) ∈ Ker e∗d .

Or P (u)[u(x)] = (XP )(u)(x) si bien que

e∗d
[
P (u)[u(x)]

]
= e∗d

[
(XP )(u)(x)

]
= 0

si bien que u(x) ∈ S.

4) Montrer que
C ∩ S = 0 .

Solution : Soit x ∈ S ∩ C. En particulier x ∈ C si bien qu’il existe

αi ,1≤i≤d ∈ K tel que x =

d∑

i=1

αiei =

d∑

i=1

αiu
i−1(e1) .

Par ailleurs, puisque x ∈ S, pour tout n ∈ N,

e∗d(X
n · x) = e∗d[u

n(x)] = 0 .

Alors :
∀0 ≤ j ≤ d− 1, 0 = e∗d(X

j · x)

= e∗d
(
uj [

d∑

i=1

αiu
i−1(e1)]

)

= e∗d
(
d∑

i=1

αiu
i+j−1(e1)

)

= αd−j .

Il s’ensuit que x = 0.
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5) Montrer que l’application
φ : K[X ] → E∗ , P 7→ e∗d ◦ P (u)

est un morphisme K-linéaire dont le noyau est K[X ]Pminu.
Solution :

∗) (φ est K-linéaire)
Puisque u est un endomorphisme K-linéaire de E, pour tout P ∈ K[X ], P (u) est encore un endomorphisme K-linéaire de

E et
φ(P ) := e∗d ◦ P (u)

est donc bien une forme K-linéaire sur E i.e. un élément de E∗.

∀(P,Q) ∈ K[X ]×K[X ],
∀(a, b) ∈ K×K,
∀x ∈ E, φ(aP + bQ)(x) = e∗d

(
(aP + bQ)(u)(x)

)

= e∗d
(
(aP (u) + bQ(u))(x)

)

= e∗d
(
aP (u)(x) + bP (u)(x)

)

= a(e∗d ◦ P (u))(x) + b(e∗d ◦Q(u))(x)
= aφ(P )(x) + bφ(Q)(x)

d’où il résulte que
φ(aP + bQ) = aφ(P ) + bφ(Q) .

†) (K[X ]Pminu ⊂ Kerφ)
En outre, pour tout P ∈ K[X ]Pminu, Pmin u|P si bien que P (u) = 0, ce qui entraîne

φ(P ) = e∗d ◦ P (u) = 0

et donc
K[X ]Pminu ⊂ Kerφ .

Soit P ∈ Kerφ.

‡) (P (u)(ei) = P · Ei ∈ Ker e∗d)
e∗d ◦ P (u) = 0. En particulier, pour tout 1 ≤ i ≤ d,

e∗d
(
P (u)[ei]

)
= 0 .

Or ei ∈ C, et C est stable par u donc P (u)(ei) ∈ C, si bien que

∀1 ≤ i ≤ d, P · ei = P (u)(ei) ∈ C ∩Ker e∗d . 1

§) (P · ei ∈ S)
Or pour tout j ∈ N

X.j · ei = uj(ei) ∈ C

puisque C est stable sous u, si bien qu’il existe

αi,j ,1 ≤ j ≤ d ∈ K tel que Xj · ei =

d∑

1=j

αi,jej .

Par conséquent :
e∗d
(
Xj · P (u)(ei)

)
= e∗d

(
(XjP ) · ei

)

= e∗d
(
P · [Xj · ei]

)

= e∗d
(
P · [

d∑

j=1

αi,jej ]
)

=

d∑

j=1

αi,je
∗
d[P · ej ]

= 0 d’après ‡).1.

1

Puisque Ker e∗d est un K-espace vectoriel, il découle de 1 que, pour tout Q ∈ K[X ],

Q · (P · ei) ∈ Ker e∗d

c’est-à-dire que
K[X ] · (P · ei) ⊂ Ker e∗d .

Il s’ensuit que P · ei ∈ S .

5



¶) (P (u)|C = 0)
Or P · ei ∈ C, et d’après question 4), C ∩ S = {0}. Donc

P (u)(ei) = P · ei = 0 . 1

Comme ei ,1≤i≤d est une base de C, il s’ensuit que P (u)|C = 0.

‖) (Pminu|P )
Il s’ensuit que

Pmin u|C
|P .

Or C est précisément construit de sorte que
Pmin u = Pmin u|C

ce qui termine la preuve.

6) En déduire qu’il existe un unique morphisme K-linéaire injectif φ tel que le diagramme suivant, où la flèche vertical est la
surjection canonique, soit commutatif :

K[X ]
φ−−−−→ E∗

↓ ր φ

K[X ]/(K[X ]Pminu)

Solution : Remarquons que K[X ]Pminu est un idéal de K[X ] donc un sous-K[X ]-module de KkX lui-même. C’est donc
aussi (cf. cours IV.1.2.iii),) un sous-K-espace vectoriel de K[X ] 10. Ceci peut également se déduire du fait, que dans question 5),
on a identifié
K[X ]Pminu au noyau d’une application K-linéaire.

Il suffit désormais d’appliquer la factorisation des morphismes de κ-espaces vectoriels à φ.

7) Notons
F := Imφ ⊂ E∗ .

Montrer que :

S = F⊥

= {x ∈ E ; ∀f ∈ F, f(x) = 0} .

Solution :

∗) (S ⊂ F⊥)
Pour tout x ∈ S, par définition K[X ] · x ⊂ Ker e∗d c’est-à-dire que :

∀P ∈ K[X ], P · x ∈ Ker e∗d
⇔ e∗d(P · x) = 0
⇔ e∗d[P (u)(x)] = 0
⇔ φ(P )(x) = 0
⇔ S ⊂ (⊥Imφ)

= (⊥Imφ)
= F⊥ .

†) (F⊥ ⊂ S)

∀x ∈ F⊥, ∀P ∈ K[X ], φ(P )(x) = 0
⇔ e∗d[P (u)(x)] = 0
⇔ P · x ∈ Ker e∗d
⇔ x ∈ S .

ce qui achève la preuve.

10. Ni l’un ni l’autre d’ailleurs n’étant de K-dimension finie alors qu’ils sont de type fini come K[X]-modules.
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8) Montrer que
dimK S + dimK C = dimKE .

Solution : On déduit de question 6) que

dimK Imφ = dimK K[X ]/K[X ]Pminu .

Or K[X ]/K[X ]Pminu est un K[X ]-module cyclique au sens de la définition IV.4.2, si bien qu’en vertu de la proposition IV.4.1,

dimK K[X ]/K[X ]Pminu = deg(Pmin u) = d = dimK C .

C’est un résultat connu de dualité dans les espaces vectoriels que

dimK F + dimK F
⊥ = dimKE

et qui permet de conclure.
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Corrigé du TD n◦ VII

Exercice A : (Endomorphismes nilpotents)
Soit u ∈ EndK(E).

Montrrer que :

1) u est nilpotent d’échlon d si et seulement si Pmin u = Xd.
Solution : Si u est nilpotent d’échelon d (cf. cours IV.8.1,)

ud = 0 et ud−1 6= 0 .

Ainsi Xd est un polynôme annulateur de u i.e.Pminu|Xd ; et puisque ud−1 6= 0,

Pmin u = Xd .

Le sens réciproque est immédiat.

2) u est nilpotent d’échelon d et cyclique si et seulement si

u est cyclique et dimKE = d .

Solution : Supposons donc que u est cyclique (cf. cours IV.4.2.)
Si u est nilpotent d’échelon d,

Pmin u = Xd (cf. question 1) .)

Puisque u est cyclique
dimKE = deg(Pmin u) = d (cf. cours IV.4.1.)

La réciproque n’a en fait pas vraiment de sens.

3) u est nilpotent d’échelon d si et seulement si u est nilpotent de rang d− 1.
Solution : C’est évidemment faux si on ne suppose pas u cyclique.

i) Si maintenant u est cyclique et d’échelon d, on sait qu’il existe un vecteur e1 ∈ E cyclique pour u et qu’alors

ui−1(e1) ,1 ≤ i ≤ d est une base de E .

Il en résulte immédiatement que
ui−1(e1) ,2 ≤ i ≤ d est une famille libre dans Imu ;

ce qui entraîne que
dimK Imu ≥ d− 1 .

Or u[u−1(e1)] = ud(e1) = 0 ; ce qui entraîne que dimK Keru ≥ 1. Il s’ensuit finalement que rg(u) = d− 1.

ii) réciproquement, supposons que rg(u) = d− 1. Puisque u et cyclique et nilpotent il existe

k = dimKE ∈ N, e1 ∈ E tels que uk−1 6= 0 , uk = 0 et ui−1(e1) ,1 ≤ i ≤ k est une base de E .

Par le même argument qu’en i) on a alors
d− 1 = k − 1 .

1



Exercice B : Soit V un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de V . On suppose que V = ⊕4
i=1Vi

où les sous-espaces vectoriels Vi sont des sous-espaces stables par u, cycliques pour u de polynôme minimal respectif x, x,
x(x − 1), (x− 1)2.

1) Quelle est la dimension de V ?
Solution : La dimension d’un espace cyclique est égale au degré de son polynôme minimal (cf. cours IV.4.1 ;) si bien que V

est de dimension 6.

2) Donner les invariants de similitude de V et écrire une décomposition de FROBENIUS de u.
Solution : Soit W1 = V2 ⊕ V4. Comme les polynômes minimaux de V2 et V4 sont premiers entre eux, W1 est un espace

cyclique de polynôme minimal (x− 1)2x. On a donc V =W1 ⊕ V3 ⊕ V1 avec µV3 |µV3 |µW1 .
Par unicité des invariants de similitude (cf. cours IV.11.5.2),) ces invariants sont donc (x(x− 1)2, x(x − 1), x).

Exercice C : 1) Soient P1, P2, P3, P4 des polynômes unitaires de Q[x] irréductibles et distincts deux à deux.

Donner le nombre de classes de similitude des matrices à coefficients dans Q

de polynôme caractéristique Pcar = ±P 7
1P

6
2P

7
3P

4
4

(décomposition de P en facteurs irréductibles) et

de polynôme minimal Pmin = P 6
1P

2
2P

3
3P

3
4 .

On justifiera en énonçant en particulier le théorème utilisé sur les invariants des classes de similitude.
Solution : Si M est une matrice de polynôme caractéristique Pcar = ±P 7

1P
6
2 P

7
3P

4
4

M ∈ Md(Q) avec d = 7deg(P1) + 6deg(P2) + 7deg(P3) + 4deg(P4) .

Deux matrices de Md(Q) sont semblables si et seulement si elles ont les mêmes invariants de similitude (cf. cours IV.11.8)
µi ,1≤i≤r . On sait alors que

Pmin = µ1 , Pcar =

r∏

I=1

µi , ∀1 ≤ i ≤ r − 1, µi+1|µi . 1

Dénombrer les classes de similitude, ou les caractériser équivaut donc, à dénombrer, ou caractériser, les suites

µi ,1≤i≤r ∈ Q[X ] satisfaisant 1 .

Il en résulte que, si une telle suite µi ,1≤i≤r existe,

r∏

i=2

µi = P1P
4
2P

4
3P4 .

Il s’ensuit que
r ≤ 5 , P1P4|µ2 , ∀3 ≤ i ≤ r, P1 6 |µi et P4 6 |µi .

Si αi ,2≤i≤r est la valuation P2-adique de µi, i.e.la plus grande puissance de P2 qui divise µi, on a α2 + . . .+ αr = 4 avec
α2 ≥ α3 . . . ≥ αr. Autrement dit, on cherche le nombre de partitions de 4. Il y en a 5 :

4 = 4 , 4 = 3 + 1 , 4 = 2 + 2 , 4 = 2 + 1 + 1 , 4 = 1 + 1 + 1 + 1 .

De même pour P3. On trouve donc 25 classes de similitude.
On pourra chercher à déterminer, pour quatres nombres premiers deux à deux distincts p1, p2, p3, p4 le nombre de classes

d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal p71p
6
2p

7
3p

4
4 et d’exposant p61p

2
2p

3
3p

3
4.

2) Soient P1, P2, P3 trois polynômes irréductibles distincts sur un corps K .

a) Combien y a-t-il de classes de similitude de matrices à coefficients dans K ayant comme polynôme minimal P1P
2
2 P

2
3 et

comme polynôme caractéristique P 3
1P

3
2P

4
3 ? Pour chacune d’elles, donner les invariants de similitude.

Les classes de similitude sont en bijection avec les suites de polynômes (µ1, µ2, . . .) avec µi|µi−1, µ1 = P1P
2
2P

2
3 et

∏
µi =

(P1P2P3)
3. Elles sont nécessairement de la forme

(P1P
2
2P3, P1P2P

r1
3 , P1P

r2
3 )

avec r2 ≤ r1 ≤ 2 et r1 + r2 + 1 = 3. D’où deux solutions :

(P1P
2
2P3, P1P2P3, P1P3)

(P1P
2
2P3, P1P2P

2
3 , P1)

2



b) On prendK = Q et P1 = x2 + 1, P2 = x+ 1 et P3 = x− 1. Parmi les classes de similitudes précédentes, quelles sont
celles pour lesquelles la dimension de l’espace propre associé à la valeur propre 1 est supérieure ou égale à 3 ?

Donner la matrice de Frobenius associée à une telle décomposition de Frobenius
Indication : il ne doit donc apparaître que des matrices compagnons.

La condition impose que l’on est dans le premier cas. En effet, l’espace propre de u pour la valeur propre 1 restreint à chacun
des sous-espaces cycliques est de dimension 1 si P3 divise le polynôme minimal de ce sous-espace cyclique et de dimension 0
sinon.

P1P
2
2P3 = (x2 + 1)(x+ 1)2(x− 1) = (x2 + 1)(x+ 1)2(x− 1) = (x4 − 1)(x+ 1) = x5 + x4 − x− 1, P1P2P3 = x4 − 1

P1P3 = x3 − x2 + x+ 1. La matrice dans une base adaptée est alors






















0 0 0 0 1
1 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 −1

0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 −1
1 0 −1
0 1 1























Exercice D : (Endomorphismes anti-involutif)
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f ∈ EndK(E) un endomorphisme de E anti-involutif ; c’est-à-dire

vérifiant f2 = −Id.

1) Donner un exemple d’un tel endomorphisme sur R2.

Solution : L’endomorphisme ρ de R2, donné dans la base canonique par la matrice

(
0 −1
1 0

)

, vérifie ρ2 = −Id. Dans le

cas où R2 est muni de sa structure euclidienne canonique, ρ est la rotation d’angle
π

2
.

2) Montrer que f n’admet pas de valeurs propres réelles. En déduire que la dimension de E est paire.
Solution : Soit λ une valeur propre de f, associée à un vecteur propre x. On a alors

−x = f2(x) = f(λx) = λf(x) = λ2x ;

si bien que λ2 = −1, et que le polynôme caractéristique Pcar f n’a donc pas de racine réelle. Or un polynôme à coefficients réels
de degré impair (théorème des valeurs intermédiaires) à toujours au moins une racine dans R. Il en résulte que Pcar f est de degré
pair. Comme dimK E = deg(Pcar f ), E est de dimension paire.

3) Montrer que pour tout x ∈ E, le sous-espace vectoriel Vect
{
x, f(x)

}
est stable par f.

Solution :
∀y ∈ Vect

{
x, f(x)

}
, ∃(a, b) ∈ R2, y = ax+ bf(x)

⇒ f(y) = f(ax+ bf(x))
= af(x) + bf2(x)
= af(x)− bx

⇒ y ∈ Vect
{
x, f(x)

}
.

4) Montrer que si F ⊂ E est un sous-espace vectoriel deE stable par f et si x est un élément de E tel que Vect
{
x, f(x)

}
∩

F 6= {0}, alors x ∈ F .
Solution : Soit F ⊂ E stable par f et x ∈ E. Si Vect

{
x, f(x)

}
∩ F 6= {0}, il existe (a, b) ∈ R2 tel que :

ax+ bf(x) ∈ F
⇒ f [ax+ bf(x)] ∈ F
⇒ af(x)− bx ∈ F
⇒ (a2 + b2)x ∈ F .

Or
a2 + b2 = 0 ⇔ x = 0

et dans ce cas x ∈ F ; sinon
(a2 + b2)x ∈ F ⇒ x ∈ F .
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5) En déduire que si dimE = 2n, il existe des vecteurs e1, · · · , en de E tels que (e1, f(e1), · · · , en, f(en)) soit une base
de E. Quelle est la matrice de f dans cette base?

Solution : Soit F l’ensemble des sous-espaces de E de dimension 2d ≤ 2n possédant une base (e1, f(e1), . . . , ed, f(ed)).
Il suffit de montrer que E ∈ F pour répondre à la question.

i)
∀F ∈ F , f(F ) ⊂ F (cf. question 3) .)

ii) (F 6= ∅)
Pour tout vecteur, e1 ∈ E \ {0}, (e1, f(e1)) est une famille libre de E. En effet :

∀(a, b) ∈ R2, ae1 + bf(e1) = 0
⇒ af(e1)− be1 = 0
⇒ (a2 + b2)e1 = 0
⇒ a2 + b2 = 0
⇒ a = b = 0 .

On a alors bien entendu
Vect

{
e1, f(e1)

}
∈ F .

iii) (E ∈ F )
Puisque F est non vide et

∀F ∈ F , dim F ≤ dimE = 2n,

{dim F} ,F ∈ F

est une partie non vide et majorée de N qui contient donc un plus grand élément ; i.e.il existe F ∈ F de dimension maximale
2d.

Si d < n, il existe
ed+1 ∈ E , ed+1 /∈ F .

Puisque F est stable par f (cf. i),) et ed+1 /∈ F ,

F ∩ Vect
{
ed+1, f(ed+1)

}
= ∅ (cf. question 4) .)

Il est clair qu’alors
F ′ := F ⊕ Vect

{
ed+1, f(ed+1)

}
∈ F avec dim F ′ > dim F ;

ce qui contredit la maximalité de la dimension de F.
Il s’ensuit donc que

dim F = dim E ⇒ F = E ⇒ E ∈ F .

iv) (Matrice de f )
Bien entendu dans une base (e1, f(e1), . . . , en, f(en)) la matrice de f est diagonale par blocs avec des blocs de la forme

(
0 −1
1 0

)

.

Solution :

Remarque D.6 On constate (cf. question 5), iv),) qu’on a donné une réduction de FROBENIUS de f, puisque les blocs diagonaux
(
0 −1
1 0

)

sont des matrices compagnons correspondant au polynômeX2+1.Néanmoins on n’a jamais utilisé dans la démarche

suivie, le théorème de réduction de FROBENIUS dont on sait que la preuve présente certaines difficultés.
En fait on a de la chance parce que le polynôme minimal en jeu ici est particulièrement simple. On met immédiatement en

évidence un sous-espace cyclique (cf. question 3),) dont on peut constater a posteriori qu’il et maximal.
Une autre des grandes difficultés de la preuve du théorème de FROBENIUS, à savoir la construction d’un sous-espace sup-

plémentaire stable au premier sous-espace cyclique (cf. DOC n◦ VII,) (cf. cours IV.11.3,) est traitée assez facilement ici (cf.
question 4) question 5), iii).)

On pourrait cependant, tout à fait utiliser le théorème de réduction de FROBENIUS pour réduire f. En effet, l’hypothèse faite
sur f, f2 = −Id, signifie que X2 + 1 et un polynôme annulateur de f ou encore, ce qui revient au même, que Pmin f |X2 + 1.
Or X2 + 1 étant irréductible dans R[X ], et deg(Pmin f ) > 0, Pmin f = X2 + 1. Il résulte alors, du corollaire IV.11.11 du cours
(ou du Problème n◦ II, exercice I) , que Pcar f = (X2 + 1)n. Ceci donne alors immédiatement la réponse à la question 2).

Le téhorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS assure alors que les invariants de similitude de f sont tous égaux à X2+1,
ce qui donne immédiatement la forme question 5), iv).

4



Exercice E : Soit K un corps commutatif.

1) Combien y a-t-il de classes de similitude de matrices deM8(K) telles que ImA = KerA ?
Solution : Une telle matrice est nilpotente et vérifie même A2 = 0. De plus

dim ImA = dim KerA ⇒ dim ImA = 4 ⇒ A 6= 0 ⇒ PminA = X2 .

Les invariants de similitude de A (cf. cours IV.11.9,) sont donc

Xk1 , . . . , Xkd avec ∀1 ≤ i ≤ d− 1, ki+1 ≤ ki ≤ 2 .

Les sous espaces Ei ,1≤i≤d correspondants dans la réduction IV.11.5 de FROBENIUS sont alors de dimension 1 (resp. 2) et la

restriction de A à Ei est semblable à 0 (resp.

(
0 0
1 0

)

.) C’est, à la fois une réduction de FROBENIUS et une réduction (cf.

cours IV.10.1,) de JORDAN puisque les deux formes de matrices donnée ci-dessus, sont à la fois des blocs de JORDAN et des
matrices compagnons.

On note qu’alors
dim KerA|Ei

= 1

ce qui antraîne immédiatement
d = dim KerA = 4 et ∀1 ≤ i ≤ 4, ki = 2 .

Le diagramme de YOUNG de A (cf. Problème n◦ II, exercice C,) est

∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗

2) Combien y a-t-il de classes de similitude de matrices nilpotentes de A ∈ M5(K) telles que le rang de A2 soit 2 ?
Solution : Une telle matrice vérifie A5 = 0. Ses invariants de similitude (cf. cours IV.11.9,) sont donc

Xk1 , . . . , Xkd avec ∀1 ≤ i ≤ d− 1, ki+1 ≤ ki ≤ 5 .

Puisque dim KerA2 = 3, le diagramme de YOUNG de A2 a trois lignes (cf. Problème n◦ II, exercice C;) si bien qu’on
peut avoir :

Tableau de YOUNG de A2 :





∗ ∗ ∗
∗
∗



 ou





∗ ∗
∗ ∗
∗



 .

On a également vu (cf. Problème n◦ II, exercice C, question 7),) comment se construit le tableau de YOUNG de A2 à partir
de celui de A ; ce qui empêche que la première forme soit le tableau de YOUNG de A2 ; si bien que celui-ci est nécessairement




∗ ∗
∗ ∗
∗



 .

Le seul tableau de YOUNG possible pour A est alors :

∗ ∗ ∗ ∗
∗

Il y a donc une seule classe de similitude.
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Unicité dans le théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS

On a établi (cf. DOC n◦ VII,) (cf. cours IV.11.5.1),) l’existence, pour tout endomorphisme u d’un K-espace vectoriel E,
l’existence d’une décomposition de E en somme directe de sous espaces Ei ,1≤i≤r stables et cycliques pour u ; chacun des Ei
ayant pour polynôme minimal µi = Pmin u|Ei

satisfaisant la condition

∀1 ≤ i ≤ r − 1, µi+1|µi (cf. IV.10.4 .)

Nous allons montrer, dans ce qui suit, que l’entiers r ∈ N est la suite µi ,1≤i≤r ∈ K[X ] sont uniques ; ce qui correspond au
résultat IV.11.5.2) du cours.

Bien entendu cet énoncé d’unicité, est un corollaires du théorème B.6.13.2) et est à rapprocher du théorème II.10.5.ii). Comme
dans ce dernier cas, on n’est pas obligé d’avoir recours aux arguments généraux exposés au paragraphe B.6 ; mais on peut utiliser
des arguments spécifiques aux K-espaces vectoriels et leur dimension en particulier, tout comme pour les groupes abéliens il était
possiblle de raisonner sur leur nombre d’élément.

On trouvera, au paragraphe n◦ IX.1, un certain nombre de questions qu’on vous invite à résoudre , pour arriver à l’énoncé
d’unicité. La solutions sera donnée au paragraphe n◦ IX.2.

Une fois établi le théorème IV.11.5 de réduction de FROBENIUS, vous pourrez étudier le paragraphe IV.10 du cours et
notamment comment le théorème de réduction de FROBENIUS, combiné au théorème IV.3.2 donne le théorème IV.10.10 de
JORDAN.

n◦ IX.0 . −Introduction

Notation n◦ IX.0.1 Dans tout ce qui suit K est un corps, K[X ] l’anneau des polynômes à une indéterminée et à coefficients dans
K, E un Kespace vectoriel de dimension finie d ∈ N∗ et u ∈ EndK(E) un endomorphisme K-linéaire de E.

Définition n◦ IX.0.2 (Réduction de FROBENIUS) On rappelle (cf. cours IV.10.4 ,) que le couple (E, u) possède une réduction

de FROBENIUS si Il existe un entier r ∈ N, Ej ,1≤j≤r des sous-K-espaces vectoriels deE, et des polynômesµj ,1≤j≤r ∈ K[X ]
tels que :

Frob1)
∀1 ≤ j ≤ r, Ej est stable par u .

Frob2)
∀1 ≤ j ≤ r, (Ej , u|Ej

) est cyclique de polynôme minimal µj .

Frob3)

E =

r⊕

j=1

Ej .

Frob4)
∀1 ≤ j ≤ r − 1, µj+1|µj .

1



n◦ IX.0.3.− On supposera données dans la suites deux réductions de FROBENIUS de (E, u) :

(r ∈ N , Ei ,1≤i≤r ⊂ E µi ,1≤i≤r ∈ K[X ]) et (s ∈ N , Fi ,1≤i≤s ⊂ E νi ,1≤i≤s ∈ K[X ]) .

L’objectif sera de montrer (cf. n◦ IX.1.question 6),) que

r = s et ∀1 ≤ i ≤ r, µi = νi .

Une fois un tel énoncé établi il devient légitime de désigner sous le terme d’invariants de similitude

(r ∈ N, µi ,1≤i≤r ∈ K[X ]) (cf. cours IV.11.9.)

n◦ IX.1 . −Invariants de similitude

On rappelle qu’on se place sous les hypothèses n◦ IX.0.n◦ IX.0.3.

1) a) Caractériser µ1 et ν1.

b) Caractériser
r∑

i=1

deg(µi) (resp.
s∑

i=1

deg(νi) .)

On pourra supposer dans la suite que

∀n > r , µn = 1 et En = {0} (resp. ∀n > s , νn = 1 et Fn = {0}) .

2) Montrer que si les deux réductions de FROBENIUS données sont différentes, il existe t ∈ N t > 1 tel que

∀1 ≤ i ≤ t− 1, µi = νi et µt 6= νt .

3) Soit k ∈ N∗, k < t. Par hypothèse sur t µk = νk et on note :

µk = νk = Xdk −
d−1∑

ℓ=0

aℓX
ℓ .

On note encore
uk := u|Ek

et vk := u|Fk
.

Montrer que :

a) Ek et Fk sont stable par µt(u) ;

b)
dimKEk = dimK Fk = dk ;

c) il existe x ∈ Ek (resp. y ∈ Fk) tel que

{uℓk(x)} ,0 ≤ ℓ ≤ dk−1 (resp. {vℓk(y)} ,0 ≤ ℓ ≤ dk−1 )

est une base de Ek (resp. Fk)

udkk (x) = −
dk−1∑

ℓ=0

aℓu
ℓ
k(x) et v

dk
k (y) = −

dk−1∑

ℓ=0

aℓv
ℓ
k(y) .

d)
φk : Ek → Fk , u

ℓ
k(x) 7→ vℓk(y),

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels tel que

∀z ∈ Ek, φk[uk(z)] = vk[φk(z)] ; 1

e)
rg
(
µt(u)|Fk

)
= rg

(
µt(u)|Ek

)
.
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4) a) Montrer que :
∀k ∈ N, k ≥ t ⇒ µt(uk) = 0 ;

b) En écrivant µt(E) de deux manières différentes montrer que

rg(µt(u)) =

r∑

i=1

rg
(
µt(u)|Ei

)
=

s∑

j=1

rg
(
µt(u)|Fj

)
.

c) En déduire que
r∑

i=t

rg
(
µt(u)|Ei

)
=

s∑

j=t

rg
(
µt(u)|Fj

)
.

d) En déduire finalement que
∀k ≥ t , µt(u)|Ek

= µt(u)|Fk
= 0 .

5) En déduire que
νt|µt .

6) Conclure finalement que
r = s et ∀1 ≤ i ≤ r, µi = νi .

n◦ IX.2 . −Solutions

On rappelle qu’on se place sous les hypothèses n◦ IX.0.n◦ IX.0.3.

1) a) Caractériser µ1 et ν1.
Solution : Dès l’instant où µi ,1≤i≤r et νi ,1≤i≤s satisfont IV.10.4.Frob1) à IV.10.4.Frob4), on a

µ1 = Pmin u = ν1 .

b) Caractériser
r∑

i=1

deg(µi) (resp.
s∑

i=1

deg(νi) .)

Solution : En vertu de IV.10.4.Frob2) (cf. cours IV.4.1,)

∀1 ≤ i ≤ r, deg(µi) = dimK Ei (resp. ∀1 ≤ i ≤ s, deg(νi) = dimK Fi .

En outre, en vertu de IV.10.4.Frob3),

r∑

i=1

dimKEi = dimKE =

s∑

i=1

dimK Fi ;

si bien que
r∑

i=1

deg(µi) = dimK E =
s∑

i=1

deg(νi) .

On pourra supposer dans la suite que

∀n > r , µn = 1 et En = {0} (resp. ∀n > s , νn = 1 et Fn = {0}) .

2) Montrer que si les deux réductions de FROBENIUS données sont différentes, il existe t ∈ N t > 1 tel que

∀1 ≤ i ≤ t− 1, µi = νi et µt 6= νt .

Solution : Si les deux réductions de FROBENIUS sont différentes l’ensemble {n ∈ N ; µn 6= νn} et non vide et possède
donc un plus petit élément t. Or (cf. question 1), a),)

µ1 = Pmin u = ν1 ;

si bien que t > 1.
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3) Soit k ∈ N∗, k < t. Par hypothèse sur t µk = νk et on note :

µk = νk = Xdk −
d−1∑

ℓ=0

aℓX
ℓ .

On note encore
uk := u|Ek

et vk := u|Fk
.

Montrer que :

a) Ek et Fk sont stable par µt(u) ;
Solution : Par hypothèse (cf. IV.10.4.Frob1),) Ek et Fk sont stables par u et donc par nimporte quel polynôme en u.

b)
dimKEk = dimK Fk = dk ;

Solution : Puisque Ek et Fk sont cycliques (cf. IV.10.4.Frob2),) c’est une conséquence de la proposition IV.4.1 du cours.

c) il existe x ∈ Ek (resp. y ∈ Fk) tel que

{uℓk(x)} ,0 ≤ ℓ ≤ dk−1 (resp. {vℓk(y)} ,0 ≤ ℓ ≤ dk−1 )

est une base de Ek (resp. Fk)

udkk (x) = −
dk−1∑

ℓ=0

aℓu
ℓ
k(x) et v

dk
k (y) = −

dk−1∑

ℓ=0

aℓv
ℓ
k(y) .

Solution : En remarquant que Ek et Fk sont cycliques de même polynôme minimal µk = νk. Ceci revient encore à direu

que, dans des bases biens choisies, uk et vk sont représentés par la même matrice compagnon










0 0 . . . 0 0 −a0
1 0 . . . 0 0 −a1
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0 −adk−2

0 0 . . . 0 1 −adk−1










.

d)
φk : Ek → Fk , u

ℓ
k(x) 7→ vℓk(y),

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels tel que

∀z ∈ Ek, φk[uk(z)] = vk[φk(z)] ; 1

Solution : L’image d’une base de Ek étant par constructions une base de Fk, φk est un isomorphisme.
L’identité 1 étant vérifier pour tous les éléments d’une base, elle est vérifiée (c’est une condition linéaire,) pour tout z ∈ Ek.
On a alors

φk ◦ uk = vk ◦ φk
ce qui signifie (cf. IV.1.2.ii)q)ue φk est en fait un isomorphisme du K[X ]-module (Ek, uk) sur le K[X ]-module (Fk, vk).

e)
rg
(
µt(u)|Fk

)
= rg

(
µt(u)|Ek

)
.

Solution : D’après d).1,

φk ◦ uk = vk ◦ φk
⇒ φk ◦ u|Ek

= u|Fk
◦ φk

⇒ φk ◦ µt(u|Ek
) = µt(u|Fk

) ◦ φk
⇒ φk ◦ µt(u)|Ek

= µt(u)|Fk
◦ φk

⇒ rg
(
φk ◦ µt(u)|Ek

)
= rg

(
µt(u)|Fk

◦ φk
)

⇒ rg
(
µt(u)|Ek

)
= rg

(
µt(u)|Fk

)
.
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4) a) Montrer que :
∀k ∈ N, k ≥ t ⇒ µt(uk) = 0 ;

Solution :
∀k ∈ N, k ≥ T c⇒ µk|µt

et µk est le polynôme minimale de uk = u|Ek
si bien que

µt(u)|Ek
= µt(u|Ek

) = µt(uk) = 0 .

b) En écrivant µt(E) de deux manières différentes montrer que

rg(µt(u)) =

r∑

i=1

rg
(
µt(u)|Ei

)
=

s∑

j=1

rg
(
µt(u)|Fj

)
.

Solution : Puisque les Ei ,1≤i≤r et Fj ,1≤j≤s sont stables par u donc par µt(u),

µt(E) =

r⊕

i=1

µt(Ei) =

s⊕

j=1

µt(Fj)

d’où il résulte que

rg(µt(u)) =

r∑

i=1

rg
(
µt(u)|Ei

)
=

s∑

j=1

rg
(
µt(u)|Fj

)
.

c) En déduire que
r∑

i=t

rg
(
µt(u)|Ei

)
=

s∑

j=t

rg
(
µt(u)|Fj

)
.

Solution : C’est une conséquence immédiate de l’égalité ci-dessus (cf. b),) et de la question 3), e).

d) En déduire finalement que
∀k ≥ t , µt(u)|Ek

= µt(u)|Fk
= 0 .

Solution : Pour k ≥ t, on a déjà démontré (cf. a),) que µt(u)|Ek
= 0. Ceci entraîne (cf. c),)

s∑

j=t

rg
(
µt(u)|Fj

)
r∑

i=t

rg
(
µt(u)|Ei

)
= 0 ;

ce qui entraîne que
∀k ∈ N, k ≥ t ⇒ µt(u)|Fk

= 0.

5) En déduire que
νt|µt .

Solution : On vient d’établir ci-dessus (cf. question 4), d),) que µt(u)|Ft
= 0, or le polynôme minimal de u|Ft

est, par
hypothèse, νt, d’où il suit immédiatement que

νt|µt .

6) Conclure finalement que
r = s et ∀1 ≤ i ≤ r, µi = νi .

Solution : On vient d’établir (cf. question 5),) que si les suite
(
µk
)
,k∈N, et

(
νk
)
,k∈N sont différentes, il existe un entier t

pour lequel νt|µt . Mais les rôles jouées par ces deux suites étant les mêmes, on a également µt|νt si bien que µt = νt et qu’il
y a donc une contradiction à supposer que les suites sont différentes ; si bien qu’elles sont égales.
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Exercice A : Déterminer les invariants de similitude des matrices sous forme réduite de JORDAN suivantes :

A :=







2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






, B :=







2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2







et C :=







2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2






.

Solution :

i) (A)
On a immédiatement

PminA = (X − 2)2(X − 1) et PcarA = (WX − 2)2(X − 1)2

d’où il vient immédiatement (cf. cours IV.11.11,)

r = 2 , µ1 = (X − 2)2(X − 1) , µ2 = X − 1 .

ii) (B)

PminB = (X − 2)3 , PcarB = (X − 2)4

⇒ r = 2 , µ1 = (X − 2)4 , µ2 = X − 2 .

iii) (C)
On a

PminC = (X − 2)2 et PcarC = (X − 2)4 .

Dans ce cas la donnée du polynôme minimal et du polynôme caractéristique n’est pas suffisante pour déterminer les invariants
de similitude. On pourrait en effet avoir

(
(X − 2)2, (X − 2), (X − 2)

)
ou
(
(X − 2)2, (X − 2)2

)
.

On peut cependant remarquer que la matrice C est diagonale par blocs ; ce qui correspond à une décomposition de C4 en
somme directe. Chacun des sous-espaces a pour polynome minimale (X − 2)2 et pour polynôme caractéristique (X − 2)2. Pour
chacun d’entre eux l’unique invariant de similitude est (X−2)2 ; ce qui donne une suite

(
(X−2)2, (X−2)2

)
de décomposition

en espaces cycliques de C4. Puisque le critère de divisibilité successive est satisfait, c’est l’unique réduction de FROBENIUS (cf.
cours IV.11.5.2) ;) ce qui assure qu’on a bien déterminé ainsi les invariants de similitude de C.

Exercice B : Soit V un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme dont la matrice est la suivante dans
une base B = (e1, · · · , e14) :



























0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0



























Répondre aux questions suivantes dans l’ordre désiré (en justifiant et en limitant les calculs) :

1) Calculer le polynôme minimal de u.
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2) Écrire la décomposition de FROBENIUS de (V, u) : V =
dspoplusi1′Vi en précisant la valeur de r et la valeur des polynômes minimaux de la restriction de u à Vi.

3) Calculer la dimension des noyaux de us pour s entier.

Solution : On réécrit la matrice en faisant apparaître les blocs de JORDAN :


























0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0
1 0 0
0 1 0

0 0 0
1 0 0
0 1 0

0
0

0 0
1 0



























Les polynômes minimaux des blocs de JORDAN sont respectivement dans l’ordre X4, X3, X3, X , X , X2. Si on note Vi les
sous-espaces vectoriels correspondant (V1 est engendré par e1, ..., e4, V2 est engendré par e5, ..., e8, etc). Une décomposition de
Frobenius de V pour u est donc

V = V1 ⊕ V2 ⊕ V3 ⊕ V6 ⊕ V4 ⊕ V5 .
Le polynôme minimal de u est X4. Ses invariants de similitude sont (X4, X3, X3, X2, X,X). Le nombre de blocs de

JORDAN de taille supérieure ou égale à i est égale à dim Kerui − dim Kerui−1. On en déduit que

dim Keru = 6,

dim Keru2 = 6 + 4 = 10,

dim Keru3 = 10 + 3 = 13,

dim Keru4 = 13 + 1 = 14 = dim V .

Exercice C : (Réduite de JORDAN lorsque Pcar est connu)

1) Soit V un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de V . On suppose que le polynôme caracté-
ristique de u est ±(X − 2)4(X + 3) et que le noyau de u− 2Id est un plan.

Quelles sont les formes possibles de la réduite de JORDAN ?
Solution : Le nombre de blocs de JORDAN correspondant à la valeur propre 2 est 2 car le sous-espace propre est de dimension

2. Les formes possibles de JORDAN sont donc (à permutation près des blocs sur la diagonale)








2 0
1 2

2 0
1 2

−3









,









2 0 0
1 2 0
0 1 2

2
−3









.

2) Soit V un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de V . On suppose que le polynôme caracté-
ristique de u est ±(X − 1)3(X + 1)2 et que le noyau de u− Id est un plan.

Quelles sont les formes possibles de la réduite de JORDAN ?
Solution : Le nombre de blocs de JORDAN correspondant à la valeur propre 1 est 2 car le sous-espace propre est de dimension

2. Les formes possibles de JORDAN sont donc (à permutation près des blocs sur la diagonale)








2 0
1 2

2 0
1 2

−3









,









2 0 0
1 2 0
0 1 2

2
−3









.
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3) Soit V un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de V . On suppose que le polynôme caracté-
ristique de u est ±(X + 1)4(X2 − 1)2 et que le noyau de u+ Id est de dimension 3.

Quelles sont les formes possibles de la réduite de JORDAN ? Donner les invariants de similitude pour chacune.
Solution : La dimension de V est 8. On a

V = Ker (u + Id)6 ⊕ Ker (u − Id)2 .

La dimension de Ker (u + Id)6 est 6 et la dimension de Ker (u − Id)2 est 2 (polynômes caractéristiques).
Le nombre de blocs de JORDAN correspondant à la valeur propre −1 est 3 car le sous-espace propre est de dimension 3.

Donc la réduite de JORDAN de u restreint au noyau de Ker (u+ Id)6 est (à permutation près des blocs sur la diagonale)

J1 =











−1
1 −1
0 1 −1

−1
1 −1

−1











, J2 =











−1
1 −1

−1
1 −1

−1
1 −1











ou

J3 =











−1
1 −1

1 −1
1 −1

−1
−1











Le nombre de blocs de JORDAN correspondant à la valeur propre 1 est 1 ou 2.
Donc la réduite de JORDAN de u restreint au noyau de ker (u− Id)2 est (à l’ordre près)

J4 =

(
1

1

)

, J5 =

(
1
1 1

)

Les invariants de similitude sont
— J1 ⊕ J4 : [(x+ 1)3(x − 1), (x+ 1)2(x − 1), (x+ 1)]
— J1 ⊕ J5 : [(x+ 1)3(x − 1)2, (x+ 1)2, (x+ 1)]
— J2 ⊕ J4 : [(x+ 1)2(x − 1), (x+ 1)2(x − 1), (x+ 1)2]
— J2 ⊕ J5 : [(x+ 1)2(x − 1)2, (x+ 1)2, (x+ 1)2]
— J3 ⊕ J4 : [(x+ 1)4(x − 1), (x+ 1)(x− 1), (x+ 1)]
— J3 ⊕ J5 : [(x+ 1)4(x − 1)2, (x+ 1), (x+ 1)]

Exercice D : (Matrice semblable à son double)
Soit A ∈ Mn(C).

1) Montrer que si A est semblable à 2A alors A est une matrice nilpotente.
Solution : Si A est semblable à 2A, il existe P ∈ GLn(K) tel que 2A = P−1AP . Il s’ensuit que :

∀k ∈ N, 2kAk = (2A)k

= (P−1AP )k

= P−1AkP .

L’application
φ : Mn(K) → Mn(K) , A 7→ P−1AP

est linéaire. Il s’ensuit que si Ak 6= 0, 2k est valeur propre de φ. Or dimKMn(K) = n2 ; et par conséquent φ a au plus n2

valeurs propres si bien que
∀k ∈ N, k > n2 ⇒ Ak = 0 ;

ainsi A est nilpotente.

2) Montrer que pour tout k ∈ N, le bloc de JORDAN Jk est semblable à 2Jk.
Solution : On peut se donner une base (e1, . . . , ek) telle que

∀1 ≤ i ≤ k − 1, Jkei = ei+1 et Jkek = 0 .

S’il existe P ∈ GLk(K) telle que 2Jk = P−1JkP,

∀1 ≤ i ≤ k − 1, 2PJkei = JkPei
⇒ 2Pei+1 = JkPei .

Alors Pei = 2ei convient et d’ailleurs également pour Pek = 2ek .

3



3) En déduire qu’une matrice est nilpotente si et seulement si elle est semblable à son double.
Solution : On a montré (cf. question 1),) que si une matrice est semblable à son double elle est nilpotente.
Réciproquement, si une matrice A est nilpotente son polynôme minimal est Xd qui est scindé ; si bien qu’elle admet (cf.

cours IV.10.10,) une réduite de JORDAN. Chacun des blocs est (cf. question 2),) semblable à son double, ; ce qui permet de
construire par bloc une matrice inversible P telle que 2A = P−1AP.

Exercice E : (Matrice semblable à sa transposée)
On va montrer que toute matrice A ∈ Mn(C) est semblable à sa transposée.

1) Montrer qu’il suffit de vérifier le résultat pour les matrices avec une unique valeur propre.
Solution : Dans C[X ] tous les polynômes sont scindés ; si bien que le polynôme caractéristique PcarA (resp. minimal Pmin a)

de toute matrice A ∈ Mn(C) est scindé. Il s’ensuit (cf. cours IV.10.10,) que toute matrice A ∈ Mn(C) admet une réduite de
JORDAN

J =
























λ1 0 0 . . . 0 0
1 λ1 0 . . . 0 0
0 1 λ1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 λ1

. . . . . .

...
...

...

. . . . . .

λm 0 0 . . . 0 0
1 λm 0 . . . 0 0
0 1 λm . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 λm
























.

Si on sait montrer que

λk 0 0 . . . 0 0
1 λk 0 . . . 0 0
0 1 λk . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 λk

est semblable à sa transposée, on pourra construire par bloc une matrice

inversible P telle que
A = P−1AP .

On pourrait en fait se contenter de décomposer Cn en sous-espaces caracgtér’istique (cf. cours IV.3.2.)
La restriction de A à chacun des sous-espaces caractéristiques a une uniuqe valeur propre.

2) Montrer qu’il suffit de vérifier le résultat pour les matrices nilpotentes.
Solution : Si A ne possède qu’une valeur propre λ, la décomposition de DUNFORD (cf. cours IV.9.1,) de A s’écrit

A = λI +N avec N nilpotente .

Or pour tout P inversible
P−1λIP = λI = t λI .

Il suffit donc de trouver P inversible telle que P−1NP = tN.

3) Démontrer le résultat pour les matrices nilpotentes.
Solution : Si A est nilpotente elle est semblable à une réduite de JORDAN. On peut se ramener au cas d’un seul bloc de

JORDAN Jk =










0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 0










. On a alors une base (e1, . . . , ek) telle que

∀1 ≤ i ≤ k − 1, Jkei = ei+1 et Jkek = 0 .

La matrice P correspondant à l’endomorphisme ei 7→ ek+1−i (matrice anti-diagonale) est alors telle que

P−1JkP = t Jk .
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Exercice F : On considère les endomorphismes u et v de C3 dont les matrices dans la base canonique sont respective-
ment

A :=





8 −16 −9
7 −15 −9
−7 16 10



 et B :=





2 2 −3
5 1 −5
−3 4 0



 .

1) Montrer que PcarA = PcarB = (X − 1)3.

2) Montrer que l’ensemble des matrices M deM3(C) vérifiant (M − Id)3 = 0 est constitué de 3 classes de similitudes
dont on déterminera les réduites de JORDAN associées.

Solution : On raisonne sur le polynôme minimal PminM . Puisque (X − 1)3 est, par hypothèse, un polynôme annulateur de
M,

PminM |(X − 1)3 .

Puisque les facteurs irréductibles du polynôme caractéristique PcarM de M sont ceux de PminM (cf. cours IV.11.11,) (cf.
Problème n◦ II, exercice I,)

PcarM = (X − 3)3 .

i) (PminM = X − 1)
alors M = Id et sa classe est d’ailleur constituée du seul élément Id.

ii) (PminM = (X − 1)2)
Alors M est semblable à 



1 1 0
0 1 0
0 0 1



 .

iii) (PminM = (X − 1)3)
M est alors semblable à 



1 1 0
0 1 1
0 0 1



 .

3) Déterminer la réduite de JORDAN de u ainsi qu’une base de C3 dans laquelle la matrice de u est sa réduite de JORDAN.

4) Déterminer la réduite de JORDAN de v ainsi qu’une base de C3 dans laquelle la matrice de v est sa réduite de JORDAN.

Exercice G : (Racine carrée)
Soit A ∈ Mn(C). On appelle racine carrée de A, toute matrice M deMn(C) vérifiant M2 = A.

1) On suppose que A est diagonalisable. Montrer que A admet une racine carrée.

Solution : La matrice A est diagonalisable signifie que E = Cn et somme directe E =
r⊕

i=1

Ei de telle sorte que Ei est

stable sous A et qu’il existe λi ,1≤i≤r tel que
A|Ei

= λiIdEi
.

Or
∀1 ≤ i ≤ r, ∃µi ∈ C, λi = µ2

i .

Définissons R par
∀1 ≤ i ≤ r, R|Ei

= µiIdEi
;

qui définit bien R : E → E puisque E =
r⊕

i=1

Ei. De plus on a bien évidemmentR2 = A.

2) Dans cette question, on traite le cas où A est nilpotente.

a) Soit B ∈ Mn(C) une matrice nilpotente.

Déterminer le tableau de YOUNG associé à B2 en fonction du tableau de YOUNG associé à B.
Solution : On renvoi au Problème n◦ II, exercice C, question 7), pour les détails de la construction du tableau de YOUNG en

fonction de celui deB.On rappelle simplement que la j ième colonne du tableau deB2 est obtenue en « concaténant » la 2j − 1ième

et la 2jième colonne du tableau de B.
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b) Étant donnée une matrice nilpotenteA dont le tableau de YOUNG est

(
∗ ∗
∗ ∗

)

, (resp.





∗ ∗
∗ ∗
∗



 ) , (resp.

(
∗ ∗ ∗
∗ ∗

)

)

trouver une matrice B telle que B2 = A .
Solution :

i) Si le tableau de YOUNG Y (A) de A est

(
∗ ∗
∗ ∗

)

, il existe une base (e1, e2, e3, e4) telle que

Ae1 = e2 , Ae2 = 0 Ae3 = e4 et Ae4 = 0 .

Si on poseBe1 = e3, nécessairementBe3 B2e1 = Ae1 = e2. Il s’ensuit alors queBe2 = B2e3 = Ae3 = e4. Finalement
Be4 = B2e2 = Ae2 = 0.

ii) Si

Y (A) =





∗ ∗
∗ ∗
∗



 ,

la situation est celle de i) à ceci près que la base se complète en une base (e1, e2, d3, d4, d5) avec Ae5 = 0. Il suffit alors de
poser Be5 = 0.

iii) Si

Y (A) =

(
∗ ∗ ∗
∗ ∗

)

,

il existe une base (e1, e2, e3, e4, e5) telle que

Ae1 = e2 , Ae2 = e3 , Ae3 = 0 , Ae4 = e5 et Ae5 = 0 .

si on pose :
Be1 := e4

⇒ Be4 = B2e1 = Ae1 = e2
⇒ Be2 = B2e4 = Ae4 = e5
⇒ Be5 = B2e2 = Ae2 = e3
⇒ Be3 = B2e5 = Ae5 = 0

ce qui définit bien B et satisfait à la condition que Ae3 = B2e3 = 0.

c) En déduire que si A est une matrice nilpotente alors A admet une racine carrée si et seulement si le tableau de YOUNG

associé à A ne contient pas deux colonnes consécutives de même longueur impaire. En particulier le bloc de JORDAN










0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 0










n’a pas de racine carrée.
Solution : Pour une matrice nilpotante A, on notera dA,j la hauteur de la j ième colonne dans son tableau de YOUNG qui

vaudra 0 pour j assez grand si on veut que cette suite soit définie sur N.
On rappelle (cf. Problème n◦ II, exercice B , Problème n◦ II, exercice E,) que

(dA,j) ,j ∈ N est décroissante et dA,j = dim KerAj − dim KerAj−1 .

i) (A possède une racine carrée)
tout d’abord siA est nilpotante et possède une racine carréeB, il existe ε ∈ N∗ tel queAε = 0, ce qui entraîne queB2ε = 0

et que, par conséquent, B est aussi nilpotente et qu’on peut donc lui appliquer le formalisme des tableaux de YOUNG (cf.
Problème n◦ II, exercice C.)

On a vu (cf. a),) que
∀j ∈ N, dA,j = dB,2j−1 + dB,2j .
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Par conséquent
dA,j = dA,j+1 ⇔ dB,2j−1 + dB,2j = dB,2j+1 + dB,2j+2 .

Or
dB,2j+1 + dB,2j+2 ≤ 2dB,2j,

si bien que
dB,2j−1 + dB,2j ≤ 2dB,2j ⇒ dB,2j−1 ≤ dB,2j .

Comme par ailleurs dB,2j ≤ dB,2j−1

dB,2j−1 = dB,2j ⇒ dA,j = 2dB,2j ;

si bien que dA,j est pair.
Si donc A admet une racine carrée, son tableau de YOUNG ne peut avoir de collones consécutives de hauteur impaire.

ii) (Réciproque)

∗) (Réduction au cas d’un tableau de YOUNG de hauteur pair)
Si le tableau de YOUNG de A est de hauteur impaire, dA,1 est impair. La condition que Y (A) n’a pas deux colonnes succes-

sives de même hauteur impaire entraîne qe dA,2 < dA,1. Ceci entraîne que la dA,1
ième ligne de Y (A) est de longueur 1 et donc

que A possède un bloc de JORDAN J1. L’espace C se décompose donc en somme directe Cn = D ⊕ H, où D est une droite,
D et H sont stables par A A|D = 0 et A|H a pour tableau de YOUNG Y (A) privé de sa dernière ligne.

La restriction A|D de A de à D admet bien entendu une racine carrée 0, et si A|H en admet également une il en sra de même
de A.

Reste à voir que le tableau privé de sa dernière ligne continue de satisfaire à la condition sur les colonnes. Or s’il a deux
colonnes de même hauteur, il en était déjà ainsi dans Y (A) ; sauf si le fait d’avoir « raccourci » la première colonne fait qu’elle
est désormais de même hauteur que la deuxième. Mais alors cette hauteur qui vaut dA,1 − 1 est paire.

†) (Réduction à un tableau à 2 lignes)
On peut donc désormais supposer que la hauteur 2h du tableau de YOUNG Y (A) de A est paire. On peut alors écrire

Cn =

2h∑

i=1

Ei

où Ei est stable par A et tel que A|Ei
est cyclique nilpotent de rang ri qui est la longueur de la iième ligne dans Y (A). Notons

Hi ,1≤i≤h := E2i−1 ⊕ E2i .

Alors ∀1 ≤ i ≤ h, Hi est stable par A et le tableau de YOUNG de A|Hi
est un tableau à 2 lignes de longueurs respectives r2i−1

et r2i. La condition sur les colonnes de Y (A) entraîne qu’alors

r2i−1 = r2i ou r2i−1 = r2i + 1 .

Bien entendu si chacune des restrictions A|Hi
admet une racine carrée, il en sera de même pour A.

‡) (Tableau à deux lignes)
On peut donc désormais supposer que Y (A) a deux lignes de longueurs r et s avec r = s ou r = s+ 1 . Il convient alors

de généraliser l’argument donné en b).i) (resp. b).iii).)
On dispose en effet d’une base (e1, . . . , er, er+1, . . . , er+s) telle que

∀1 ≤ i ≤ r − 1, ∀r + 1 ≤ i ≤ r + s− 1, Aei = ei+1 , Aer = 0 et Aer+s = 0 .

Reste à constater que B définie par Be1 = er=1 est uniquement déterminée dès l’instant où l’on exige que B2 = A.

3) Dans cette question, on traite le cas où A est inversible.

a) Montrer que si B est une matrice nilpotente alors I +B admet une racine carrée (où I est la matrice identité.)
Indication : On pourra utiliser le développement en série entière de x 7→

√
1 + x au voisinage de 0.

Solution : Puisque I et B commutent, on peut par exemple constater que

(I +
1

2
B)2 = I +B +

1

4
B2

qui vaut I +B dès l’instant où B2 = 0.
Reste à voir si on peut généraliser ce résultat de la manière suivante : Pour tout d ∈ N d ≥ 2, existe-t-il un polynôme

Rd ∈ Cd[X ] tel que
R2
n − (1 +X) = XdP , P ∈ C[X ] .
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Si on écrit Rn =

d∑

k=0

rkX
k on a nécessairement

r0 = 1
2r0r1 = 1

⇒ r1 = 1
2

2r0r2 + r21 = 0
⇒ r2 = − 1

8
. . . . . . . . .

ce qui définit bien Rn par récurrence.
Il s’ensuit que si B est nilpotent d’échelon d, Rd(B)2 = I +B.

b) En déduire que toute matrice inversible admet une racine carrée.
Solution : Une matrice A admet une racine carrée si et seulement si il en est de même de tous ses conjugués P−1AP,

P ∈ GLn(C). On peut donc supposer que A est une réduite de JORDAN

A =
m⊕

i=1

Ai :=










λi 0 0 . . . 0 0
1 λi 0 . . . 0 0
0 1 λi . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 λi










.

Puisque A est inversible, aucun des λi n’est nul.

Il suffit désormais de montrer que chacun desAi admet une racine carrée. OrAi−λiI est nilpotante ainsi queB =
1

λi
Ai−I.

D’après le point précédent,

Rd(B)2 = I +B =
1

λi
Ai (cf. a) .)

En choisissant un nombre complexe µi tel que µ2
i = λi,

(µiRd(B))2 = µ2
i

1

λi
Ai = Ai .

4) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A admette une racine carrée.
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Programme pour le partiel du 3 mars 2020
N.B. Les références renvoient au poly.

— Il est indispensable de connaître les constructions produit (cf. I.7,) et quotient (cf. I.8,) même si
on s’interdira absolument de considéré comme connues leurs généralisations au A-modules.

— Dans une moindre mesure la notion de suite exacte (cf. I.9.)
— Il est indispensable de connaître la définition d’anneau principal ainsi que les propriétés de ces

anneaux :
— Théorème de BÉZOUT (cf. I.13.2.1,)
— lemme de GAUSS (cf. I.13.2.3,)
— lemme d’EUCLIDE (cf. I.13.2.6,)
— Théorème fondamental de l’arithmétique (cf. I.13.5)
— théorème chinois des restes (cf. I.13.4.)
On peut cependant si l’on veut s’en tenir à l’anneau Z.

— Concernant les groupes abéliens de type fini :
— La définition (cf. II.3.2,) doit être parfaitement connue ainsi que les énoncés :
— II.4.6,
— II.6.4,
— II.10.5.

De manière général le partiel porte sur le contenu du chapitre II du cours en sachant qu’on ne peut
se passer des outils exposés au chapitre I. On exclura cependant du programme du partiel le paragraphe
II.11 qui n’aura sans doute pas été complètement traité en cours.
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