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0 .−Rappels, conventions et notations

0.1 .−Notations

Pour un ensembleE on noteraP(E) l’ensemble de ses parties.
Pour une applicationf : E → F etA une partie deE, on noteraf|A la restriction def à

A.

0.2 .−Topologie

0.2.1 .−Espaces topologiques

Définition 0.2.1.1. Topologie Étant donné un ensembleE, une topologiesurE est une partie
T ⊂ P(E) de l’ensemble des parties deE satisfaisant aux axiomes :

TOP1

E ∈ T et ∅ ∈ T .

TOP2 Pour toute partie finieU ⊂ T , deT ,

⋂

U∈U

U ∈ T .

TOP3 Pour toute partie (quelconque)U ⊂ T deT ,

⋃

U∈U

U ∈ T .

On dit alors que(E, T ) est unespace topologique.
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On appelleouvertun élément deT et ferméun élément deP(E) dont le complémentaire
appartient àT .

Définition 0.2.1.2. Morphisme (application continue)Pour deux espaces topologiques(E, T )
et (E ′, T ′, ) un morphisme d’espaces topologiquesou uneapplication continue

f : (E, T ) → (E ′, T ′)

est une applicationf : E → E ′ telle que pour toutU ∈ T ′, f−1(U) ∈ T c’est-à-dire une
application telle que l’image réciproque de tout ouvert estun ouvert.

Définition 0.2.1.3. Topologie discrèteÉtant donné un ensembleE l’ensembleP(E) des parties
deE est clairement une topologie surE qu’on appelle latopologie discrètesurE. On peut
montrer qu’on caractérise cette topologie par le fait que tous les singletons sont ouverts.

Définition 0.2.1.4. Séparation Un espace topologique(E, T ) estséparési pour tout couple
(x, y) d’éléments deE, x 6= y, il existe des ouvertsU etV tels que

x ∈ U , y ∈ V et U ∩ V = ∅ .

0.2.2 .−Espaces métriques

Définition 0.2.2.1. DistanceÉtant donné un ensembleE, unedistancesurE est une application
δ : E × E → R+ (ou même à valeurs dansQ+ voire dans un groupe totalement ordonné)
vérifiant les axiomes :

DIST1

δ(x, y) = δ(y, x) ∀(x, y) ∈ E × E ;

DIST2

δ(x, y) = 0 ⇔ x = y ;

DIST3

δ(x, z) ≤ δ(x, y) + δ(y, z) ∀(x, y, z) ∈ E × E × E .

Si δ est un distance surE, on dit que le couple(E, δ) est unespace métrique.

Définition 0.2.2.2. Boule ouverte/ferméeÉtant donné un espace métrique(E, δ), pour tout
x ∈ E et toutǫ > 0, on appelleboule ouverte de centrex et de rayonǫ (resp.boule fermée de
centrex et de rayonǫ l’ensemble

B(x, ǫ) := {y ∈ E | δ(x, y) < ǫ} ⊂ E ,

(resp.Bf (x, ǫ) := {y ∈ E | δ(x, y) ≤ ǫ} ⊂ E .)
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Remarque 0.2.2.3.La notationB est usuelle pour les boules fermées mais peut prêter à confu-
sion pour certaines topologie (discrète par exemple) pour lesquels une boule fermée n’est pas
l’adhérence de la boule ouverte de même rayon.

Proposition 0.2.2.4.Étant donné un espace métrique(E, δ), on noteTδ ⊂ P(E) l’ensemble des
partiesU deE telles que, pour toutx ∈ U, il existeǫ > 0 tel que la boule ouverte de centrex et
de rayonǫ B(x, ǫ) soit incluse dansU. Alors, Tǫ est une topologie surE (cf. 0.2.1.1) et l’espace
topologique(E, Tδ) est un espace topologique séparé (cf. 0.2.1.4.)

Définition 0.2.2.5. Suite de CauchyÉtant donné un espace métrique(E, δ), unesuite de Cauchy
à valeurs dans(E, δ) est une suite(un)n∈N telle que, pour toutǫ > 0, il existen ∈ N tel que pour
toutr ≥ s ≥ n,

δ(ur, us) ≤ ǫ .

Une suite convergeante est de Cauchy en vertu de l’inégalitétriangulaire (cf. 0.2.2.1(DIST3).)

Définition 0.2.2.6. Espace métrique completUn espace métrique(E, δ) estcompletsi toute
suite de Cauchy à valeurs dans(E, δ) est convergeante.

Théorème 0.2.2.7. Soit (E, δ) un espace métrique. On définit sur l’ensemble des suites de
Cauchy deE la relation

(xn)n∈N ∼ (yn)n∈N

si, pour toutǫ > 0, il existenǫ tel que pour toutn ≥ nǫ,

δ(xn, yn) ≤ ǫ .

Alors :
i) Le quotientÊ de l’ensemble des suites de Cauchy deE par la relation∼ a une structure
naturelle d’espace métrique.

ii) L’application naturelleE → Ê qui a un élémentx ∈ E associe la suite constante de terme
généralx est injective et continue. Son image est dense. Plus précisément siδ̂ désigne la distance
naturelle surÊ, pour tout(x, y) ∈ E ×E,

δ̂(x, y) = δ(x, y) .

iii) L’espace métrique(Ê, δ̂) est complet.

Définition 0.2.2.8. Pour un espace métrique(E, δ), l’espace métrique(Ê, δ̂) construit dans le
théorème ci-dessus s’appelle leséparé complétéde(E, δ).
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0.3 .−Un bref aperçu du langage des catégories

0.3.1 .−Catégories

Définition 0.3.1.1. Catégorie Sans entrer dans les détails nous parlerons librement de catégo-
ries : UnecatégorieC consiste en la donnée d’unecollectiond’objetsOb(C) et d’un ensemble
deflèchesou morphismes(les deux termes risquent d’apparaître indifféremment)Fl(C) soumis
aux axiomes suivants :

CAT1 À tout couple(X, Y ) d’objets deC, on associe un ensemble de flèches

HomC(X, Y ) ⊂ Fl(C)

de sorte queFl(C) apparaisse comme l’union disjointe desHomC(X, Y ) pour(x, Y ) parcourant
les couples d’objets deC. En particulier, pour toutf ∈ Fl(C), il existe un unique couple(X, Y )
d’objets deC tel quef ∈ HomC(X, Y ). L’objet X est alors appelé lasourcedef etY sonbut.

CAT2 Sur l’ensembleFl(C) on a une loi de composition partiellement définie, plus précisément,
pour trois objets quelconquesX, Y, Z deC on a uneloi de composition

◦ : HomC(X, Y )× HomC(Y, Z) → HomC(X,Z)
(f, g) 7→ g ◦ f

telle que, pour quatre objetsX, Y, Z, T deC, et trois flèches

f ∈ HomC(X, Y ) , g ∈ HomC(Y, Z) et h ∈ HomC(Z, T ) ,

on ait
h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f ∈ HomC(X, T ) .

CAT3 Pour tout objetX ∈ Ob(C) deC il existe un élémentIdX ∈ HomC(X,X) appeléidentité
deX et tel que pour tout

f ∈ HomC(X, Y ) (resp. ∈ HomC(Y,X) , )

on ait
f ◦ IdX = f (resp.IdX ◦ f = f .)

Définition 0.3.1.2. IsomorphismeDans une catégorieC, on dira qu’une flèche

f ∈ HomC(X, Y )

est unisomorphismes’il existeg ∈ HomC(Y,X) tel que

g ◦ f = IdX et f ◦ g = IdY .
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Exemple 0.3.1.3.
a) Ainsi on pourra parler de la catégorieEns des ensembles dont les objets sont les ensembles et
les flèches les applications ; de la catégorieGr des groupes dont les objets sont les groupes et les
flèches les morphismes de groupes ; de la catégorieAb dont les objets sont les groupes abéliens
et les flèches les morphismes de groupes ; de la catégorieAnn des anneaux (commutatifs) dont
les objets sont les anneaux et les flèches les morphismes d’anneaux ; de la catégorieA−mod

desA-modules (pourA un anneau fixé,) dont les objets sont lesA-modules et les flèches les
morphismes deA-modules ; de la catégorieTop des espaces topologiques dont les objets sont
les espaces topologiques et les flèches les applications continues (cf. 0.2.1.)

Dans les cas ci-dessus, les isomorphismes sont les bijections ensemblistes, (resp. les isomor-
phismes de groupes,) (resp. les isomorphismes de groupes,)(resp. les isomorphismes d’anneaux,)
(resp. les isomorphismes deA-modules,) (resp. les homéomorphismes.)

b) On peut aussi donner des exemples de catégories qui paraissent moins naturels au premier
abord : SiE est un ensemble, on peut considérer la catégorieE dont les objets sont les éléments
deE et telle que pour tout(x, y) ∈ E × E, HomE(x, y) est vide pourx 6= y et réduit à un
élément (forcément l’identitéIdx) pourx = y.

c) Si (I,≤) est un ensemble ordonné, on peut lui associer une catégorieI dont les objets sont
les éléments deI et telle que pour tout(i, j) ∈ I × I HomI(j, i) est un singleton sii ≤ j et vide
sinon.

0.3.2 .−Foncteurs

Définition 0.3.2.1. Foncteur Étant données deux catégoriesC et D on appellerafoncteur co-
variant F : C → D un « procédé » qui à tout objetX ∈ Ob(C), associe un objetF (X) ∈
Ob(D) et, à toute flèchef ∈ HomC(X, Y ) associe une flècheF (f) ∈ HomD(F (X), F (Y )) et
tel que

∀f ∈ HomC(X, Y ) ∀g ∈ HomC(Y, Z) ,

F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f) ∈ HomD(F (X), F (Z))

et
F (IdX) = IdF (X) ∀X ∈ Ob(C) .

On a la notion duale defoncteur contravariantsi pour toutf ∈ HomC(X, Y )n F (f) ∈
HomD(F (Y ), F (X)) et siF (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g) .

Lemme 0.3.2.2. Remarquons que la « compatibilité » d’un foncteur (aussi bien covariant que
contravariant)F aux lois de composition◦ surFl(C) etFl(D) exprimée dans les deux identités
ci-dessus implique en particulier queF transforme isomorphismes en isomorphismes.

Exemple 0.3.2.3.1.

1Quelques exemples rapides seraient sans doute les bienvenus ici.

5



Arithmétique 08-09 I.1.1

0.3.3 .−Objets universels

Définition 0.3.3.1. Objet initial/final Un objetU ∈ Ob(C) d’une catégorieC est dit final
(resp.initial ) si pour tout objetX ∈ Ob(C), HomC(X,U) (resp.HomC(U,X)) est un singleton
autrement dit, il existe un unique morphisme deX dansU (resp. deU dansX.)

Un objet qui est initial ou final sera dituniversel.

Lemme 0.3.3.2.Dans une catégorieC, un objet initial (resp. final) est unique à unique isomor-
phisme près c’est-à-dire que siU etU ′ sont deux objets initiaux (resp. finaux) il existe un unique
isomorphisme (cf. 0.3.1.2,) deU dansU ′.

Preuve :On donne l’argument pour des objet initiaux, il est exactement identique pour des objets
finaux.

Si U et U ′ sont deux objets initiaux dans une catégorieC, il existe un unique morphisme
u : U → U ′ (resp.u′ : U ′ → U.) Alors u′ ◦ u est un morphisme deU dans lui-même qui ne
peut être queIdU puisque du fait queU est final,HomC(U,U) est un singleton nécessairement
égal à{IdU} à cause de l’axiome 0.3.1.1(CAT3).

De même,u ◦ u′ = IdU ′ c’est-à-dire queu etu′ sont des isomorphismes.q.e.d

I . −Rappels et compléments d’algèbre commutative

I.1 . −Anneaux, modules, idéaux

I.1.1 .−AnneauxA-modules

Définition I.1.1.1. Anneau Dans ce coursanneausignifieraanneau commutatif unitaire. Ce-
pendant on ne supposera pas nécessairement que0 6= 1. Ainsi l’ anneau nulest l’anneau dont
l’ensemble sous-jacent est un singleton.

Définition I.1.1.2. Morphisme d’anneaux Un morphisme d’anneaux

f : (A,+, ∗) → (B,+, ∗)

est un morphisme des groupes abéliens sous-jacents(A,+) → (B,+) tel que

f(x ∗ y) = f(x) ∗ f(y) ∀(x, y) ∈ A×A et f(1) = 1 .

Remarque I.1.1.3.Avec la définition de morphismes ci-dessus, siAnn désigne la catégorie (cf.
0.3.1.1) dont les objets sont les anneaux et les flèches (morphismes) les morphismes d’anneaux,
l’anneau nul est final dansAnn mais pas initial (cf. 0.3.3.1.)

Définition I.1.1.4. Élément inversible Pour tout anneauA, on noteA× l’ensemble deséléments
inversiblesdeA pour∗ c’est-à-dire

A× = {x ∈ A | ∃y ∈ A | x ∗ y = 1} .
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Remarque I.1.1.5. On sait que, pour tout morphisme d’anneauxf : A → B et toutx ∈ A×,
f(x) ∈ B× c’est-à-dire que la restrictionf× def àA× est à valeurs dansB×.

Il est tout aussi clair que siA est un anneau (resp. un anneau commutatif,)A× est un groupe
(resp. un groupe abélien) et que pour tout morphisme d’anneaux

f : A → B,

f× : A× → B×

est un morphisme de groupe.
Il en résulte, moyennant de vérifier ce qui est immédiat, que pour tout anneauA IdA

× =
IdA× et pour tous morphismes d’anneaux

A
f
−−−→ B −→

g
−−−→ C ,

(g ◦ f)× = g× ◦ f× ,

que

Ann → Gr

A 7→ A×

f 7→ f× ,

est un foncteur covariant (cf. 0.3.2.1) de la catégorie des anneaux (commutatifs) dans la catégorie
des groupes (abéliens.)

Définition I.1.1.6. Anneau intègre Un anneauintègreest un anneau non nul n’ayant pas de
diviseurs de0 autres que0.

Définition I.1.1.7. Corps Un corpsest un anneauA tel queA× = A \ {0}. C’est en particulier
un anneau intègre.

Dans toute la fin du paragraphe, un anneauA est fixé.

Définition I.1.1.8.A-module Un A-moduleM, est un groupe abélien muni d’une loi de com-
position externe· : A×M → M vérifiant des axiomes bien connus.

De manière équivalente, unA-moduleM est un groupe abélien(M,+) muni d’un morphisme
d’anneaux(A,+, ∗) →

(
HomGr(M,M),+, ◦

)
.

Un morphisme deA-modulef : M → N est une application deM dansN telle que

f(ax+ by) = af(x) + bf(y) ∀(x, y) ∈ M ×M ∀(a, b) ∈ A× A .

On noteraA−mod la catégorie desA-modulesdont les objets sont lesA-modules et les
flèches (morphismes) sont les morphismes deA-modules (cf. 0.3.1.1.)

On allégera souvent la notation en posant pour deuxA-modulesP etQ,

HomA(P,Q) := HomA−mod(P,Q)
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l’ensemble des flèches deP dansQ dansA−mod c’est-à-dire l’ensemble des morphismes de
A-modules deP dansQ.

On parlera souvent deA-morphismeau lieu de morphisme deA-modules.

Remarque I.1.1.9. Dans la catégorieA−mod desA-modules, lemodule nuldont l’ensemble
sous(-jacent est un singleton est simultanément initial etfinal : on dira parfois que c’est unobjet
zéroet on le notera0.

Remarque I.1.1.10.La catégorieAb des groupes abéliens s’identifie canoniquement à la caté-
gorie desZ-modules.

Définition I.1.1.11.A-algèbre Si f : A → B est un morphisme d’anneaux, on dira queB
(ou le couple(B, f) ou mêmef ) est uneA-algèbre. Le morphismef sera appelémorphisme
structural.

Un morphisme deA-algèbres

u : (B, f) → (C, g)

est un morphisme d’anneauxu : B → C tel queu ◦ f = g .
On peut ainsi définir lacatégorie desA-algèbresA− alg dont les objets sont lesA-algèbres

et les flèches (morphismes) sont les morphismes deA-algèbres.

Proposition I.1.1.12.
i) Toutea-algèbref : A → B possède une structure naturelle deA-module donnée par

a · x := f(a) ∗ x ∀x ∈ B ∀a ∈ A .

ii) Tout morphisme deA-algèbresu : (B, f) → (C, g) donne un morphisme deA-modules
pour les structures définies au point précédent si bien que l’opération qui consiste à « oublier »
la structure deA-algèbre pour ne regarder que la structure deA-module définit un foncteur
covariant (cf. 0.3.2.1) de la catégorieA− alg dans la catégorieA−mod.

iii) La catégorie des anneaux s’identifie canoniquement à lacatégorie desZ-algèbres.

Corollaire I.1.1.13. En particulierIdA : A → A est uneA-algèbre et l’on peut donc voirA
comme unA-module par la formule

a · x := a ∗ x ∀(a, x) ∈ A×A .

Définition I.1.1.14. Noyau, image, conoyauSoit f : P → Q un morphisme deA-modules.
On appellenoyau(resp.image) (resp.conoyau) l’ensemble

Ker f := {x ∈ P | f(x) = 0}

(resp.
Im f := {f(x) , x ∈ P} ⊂ Q )
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(resp.
Coker f := Q/Im f

(le dernier quotient étant pris au sens des groupes abéliens.)

Proposition I.1.1.15. Pour tout morphisme deA-modules :
i) Le noyauKer f def est un sous-A-modules deP c’est-à-dire un sous-ensemble deP qui
est unA-module pour la structure induite par celle deP ou encore tel que l’inclusion naturelle
i : Ker f → P est un morphisme (nécessairement injectif) deA-modules.

Le couple(Ker f, i) a la propriété que, pour tout couple(M, g) oùM est unA-module et
g : M → P est un morphisme deA-modules, tel quef◦g = 0, il existe un uniquemorphisme
deA-modulesg′ : M → Ker f tel queg = g′ ◦ i .

ii) Le conoyauCoker f possède une unique structure deA-module telle que la projection en-
semblistep : Q → Coker f soit un morphisme deA-modules.

iii) Le morphismef est injectif (resp. surjectif) si et seulement si son noyau (resp. son conoyau)
est nul.

Remarque I.1.1.16. On pourrait tout à fait regarder la catégorieK dont les objets sont les
couples(M, g) comme ci-dessus et les flèches (morphismes)φ : (M1, g1) → (M2, g2) sont les
morphismes deA-modulesφ tels queg1 = g2 ◦ φ . La propriété universelle du noyau énoncée
ci-dessus s’exprime alors en disant que le couple(Ker f, i) est final (cf. 0.3.3.1) dansK.

On remarque que dualement de ce qu’on a dit pour le noyau le couple (Coker f, p) peut être
vu comme un élément initiale bien choisie.

Définition I.1.1.17. Suite exactePourf : P → Q et g : Q → R, des morphismes deA-
modules la notation

0 → P
f
−−−→ Q −→

g
−−−→ R → 0

(on dit qu’on a unesuite exacte courte) signifie que :
– f est injectif,
– Im f = Ker g,
– g est surjectif.
On note seulement

P
f
−−−→ Q −→

g
−−−→ R → 0

(resp.
0 → P

f
−−−→ Q −→

g
−−−→ R )

(resp.
P

f
−−−→ Q −→

g
−−−→ R )

si l’on ne suppose pas quef est injectif (resp. si l’on ne suppose pas queg est surjectif) (resp. si
l’on suppose simplement queIm f = Ker g .)

Proposition I.1.1.18. Factorisation des morphismesPour tout morphisme deA-modules

f : P → Q,
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on a le diagramme commutatif suivant :

0 0
ց ր

Ker f Coker f
ց ր
P

f
−−−→ Q

ց ր
Im f ∼= P/Ker f

ր ց
0 0 .

De plus, dès qu’on peut écrire un diagramme commutatif commecelui ci-dessus où des
A-modulesK, I, C occupent les places respectives deKer f, Im f et Coker f, il existe des iso-
morphismes uniquesK ∼= Ker f, I ∼= Im f et C ∼= Coker f. Autrement dit, le diagramme
commutatif ci-dessus caractérise le noyau, le conoyau et l’image def.

Proposition I.1.1.19. La suite

0 → P
f
−−−→ Q −→

g
−−−→ R

(resp.
P

f
−−−→ Q −→

g
−−−→ R → 0 )

(resp.
0 → P

f
−−−→ Q −→

g
−−−→ R → 0 )

est exacte si et seulement si(P, f) = Ker g, (resp.(Q, g) = Coker f ) (resp.

(P, f) = Ker g et (Q, g) = Coker f .)

I.1.2 .−Idéaux

Dans ce paragraphe,A est un anneau fixé.

Définition I.1.2.1. Idéal Un idéal I ⊂ A deA est un sous-A-module deA (vu commeA-
module sur lui-même par

a · x := a ∗ x ∀(a, x) ∈ A× A

(cf. I.1.1.13.))
Il revient au même de demander que, pour tout(x, y) ∈ I× I, et touta ∈ A, x + y ∈ I, et

a ∗ x ∈ I.

Définition I.1.2.2. Idéal annulateur Étant donné unA-moduleM, l’ensemble

AnnA(M) := {a ∈ A | ax = 0 ∀x ∈ M}
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est un idéal deA appeléidéal annulateurdeM.
Pour toutx ∈ M, on notera

AnnA(x) := AnnA(Ax)

qu’on appellera l’idéal annulateur dex.
On a alors

AnnA(M) =
⋂

x∈M

AnnA(x) .

Un élémentx ∈ M est unélément de torsionsi son idéal annulateurAnnA(x) est différent
de{0}.

Un A-moduleM est unA-module de torsionsi tous ses éléments sont de torsion ; c’est un
A-module sans torsionsi pour toutx ∈M,

AnnA(x) = {0} .

Proposition I.1.2.3. Soitf : A → B un morphisme d’anneaux.
i) Le noyauKer f def (vu comme morphisme deA-modules (cf. I.1.1.12)) est un idéal deA
et son imageIm f un sous-anneau deB.

ii) Il existe une unique structure d’anneaux sur le quotient(en tant queA-modules)A/Ker f tel
que la projection naturelA → A/Ker f soit un morphisme d’anneaux.

Proposition I.1.2.4. Soit f : A → B uneA-algèbre. Pour tout idéalJ ⊂ B, f−1(J) s’iden-
tifie naturellement au noyau du morphisme composée

B → B/J ◦ f

et est donc un idéal. Le morphismef induit donc une application naturelle de l’ensemble des
idéaux deB dans celui des idéaux deA.

Proposition I.1.2.5. Soit I un idéal deA, B := A/I et f : A → B le morphisme natu-
rel. Alors le morphisme défini dans la proposition I.1.2.4 induit une bijection croissante (pour
l’inclusion) de l’ensemble des idéaux deB dans l’ensemble des idéaux deA contenantI.

Corollaire I.1.2.6. Avec les notations ci-dessus, siA est noethérien,B l’est aussi.

Définition I.1.2.7. Idéaux premiers, maximaux Un idéalp ⊂ A est premier (resp. maximal,)
siA/p est intègre (resp. un corps.)

On noteraSpec(A) (resp.Spm(A)) l’ensemble des idéaux premiers deA (resp. l’ensemble
des idéaux maximaux deA) qu’on appellera lespectredeA (resp. lespectre maximaldeA.)

Proposition I.1.2.8. Un anneauA est intègre si et seulement si{0} est un idéal premier

Remarque I.1.2.9. Le spectre d’un anneau
i) Pour tout morphisme d’anneauxf : A → B, et tout idéal premierq ⊂ B, p := f−1(q)
est encore un idéal premier deA. Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer quef induit un

11
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morphisme injectif

A/p → B/q

↑ ↑

A
f
−−−→ B

et donc, que siB/q est intègre,A/p l’est aussi.
Le morphismef définit donc une applicationSpec(f) : Spec(B) → Spec(A) ce qui per-

met de montrer queSpec(·) est un foncteur contravariant de la catégorie des anneaux commuta-
tifs dans la catégorie des ensembles (cf. 0.3.2.1.)

On remarque qu’en revanche, sim ⊂ B est un idéal maximal,f−1(m) n’est pas nécessai-
rement un idéal maximal. En particulier, sif : Z → Q est l’injection canoniquef−1({0}) =
{0} qui est maximal dansQ qui est un corps mais ne l’est pas dansZ. Il en résulte queSpm(·)
n’a pas d’aussi bonnes propriétés fonctorielles queSpec(·).

ii) Pour tout idéalI ⊂ A, on note

V (I) := {p ∈ Spec(A) | I ⊂ p} .

On a alors les propriétés pour tout couple(I, J) d’idéaux deA,

V (I) ∪ V (J) = V (IJ) et V (I) ∩ V (J) = V (I + J) .

Ceci permet d’établir que si l’on noteT ⊂ P(Spec(µA)) l’ensemble des complémentaires
desV (I) pourI parcourant l’ensemble des idéaux deA, T est une topologie (cf. 0.2.1.1) sur
Spec(A) qu’on appelle latopologie de ZariskisurSpec(A).

On peut alors montrer (et c’est assez élémentaire) que pour tout morphisme d’anneaux

f : A → B,

l’applicationSpec(f) : Spec(B) → Spec(A) est continue (ou encore est un morphisme d’es-
paces topologiques) (cf. 0.2.1.2,) pour peu queSpec(A) etSpec(B) soient munis de la topologie
de Zariski c’est-à-dire queSpec(·) est en fait un foncteur contravariant de la catégorie des an-
neaux dans la catégorie des espaces topologiques.

iii) Si A est un anneau intègre, l’adhérence de{0} pour la topologie de Zariski estSpec(A) tout
entier.

Les fermés deSpec(Z) sont les parties finies deSpec(Z).
Un corps a exactement deux idéaux0 et lui-même et par voie de conséquence, le spectre d’un

corps n’a qu’un élément qui correspond à l’idéal{0}.

I.1.3 .−Dimension d’un anneau

Définition I.1.3.1. Dans un ensemble ordonné(I,≤), unchaîneest une famille d’éléments

i0 < i1 < . . . < in .

12
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L’entier n est appellé lalongueur de la chaîne.

Définition I.1.3.2. SoitA un anneau. L’ensembleSpec(A) des idéaux premiers deA (cf. I.1.2.7)
peut être muni de la relation d’ordre donnée par l’inclusion. Unechaîne d’idéaux premiersest
alors une famille

p0 ( p1 ( . . . ( pn .

Si la longueur des chaînes d’idéaux premiers deA est majorée on dit que ladimension deA est le
plus petit majorant des longueurs des chaînes d’idéaux premiers ; sinon on dit que la dimension
deA est infinie.

Exemple I.1.3.3. Un corps (cf. I.1.1.7) est de dimension0.

I.1.4 .−Quelques classes d’anneaux

Proposition I.1.4.1. Pour un anneauA les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Étant donné unA-moduleM de type fini, toute suite croissante (pour l’inclusion) de sous-
A-modules deM est stationnaire à partir d’un certain rang.

b) Étant donné unA-module de type finiM, toute famille non vide de sous-A-modules deM
possède un élément maximal.

c) Tout sous-A-module d’unA-module de type fini est de type fini.

d) Toute suite croissante (au sens de l’inclusion) d’idéauxdeA est stationnaire à partir d’un
certain rang.

e) Tout idéal deA est de type fini.

Définition I.1.4.2. On dit qu’un anneau qui vérifie les conditions équivalentes de la proposition
ci-dessus estnoethérien.

Définition I.1.4.3. Un anneauprincipal est un anneau intègreA tel que tout idéalI deA est
engendré par un seul élémenti.e.il existea ∈ A tel queI = aA .

Lemme I.1.4.4. Un anneau principal est noethérien.

Proposition I.1.4.5. Dans un anneau principal tout idéal premier non nul (cf. I.1.2.7) est maximal
autrement dit, un anneau principal est de dimension1 (cf. I.1.3.2.)

Proposition I.1.4.6. Si A est un anneau principal, tout sous-A-module d’unA module libre de
rangn est libre de rang plus petit quen.

Proposition I.1.4.7. Si a est un anneau principal, pour toutA-moduleM de type fini, il existe
unA-module libreMl et unA-module de torsionMt (cf. I.1.2.2,) tels que

M = Ml ⊕ Mt .

13
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I.1.5 .−Idéaux fractionnaires

Dans ce paragraphe,A est un anneau noethérien intègre etK est son corps des fractions.

Définition I.1.5.1. Idéal fractionnaire On appelleidéal fractionnairedeA tout sous-A-module
non nul de type fini deK.

Proposition I.1.5.2. Un idéal fractionnaire est un idéal si et seulement s’il est contenu dansA.

Preuve :Un idéal fractionnaire contenu dansA est bien évidemment un idéal deA. Réciproque-
ment, un idéal deA est de type fini puisqueA est noethérien donc est un idéal fractionnaire deA
contenu dansA. q.e.d

Proposition I.1.5.3. Si I est un idéal non nul deA et s ∈ A non nul,

I/s := {s−1x , x ∈ I}

est un idéal fractionnaire.
Réciproquement, siJ est un idéal fractionnaire, il existes ∈ A non nul etI un idéal deA tels

que
J = I/s .

Preuve : Seule la partie réciproque de l’assertion nécessite un argument. SiJ est un idéal frac-
tionnaire, notonsyi ,1≤i≤r des générateurs deJ. Puisque lesyi sont des élément deK, pour tout

1 ≤ i ≤ r, il existe(xi, si) ∈ A× (A \ 0) tel queyi = xi

si
. Notons alorss :=

r∏

i=1

si etI l’idéal

deA engendré par lesxi ,1≤i≤r . Il est clair qu’alors

J = I/s .

q.e.d

Proposition I.1.5.4. PourI et J deux idéaux fractionaires, on noteIJ le sous-A-module deK
engendré par lesxy x ∈ I, y ∈ J.

IJ est encore un idéal fractionnaire. On définit ainsi une loi decomposition sur l’ensemble
des idéaux fractionnaires qui est associative, commutative et dontA est l’élément neutre.

Définition I.1.5.5. Pour tout idéal fractionnaireI, on note

I⊥ := {x ∈ K | xy ∈ A ∀y ∈ I} .

Proposition I.1.5.6. SoitI un idéal fractionnaire deA.
i) I⊥ est un idéal fractionnaire deA.

ii) Le produit (cf. I.1.5.4)II⊥ est un idéal deA.

iii) Si I est un idéal,I⊥ contientA et par conséquent,II⊥ contientI.

Preuve :

14
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i) Pour toutx ∈ I non nul,xI⊥ est un idéal deA. Or

I⊥ = (xI⊥)/x

qui est un idéal fractionnaire en vertu de I.1.5.3.

q.e.d

I.2 . −Produit tensoriel

I.2.1 .−Produit tensoriel deA-modules

Dans ce paragraphe,A est un anneau fixé.

Définition I.2.1.1. Application bilinéaire Étant donnés deuxA-modulesP etQ, on rappelle
qu’uneapplication bilinéairef : P ×Q → M (oùM est unA-module,) est une application
f, A-linéaire par rapport à chacune des composantesi.e.

∀(x, y), (z, t) ∈ P ×Q
∀a, b, c, d ∈ A ,

f(ax+ cz, by + dt) = abf(x, y) + adf(x, t)
+bcf(z, y) + cdf(z, t) .

I.2.1.1.1

On noteraL2(P,Q,M) l’ensemble des applications bilinéaires deP ×Q à valeurs dansM.

Lemme I.2.1.2. Pour tout morphisme deA-modulesu : M → N, et toute application bili-
néaire

f : P ×Q → M ∈ L2(P,Q,M) ,

u ◦ f : P ×Q → N ∈ L2(P,Q,N)

est une application bilinéaire deP × Q à valeurs dansN. Il est presque immédiat de constater
alors que, pourP etQ deuxA-modules fixés,

L2(P,Q, ·) : A−mod → Ens

M ∈ Ob(A−mod) 7→ L2(P,Q,M)
u ∈ HomA−mod(M,N) 7→ u∗ : L2(P,Q,M) → L2(P,Q,N)

f 7→ (u ◦ f)

est un foncteur covariant (cf. 0.3.2.1) de la catégorie desA-modules dans la catégorie des en-
sembles. On peut munirL2(P,Q,M) d’une structure deA-module (induite par celle deM) par
la formule

(af + bg)(x, y) := af(x, y) + bg(x, y) , ∀a, b ∈ A , ∀f, g ∈ L2(P,Q,M) , ∀(x, y) ∈ P ×Q .

On remarque qu’on peut de même munirHomA(X, Y ) d’une structure deA-module (induite
par celle deY ) par la formule

(af + bg)(x) = af(x) + bg(x)

15
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et donc que l’écritureHomA(P,HomA(Q,M)) a un sens.
Il est ensuite facile de voir que l’application qui à tout élémentf ∈ L2(P,Q,M) associe

l’application deP dansHomA(Q,M) x 7→ f(x, ·), définit un isomorphisme deA-modules

L2(P,Q,M) ∼= HomA(P,HomA(Q,M)) . I.2.1.2.1

L’isomorphisme ci-dessus est même fonctoriel (on parle alors de transformation naturelle
mais nous n’abuserons pas de cette notion dans le cadre de ce cours) au sens où : d’abord,
HomA(P,HomA(Q, ·)) est un foncteur covariant de la catégorieA−mod desA-modules dans
elle-même. On laisse le soin au lecteur d’établir que tout morphismeu : M → N induit un
morphisme

u∗ : HomA(P,HomA(Q,M)) → HomA(P,HomA(Q,N)) .

Ensuite, pour tout morphismeu : M → N le carré

L2(P,Q,M) ∼= HomA(P,HomA(Q,M))

u∗

y
y u∗

L2(P,Q,N) ∼= HomA(P,HomA(Q,N))

(où les flèches horizontales sont les isomorphismes I.2.1.2.1) est commutatif.

Proposition I.2.1.3. Pour tousA-modulesP etQ :
i) Il existe un couple(T, τ) satisfaisant :

TENS1 T est unA-module.

TENS2 τ : P ×Q → T est une application bilinéaire.

TENS3 Pour tout couple(L, λ) oùL est unA-module etλ : P ×Q → L est une application
bilinéaire, il existe un uniquemorphisme deA-modulesλ′ : T → L tel que

λ = λ′ ◦ τ .

ii) De plus, le couple(T, τ) dépendant bien entendu desA-modulesP etQ est unique à unique
isomorphisme près c’est-à-dire que si(T ′, τ ′) est un autre couple satisfaisant I.2.1.3(TENS1) à
I.2.1.3(TENS3), il existe un uniqueisomorphisme deA-modulesφ : T ∼= T ′ tel que

τ ′ = φ ◦ τ .

Preuve :
i) Existence NotonsA(P×Q) leA-module libre de baseP ×Q et pour tout(x, y) ∈ P ×Q, ǫx,y

l’élément de base correspondant à(x, y) ∈ P × Q dansA(P×Q). SoitR le sous-A-module de
A(P×Q) engendré par les éléments de la forme

∀(x, y), (z, t) ∈ P ×Q ∀a, b, c, d ∈ A , ǫax+cz,by+dt −
(
abǫx,y + adǫx,t + bcǫz,y + cdǫz,t

)
.

I.2.1.4
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Notons alorsT := A(P×Q)/R et τ : P ×Q → T la composée de la projection naturelle
A(P×Q) → T et de l’application

P ×Q → A(P×Q)

(x, y) 7→ ǫx,y .

Il suffit alors essentiellement de comparer les formules I.2.1.1.1 et I.2.1.4 pour constater que
le couple(T, τ) satisfait I.2.1.3(TENS1) à I.2.1.3(TENS3).

i) Unicité Si (T, τ) et (T ′, τ) sont deux couples satisfaisant I.2.1.3(TENS1) à I.2.1.3(TENS3),
en particulier, il existe un unique morphismeφ : T → T ′ tel queφ ◦ τ = τ ′ en appliquant
I.2.1.3(TENS3) pour(T, τ) à(T ′, τ ′) .En faisant l’inverse, on obtient l’existence d’un morphisme
φ′ : T ′ → T tel queφ′ ◦ τ ′ = τ .

Il s’ensuit que
φ′ ◦ φ ◦ τ = φ′ ◦ τ ′ = τ .

En appliquant donc toujours I.2.1.3(TENS3) à(T, τ) pour lui-même il résulte par unicité queIdT

est le seul morphismeψ deT dans lui-même qui puisse vérifierψ ◦ τ = τ . Il en résulte que

φ′ ◦ φ = IdT .

L’argument étant exactement symétrique enT etT ′, on obtient aussi

φ ◦ φ′ = IdT ′

ce qui prouve l’unicité à unique isomorphisme près.

q.e.d

Remarque I.2.1.5. Une lecture attentive des arguments ci-dessus comparés à ceux de la preuve
du lemme 0.3.3.2, montrerait qu’ils ont l’air très semblables.

En effet, définissons une catégorieT dépendant desA-modulesP etQ de la manière sui-
vante : Les objets deT sont les couples(L, λ) où L est unA-module etλ : P ×Q → L
une application bilinéaire. Les flèches deT φ : (L, λ) → (L′, λ′) sont les morphismes deA-
modulesφ : L → L′ tels queφ ◦ λ = λ′ .

Dès lors le produit tensoriel(T, τ) apparaît par définition comme un objet initial (cf. 0.3.3.1)
dans la catégorieT et si son existence doit être prouvée indépendamment, son unicité (à unique
isomorphisme près) est une conséquence du lemme 0.3.3.2.

Définition I.2.1.6. Produit tensoriel Pour deuxA-modulesP et Q, le couple(T, τ) défini
(à unique isomorphisme près) par la proposition I.2.1.3, est appelé leproduit tensorieldesA-
modulesP etQ.

Le moduleT est notéP ⊗A Q et l’applicationτ, (x, y) 7→ x⊗ y .
Les éléments

x⊗ y ∈ P ⊗A Q , ∀(x, y) ∈ P ×Q

sont appeléstenseurs décomposés.
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Remarque I.2.1.7.
i) Il découle de la description du produit tensoriel par générateurs et relations donnée dans la
preuve de la proposition I.2.1.3, que les éléments

x⊗ y ∈ P ⊗A Q ∀(x, y) ∈ P ×Q ,

sont des générateurs deP ⊗A Q ; puisque ce sont les images par un morphisme surjectif des
générateursǫx,y deA(P×Q).

Ainsi, si l’on dispose de deux morphismes

f , g : P ⊗A Q → M

oùM est unA-modules,

f(x⊗ y) = g(x⊗ y) ∀(x, y) ∈ P ×Q, I.2.1.7.1

suffit à assurer quef = g .

ii) Si donc il paraît approprié de caractériserun morphisme par les images des tenseurs décom-
posés, en revanche il sera souvent mal commode, voire extrêmement délicat de le définirainsi
car il faudrait alors vérifier la compatibilité à l’identitéI.2.1.4.

On constatera que, dans la pratique, on peut pratiquement oublier la description du pro-
duit tensoriel comme quotient donnée dans la preuve de la proposition I.2.1.3 et que l’on uti-
lisera presque exclusivement la propriété universelle I.2.1.3(TENS3). (Remarquer que l’identité
I.2.1.7.1 ne signifie rien d’autre quef ◦ τ = g ◦ τ .)

Les preuves des résultats qui suivent sont une illustrationde ceci.

Proposition I.2.1.8. Propriétés du produit tensoriel
i) Commutativité Pour tousA-modulesP etQ, il existe un unique isomorphisme deA-modules

P ⊗A Q ∼= Q⊗A P

caractérisé par le fait que
x⊗ y 7→ y ⊗ x ∀(x, y) ∈ P ×Q .

ii) Associativité Pour tousA-modulesP,Q,R, il existe un unique isomorphisme

(P ⊗A Q)⊗A R ∼= P ⊗A (Q⊗A R)

tel que
(x⊗ y)⊗ z 7→ x⊗ (y ⊗ z) .

iii) Fonctorialité Pour tousA-modulesP1 etQ1 et tous morphismes deA-modules

f : P1 → P2 et g : Q1 → Q2 ,

il existe un unique morphisme
P1 ⊗A Q1 → P2 ⊗A Q2
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tel que
x⊗ y 7→ f(x)⊗ g(y) .

On notef ⊗A g ce morphisme.
En particulier, siQ2 = Q1, etg = IdQ1, le morphismef⊗A IdQ1 sera parfois notéf⊗AQ1.

Ainsi pour toutA-moduleQ,

· ⊗A Q : A−mod → A−mod

P ∈ Ob(A−mod) 7→ P ⊗A Q
f ∈ Fl(A−mod) 7→ f ⊗A Q := f ⊗A IdQ

est un foncteur covariant (cf. 0.3.2.1.)

iv) Distributivité par rapport à la somme directe Pour tousA-modulesP,Q,R, il existe un
unique isomorphisme deA-modules

P ⊗A (Q⊕ R) ∼= (P ⊗A Q)⊕ (P ⊗A R)

tel que
x⊗ (y + z) 7→ (x⊗ y) + (x⊗ z) .

Corollaire I.2.1.9. Pour tousA-modulesP etQ, il découle de la proposition I.2.1.3, que

f 7→ f ◦
(
(x, y) 7→ x⊗ y

)
, ∀f ∈ HomA(P ⊗A Q,M)

M unA-module variable, induit un isomorphisme

HomA(P ⊗A Q,M) ∼= L2(P,Q,M)

qui, grâce à la remarque I.2.1.7, induit finalement un isomorphisme

HomA(P ⊗A Q,M) ∼= HomA(P,HomA(Q,M)) I.2.1.9.1

lequel est encore fonctoriel enM à savoir que pour tout morphismeu : M → N les isomor-
phismes ci-dessus induisent un carré commutatif :

HomA(P ⊗A Q,M) ∼= HomA(P,HomA(Q,M))

u∗

y
y u∗

HomA(P ⊗A Q,M) ∼= HomA(P,HomA(Q,M)) .

Preuve de la proposition I.2.1.8 :
i) En vertu de I.2.1.3(TENS3), pour définir un morphismeP ⊗A Q → Q⊗A P il est nécessaire
et suffisant de définir une application bilinéaireP ×Q → Q⊗A P.

Posons donc
φ(x, y) := y ⊗ x ∈ Q⊗A P ∀(x, y) ∈ P ×Q .
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Puisque
τ : Q× P → Q⊗A P , (y, x) 7→ y ⊗ x

est bilinéaire,φ l’est aussi. Il existe donc un unique morphismeφ : P ⊗A Q → Q⊗A P tel
queφ(x⊗ y) = y ◦ x .

Un argument exactement analogue permet de définir un unique morphisme

ψ : Q⊗A P → P ⊗A Q

caractérisé par le fait queψ(y ⊗ x) = x⊗ y .
Puisque, pour tout(x, y) ∈ P ×Q,

ψ[φ(x⊗ y)] = ψ(y ⊗ x) = x⊗ y

il découle de la remarque I.2.1.7.i ou de I.2.1.3(TENS3) (ce qui revient au même,) que

ψ ◦ φ = IdP⊗AQ .

Un argument exactement symétrique montre que

φ ◦ ψ = IdQ⊗AP

ce qui achève la preuve.

ii) L’argument est exactement du même type que ci-dessus et laissé en exercice.

iii) Ici encore, l’unicité def ⊗A g est immédiate, dès l’instant où l’on impose(f ⊗ g)(x⊗ y) =
f(x)⊗ g(y) et ce, toujours en vertu de I.2.1.3(TENS3).

Reste donc uniquement à constater que l’applicationP1 ×Q1 → P2 ⊗A Q2 donnée par
(x, y) 7→ f(x) ⊗ g(y) est bien bilinéaire ; ce qui découle immédiatement de la linéarité def
et g, et de la bilinéarité de l’application

P2 ×Q2 → P2 ⊗A Q2 , (u, v) 7→ u⊗ v .

iv) Laissé en exercice.

q.e.d

Proposition I.2.1.10. Pour toute suite exacte

P
f
−−−→ Q −→

g
−−−→ R → 0

(cf. I.1.1.17,) et toutA-moduleM, on a une suite exacte :

P ⊗A M
f⊗AM
−−−→ Q⊗A M −→

g⊗AM
−−−→ R ⊗A M → 0 .

Définition I.2.1.11. On traduit la proposition précédente en disant que le foncteur produit ten-
soriel (cf. I.2.1.8.iii) estexact à droite.
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Preuve de la proposition I.2.1.10 :On doit en fait montrer que si(R, g) = Coker f alors pour
toutM Coker f ⊗A M = (R⊗A M, g ⊗A M) (cf. I.1.1.19.)

On peut montrer que cela équivaut à montrer que, pour toutA-moduleN, la suite

0 → HomA(R⊗A M,N) −→ HomA(Q⊗A M,N) −→
HomA(P⊗AM,N)
−−−−−−−−−→

est exacte. Ceci revient finalement à montrer, en vertu du corollaire I.2.1.9, que la suite

0 → HomA(R,HomA(M,N)) −→ HomA(Q,HomA(M,N))−−−→ HomA(P,HomA(M,N))

est exacte, ce qui est laissé en exercice.q.e.d

Définition I.2.1.12.A-module plat SiM est unA-module tel que, pour toute suite exacte

0 → P −→ Q−−−→ R → 0 ,

la suite
0 → M ⊗A P −→ M ⊗A Q−−−→M ⊗A R → 0

est exacte, on dit queM est unA-module platou un moduleA-plat.

Lemme I.2.1.13. ToutA-module libre est plat. En particulier, siA est un corps, toutA-module
(A-espace vectoriel) est plat.

Remarque I.2.1.14.Si le contexte est clair, on notera souventHom(P,Q) (resp.P ⊗Q) au lieu
deHomA(P,Q) (resp.P ⊗Q .)

De même on noteraP ⊗Q = Q⊗ P et

P ⊗Q⊗ R := (P ⊗Q)⊗ R = P ⊗ (Q⊗R)

considérant que les isomorphismes I.2.1.8.i et I.2.1.8.iisont suffisamment naturels.

Proposition I.2.1.15. Soient

P ′ f1
−−−→ P −→

g1
−−−→ P ′′ → 0

et
Q′ f2
−−−→ Q −→

g2
−−−→ Q′′ → 0 .

Il résulte alors de la proposition I.2.1.10 qu’on a un diagramme commutatif

P ′ ⊗Q′ → P ⊗Q′ → P ′′ ⊗Q′ → 0

↓
y P⊗f2 ↓

P ′ ⊗Q
f1⊗Q
−−−→ P ⊗Q

g1⊗Q
−−−→ P ′′ ⊗Q → 0

↓ P⊗g2

y
y P ′′⊗g2

P ′ ⊗Q′′ → P ⊗Q′′ g1⊗Q′′

−−−→ P ′′ ⊗Q′′ → 0
↓ ↓ ↓
0 0 0
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Notons

g := (P ′′ ⊗ g2) ◦ (g1 ⊗Q) = (g1 ⊗Q
′′) ◦ (P ⊗ g2) : P ⊗Q → P ′′ ⊗Q′′

et
f := (f1 ⊗Q) + (P ⊗ f2) : (P ′ ⊗Q)× (P ⊗Q′) → P ⊗Q .

Alors la suite

(P ′ ⊗Q)× (P ⊗Q′)
f
−−−→ P ⊗Q −→

g
−−−→ P ′′ ⊗Q′′ → 0

est exacte.

Preuve :
i) On a

g ◦ (P ⊗ f2) = (g1 ⊗Q
′′) ◦ (P ⊗ g2) ◦ (P ⊗ f2)

= (g1 ⊗Q
′′) ◦ P ⊗ (g2 ◦ f2)

= 0

et

g ◦ f1 ⊗Q = (P ′′ ⊗ g2) ◦ (g1 ⊗Q) ◦ (f1 ⊗Q)

= (P ′′ ⊗ g2) ◦ (g1 ◦ f1)⊗Q

= 0

d’où il découle que
g ◦ f = 0 .

ii) Soit h : P ⊗Q → M tel queh◦f = 0.Ceci implique en particulier queh◦(f1⊗Q) = 0,
donc, en vertu de I.1.1.15.ii, qu’il existe un uniqueh′ : P ′′ ⊗Q → M tel queh = h′ ◦ (g1 ⊗
Q) .

Il en résulte puisqueh ◦ f = 0, que

h′ ◦ (P ′′ ⊗ f2) ◦ (g1 ⊗Q
′) = h′ ◦ (g1 ⊗Q) ◦ (P ⊗ f2)

= h ◦ (P ⊗ f2)

= 0

ce qui implique, puisqueg1 ⊗ Q
′ est surjectif queh′ ◦ (P ′′ ⊗ f2) = 0, ce qui implique encore

qu’il existe un uniqueh′′ : P ′′ ⊗Q′′ → M tel queh′ = h′′ ◦ (P ′′ ⊗ g2) . Il en découle que

h = h′ ◦ (g1 ◦Q) = h′′ ◦ (P ′′ ⊗ g2) ◦ (g1 ⊗Q) = h′′ ◦ g .

iii) L’unicité de h′′ factorisanth à traversP ′′⊗Q′′ est alors conséquence du fait queg est surjectif
comme composée de deux morphismes surjectifs. Ceci prouve finalement que

(P ′′ ⊗Q′′, g) = Coker f
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donc le résultat (cf. I.1.1.19.)

q.e.d

Exemple I.2.1.16. Il résulte de la proposition précédente que, pour deux entiers naturelsa et b
eta ∧ b leur PGCD, on a un isomorphisme

Z/aZ⊗Z Z/bZ ∼= Z/a ∧ bZ .

Proposition I.2.1.17. Si P etQ sont desA-modules libres de bases respectivesei ,i∈I et fj ,j∈J

alors,P ⊗A Q est unA-module libre de base(ei ⊗ fj) ,(i,j)∈I×J .

Exemple I.2.1.18.Pour toutA-moduleM, on peut écrire une suite exacte

Mr −→ Mg−−−→M → 0

oùMr etMg sont desA-modules libres. Il résulte alors de la proposition I.2.1.15 que pour deux
modulesP etQ, on a un isomorphisme

P ⊗Q ∼= (Pg ⊗Qg)/(Pr ⊗Qg) + (Pg ⊗Qr) .

I.2.2 .−Extension des scalaires

Dans ce paragraphe,f : A → B est uneA-algèbre (cf. I.1.1.2.) On rappelle queB « hé-
rite » alors d’une structure naturelle deA-module (cf. I.1.1.12.)

Lemme I.2.2.1. Pour toutA-moduleM, on peut former le produit tensorielM ⊗A B qui a
naturellement une structure deA-module.

L’application
B ×M × B → M ⊗A B , (b, x, b′) 7→ x⊗ bb′

définit une application· : B × (M ⊗A B) → M ⊗A B caractérisée par le fait que

b · (x⊗ b′) = x⊗ bb′

et qui donne àM ⊗A B une structure deB-module.
La fonctorialité du produit tensoriel (cf. I.2.1.8.iii) assure que pour tout morphisme deA-

modulesu : M → N on a un unique morphisme deA-modulesu⊗ B : M ⊗ B → N ⊗ B
caractérisé par le fait que

(u⊗ B)(x⊗ b) = u(x)⊗ b .

Il est presque immédiat de vérifier sur la définition queu ⊗ B est en fait un morphisme de
B-modules (pour les structures définies ci-dessus,) et que

M 7→ Mb := M ⊗B , u 7→ uB := u⊗ B
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est un foncteur covariant de la catégorieA−mod desA-modules dans la catégorieB −mod

desB-modules.

Définition I.2.2.2. On appelle le foncteur

M 7→ MB

défini ci-dessus foncteurextension des scalairesouchangement de base.

Exemple I.2.2.3.
i) Si I ⊂ A est un idéal etB := A/I, pour toutA-moduleM,

MB = M ⊗A B ∼= M/IM .

ii) Soit A → B uneA-algèbre. Il existe alors une unique applicationA-bilinéaire

B ×A[X] → B[X]

caractérisée par le fait que

(b,Xk) 7→ bXk ∀b ∈ B ∀k ∈ N .

Il n’est pas difficile de voir alors que cette application définit un morphisme deB-algèbres

B ⊗A A[X] → B[X]

caractérisé par
(b⊗X) 7→ bX ∀b ∈ B .

Réciproquement, il existe un unique morphisme deB-algèbresB[X] → B ⊗A A[X] carac-
térisé parX 7→ 1⊗X .

Il est tout à fait élémentaire désormais de vérifier que les deux morphismes deB-algèbres
construits ci-dessus sont inverses l’un de l’autre et qu’enconséquence, on a un isomorphisme
naturel

B ⊗A A[X] ∼= B[X] .

Proposition I.2.2.4. ToutB-module peut être vu comme unA-module. Pour toutA-moduleP,
toutB-moduleQ, et tout morphisme deA-modules

f : P → Q ∈ HomA(P,Q) ,

il existe un unique morphisme deB-modulesα(f) : P ⊗A B → Q caractérisé par le fait que

α(f)(x⊗ b) = bf(x) .

On définit ainsi une application

α : HomA(P,Q) → HomB(P ⊗A B,Q) .
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L’applicationα est en fait un isomorphisme deA-modules.

Proposition I.2.2.5. Étant donnés deux morphisme d’anneauxf : A → B et g : B → C,
pour toutA-moduleM, il existe un unique morphisme deC-modules

(M ⊗A B)⊗B C → M ⊗A C

caractérisé par
(x⊗ b)⊗ c 7→ x⊗ g(b)c .

De plus, ce morphisme est un isomorphisme deC-modules.

I.2.3 .−Produit tensoriel deA-algèbres

Dans ce paragraphe,A est un anneau.

Lemme I.2.3.1. Étant données deuxA-algèbres

f : A → B et g : A → C ,

on a, par fonctorialité du produit tensoriel (cf. I.2.1.8.iii,) un carré commutatif deA-modules :

A
f
−−−→ B

g

y
y B⊗Ag

C
f⊗AC
−−−→ B ⊗A C .

I.2.3.1.1

On munitB ⊗A C de l’unique structure d’anneau donnée par

(b⊗ c) ∗ (b′ ⊗ c′) := bb′ ⊗ cc′ .

Avec cette structure, les morphismesB ⊗ g etf ⊗ C deviennent des morphismes d’anneaux.

Définition I.2.3.2. Pour deuxA-algèbresB et C, on appelle encoreproduit tensoriel des al-
gèbresB etC leA-moduleB ⊗A C muni de la structure d’algèbre définie ci-dessus.

Lemme I.2.3.3. Pour toutA-algèbreB et tout morphisme deA-algèbresv : C → D, le mor-
phisme

v ⊗A B : C ⊗A B → D ⊗A B

est un morphisme deB-algèbres.

Lemme I.2.3.4. Le carré I.2.3.1.1 est donc un carré commutatif d’anneaux. Il est mêmecocar-
tésienc’est-à-dire que pour tout diagramme commutatif d’anneaux

A
f
−−−→ B

g

y
y v

C
u
−−−→ D

il existe un uniquemorphisme d’anneauxh : B ⊗A C → D tel que

v = h ◦ (B ⊗ g) et u = h ◦ (f ⊗ C) .
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I.3 . −Localisation

I.3.1 .−Localisation dans les modules

Définition I.3.1.1. Partie multiplicative Une partie multiplicativeS d’un anneauA est une
partieS contenant1 et telle que pour touss et t deS, st ∈ S.

Dans la suite du paragraphe,A est un anneau etS une partie multiplicative de A.

Proposition I.3.1.2.
i) Pour toutA-moduleM considérons la relation d’équivalence surM × S donnée par(x, t) ∼
(y, t) s’il existeu ∈ S tel que

u(tx− sy) = 0 ∈ M .

Alors le quotient(M × S)/ ∼ a une structure de groupe abélien donné par

(x, s) + (y, t) := (tx+ sy, st) ∀(x, y) ∈M ×M , ∀(s, t) ∈ S × S

et une structure deA-module donnée par

a · (x, s) := (ax, s) ∀x ∈M , ∀a ∈ A , ∀s ∈ S .

ii) Pour tout morphisme deA-modulesf : P → Q il existe un unique morphisme deA-
modules

(P × S)/ ∼→ (Q× S)/ ∼

vérifiant
(x, s) 7→ (f(x), s) ∀x ∈ P , ∀s ∈ S .

Définition I.3.1.3. Pour toutA-moduleM, le quotient(M × S)/ ∼ comme dans la proposition
ci-dessus sera notéS−1M et appelé lelocalisé deM enS. La classe de(x, s) ∈ M × S dans
S−1M est usuellement notéex

s
.

Pour toutA-morphismef : P → Q la morphisme induitS−1P → S−1Q par le procédé
I.3.1.2.ii sera notéS−1f si bien qu’on a défini un foncteur covariant (cf. 0.3.2.1)

S−1· : A−mod → A−mod .

Proposition I.3.1.4.
i) Si f : A → B est uneA-algèbre (cf. I.1.1.11,)B a en particulier une structure deA-module
(cf. I.1.1.12.i.) Le localiséS−1B deB enS a alors une structure deA-algèbre où le produit est
donné par

(b, s) ∗ (c, t) := (bc, st) ∀(b, c) ∈ B × B , ∀(s, t) ∈ S × S

et le morphisme structural par
a 7→ (f(a), 1) .
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ii) Pour tout morphisme deA-algèbresu : (B, f) → (C, g) le morphisme

S−1u : S−1B → S−1C

est un morphisme deA-algèbres pour la structure définie ci-dessus.

iii) En particulier, pourIdA : A → A l’anneauS−1A est uneA-algèbre.

iv) Pourf : A → B unea-algèbre,f(S) est encore une partie multiplicative deB etS−1B
s’identifie àf(S)−1B siB est vu commeB-algèbre sur lui-même par l’identitéIdB.

Pour tout morphisme deA-algèbresu : (B, f) → (C, g) on a des isomorphismes cano-
niques

S−1C ∼= f(S)−1C ∼= (u ◦ f)(S)−1C ∼= g(S)−1C .

Proposition I.3.1.5. LaA-algèbreλS : A → S−1A (cf. I.3.1.4.iii,) est telle que

λS(S) ⊂ (S−1A)×

et est universelle pour cette propriété.
Plus précisément, on peut considérer la catégorie (cf. 0.3.1.1) S définie de la manière sui-

vante : Les objets deS sont les couples(B, f) où f : A → B est uneA-algèbre telle que
f(S) ⊂ B× c’est-à-dire telle que pour touts ∈ S, f(s) est un inversible deB. Les morphismes

φ : (B, f) → (C, g)

sont les morphismes d’anneauxφ : B → C tels queg = φ ◦ f . Le couple(S−1A, λS) est
initial (cf. 0.3.3.1) dansS c’est-à-dire que pour touteA-algèbref : A → B telle quef(S) ⊂
B×, il existe un unique morphisme d’anneauxf ′ : S−1A → B tel quef = f ′ ◦ λS .

Corollaire I.3.1.6.
i) Pour touteA-algèbref : A → B, il est clair que

f(S)subset (S−1B)× = (f(S)−1B)×

et donc que la morphisme naturelA → S−1B (cf. I.3.1.4.i) se factorise à traversS−1A faisant
naturellement deS−1B uneS−1A-algèbre.

ii) Pour tout morphisme deA-algèbresu : B → C, le morphismeS−1u est un morphisme de
S−1A-algèbres.

Proposition I.3.1.7.
i) Pour toutA-moduleM, l’application

S−1A× S−1M → S−1A ((a, s), (x, t)) 7→ (ax, st)

définit une structure deS−1A-module surS−1M qui conïncide, dans le cas oùM est uneA-
algèbre avec celle donnée par le corollaire I.3.1.6.i.
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ii) Pour tout morphisme deA-modulesf : P → Q, le morphismeS−1f est naturellement un
morphisme deS−1A-modules pour la structure définie ci-dessus.

iii) Le foncteurS−1· est finalement défini de la catégorie desA-modules (resp.A-algèbres) dans
la catégorie desS−1A-modules (resp.S−1A-algèbres.)

Proposition I.3.1.8.
i) Pour toutA-module (resp.A-algèbre)X il existe un unique morphisme

X ⊗A S
−1A → S−1X

caractérisé par
x⊗

a

s
7→

ax

s
(le produit tensoriel étant pris au sens desA-modules (cf. I.2.1,) (resp. au sens desA-algèbres (cf.
I.2.3.)))

Ce morphisme est un isomorphisme deS−1A-modules (resp.S−1A-algèbres.)

ii) Pour tout morphisme deA-modules, (resp.A-algèbres)f : X → Y , le morphismeS−1f
s’identifie au morphismef ⊗A S

−1A (cf. I.2.1.8.iii,) à travers les isomorphismes du point précé-
dent.

On peut alors identifier les foncteursS−1· et · ⊗A S
−1A deA−mod (resp.A− alg) dans

S−1A−mod (resp.S−1A− alg.)

Proposition I.3.1.9. Si S ⊂ T sont des partie multiplicatives deA, pour toutA-module
(resp.A-algèbre)X, on a un morphisme naturel deS−1A-modules
(resp.S−1A-algèbres)S−1X → T−1X.

Proposition I.3.1.10. Si f : X → Y est un morphisme injectif dansA−mod

(resp.A− alg,) S−1f l’est aussi.

Proposition I.3.1.11. LaA-algèbreS−1A est unA-module plat (cf. I.2.1.12.)

Preuve :C’est une conséquence des énoncés I.3.1.10, I.3.1.8 et I.2.1.10.q.e.d

I.3.2 .−Propriétés des anneaux localisés

Dans ce paragraphe,A est un anneau etS une partie multiplicative.

i) Si S ne contient pas de diviseur de0, le morphisme naturel

A → S−1A , a 7→
a

s
,

est injectif ; ce qui est en particulier le cas siA est intègre.

Proposition I.3.2.1. SiA est un anneau intègre, son corps des fractionsFrac(A) n’est autre que
(A \ {0})−1A et dans ce cas, pour toute partie multiplicativeS deA ne contenant pas0, S−1A
est un sous-anneau deFrac(A) donc en particulier intègre. De plus,

K = Frac(S−1A) .
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Proposition I.3.2.2. Si M est unS−1A-module on peut le voir (à travers le morphisme d’an-
neauxA → s−1A) comme unA-module on dit (par restriction des scalaires.) Alors l’unique
morphisme

M ⊗A S
−1A → M , x⊗

a

s
7→

a

s
x

est un isomorphisme deS−1A-modules.

Proposition I.3.2.3. PourA un anneau etS ⊂ A une partie multiplicative deA, posons
B := S−1A etf : A → B le morphisme canonique.

On rappelle qu’on a toujours une applicationI(f) de l’ensemble des idéaux deB dans l’en-
semble des idéaux deA donnée par

J ⊂ B 7→ f−1(J) .

Même sif(I) pourI ⊂ A un idéal deA n’est pas nécessairement un idéal (c’en est un sif est
surjectif néanmoins) on peut toujours poserR(f)(I) := Bf(I) l’idéal engendré par l’image de
I parf.
i) Pour tout idéalJ ⊂ B, d’image réciproqueI = f−1(J) ⊂ A, l’inclusion naturelle
Bf(I) ⊂ J est bijective c’est-à-dire queR(f) ◦ I(f) = Id. Il en résulte que l’applicationI(f)
est injective.

ii) CommeI(f) est également croissante pour l’inclusion, siA est noethérien,B l’est aussi.

iii) L’application I(f) induit donc par restriction àSpec(S−1A) (l’ensemble des idéaux premiers
de S−1A (cf. I.1.2.9)) une application injective à valeurs dansSpec(A). Elle induit donc une
bijection sur son image qui est la partie deSpec(A) formée des idéaux premiers deA qui ne
rencontrent pasS.On peut montrer que cette bijection est bicontinue pour la topologie de Zariski
(cf. I.1.2.9.)

Lemme I.3.2.4. SoitA ⊂ B des anneaux etS une partie multiplicative deA. Pour deux sous-
A-modulesI etJ deB, on noteIJ le sous-A-module deB engendré par lesxy ,x∈I , y∈J . Alors
les sou-S−1A-modulesS−1(JI) et (S−1I)(S−1J) deS−1B = B ⊗A S

−1A sont égaux.

Proposition I.3.2.5. SoitA un anneau noethérien (cf. I.1.4.2) intègre (cf. I.1.1.6) decorps des
fractionsK. Pour toute partie multiplicativeS ⊂ A ne contenant pas0, tout idéal fractionnaire
(cf. I.1.5.1)I deA, le S−1A-moduleS−1I = I ⊗A S

−1A est un idéal fractionnaire deS−1A
qui est bien un anneau noethérien (cf. I.3.2.3.ii,) intègrede corps des fractionsK.

De plus, la localisation est « compatible » à la loi de composition définie en I.1.5.4, à savoir
que, pour deux idéaux fractionnairesI etJ deA, l’inclusion naturelle

S−1IS−1J ⊂ S−1(IJ)

est bijective.
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I.3.3 .−Anneaux locaux, localisé en un idéal

Définition I.3.3.1. Un anneau localest un anneauA n’ayant qu’un idéal maximal ou de manière
équivalente pour lequel l’ensemble des éléments non inversiblesA \ A× est un idéal maximal
ou de manière équivalente tel queA \ A× est un idéal ou encore tel queA \ A× est une partie
stable par addition.

On note souventmA l’idéal maximal d’un anneau local. Le quotientA/mA est un corps
appelé lecorps résidueldeA.

Proposition I.3.3.2. Lemme de NakayamaSiA est un anneau local d’idéal maximalmA etM
unA-module de type fini vérifiant

M = mAM

alorsM est nul.

Définition I.3.3.3. Anneau de valuation Un anneau de valuationest un anneau intègreA, qui
n’est pas un corps et tel que pour tout élémenta de son corps des fractionsFrac(A) si a /∈ A,
a−1 ∈ A.

Proposition I.3.3.4. Un anneau de valuation est un anneau local.

Preuve : Soit A un anneau de valuation,a et b des éléments deA. Supposons quea + b est
inversible. Sia est nul,b est inversible. Supposons donc quea et b sont non nuls. Il existec ∈ A
tel quec(a+ b) = 1. Des deux éléments deFrac(A) a

b
et b

a
, l’un au moins est dansA puisqueA

est un anneau de valuation. Supposons que ce soita
b
. Alors

cb(
a

b
+ 1) = 1

et c(1 + a
b
) ∈ A c’est-à-dire queb est inversible.

Il en résulte (par contraposée) que l’ensemble des élémentsnon inversibles deA est stable
par addition, donc queA est local.q.e.d

Lemme I.3.3.5. SoitA un anneau local intègre de dimension1 ce qui équivaut à dire que ses
seuls idéaux premiers sont{0} et son idéal maximalmA.

Alors pour tousx et z dansm non nuls, il existen entier tel quexn est dans l’idéal deA
engendré parz.

Preuve : Soit S la partie multiplicative deA (cf. I.3.1.1){1; x; . . . ; xn; . . .} formée des puis-
sances dex. PuisqueA est intègre,S ne contient pas0. SoitB := S−1A (cf. I.3.1.3.) Comme
A est intègre, on a les inclusions

A ⊂ B ⊂ Frac(A)

(cf. I.3.2.i.) Les idéaux premiers deB correspondent bijectivement aux idéaux premiers deA qui
ne rencontrent pasS (cf. I.3.2.3.iii.) OrA n’a, par hypothèses que deux idéaux premiers0 etmA

etmA ∩ S 6= ∅. DoncB n’a qu’un idéal premier, et comme il est intègre, (c’est un sous-anneau
deFrac(A),) B est un corps qui est doncFrac(A).
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Il en résulte que1/z ∈ B donc s’écrita/xn poura ∈ A, d’où xn = az. q.e.d

Lemme I.3.3.6. Un idéalp d’un anneauA est premier si et seulement si son complémentaire
A \ p est une partie multiplicative.

Définition I.3.3.7. Localisé en un idéal premier (fibre) Étant donné un idéal premierp d’un
anneauA, pour touta-module (resp.A-algèbre)X, on note

Xp := (A \ p)−1X

qu’on appelle lelocalisé deX enp ou lafibre deX enp.

Proposition I.3.3.8. SoitA un anneau.
i) L’anneauAp pourp ∈ Spec(A) un idéal premier est local d’idéal maximalApp (i.e.l’image
par l’applicationR(A → Ap) de la proposition I.3.2.3.) Son corps résiduel sera souventnoté
k(p).

ii) Il découle de la proposition I.3.2.3.iii queSpec(Ap) (l’ensemble des idéaux premiers deAp)
correspond bijectivement à l’ensemble des idéaux premiersdeA contenus dansp.

Proposition I.3.3.9. SoitA un anneau intègre de corps des fractionsK et I un sous-A-module
deK.
i) Pour tout idéal premierp ∈ Spec(A), on a une suite d’inclusion

I ⊂ Ip ⊂ K .

ii) Pour deux idéaux premiersq ⊂ p on a un isomorphisme canonique

Iq
∼= IpApq

d’où une suite d’inclusions
I ⊂ Ip ⊂ Iq K .

iii) En particulier, tout idéal premierp étant inclus dans un idéal maximalm on a

I ⊂ Im ⊂ Ip ⊂ K

d’où il résulte que
I ⊂

⋂

m∈Spm(A)

Im =
⋂

p∈Spec(A)

Ip ⊂ K .

Dans le cas oùA est intègre, la première inclusion est bijective.

Preuve :
i) Est une conséquence immédiate de la proposition I.3.1.10.

ii) Est laissé en exercice.

iii) Notons
I′ :=

⋂

m∈Spm(A)

Im .
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Pour touta ∈ I′, notons
M := {x ∈ A | ax ∈ I} .

L’ensembleM est clairement un idéal deA.
Pour toutm ∈ Spm(A), a ∈ Im. Il existe doncy ∈ I etx ∈ A \ m tels quea = y

x
d’où il

découle quey = ax ∈ I d’où x ∈ M. Il en résulte queM est un idéal qui n’est contenu dans
aucun des idéaux maximaux deA donc queM = A. En particulier,1 ∈ M c’est-à-dire que
a ∈ I.

On a donc montré queI′ ⊂ I.

q.e.d

I.4 . −Extensions entières

I.4.1 .−Éléments entiers dans une extension

Dans ce paragraphe,A est un sous-anneau d’un corpsE.

Proposition I.4.1.1. Pour tout élémentα ∈ E, les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Il existe un polynôme unitaireP ∈ A[X] tel queP (α) = 0.

b) Il existe un sousA-moduleM deE non nul de type fini tel que

αM = M .

Définition I.4.1.2. On dit qu’un élémentα ∈ E est entier surA s’il vérifie les conditions
équivalentes de la proposition ci-dessus.

SiA est un corps, on dit queα estalgébrique surA.
Étant donné un sous-anneauB deE contenantA, on dit queB estentier surA ou queA ⊂ B

est uneextension entièresi tous les éléments deB sont entiers surA. SiA etB sont des corps,
on parle d’extension algébrique.

Définition I.4.1.3. SiB est uneA-algèbre (cf. I.1.1.11,) qui est unA-module de type fini, on dit
queB est uneA-algèbre finie. SiA ⊂ B, on parle aussi d’extension finie.

Corollaire I.4.1.4. Une extension finie est entière.

Remarque I.4.1.5. Il existe en revanche des extensions entières (ou algébriques) qui ne sont
pas finies. Par exemple la clôture algébrique d’un corps n’est pas en général une extension finie.
Cependant, la proposition suivante peut être vue comme une réciproque partielle au corollaire
I.4.1.4 :

Proposition I.4.1.6. Si A ⊂ B est une extension entière etB est uneA-algèbre de type
fini (c’est-à-dire le quotient d’une algèbre de polynômes enun nombre fini d’indéterminées
A[X1, . . . , Xn],) alorsB est unA-module de type fini, c’est-à-dire uneA-algèbre finie.
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Proposition I.4.1.7. SiA ⊂ B ⊂ C sont des anneaux intègres,A ⊂ C est une extension entière
si et seulement siA ⊂ B etB ⊂ C sont des extensions entières.

Proposition I.4.1.8. SiA est un sous-anneau deB, l’ensemble des éléments deB entiers surA
est un anneau.

Définition I.4.1.9. PourB un anneau contenantA, l’anneau des éléments deB entiers surA est
appeléfermeture intégraledeA dansB ou fermeture algébriquesiA est un corps.

Proposition I.4.1.10. Soit K le corps des fractions deA. Si α est entier surA alors il est
algébrique surK. Si α est algébrique surK il existec ∈ A tel quecα est entier surA.

Définition I.4.1.11. Si A est égal à sa fermeture intégrale dans son corps des fractions, on dit
queA estintégralement closoualgébriquement clossiA est un corps.

Exemple I.4.1.12.Un anneau factorielest intégralement clos : c’est une conséquence du lemme
de Gauß.

I.4.2 .−Extensions entières et localisation

Soit A un anneau intègre (cf. I.1.1.6,),K := Frac(A) son corps des fractions etS une
partie multiplicative de A ne contenant pas0 (cf. I.3.1.1.)

On rappelle queS−1A (cf. I.3.1.3) est un sous-anneau deK (cf. I.3.2.1,) et que

K = Frac(S−1A) .

Proposition I.4.2.1. SiA est intégralement clos,S−1A aussi.

Proposition I.4.2.2. SiB est un anneau intègre contenantA entier surA, alorsS−1B est entier
surS−1A.

Proposition I.4.2.3. Si B est la fermeture intégrale deA dans un corpsE contenantA, S−1B
est la fermeture intégrale deS−1A dansE.

I.4.3 .−Idéaux dans les extensions entières

Définition I.4.3.1. SoientA ⊂ B ⊂ E oùE est un corpsA etB des sous-anneaux. Pour tout
idéal premierp ∈ Spec(A), et toutq ∈ Spec(B), on dit queq estau-dessusdep si q ∩ A = p.
Ceci revient encore à dire quep est l’image deq par l’application induite deSpec(B) vers
Spec(A) par l’inclusionA ⊂ B (cf. I.1.2.9.)

Dans la suite du paragraphe,A ⊂ B ⊂ E sont des extensions d’anneaux,E est un corps,
A etB des sous-anneaux tels queB est entier surA.
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Proposition I.4.3.2. Si p est un idéal premier deA, pB est un idéal deB différent deB et il
existe un idéalq deB au dessus dep.

Preuve :Rappelons que, pour toutp ∈ Spec(A), on a

Bp = B ⊗A Ap

(cf. I.3.1.8.)
Par la proposition I.4.2.2,Bp est entier surAp. Notonsm := mAp

l’idéal maximal de
l’anneau localAp (cf. I.3.3.8.i.)

Si l’on suppose queBp = B, par localisation,Bpm = Bp.
2

Si l’on suppose queBpm = Bp, on peut écrire1 = bixi 1 ≤ i ≤ d avecbi ∈ Bp etxi ∈ m.
Si l’on poseM := Ap[b1, . . . , bd], M est uneAp-algèbre de type fini engendrée par des éléments
entiers doncM est unAp-module de type fini. OrmM = M ce qui entraîne, par le lemme de
Nakayama (cf. I.3.3.2) queM est nul ce qui entraînerait queBp est nul puis finalement queB
est nul.

Soit q un idéal maximal deBp contenantBpm. q ∩ Ap, est un idéal premier deAp contenant
m qui est l’idéal maximal deAp, doncq ∩ Ap = m.

Enfinq ∩ B est un idéal premier deB et

q ∩B ∩A = q ∩ A

= q ∩ Ap ∩ A

= m ∩A

= p .

q.e.d

Proposition I.4.3.3. Si q est un idéal premier deB au-dessus dep, q est maximal si et seulement
si p l’est.

En particulier,A est un corps si et seulement siB en est un.

Preuve :Soitq un idéal premier deB au-dessus d’un idéal premierp deA. Ceci définit précisé-
ment un morphisme injectifA/p →֒ B/q. Il faut encore remarquer queB/q est entier surA/p.
Si p est maximalA/p est un corps ce qui entraîne queB/q est un corps.

Réciproquement, siB := B/q est un corps, supposons queA := A/p ne soit pas un corps.
Alors A contient un idéal premier non nulr et d’après la proposition I.4.3.2,Br 6= B. Puisque
B est un corps, ce ne peut être que0 ce qui est contradictoire.q.e.d

Lemme I.4.3.4. SoientA ⊂ B ⊂ E où E est un corpsA et B des sous-anneaux. Pour tout
idéal premierp ∈ Spec(A), tout idéal premierq ∈ Spec(B) au-dessus dep et toute partie
multiplicativeS ne rencontrant pasp :

2Si l’on savait ici queBp est unAp-module de type fini, ce qui est le cas dans le cas d’une extension finie et
pas simplement entière, on saurait immédiatement par Nakayama (cf. I.3.3.2) queBp = 0 ce qui introduirait une
contradiction.
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i) On a un isomorphisme naturel

S−1(B/q) ∼= S−1B/S−1q .

ii) S−1q = q ⊗A S
−1A est un idéal premier deS−1B = B ⊗A S

−1A au-dessus de l’idéal
S−1p deS−1A.

iii) En particulier, siB est entier surA, qp est maximal. Siq est déjà maximal dansB, on a un
isomorphisme naturelle

B/q ∼= Bp/qp .

Preuve :
i) La suite exacte deA-modules

0 → q −→ B−−−→ B/q → 0

donne, par localisation enS ou, ce qui revient au même, par tensorisation parS−1A (cf. I.3.1.8,)
une suite exacte deS−1A-modules

0 → S−1q −→ S−1B−−−→ S−1(B/q) → 0

puisqueS−1A est plat surA (cf. I.3.1.11.) On en déduit un isomorphisme naturel

S−1(B/q) ∼= S−1B/S−1q .

ii) Or puisqueA∩ q = p q∩ (A \ p) = ∅ doncq∩S = ∅. Il en résulte que l’image deS dans
B/q est une partie multiplicative ne contenant pas0. CommeB/q est intègre par hypothèse, il
résulte de la proposition I.3.2.1 queS−1(B/q) est intègre ce qui prouve queS−1q est un idéal
premier.

iii) Il résulte de la proposition I.4.2.2 queBp est encore entier surAp. Commeqp est au-dessus
demAp

d’après le point précédent, il découle de la proposition I.4.3.3 queqp est maximal.
Le quotientBp/qp est donc un corps qui s’identifie à(B/q)p. Si q est maximalB/q donc

égal à son corps des fractions. L’égalité souhaitée découlealors de la proposition I.3.2.1.

q.e.d

I.4.4 .−Clôture intégrale dans les extensions finies séparables

Dans ce paragraphe,A est un anneau intègre (cf. I.1.1.6,) intégralement clos (cf. I.4.1.11)
dans son corps des fractionsK, L une extension finie séparable deK de degréd et B la
fermeture intégrale (cf. I.4.1.9) deA dansL.

Proposition I.4.4.1. Il existe des sous-A-modulesM ′ etM ′′ libres de rangd, deL tels que

M ′ ⊂ B ⊂ M ′′ .
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Corollaire I.4.4.2. Si A est noethérien,B est unA-module de type fini doncA ⊂ B est une
extension finie (cf. I.4.1.3.) L’anneauB est encore noethérien.

Corollaire I.4.4.3. SiA est principalB est unA-module libre de rangd.

Exemple I.4.4.4. Si A = Z, d’où K = Q, n’importe quelle extension finieL de degréd est
séparable. La clôture intégrale deZ dansL est unZ-module libre de rangd.

Preuve de la proposition I.4.4.1 :On dispose d’une forme linéaireTrL/K(·) : L → K qu’on
construit comme suit : On choisitE contenantK algébriquement clos, tel que l’ensemble des
K-plongements deL dansE ait exactementd éléments. La trace dex TrL/K(x) est la somme
desσ(x) pour les plongements qui est indépendante du choix deE et à valeurs dansK.

D’après le lemme I.4.4.5, l’application trace est non nulle. Il existe donca ∈ L tel que
Tr(/a()) = 1. On définit f : L× L → K forme bilinéaire (symétrique) parf(x, y) :=
Tr(/x(y)) qui est non dégénérée. Pour toutx 6= 0 il existe y tel queTr(/x(y)) 6= 0 (prendre
y = a/x.)

On choisit une baseei ,1≤i≤d de L surK. Il existe ci ,1≤i≤d ∈ A tels queciei ∈ B (cf.
I.4.1.10.) Quitte à remplacer lesei par lesciei on peut supposer que lesei sont dansB. On prend
pourM ′ le sous-A-module deL engendré par lesei.

On appellee∗i la base duale deei c’est-à-dire les éléments deL tels queTr(/e()i
∗ej) = δij . Et

on noteM ′′ leA-module engendré par lese∗i .
Reste à vérifier queB ⊂M ′′. Pour toutb ∈ B, on peut écrire

b =

d∑

i=1

λie
∗
i

avec lesλi ∈ K. Et il ne reste donc plus qu’à montrer qu’ils sont dansA. Pourb et c dansB,
bc dansB. Notonsu := bc, qui est racine d’un polynôme unitaire à coefficients dansA ce qui
entraîne que pour toutK-plongementσ, σ(u) est entier surA. Par conséquent,Tr(/u()) est entier
surA et est aussi un élément deK. Par conséquentTr(/u()) ∈ A. On applique ce résultat à
c = ei ,1≤i≤n ce qui permet de montrer que les coordonnéesλi deb sont entières.q.e.d

Lemme I.4.4.5. La trace définie dans la preuve de la proposition I.4.4.1 n’est pas nulle.

Preuve :C’est une conséquence du lemme d’indépendance des caractères I.4.4.6.q.e.d

Lemme I.4.4.6. Lemme d’indépendance des caractèresSoit G un groupe,E un corps et
ξ1, . . . , ξd des caractères à valeurs dansE∗. S’ils sont deux à deux distincts alors ils sont linéai-
rement indépendants surE.

Preuve :
i) Si d = 1 un caractèreξ à valeurs dansE∗ est nécessairement non nul doncλξ = 0, λ ∈ E
impliqueλ = 0 c’est-à-dire que le résultat est établi pourd = 1.

ii) Pourd ≥ 1, soientd+ 1 caractèresξi ,1≤i≤d+1 etλi ,1≤i≤d+1 ∈ E tels que

d+1∑

i=1

λiξi = 0 .
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Si lesλi sont non tous nuls, on peut supposer quitte à renuméroter, queλd+1 6= 0 et même,
quitte à diviser parλd+1 queλd+1 = 1. On a alors

ξd+1 = −
d∑

i=1

λiξi . I.4.4.7

Il en résulte que lesλi ,1≤i≤d ne peuvent être tous nuls sans quoi on auraitξd+1 = 0 ce qui n’est
pas possible. Quitte à renuméroter encore, on peut supposerqueλd 6= 0 .

i) Il résulte de I.4.4.7 que

ξd+1(g) = −
d∑

i=1

λiξi(g) ∀g ∈ G I.4.4.8

Qui donne, d’une part, par multiplication parξd+1(h) , h ∈ G :

ξd+1(gh) = −
d1∑

i=1

λiξd+1(h)ξi(g) ∀g ∈ G ∀h ∈ G , I.4.4.9

et d’autre part, appliquée àgh g ∈ G , h ∈ G :

ξd+1(gh) = −
d∑

i=1

λiξi(gh) = −
d∑

i=1

λiξi(g)ξi(h) ∀g ∈ G , ∀h ∈ G . I.4.4.10

Les identités I.4.4.9 et I.4.4.10 impliquent que :

d∑

i=1

λi(ξd+1(h)− ξi(h))ξi(g) = 0 ∀g ∈ G , ∀h ∈ G . I.4.4.11

i) Si l’on fait l’hypothèse de récurrence que le théorème st établi pourd caractères, l’identité
I.4.4.11 implique que, pour tout1 ≤ i ≤ d,

λi(ξd+1(h)− ξi(h)) = 0 ∀h ∈ G .

En particulier, cela implique que

λd(ξd+1(h)− ξd(h)) = 0 ∀h ∈ G .

Or, puisqueξd+1 6= ξd par hypothèse, il existeh ∈ G tel queξd+1(h) 6= ξd(h) . Il en résulte
alors que nécessairementλd = 0 ce qui est contradictoire.

q.e.d
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I.5 . −Anneaux de dimension1

I.5.1 .−Anneaux de valuation discrète

Lemme I.5.1.1. SoitA un anneau noethérien, intègre, intégralement clos etI un idéal deA.
L’inclusion naturelle

I ⊂ II⊥

(cf. I.1.5.6.iii) est bijective si et seulement siI⊥ = A.

Preuve :Si I⊥ = A II⊥ = I bien entendu.
Réciproquement supposons queII⊥ = I.On a vu ci-dessus queA ⊂ I⊥. Pour toutx ∈ I⊥,

xI ⊂ I. Il en découle que pour toutn ∈ N, xnI ⊂ I ce qui entraîne quexn ∈ I⊥.Notons alors
An le sous-A-module deI⊥ engendré par1, x, . . . , xn. La suite(An)n∈N est une suite croissante
de sous-A-modules deI⊥ qui est unA-module de type fini donc noethérien (A est noethérien).
Il s’ensuit que la suite(An)n∈N est stationnaire à partir d’un certain rang c’est-à-dire qu’il existe
n ∈ N tel queAn+1 = An, d’où il découle qu’il existe des élémentsλi ,0≤i≤r ∈ A tels que

xn+1 =
n∑

i=0

X i

c’est-à-dire quex est entier surA. CommeA est intégralement clos par hypothèse,x ∈ A et
donc

I⊥ ⊂ A .

q.e.d

Théorème I.5.1.2.Pour un anneauA les conditions suivantes sont équivalentes :
a) A est un anneau principal (cf. I.1.4.3,) local (cf. I.3.3.1,)qui n’est pas un corps.

b) A est local noethérien (cf. I.1.4.2) et l’idéal maximal deA est principal engendré par un
élémentπ non nilpotent.

c) A est intègre n’est pas un corps et il existe un élémentπ ∈ A non nilpotent tel que pour tout
idéal non nulI 6= A deA il existe un entiern tel queI = πnA.

d) a est intègre, n’est pas un corps et il existe un élémentπ deA non nilpotent tel que pour tout
idéal non nulI 6= A deA, il existe un unique entiern tel queI = πnA.

e) A est noethérien, intègre (cf. I.1.1.6,) intégralement clos(cf. I.4.1.11) etSpec(A) a exacte-
ment deux éléments.

f) A est noethérien, local intègre intégralement clos et de dimension1 (cf. I.1.3.2.)

Définition I.5.1.3. Un anneauA est unanneau de valuation discrètes’il vérifie les conditions
équivalentes du théorème ci-dessus. Le théorème II.1.3.3 donne d’autres caractérisations des
anneaux de valuation discrète.

Preuve du théorème I.5.1.2 :
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i) (a) entraîne (b) Un anneau principal est noethérien (cf. I.1.4.4.) L’idéal maximal deA est
principal et son générateur n’est pas nilpotent puisque, par définition, un anneau principal est
intègre.

ii) (a) entraîne (e)A est intègre puisque principal intégralement clos puisqu’un anneau principal
est en particulier factoriel et qu’un aneau factoriel est intégralement clos (cf. I.4.1.12.) Par ailleurs
puisqueA est intègre,{0} est un idéal premier deA (cf. I.1.2.8.) Tout idéal premier non nul deA
est maximal puisqueA est principal (cf. I.1.4.5.) Il en découle queSpec(A) a exactement deux
éléments puisqueA n’est pas un corps.

iii) (e) équivaut à (f) Laissé en exercice.

iv) (c) équivaut à (d) SoitI un idéal deA et supposons donnés deux entiersr ≤ s tels que

I = πrA = πsA .

Il existe alorsx ∈ A tel que
πs = xπr

c’est-à-dire
πr(x− πs−r)

ce qui implique quer = s puisqueA est intègre etπ non nilpotent.
La réciproque est immédiate.

v) (d) entraîne (a) Le seul idéal maximal deA estπA doncA est local.

vi) (b) entraîne (c) Pour toutn πn 6= 0. (en particulierπ lui-même n’est pas0, doncA n’est pas
un corps).

CommeA est local noethérien d’idéal maximalm l’intersection desmn est0.Grâce au lemme
de Nakayama (cf. I.3.3.2.) En effet,M :=

⋂
mn est unA-module de type fini vérifiantmM =

M.
Si I ⊂ A, est un idéal non nul différent deA, I ⊂ m. On a une suite décroissante d’idéaux

deA donnée par les puissancemn 6= 0, et leur intersection est nulle. On notenI le plus grand
entiern tel queI ⊂ mn.

Il existe au moins un élémentx ∈ I tel quex /∈ mnI+1 c’est-à-dire quex = uπnI avec
u /∈ m. PuisqueA est local,u est inversible. Il en résulte quemnI ⊂ I et donc que

I = mnI = πnI .

Pour tout couple(x, y) d’éléments non nuls deA il existe, d’après ce qui précède, des entiers
nx etny et des inversiblesux etuy tels que

x = uxπ
nx et y = uyπ

ny .

Il en résulte que
xy = uxuyπ

nx+ny

ne peut être nul puisqueπ n’est pas nilpotent. L’anneauA est donc intègre.
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vii) (e) entraîne (b) L’anneauA étant intègre,0 est un idéal premier. PuisqueSpec(A) ne
contient que deux éléments l’autre élément est un idéalm 6= 0 nécessairement maximal. Il en
résulte queA est local d’idéal maximalm. L’idéal m n’est pas nilpotent puisqueA est intègre et
m 6= 0.

Il découle de la proposition I.1.5.6.iii que les produit au sens des idéaux fractionnaires (cf.
I.1.5.4,)n := mm⊥ est un idéal deA contenantm. Puisquem est maximal, soitn = m soit
n = A. Il découle du lemme I.5.1.1 que sin = m alorsm⊥ = A.

Or m⊥ 6= A : Soient en effetz ∈ m, z 6= 0 et xi ,1≤i≤r des générateurs dem qui comme
idéal d’un anneau noethérien est de type fini. Pour tout1 ≤ i ≤ r, le lemme I.3.3.5 entraîne qu’il
existeni ∈ N∗ tel quexni

i ∈ (z). Il existe doncn ∈ N tel quemn ⊂ (z). Soitr le plus petit entier
tel quemr ⊂ (z). On a nécessairementr > 0.

Soit y ∈ mr−1 , y /∈ (z). Il en résulte quey/z /∈ A. Pour toutx ∈ m, yx ∈ mr, donc dans
(z), doncxy/z ∈ A, Ce qui montre quey/z ∈ m⊥. Doncm⊥ 6= A.

Il s’ensuit quen = A. Par conséquent,1 ∈ n. Il existe doncxi ,1≤i≤d ∈ m⊥ yi ,1≤i≤d ∈ m,
tels que

1 =
d∑

i=1

xiyi .

Or 1 /∈ m et pour tout1 ≤ i ≤ d xiyi ∈ A. Il existe donc1 ≤ i0 ≤ d tel quexi0yi0 /∈ m. Comme
A est local d’idéal maximalm, xi0yi0 est inversible dansA.

Pour toutz ∈ m, on a
z = (xi0yi0)

−1xi0zyi0 .

Or z ∈ m, xi0 ∈ m⊥ et par conséquent,

(xi0yi0)
−1xi0z ∈ A .

Il en découle queyi0 est un générateur dem qui est donc principal

q.e.d

Proposition I.5.1.4. Étant donné un anneau de valuation discrèteA et π un générateur de son
idéal maximal, l’application qui à tout entier relatifn associe l’idéal fractionnaire (cf. I.1.5.1)
πnA est bijective et vérifie, pour tout(m,n) ∈ Z× Z,

πm+nA = (πnA)(πmA)

où le second produit est pris au sens de I.1.5.4 si bien que l’ensemble des idéaux fractionnaires
deA est un groupe notéI(A) pour la loi de composition définie en I.1.5.4.

De plus, pour tout idéal fractionnaireI deA, son inverseI−1 s’identifie à l’idéal fractionnaire
I⊥ défini en I.1.5.5.

Preuve :C’est une conséquence immédiate de la caractérisation I.5.1.2.d et I.1.5.3.q.e.d
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I.5.2 .−Anneaux de Dedekind

Théorème I.5.2.1.Étant donné un anneauA qui n’est pas un corps, les assertions suivantes sont
équivalentes :
a) A est noethérien (cf. I.1.4.2,) intègre (cf. I.1.1.6,) intégralement clos (cf. I.4.1.11) et tel que
tout idéal premier non nul est maximal autrement dit de dimension1 (cf. I.1.3.2.)

b) A est un anneau noethérien, intègre, tel que pour tout idéal premierp non nul,Ap est un
anneau de valuation discrète (cf. I.5.1.3.)

Preuve :
i) (a) implique (b) Pour tout idéal premierp deA, l’anneauAp est local et n’a que deux idéaux
premiers0 et p. L’anneauAp est intégralement clos grâce à I.4.2.1. On peut donc utiliser la
caractérisation I.5.1.2.e. On a donc montré que (a) implique (b).

ii) (b) implique (a) Réciproquement, reste à vérifier queA est intégralement clos et que tout
idéal premier non nul est maximal.

Tout idéal premierp ∈ Spec(A) deA est contenu dans un idéal maximalm. Son image par
localisation (cf. I.3.2.3) est donc un idéal premierq ∈ Spec(Am) deAm contenu dans l’idéal
maximalmAm

. L’anneauAm étant de valuation discrète,

q = 0 ou q = mAm
.

On conclut grâce à la proposition I.3.2.3.iii.

q.e.d

Définition I.5.2.2. Anneau de Dedekind Un anneau de Dedekindest un anneau qui n’est pas
un corps et vérifie les assertions équivalentes du théorème ci-dessus.

Remarque I.5.2.3. Le spectre d’un anneau de DedekindA est comme le spectre deZ. Les
fermés sontSpec(A) tout entier et les ensembles finis de points.

Exemple I.5.2.4.L’anneauZ est un anneau de Dedekind, plus généralement un anneau principal
qui n’est pas un corps est un anneau de Dedekind. En particulier, un anneau de valuation discrète
(cf. I.5.1.3) est un anneau de Dedekind et réciproquement, un anneau de Dedekind local est un
anneau de valuation discrète.

Proposition I.5.2.5. SiA est de Dedekind, et siS est une partie multiplicative deA ne contenant
pas0. Si S−1A n’est pas un corps c’est un anneau de Dedekind.

Proposition I.5.2.6. Si A est un anneau de Dedekind, etL une extension finie séparable de
son corps des fractionsK, alors la fermeture intégraleB deA dansL est encore un anneau de
Dedekind.

Preuve :
i) B est encore noethérien. On a déjà vu ce résultat avecA noethérien intègre et intégralement
clos (cf. I.4.4.2.)
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ii) Si B était un corps il contiendrait le corps des fractions deA, ce qui impliquerait queA est
égal à son corps des fractions maisA n’est pas un corps.

iii) Pour tout idéal premierq ⊂ B non nul, on notep := q ∩ A qui est un idéal premier deA.
Pour toutx ∈ L, on pose

ν(x) :=
∏

σ(x)

la norme deL àK dex où lesσ sont lesK-plongements deL dans une clôture algébrique deK.
Toutx ∈ q, x 6= 0, est entier surA donc racine d’un polynôme unitairePx ∈ A[X] dontσ(x)

est aussi racine. Lesσ(x) sont donc aussi entiers surA. Parmi les plongements il y a l’identité
doncν(x) = x ∗ y où y ∈ L est un produit d’éléments entiers surA ; y est donc entier surA. Il
en résulte quey ∈ B et doncx ∗ y ∈ q. Commex ∗ y ∈ K etx ∗ y entier surA, x ∗ y ∈ A. Il
s’ensuit donc finalement quex ∗ y ∈ p. L’idéal p est donc non nul donc maximal puisqueA est
de Dedekind.

iv) Le quotientA/p est donc un corps et l’inclusion naturelleA ⊂ B induit un morphisme
injectif A/p → B/q. Puisqueq est premier par hypothèse,B/q est intègre. Par ailleursB étant
unA-module de type fini (cf. I.4.4.2,)B/q est donc uneA/p-algèbre intègre de dimension finie
en tant queA/p-espace vectoriel donc un corps. L’idéalq est donc maximal3.

q.e.d

Exemple I.5.2.7. La proposition précédente permet de construire des exemples d’anneaux de
Dedekind :
i) SoitL un corps de nombre (une extension finie deQ, OL est la fermeture intégrale deZ dans
L. OL est un anneau de Dedekind.

ii) Si L est une extension finie séparable dek(X), la fermeture intégrale dek[X] dansL est un
anneau de Dedekind.

Remarque I.5.2.8. Le résultat de la proposition I.5.2.6 reste vrai même si on nesuppose pas
l’extensionK ⊂ L séparable mais nous n’aurons pas besoin de cette généralisation.

I.6 . −Limites projectives

I.6.1 .−Généralités

Définition I.6.1.1. Système projectif Soit C une catégorie (cf. 0.3.1.1,) (ensembles, groupes,
anneaux,A-modules etc). Pour(I,≤) un ensemble ordonné, on appellesystème projectif indexé
par I à valeurs dansC la donnée :
a) Pour touti ∈ I, d’un objetXi ∈ Ob(C) (i.e.d’un ensemble, groupe, anneau,A-module etc.)

b) Pour tout(i, j) ∈ I × I tel quei ≤ j, d’un morphisme

xi,j : Xj → Xi ∈ HomC(Xj, Xi)

3On pourrait utiliser ici le résultat I.4.3.3 mais l’argument est plus facile ici dans la mesure oùB est unA-module
de type fini donc uneA-algèbre finie (cf. I.4.1.3.)
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(i.e.une application, un morphisme de groupes, un morphisme d’anneaux, un morphisme deA-
modules etc.)

Ces données doivent satisfaire :

SysProj1 Pour touti ∈ I,
(xi,i : Xi → Xi) = IdXi

.

SysProj2 Pour tout(i, j, k) ∈ I × I × I tel quei ≤ j ≤ k,

xi,k = xi,j ◦ xj,k .

Les morphismesxi,j ,(i,j)∈I×I,i≤j sont appelésmorphismes de transition. On notera

(
I, {Xi}i∈I , {xi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)

le système projectif ainsi défini.
Si C est la catégorie des ensembles (resp. des groupes,) (resp. des anneaux etc,) on parlera de

système projectif d’ensembles(resp. desystème projectif de groupes,) (resp. desystème projectif
d’anneauxetc.)

Remarque I.6.1.2. On remarque que, si on muni(I,≤) de la structure de catégorieI de
l’exemple 0.3.1.3.c„ un système projectif n’est rien d’autre qu’un foncteur covariant (cf. 0.3.2.1)
deI à valeurs dansC.

Définition I.6.1.3. Limite projective Étant donné un système projectif

(
I, {Xi}i∈I , {xi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)

indexé par un ensemble ordonné(I,≤) et à valeurs dans une catégorieC, unelimite projective
pour ce système est la donnée

(
L, {li : L → Xi}i∈I

)
vérifiant :

LimProj1 L est un objet deC.

LimProj2 Pour touti ∈ I, li : L → Xi ∈ Fl(C) est un morphisme deC. Pour tout(i, j) ∈ I2

tel quei ≤ j,
li = xi,j ◦ lj .

LimProj3 Pour tout
(
M, {mi : M → Xi}i∈I

)
(qu’on appelleradiagrammes commutatif à va-

leurs dans
(
I, {Xi}i∈I , {xi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
,) oùM est un objet deC, mi un morphisme deC et

pour tout(i, j) ∈ I2 tel quei ≤ j,

mi = xi,j ◦ mj ,

il existe un uniquemorphismeφ : M → L ∈ HomC(M,L) deC tel que pour touti ∈ I,

mi = li ◦ φ .
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On dira que le diagramme
(
M, {mi : M → Xi}i∈I

)
sefactorise à travers la limite projective.

Remarque I.6.1.4. On peut réécrire la définition ci-dessus en introduisant la catégorieX dé-
pendant du système projectif

(
I, {Xi}i∈I , {xi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
définie de la manière suivante : Les

objets deX sont les
(
M, {mi : M → Xi}i∈I

)
où lesmi sont des morphismescompatibles aux

morphismes de transition(i.e.tels que pour tout(i, j) ∈ I2, i ≤ j, mi = xi,j ◦ mj .) En d’autres
termes, les objets deX sont les diagrammes commutatifs à valeurs dans le système projectif(
I, {Xi}i∈I , {xi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
. Les flèches deX

φ :
(
M, {mi : M → Xi}i∈I

)
→

(
N, {ni : N → Xi}i∈I

)

deX sont les morphismesφ : M → N ∈ HomC(M,N) deC tels que pour touti ∈ I,

mi = ni ◦ φ .

La limite projective du système
(
I, {Xi}i∈I , {xi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
est alors un objet final

(cf. 0.3.3.1) dansX. Ceci a les conséquence suivantes :

On fixe une catégorieC dans toute la suite du paragraphe.

Proposition I.6.1.5. Étant donné un système projectif
(
I, {Xi}i∈I , {xi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
indexé par

un ensemble ordonné(I,≤) et à valeurs dansC. S’il admet une limite projective, celle-ci est
unique à unique isomorphisme près.

Définition I.6.1.6. On parle alors dela limite projectived’un système projectif
(
I, {Xi}i∈I , {xi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)

qu’on note
lim←−
i∈I

Xi .

Proposition I.6.1.7. Étant donné un système projectif
(
I, {Xi}i∈I , {xi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
, à valeurs

dansC, dont on note (
L, {li : L → Xi}i∈I

)
:= lim←−

i∈I

Xi

la limite projective, pour deux morphismes

φ et ψ : M → L ,

φ = ψ si et seulement si pour touti ∈ I,

li ◦ φ = li ◦ ψ .

Proposition I.6.1.8. Soient(I,≤) un ensemble ordonné et(J,≤) ⊂ (I,≤) un sous-ensemble
ordonné par la relation d’ordre induite. Soient

(
I, {Xi}i∈I , {xi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
et

(
J, {Yi}i∈J , {yi,j}(i,j)∈J2,i≤j

)
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des systèmes projectifs à valeurs dansC respectivement indexés parI etJ. On note
(
X, {xi : X → Xi}i∈I

)
et

(
Y, {yj : Y → Yj}j∈J

)

leurs limites projectives respectives (on suppose qu’elles existent.)
Alors pour tout ensemble de morphismes dansC {uj : Xj → Yj}j∈J tel que pour tout

(i, j) ∈ J2, , i ≤ j, le carré

Xj
uj
−−−→ Yj

xi,;j

y
y yi,j

Xi
ui−−−→ Yi

est commutatif, il existe un unique morphismeu : X → Y tel que, pour toutj ∈ J,

yj ◦ u = uj ◦ xj .

Définition I.6.1.9. Morphisme de systèmes projectifsOn pourrait appeler la donnée d’un en-
semble{uj : Xj → Yj}j∈J comme ci-dessus unmorphisme de systèmes projectifs. On dira
alors que le morphismeu : X → Y relèvele moàrphisme de systèmes projectifs.

Preuve de la proposition I.6.1.8 : Remarquons que
(
X, {uj ◦ xj : X → Yj}j∈J

)
est un dia-

gramme commutatif à valeurs dans le système projectif
(
J, {Yi}i∈J , {yi,j}(i,j)∈J2,i≤j

)
et ce grâce

à la condition
ui ◦ xi,j = yi,j ◦ uj ∀(i, j) ∈ J

2 , i ≤ j .

L’existence et l’unicité d’un morphismeu factorisant ce diagramme découle alors immédiate-
ment de la propriété I.6.1.3(LimProj3) satisfaite par

(
Y, {yj : Y → Yj}j∈J

)
. q.e.d

Proposition I.6.1.10. Avec les notations du point ci-dessus et dans le cas oùI = J, si pour tout
i ∈ I, ui est un isomorphisme,u est un isomorphisme.

Preuve : Il suffit de construire un inversev au morphismeu construit grâce à la proposition
I.6.1.8. Or pour touti ∈ I, le morphismeui : Xi → Yi possède, par hypothèse, un inverse
vi : Yi → Yi . L’identité

ui ◦ xi,j = yi,j ◦ uj

implique que
ui ◦ xi,j ◦ vj = yi,j

ce qui implique encore que
xi,j ◦ vj = vi ◦ yi,j

ce qui établit l’existence d’un unique morphismev : Y → X tel que pour touti ∈ I,

xi ◦ v = vi ◦ yi .

45



Arithmétique 08-09 I.6.2

Il en résulte que, pour touti ∈ I,

xi ◦ v ◦ u = vi ◦ yi ◦ u

= vi ◦ ui ◦ xi

= xi

ce qui prouve, en vertu de la proposition I.6.1.7, quev ◦ u = IdX . On prouve de manière
exactement analogue queu ◦ v = IdY c’est-à-dire quev est l’inverse deu. q.e.d

Définition I.6.1.11. On dit qu’on a unelimite projective filtrantesi I est un ensemble partiel-
lement ordonné filtrant supérieurement c’est-à-dire que pour tout i et j dansI il existek ∈ I
simultanément plus grand quei et j. C’est par exemple le cas de l’ensemble des entiers stricte-
ment positifs muni de la relation de divisibilité.

I.6.2 .−Construction de limites projectives dans certaines catégories

Proposition I.6.2.1. Les limites projectives existent dans la catégorie des ensembles. Explicite-
ment, cela signifie que, pour tout système projectif

(
I, {Ei}i∈I , {ei,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
où (I,≤) est un

ensemble ordonné, lesEi ,i∈I sont des ensembles, lesei,j

,(i,j)∈I2,i≤j sont des applications, il existe un ensembleL et des applicationsli : L → Ei ,i∈I

satisfaisant l’axiome I.6.1.3(LimProj3).

Preuve :Rappelons que, siI est un ensemble et si, pour touti ∈ I, Ei est un ensemble, le produit
cartésien desEi se note

∏
i∈I Ei. Un élémentx de cet ensemble consiste en la donnée pour tout

i ∈ I d’un élémentxi deEi ; on écritx = (xi)i∈I . Pour touti ∈ I, on a une projection

pi :
∏

i∈I

Ei → Ei , x = (xi)i∈I 7→ xi .

La limite projective du système
(
I, {Ei}i∈I , {ei,j}(i,j)∈I2,i≤j

)

est alors le sous-ensemble de
∏

i∈I Ei formé desx = (xi)i∈I tels que, pour tout couplei, j
d’éléments deI vérifianti ≤ j, on aei,j(xj) = xi. Les applications lim←−i∈I

Ei → Ei ,i∈I sont les
restrictions despi. q.e.d

Corollaire I.6.2.2. Les limites projectives existent dans la catégorie des groupes, groupes abé-
liens, anneaux,A-modules etc.

Preuve : En effet, si
(
I, {Xi}i∈I , {xi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
est un système projectif à valeurs dans l’une

des catégories ci-dessus, le produit cartésien
∏

i∈I

Xi hérite de la structure correspondante, les lois

de compositions étant définies composante à composante. Lesprojections

pi :
∏

i∈I

Xi → Xj ,j∈I
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sont naturellement des morphismes pour la structure correspondante. Il suffit de vérifier que la
limite projective au sens des ensembles construite en I.6.2.1, hérite elle aussi de la structure
correspondante et satisfait à I.6.1.3(LimProj3). q.e.d

Corollaire I.6.2.3. Soit
(
I, {Xi}i∈I , {xi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
un système projectif à valeurs dans la ca-

tégorie des espaces topologiques (cf. 0.2.1.1,) c’est-à-dire que lesXi ,i∈I sont des espaces topo-
logiques et que les morphismes de transition sont des applications continues. La limite projective
de ce système projectif (dans la catégorie des espaces topologiques) est alors la limite projective
des ensembles sous-jacents (construite comme en I.6.2.1) muni de la topologie la moins fine telle
que les projections lim←−i∈I

Xi → Xi soient continues c’est-à-dire la topologie engendrée par les
images réciproques des ouverts desXi ,i∈I .

Exemple I.6.2.4.
i) Soit (I,≤) un ensemble ordonné tel que la relation d’ordre soit donnée par i ≤ j si et
seulement sii = j. (Ceci revient à dire que la catégorieI de l’exemple 0.3.1.3.c a pour seules
flèches les identités.) Alors pour un système projectif

(
I, {Xi}i∈I , {xi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
, la limite

projective est simplement le produit cartésien.

ii) Soit f : P → Q un morphisme deA-modules. Notons

I := {0;P ;Q}

muni de la relation d’ordre
Q ≤ P ≤ 0 .

On définit alors un système projectif deA-modules indexé parI
(
I, {Xi}i∈I , {xi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)

par :
X0 := 0 , XP := P , XQ := Q

et
xP,0 := 0 , xQ,P := f

ce qui implique que nécessairement

xQ,0 = f ◦ 0 = 0 .

On vérifie alors que le noyau def (cf. I.1.1.14) est la limite projective de ce système.

I.6.3 .−Limites projectives deA-modules

Dans ce paragraphe,A est un anneau.

Proposition I.6.3.1. Soient(I,≤) un ensemble ordonné et
(
I, {Pi}i∈I , {pi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
,

(
I, {Qi}i∈I , {qi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
,

(
I, {Ri}i∈I , {ri,j}(i,j)∈I2,i≤j

)

des systèmes projectifs deA-modules indexés parI. On note
(
L, {li : L → Pi}i∈I

)
,

(
M, {mi : M → Qi}i∈I

)
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et
(
N, {ni : N → Ri}i∈I

)
leurs limites projectives respectives.

On suppose que, pour tout(i, j) ∈ I2, i ≤ j, on a un diagramme commutatif deA-modules :

0→ Pj
fj
−−−→ Qj

gj
−−−→ Rj

pi,j

y
y qi,j

y ri,j

0→ Pi
fi
−−−→ Qi

gi
−−−→ Ri .

I.6.3.2

Alors la flèchef : L → M (resp.g : M → N) déduite desfi ,i∈I (resp.gi ,i∈I) grâce à
la proposition I.6.1.8 est telle que la suite

0 → L
f
−−−→M −→

g
−−−→ N

est exacte.

Preuve : Prouver que la suite ci-dessus est exacte revient à prouver (cf. I.1.1.19,) que(L, f) =
Ker g. On va pour cela utiliser la caractérisation du noyau donnée en I.1.1.15.i.

Tout d’abord, pour touti ∈ I,

ni ◦ g ◦ f = gi ◦mi ◦ f

= gi ◦ fi ◦ li

= 0

c’est-à-dire, en vertu de I.6.1.7, queg ◦ f = 0.
Soit donch : X → M tel queg ◦h = 0. Alors, pour touti ∈ I, ni ◦ g ◦ h = 0 c’est-à-

dire, d’après I.6.1.8, quegi ◦ mi ◦ h = 0. Il existe donc un unique morphisme deA-modules
xi : X → Pi tel quemi ◦ h = fi ◦ xi . Par unicité desxi et commutativité du diagramme
I.6.3.2, pour tout(i, j) ∈ I2, i ≤ j, xi = pi,j ◦ xj c’est-à-dire que

(
X, {xi : X → Pi}i∈I

)
est

un diagramme commutatif à valeurs dans le système projectif
(
I, {Pi}i∈I , {pi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
(cf.

I.6.1.3.) Il résulte donc de I.6.1.3(LimProj3) qu’il existe un unique morphismex : X → L tel
que, pour touti ∈ I, li ◦ x = xi .

Il s’ensuit que, pour touti ∈ I,

mi ◦ h = fi ◦ xi

= fi ◦ li ◦ x

= mi ◦ f ◦ x

c’est-à-dire, en vertu de la proposition I.6.1.7 que

h = f ◦ x .

Si
x et y : X → L

sont deux morphismes vérifiant

h = f ◦ x = f ◦ y ,
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pour touti ∈ I,

fi ◦ li ◦ x = mi ◦ f ◦ x

= mi ◦ f ◦ y

= fi ◦ li ◦ y .

Comme, pour touti ∈ I, fi est injectif, il en résulte queli ◦ x = li ◦ y ce qui prouve, une fois
encore grâce à I.6.1.7, quex = y . q.e.d

Remarque I.6.3.3.
i) Il faut prendre garde qu’on n’aura pas en général de résultat similaire avec un0 à droite dans
la suite exacte.

ii) On pourrait en fait tirer le résultat de la proposition I.6.3.1 d’un résultat plus général basé sur
le fait que le noyau lui-même apparaît comme une limite projective (cf. I.6.2.4.ii.) On se bornera
à mentionner un autre avatar de cet énoncé plus général :

Soient
(
I, {Eα

i }i∈I , {e
α
i,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
des systèmes projectifs indexés par un ensemble or-

donné(I,≤), α ∈ A où A est un ensemble. On suppose que pour toutα ∈ A, le système
projectif

(
I, {Eα

i }i∈I , {e
α
i,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
admet une limite projectiveEα. Notons

Q :=
∏

α∈A

Eα

et pour touti ∈ I,
Pi :=

∏

α∈A

Eα
i .

Les morphismes de transitioneα
i,j permettent de définir naturellement des morphismes

pi,j : Pj → Pi

de sorte que
(
I, {Pi}i∈I , {pi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
est un système projectif dont on noteP la limite pro-

jective (dont on suppose qu’elle existe.) On peut alors construire des applications naturelles
P → Q etQ → P dont on montre qu’elles sont inverses l’une de l’autre.

En d’autres termes moins précis, la limite projective commute au produit cartésien qui est
lui-même une limite projective (cf. I.6.2.4.i.)

On pourrait même constater que le fait que la limite projective dans les catégories de groupes,
anneaux etc a pour ensemble sous-jacent la limite projective des ensembles sous-jacents est en-
core un résultat du même ordre.

II . −Corps Locaux

II.1 . −Valeurs absolues et valuations

II.1.1 . −Valeur absolue

SoitK un corps.
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Définition II.1.1.1. Valeur absolue sur un corpsUnevaleur absoluesurK est une application
| · | : K → R (ou même éventuellement à valeurs dansQ) telle que pour tout couple(x, y)
d’éléments deK :

ABS1

|x| ≥ 0 ;

ABS2

|x| = 0 ⇔ x = 0 ;

ABS3

|xy| = |x|.|y| ;

ABS4

|x+ y| ≤ |x|+ |y| .

Proposition II.1.1.2. Si | · | est une valeur absolue surK, l’application

K ×K → R+ , (x, y) 7→ |y − x|

est une distance surK (cf. 0.2.2.1.)

Définition II.1.1.3. Si | · | est une valeur absolue surK, on dira que(K, | · |) est un espace
métrique, la distance étant celle donnée par la propositionci-dessus. On rappelle que c’est alors
un espace topologique séparé (cf. 0.2.1.4.)

Définition II.1.1.4. Valeurs absolues équivalentesDeux valeurs absolues surK sontéquiva-
lentessi elles définissent la même topologie surK.

Définition II.1.1.5. Valeur absolue triviale La valeur absolue trivialeest la valeur absolue telle
que pour toutx 6= 0, |x| = 1.

Lemme II.1.1.6. Une valeur absolue| · | surK est la valeur absolue triviale si et seulement si la
topologie qu’elle définie est la topologie discrète (cf. 0.2.1.3.)

Corollaire II.1.1.7. Toute valeur absolue équivalente à la valeur absolue triviale est la valeur
absolue triviale elle-même.

Théorème II.1.1.8. Deux valeurs absolues| • |1 et | • |2 sont équivalentes si et seulement s’il
existe un nombre réelc > 0 tel que,

∀x ∈ K , |x|1 = |x|c2 .

Preuve : S’il existec > 0 tel que|x|1 = |x|c2 pour toutx ∈ K, les topologie sont clairement
équivalentes.
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Réciproquement, supposons données deux valeurs absolues équivalentes| • |1 et | • |2. On
peut supposer qu’elles ne sont pas triviales. Il existey ∈ K, tel que|y|1 > 1.

Pour toutx ∈ K et touti ∈ {1; 2}, |x|i < 1 équivaut à ce que la suitexn tende vers0 au
sens de la topologiei. En conséquence,|x|1 < 1 équivaut à|x|2 < 1. On a également|x|1 > 1
équivalent à|x|2 > 1 et finalement|x|1 = 1 équivalent à|x|2 = 1.

Il existe doncy ∈ K tel que|y|1 = a > 1 et |y|2 = b > 1.
Pour toutx ∈ K tel que|x|i ≥ 1, il existeα ≥ 0 (resp.β ≥ 0 , ) tel que

|x|1 = aα (resp. |x|2 = bβ .)

Si α = β, il existe unc > 0 tel quea = bc, ce qui entraîne que pour toutα, aα = (bα)c.
Montrons donc finalement queα = β : Pour tout couple d’entiers(m,n) tel quem

n
≥ α, et

toutx ∈ K tel que|x|1 = aα,
|x|1 = aα ≤ a

m
n ,

ce qui implique que|x|n1 ≤ am c’est-à-dire que|x|n1 ≤ |y|
m
1 ou encore

|
xn

ym
|1 ≤ 1 ⇔ |

xn

ym
|2 ≤ 1

c’est-à-dire encore
|x|n2 ≤ |y|

m
2

ou encore
|x|2 ≤ |y|

m
n
2

c’est-à-dire finalement
bβ ≤ b

m
n

d’où il découle, par densité deQ dansR queβ ≤ α. Par symétrie de l’argument, on obtiendrait
de même queα ≤ β et finalement l’égalité.q.e.d

Définition II.1.1.9. Valeur absolue ultramétrique Une valeur absolue| · | sur un corpsK, est
ultramétrique(ou vérifie l’inégalité ultramétriquesi pour tout couple(x, y) d’éléments deK

|x+ y| ≤ max(|x|, |y|) .

On dira aussi que la distance associée estultramétriqueet que la topologie associée estultramé-
trique, ce qui est justifié par le lemme :

Lemme II.1.1.10. Étant données deux valeurs absolues équivalentes, l’une est ultramétrique si
et seulement si l’autre l’est.

Définition II.1.1.11. Prolongement SiK ⊂ L est une extension de corps, on dira qu’une valeur
absolue| · |L surL prolongeune valeur absolue| · |K surK, si

(| · |L)|K = | · |K .
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II.1.2 . −Valuations

Définition II.1.2.1. Étant un groupe totalement ordonné(G,+,≤) (par exemple(R,+,≤) ou
(Q,+,≤)) on prolonge la relation d’ordre et l’addition surG à l’ensembleG∪{+∞} en posant

a ≤ +∞ et a+ (+∞) = +∞ ∀a ∈ G .

Définition II.1.2.2. Valuation Unevaluation à valeurs réelles, sur un anneauA est une appli-
cationv : A → R ∪ {+∞} telle que pour tout couple(a, b) d’éléments deA,

VAL 1

v(a) = +∞ ⇔ a = 0 ;

VAL 2

v(ab) = v(a) + v(b) ;

VAL 3

v(a+ b) ≥ min(v(a), v(b)) .

On dira que(A, v) est unanneau à valuation.

Lemme II.1.2.3. Si (A, v) est un anneau à valuationA est intègre. Il a un corps des fractionsK
auquel la valuationv s’étend naturellement par la formule

v(
a

s
) := v(a) − v(s) .

Lemme II.1.2.4. Pourx ety des éléments deK, si v(x) 6= v(y), (vx+ y) = min(v(x), v(y)).

Preuve : Posonsz := x + y. Supposonsv(x) < v(y). Si l’on supposev(z) > v(x), on aurait
aussix = z − y ce qui imposeraitv(x) ≥ v(z) etv(x) ≥ v(y) ce qui est contradictoire.q.e.d

Définition II.1.2.5. Corps valué On dira usuellement qu’un corps muni d’une valuation est un
corps valué.

Définition II.1.2.6. Si K ⊂ L est une extension de corps etK est muni d’une valuationv, on
dit qu’une valuationw surL prolongev sirw|K = v.

Proposition II.1.2.7. SiK est un corps muni d’une valuationv, l’ensemble

OK := {x ∈ K | v(x) ≥ 0}

est un anneau de valuation (cf. I.3.3.3,) donc en particulier local (cf. I.3.3.4,) dont le corps des
fractions estK et l’idéal maximal

mK := {x ∈ K | v(x) > 0} .
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Définition II.1.2.8. Pour un corpsK muni d’une valuationv, l’anneauOK défini ci-dessus
s’appelle l’anneau de la valuation. On parlera indiféremment de l’idéal maximal deK ou deOK

et ducorps résiduel deK ou deOK (cf. I.3.3.1.)

Remarque II.1.2.9. Si O est un anneau de valuation (cf. I.3.3.3,) on peut montrer qu’il existe
une valuation surO qui s’étend à son corps des fractions et telle queO soit l’anneau de la
valuation mais nous n’aurons en fait besoin de cette correspondance que dans le cas des anneaux
de valuations discrète (cf. I.5.1.3,) pour lesquels nous allons donner d »d’autres caractérisations
au paragraphe II.1.3.

Proposition II.1.2.10. SoitK un corps.
i) Un nombre réel0 < γ < 1 étant fixé, l’application qui à toute valuationv surK associe
l’application

x 7→ |x| := γv(x)

est une bijection de l’ensemble des valuations deK dans l’ensemble des valeurs absolues ultra-
métriques surK (cf. II.1.1.9.)

ii) Pour une valuationv fixée surK, des réels

0 < γ1 ≤ γ2 < 1

les valeurs absoluesγv(·)
1 etγv(·)

2 sont équivalentes (cf. II.1.1.4.)

Définition II.1.2.11. Étant donnée une valuationv sur un corpsK, on peut donc, grâce au point
II.1.2.10.ii ci-dessus, de latopologie définie par la valuationsurK.

Définition II.1.2.12. On dira donc que deux valuations sontéquivalentessi elles définissent la
même topologie ou, ce qui revient au même si elle définissent des valeurs absolues équivalentes
(cf. II.1.1.4.)

Proposition II.1.2.13. Deux valuations à valeurs réellesv1 etv2 sur un corpsK sont équivalentes
si et seulement s’il existe un nombre réelc > 0 tel que

v1 = cv2 .

Corollaire II.1.2.14. Étant données deux valuations équivalentesv1 et v2 sur un corpsK, l’an-
neau dev1 est égal à l’anneau dev2 (cf. II.1.2.8) et est la boule fermée de rayon1 et de centre0
(cf. 0.2.2.2) de l’espace métrique(K, | · |) pour n’importe quelle valeur absolue associée àv1 ou
àv2.

II.1.3 . −Valuations discrètes et anneaux de valuation discrète

Définition II.1.3.1. Valuation discrète Une valuationv sur un corpsK estdiscrètesi v(K×)
est un sous-groupe discret deR alors égal àcZ.

Si c = 1 on dit que la valuation estnormalisée.
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Proposition II.1.3.2. Étant donnée une valuation discrète sur un corpsK, il existe toujours une
valuation discrète normalisée qui lui est équivalente (cf.II.1.2.12.)

Théorème II.1.3.3.
i) Si K est un corps muni d’une valuation discrète, alors l’anneau de la valuationOK (cf.
II.1.2.8) est un anneau de valuation discrète (cf. I.5.1.3.)

ii) Réciproquement, étant donné un anneau de valuation discrèteA, etK son corps des fractions,
il existe une unique valuation discrète normalisée surK tel queA soit l’anneau de la valuation.

Preuve :
i) On sait déjà queOK est intègre (comme sous-anneau deK,) et local (cf. II.1.2.7.)

La seul chose à montrer c’est que tout idéal est principal. Onpeut supposer la valuation
normalisée (cf. II.1.2.14.)

Soitπ un élément de valuation1. Étant donné un idéalI ⊂ OK , on choisit un élémentx ∈ I

de valuation minimaln. Il en résulte quev( x
πn ) = 0 et donc x

πn est inversible dansOK . On a
doncI = πnOK ..

ii) Il suffit d’utiliser la caractérisation I.5.1.2.d et de poserv(x) l’unique entiern tel queAx =
Aπn. On vérifie aisément qu’on définit ainsi une valuation.

q.e.d

Définition II.1.3.4. PourK un corps muni d’une valuation discrète normalisée,v on appelle
uniformisantedeK relativement àv (ou de l’anneauOK de la valuation) un élément de valuation
1 ou ce qui revient au même un générateur de l’idéal maximalmK deOK .

II.1.4 . −Topologiep-adique sur Q

Soit p un nombre premier.

Lemme II.1.4.1. Pour toutq ∈ Q∗, il existe un unique triplet(vp(q), n(q), d(q) ∈ Z× Z∗ × N∗

tel que

q = pvp(q)n(q)

d(q)
,

n(q) etd(q) sont premiers entre eux etp ne divise nin(q) ni d(q). En posantvp(0) := +∞, vp

devient une valuation discrète (cf. II.1.3.1.)

Définition II.1.4.2. On appelle la valuationvp définie ci-dessus lavaluationp-adique.
Il en résulte qu’un nombre réelc > 1 étant fixé,

|q|p := c−vp(q) ∀q ∈ Q ,

est une valeur absolue ultramétrique (cf. II.1.1.9,) surQ appeléevaleur absoluep-adique.
On dit encore que la valeur absoluep-adique estnon archimédienne.
La topologie définie par la valeurs absoluep-adique est appeléetopologiep-adique.
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Proposition II.1.4.3. L’anneau de la valuationvp surQ est le localiséZ(p) (cf. I.3.3.7) deZ en
l’idéal (p).

Lemme II.1.4.4. Si p etℓ sont deux nombres premiers distincts, la suite(pn
n)n∈N tend vers0 pour

la topologiep-adique mais pas pour la topologieℓ-adique. Ces deux topologies ne sont donc pas
équivalentes.

Remarque II.1.4.5. Le théorème d’Ostrowskiétablit qu’une valeur absolue surQ est soit équi-
valente à l’une des valeurs absoluesp-adiques soit à la valeur absolue archimédienne

q 7→ max(q,−q) .

II.2 . −Corps valués

Dans cette section(K, v) est un corps valué (cf. II.1.2.5,)OK est l’anneau de la valuation
(cf. II.1.2.8,) mK son idéal maximal etk := OK/mK son corps résiduel (cf. I.3.3.1.)

Pour tout polynômeP ∈ OK [X], on noteP̃ son image dansk[X].

II.2.1 . −Valuations et polynômes

Proposition II.2.1.1. SoientR := K[X] l’anneau des polynômes à une indéterminée sur

K et w : R → R ∪ {+∞} définie parw(0) = +∞ et pourP :=
d∑

i=0

aiX
i, quelconque

w(P ) := min(v(ai)).
Alorsw est une valuation deR (cf. II.1.2.2.)

Preuve :La seule chose qui ne soit pas formelle à démontrer concernant w est

w(PQ) = w(P ) + w(Q) ∀P ∈ R , ∀Q ∈ R .

Fixons les notationsP :=

d∑

i=0

aiX
i, Q :=

e∑

i=0

biX
i etPQ :=

d+e∑

i=0

ciX
i .

On a alorsck =
∑

i+j=k

aibj . On en déduit que

v(ck) ≥ v(ai) + v(bj) ≥ w(P ) + w(Q) .

Il existe un plus grand0 ≤ m ≤ d (resp.0 ≤ n ≤ e) tel quev(am) = w(P ) (resp.(v(bn) =
w(Q) .)

On écrit alors

cm+n = ambn +
m−1∑

i=0

aibm+n−i +
n−1∑

i=0

am+n−ibi .
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Dans cette somme, les deux derniers termes sont de valuationstrictement supérieure àw(P ) +
w(Q) alors que l’on a exactementv(ambn) = w(P )+w(Q). On obtient grâce au lemme II.1.2.4
que

v(cm+n) = w(P ) + w(Q) .

Ceci, combiné avec la minoration obtenue ci-dessus achève la preuve.q.e.d

Corollaire II.2.1.2. Soit

P :=
d∑

i=0

aiX
i ∈ OK [X]

un polynôme.
i) Si P n’est pas irréductible surK alorsP n’est pas irréductible surOK .

ii) Si v(ad) = 0 etP est irréductible surk alorsP est irréductible surOK .

Preuve :
i) Si P n’est pas irréductible surK, on peut écrireP = QR, avecdeg(Q) > 0 et deg(R) > 0.
Posonsα := w(P ) ≥ 0. Il existe un élémenta ∈ OK tel quev(a) = α. Posons ensuite
β := w(Q) etγ := w(R). Il existe des élémentsb et c deOK de valuations respectivesβ etγ.
Et l’on a encore grâce à la proposition II.2.1.1α = β + γ. En posantQ′ := 1

b
Q etR′ := bR,

on obtientw(Q′) = 0 etw(R′) = β + γ = α ≥ 0. En d’autres termesQ′ etR′ sont dansOK [X]
et l’on a toujoursP = Q′R′.

ii) C’est la démonstration standard du critère d’Eisenstein.

q.e.d

Remarque II.2.1.3. Il existe des polynômesP à coefficients dansZ unitaires, irréductibles et
tels qu’il existep, tel que leur image dansFp[X] n’est pas irréductible. Par exempleP = X4 +1.
P est irréductible surQ donc surZ, Si p = 2, X4+1 = (x+1)4. Les racines deP sont contenues
dans la plus petite extension deFp contenant des racines huitièmes de l’unité. Or le corpsFp2,
contient les racines huitièmes de l’unité (c’est une conséquence immédiate du fait que le groupe
multiplicatif d’un corps est un groupe cyclique et que8|p2 − 1.)

Soit la racine est dansFp est un facteur de degré1 diviseX4 + 1 soit dansFp2 et là on a un
polynôme de degré2 qui diviseX4 + 1.

II.2.2 . −Approximations

Dans ce paragraphe, on suppose queK est complet (cf. 0.2.2.6,) pour une valeur absolue
associée à sa valuationv (cf. II.1.2.10.) À noter qu’il l’est lors pour n’importe laq uelle
d’entre elles.

Lemme II.2.2.1. L’anneauOK est alors complet pour la métrique induite par celle deK.

Preuve : On rappelle queOK s’identifie à la boule unité fermée deK (cf. II.1.2.14) et est donc
fermé dans un espace complet donc complet.q.e.d
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Proposition II.2.2.2. Un cas particulier du lemme d’HenselSoitP un polynôme à coefficients
dansOK . On noteP̃ l’image deP dansk[X] eta une racine simple dẽP .

Alors il existeα ∈ OK unique vérifiantα relèvea etP (α) = 0.

Preuve :
i) Pour démontrer l’existence, on choisitα0 un relèvement arbitraire dea dansOK .

Si P (α0) = 0 α0 répond à la question.
Sinonv(P (α0)) = r est un nombre réel strictement positif, puisqueP (α0) ∈ mK .
On cherche à construire une suite(αn)n∈N convergeant vers une racine deP. Il suffit de

construireαn telle quev(P (αn)) ≥ r(n+ 1) et v(αn+1 − αn) ≥ nr.
Choisissonsγ ∈ OK tel quev(γ) = r. Supposons lesn premiers termes de la suite construits

et cherchonsαn sous la formeαn−1 + γnx.
En remarquant que pour touts ≤ n,

s+1∏

i=0

(n− i) = s!Cs
n

on montre que pour tout anneauA et tout polynômeQ ∈ A[X], la quantitéQ[s] := Q(s)

s!
est

toujours un élément deA[X]. On peut, par conséquent, écrire une formule de Taylor :

Q(u+ v) =

+∞∑

s=0

Q[s](u)vs .

On écrit alors

P (αn) = P (αn−1 + γnx) = P (αn−1) + P ′(αn−1)γ
nx + Cγ2n .

On constate que
P ′(αn−1) ≡ P ′(α0) [mK ]

et donc queP ′(αn−1) est inversible dansOK . Puisque, par hypothèse de récurrence,

v(P (αn−1)) ≥ nr,

on peut trouverx ∈ OK tel que :

P (αn−1) + P ′(αn−1)γ
nx = 0 .

Reste à constater, ce qui est immédiat, queαn := αn−1 + γnx répond à la question.

ii) Pour prouver l’unicité, considéronsα etβ deux solutions, et notonsγ := β−α. En écrivant
la formule de Taylor

0 = P (β) = P (α) + γP ′(α) + γ2R

avecR ∈ OK d’où l’on tire que soitv(γ) = 0 ce qui est impossible puisqueγ ∈ mK , soit
v(γ) > v(γ) c’est-à-dire queγ = 0.
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q.e.d

Proposition II.2.2.3. SoitP ∈ OK [X] un polynôme unitaire. S’il existe des polynômes unitaires
χ, ρ ∈ k[X] premiers entre eux tels quẽP = χρ, il existe un et un seul couple de polynômes
unitaires(Q,R) ∈ OK [X] tel queP = QR, Q̃1 = χ et R̃ = ρ.

Preuve : On va construire de proche en proche des polynômes unitairesQn et Rn relevantχ
et ρ et tels queQnRn ≡ P [mn

K ]. Pour toutQ1 etR1 unitaires relevant respectivementχ et ρ,
Q1R1 ≡ P [mK ]. Pourn ≥ 1, supposons construits les suitesQs etRs pours ≤ n. On suppose
quedeg(Qs) = deg(χ), deg(Rs) = deg(ρ) etQsRs ≡ P [ms

K ].
Si π désigne une uniformisante deK, il existeSn ∈ OK [X] tel que

P = QnRn + πnSn .

L’unitarité deP,Qn, Rn impose quedeg(Sn) ≤ deg(P ).
CherchonsQn+1 := Qn + πnAn etRn+1 := Rn + πnBn. Alors nécessairementP ≡

Qn+1Rn+1 [mn+1
K ] implique que

P ≡ QnRn + (AnRn +BnQn)πn + AnBnπ
2n [mn+1

K ] .

Il suffirait, pour cela, que

AnRn + BnQn − Sn ≡ 0 [mK ] .

NotonsS̃n l’image deSn dansk[X], u etv des coefficients de Bézout pourχ etρ c’est-à-dire
queuχ + vρ = 1. Il en résulte quẽSuχ + S̃vρ = S̃ . Pour tout relèvementAn (resp.Bn)
deS̃v (resp.S̃u, ) on a bien entenduBnQn + AnRn − Sn ≡ 0 [mK ].

On rappelle qu’on sait, par des résultats élémentaires sur les équations de congruence, qu’é-
tant donnée une solution(u0, v0) tel queu0χ + v0ρ = 1, l’ensemble des(u, v) solutions de
l’équation de Bézout est l’ensemble

{(u0 + zρ, v0 − zχ) , z ∈ k[X]} .

On peut alors choisiru tel quedeg(u) < deg(ρ). On a alorsvρ = 1− uχ ce qui implique

deg(v) + deg(ρ) ≤ deg(u) + deg(χ) < deg(ρ) + deg(χ) = deg(P̃ )

ce qui impliquedeg(v) < deg(χ).
On peut donc trouverAn etBn tels que

deg(An) = deg(v) + deg(S̃) < deg(χ) + deg(Sn) < deg(χ) + deg(P̃ )

et de même,deg(Bn) < deg(ρ) + deg(P̃ ). Ainsi la majoration sur les degrés passe du crann
au crann+ 1 c’est-à-dire que les degrés des suitesQn etRn sont majorés indépendemment den
et donc que ces suites convergent vers des polynômesQ etR respectivement, qui répondent à la
question.q.e.d
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II.3 . −Extensions finies des corps locaux

II.3.1 . −Extensions de valuations

Proposition II.3.1.1. SoitA un anneau de Dedekind (cf. I.5.2.2,) de corps des fractionsK.
i) Pour tout idéal maximalp ∈ Spm(A) deA, il existe une unique valuation discrète normalisée
(cf. II.1.3.1,)vp surK telle queAp soit l’anneau de la valuation.

On construit ainsi une application de l’ensemble des idéauxmaximaux deA dans l’ensemble
des valuations discrètes normalisées deK, telles queA est contenu dans l’anneau de la valuation.

ii) Réciproquement, étant donnée une valuation discrète normaliséev surK dont l’anneau de
la valuation

Ov := {x ∈ K | v(x) ≥ 0}

(cf. II.1.2.8,) contientA, notons

mv := {x ∈ K | v(x) > 0}

l’idéal maximal deOv. Alors mv ∩ A est un idéal maximal deA.

iii) Les applications
p 7→ vp et v 7→ mv ∩A

sont inverses l’une de l’autre ; il en résulte que l’application p 7→ vp est une bijection deSpm(A)
dans l’ensemble des valuations discrètes normalisées surK dont l’anneau contientA.

Preuve :
i) Pour toutp ∈ Spm(A), il résulte du théorème I.5.2.1 queAp est un anneau de valuation
discrète de corps des fractionsK. L’existence et l’unicité devp (répondant à la question) sont
alors assurées par la proposition II.1.3.2.

ii) Il est clair quemv ∩A est un idéal premier deA. On laisse le soin au lecteur de vérifier qu’il
est non nul ; d’où il résulte, puisqueA est un anneau de Dedekind, qu’il est maximal.

i) Laissé en exercice.

q.e.d

Théorème II.3.1.2. SoitK un corps complet (cf. 0.2.2.6) pour une valuation discrètev (c’est-à-
dire pour une valeur absolue qui lui est associée.) NotonsvK l’unique valuation discrète norma-
lisée équivalente àv (cf. II.1.3.2.)

SoitK ⊂ L une extension finie séparable de degréd deK.
i) Il existe une valuation discrètew surL qui prolongev (cf. II.1.2.6.)

ii) La valuationw est la seule qui prolongev etL est complet pourw.

iii) La fermeture intégraleOL (cf. I.4.1.9) deOK dansL est un anneau de valuation discrète qui
est unOK-module libre de rangd.

iv) Si vL désigne l’unique valuation discrète normalisée surL équivalente àw et mL l’idéal
maximal deL, il existe un entiereL/K tel que

(vL)|K = evK
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et
OLmK = me

L .

v) Si on noteℓ := OL/mL (resp.k := OK/mK) le corps résiduel deL (resp.K) et

fL/K := [ℓ : k]

on a l’identité
d = eL/KfL/K .

Preuve :
i) Rappelons d’abord que l’anneauOK de la valuationv est un anneau de valuation discrète
donc un anneau de Dedekind (cf. I.5.2.4.) La fermeture intégrale (cf. I.4.1.9,)OL deOK dansL
est donc encore un anneau de Dedekind grâce à la proposition I.5.2.6.

L’anneauOL a des idéaux maximaux qui sont tous au-dessus de l’idéal maximal mK deK
(cf. I.4.3.2.) Pourp un tel idéal il existe, en vertu de la proposition II.3.1.1, une unique valuation
discrète normaliséevp surOL dont l’anneau de la valuation est(OL)p.

Si π est une uniformisante pourvK (cf. II.1.3.4,) il existe alors un entiere tel quevp(π) = e
et il est clair que

1

e
vp

prolongevK .

ii) Montrons d’abord l’unicité du prolongement : La valuation v définit une valeur absolue| · |
surK (cf. II.1.2.10.) Choisissons0 < γ < 1 tel que| · | = γv(·).

Pour toute valuationw surL, | · |L := γw(·) est une norme sur leK-espace vectorielL
relativement à la valeur absolue| · | surK.

Or sur un espace vectoriel de dimension finie sur un corps complet, toutes les normes sont
équivalentes et l’espace vectoriel est complet pour l’une quelconque de ces normes. Ceci permet
de conclure.

iii) Puisqu’on a vu qu’à tout idéal maximal deOL on pouvait associer un prolongement dev,
l’unicité du prolongement montre queOL n’a qu’un idéal maximal c’est-à-dire est local. Comme
c’est un anneau de Dedekind, c’est un anneau de valuation discrète. CommeOK est principal, il
découle du corollaire I.4.4.3 queOL est unOK-module libre de rangd.

iv) Est clair.

v) Découle du point précédent et du lemme II.3.1.3.

q.e.d

Lemme II.3.1.3. 4. Soitk un corps,B un anneau,e ≥ 1 un entier etπ ∈ B tel queB/πe est une
k-algèbre. AlorsB/π se trouve aussi être unek-algèbre dont on notef la dimension en tant que
k-espace vectoriel. Alors

dimkB/π
e = ef .

4Ce lemme est en fait un lemme purement d’algèbre commutativequi n’a sans doute pas grand chose à faire ici
mais on ne sait pas vraiment où le mettre.
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Preuve :Pour tout1 ≤ j < e, on a une suite exacte dek-espaces vectoriels

0 → (πj)/(πj+1) −→ B/πj+1−−−→ B/πj → 0 . II.3.1.3.1

La multiplication parπj
i définit un isomorphisme deB-modulesB → (πj). L’image de(πj)

par cet isomorphisme est(πj+1) d’où un isomorphisme

B/π ∼= (πj)/(πj+1)

ce qui prouve que
dimk(π

j)/(πj+1) = dimkB/π = f .

En raisonnant par récurrence grâce à la suite exacte II.3.1.3.1, on établit que

dimkB/π
e = ef .

q.e.d

Définition II.3.1.4. Soit K un corps complet pour une valuation discrète etL une extension
finie séparable. On appelleindice de ramificationde l’extension l’entiereL/K défini par le point
II.3.1.2.iv.

Le degréfL/K de l’extension
OK/mK ⊂ OL/mL

s’appelle ledegré résiduelde l’extensionL/K.

Définition II.3.1.5. On dit qu’une extensionL d’un corps completK estnon ramifiée,si l’ex-
tension résiduelle est séparable eteL/K = 1.

Ce qui signifie que le degré est le degré résiduel.

Définition II.3.1.6. SoitK un corps local. Une extensions finieL deK esttotalement ramifiée
si l’extension résiduelle est triviale.

Si l’extensionL/K est séparable cela signifie que le degré[L : K] est l’indice de ramification
el/K .

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose queK est un corps complet pour une valuation
discrète.5. On NotevK la valuation discrète normalisée surK,OK l’anneau de la valuation
dek le corps résiduel.

Proposition II.3.1.7. PourE une extension algébrique quelconque deK. Il existe une et une
seule valuationw surE telle quew(x) = v(x) pour toutx ∈ K.

Preuve :Pour une extension finie on l’a vu.E est réunion d’extension finies. Sur chacune d’entre
elles, on a une valuation unique, qui prolongev. Si x est dansE, il est dans unL on doit avoir

5On pourrait même supposerK de caractéristique0 pour éviter les questions de séparabilités puisque certains
énoncés qui sont vrais dans un cadre plus général n’ont été établis que dans le cas des extensions séparables. En
pratique, les corps locaux auxquels on en aura seront des extensions finies deQp donc de caractéristique0.

61



Arithmétique 08-09 II.3.2

w(x) = wL(x) ce qui démontre l’unicité du prolongement. L’existence se voit en utilisant le
composé de deux extensions contenantx. q.e.d

Corollaire II.3.1.8. En particulier siK ⊂ L est une extension finie (séparable) etσ un K-
plongement deL dans une extension algébrique (non nécessairement finie)E, notonswL la
valuation deL qui prolongev, wE la valuation deE qui prolongev.Pour touta ∈ L, wE(σ(a)) =
wL(a) par unicité.

Corollaire II.3.1.9. En particulier siK est une clôture algébrique deK, si on note encorev
l’unique prolongement dev àK et siσ est unK-plongement deK dans lui-même, pour tout
λ ∈ K,

v(σ(λ)) = v(λ) .

Remarque II.3.1.10. Par conséquent, siL/K est finie séparable, on noteσi ,1≤i≤d desK-
plongements distincts deL dans un corpsE convenable. Alors poura ∈ L,

v(NL/K(a)) = wL(NL/K(a))

= wL(
d∏

i=1

σi(a))

=

d∑

i=1

wL(σi(a))

= dwL(a).

Notations PourK corps complet pour une valuation discrètev on notevK la valuation deK
normalisée,vK(K×) = Z. SiE est une extension algébrique deK quelconque, On notera encore
vK l’unique valuation deE qui prolongevK . (elle n’est plus nécessairement normalisée.) SiL
finie séparable de degréd. On a deux valuationvK et vL, vK(x) vL(x) = evK(x). D’où

vK(a) =
1

ef
vK(NL/K(a)) .

II.3.2 . −Polygone de Newton, polynômes d’Eisenstein et extension totalement ramifiée

Définition II.3.2.1. Corps local Un corps localest un corps complet (cf. 0.2.2.6) pour une
valuation discrète (cf. II.1.3.1) dont le corps résiduel est parfait.

Exemple II.3.2.2. On a vu au paragraphe II.1.4 que, pour tout nombre premier,p on peut munir
le corpsQ des rationnels de sa valeur absoluep-adique. Le résultat énoncé en 0.2.2.7 permet de
constuitruire le complété deQ pour la topologiep-adique qu’on noteQp. C’est un exemple de
corps local même si la justification du fait que la corps résiduel est parfait sera donnée plus tard.

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose queK est un corps local de caractéristique0 6.

6Ces hypothèses sont peut-être trop restrictives mais il ne me semble pas qu’on ait besoin de plus.
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On note v la valuation, OK l’anneau de la valuation,mK l’idéal maximal et k le corps
résiduel.

On fixeK une clôture algébrique deK, et on note encorev l’unique prolongement dev
(cf. II.3.1.7) àK.

Proposition II.3.2.3. Soit

P :=

d−1∑

i=0

aiX
i +Xd ∈ K[X]

un polynôme unitaire irréductible.
i) Toutes les racines deP dansK ont même valuation.

ii) Pour toute racineλ deP, v(λ) ≥ 0, si et seulement si

v(ai) ≥ 0 ∀0 ≤ i ≤ d− 1 et v(a0) = 0 .

iii) v(λ) = r pour toute racineλ deP si et seulement si

v(ai) ≥ r(d− i) ∀0 ≤ i ≤ d− 1 et v(a0) = dr .

Preuve :
i) Il suffit de remarquer queP étant irréductible, les racines deP sont toutes conjuguées et
d’appliquer le corollaire II.3.1.9.

ii) Il suffit d’utiliser les fonctions symétriques pour écrire les coefficients du polynôme en fonc-
tion des racines pour démontrer le sens direct.

Réciproquement, si

v(ai) ≥ 0 ∀0 ≤ i ≤ d− 1 et v(a0) = 0 ,

pour toute racineλ deP, en écrivant

λd = −
d−1∑

i=0

aiλ
i ,

si on supposaitv(λ) < 0, le membre de gauche aurait une valuation au plusdv(λ) tandis que
le membre de droite aurait une valuation au moins(d − 1)v(λ). De plusv(λ) > 0 entraîne
v(a0) > 0, on a doncv(λ) = 0.

iii) Supposons qu’il exister tel quev(λi) = r pour tout1 ≤ i ≤ d. Soitγ ∈ K tel quev(γ) = r.
PosonsQ(X) := 1

γdP (γX). Le polynômeQ est unitaire, etλ est racine deP, si et seulement si
γ−1λ est racine deQ. Or, alors,v(γ−1λ) = 0, ce qui implique, en vertu du point précédent, que,
pour tout1 ≤ i ≤ d−1, v(γi−dai) ≥ 0 c’est-à-direv(ai) ≥ r(d− i) etv(γ−da0) = 0 c’est-à-dire
v(a0) = dr.

q.e.d
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Définition II.3.2.4. Polygone de NewtonÉtant donné un polynômeP :=

d∑

i=0

aiX
i, aveca0 6=

0, on appellepolygone de Newtondu polynômeP, l’enveloppe convexe des points(i, v(ai)). Le
polygone de Newton est au-dessus du segment[(0, rd), (d, 0)] (résultat non démontré.)

Proposition II.3.2.5. SoitP :=

d∑

i=0

aiX
i ∈ K[X] un polynôme de degréd.On noteαj ,1≤j≤s

les pentes de son polygone de Newton, etdj ,1≤j≤s la longueur de la projection horizontale du
segment de penteαj .

Alors lesαj sont les valuations des racines deP dansK et dj le nombre de racines de
valuationαj .

Preuve : En fait on a fait la démonstration dans le cas où il y a une seulepente en II.3.2.3. . La
démonstration peut ensuite se faire par récurrence sur le nombre de pentes,i.e.le nombre de va-
leurs distinctes prises par les valuations des racines ou encore le nombre de facteurs irréductibles
dansP. q.e.d

Définition II.3.2.6. Polynôme d’EisensteinUn polynôme d’Eisensteinde degréd à coefficients

dansK, est un polynôme unitaireP :=

d−1∑

i=0

aiX
i +Xd tel que pour tout0 ≤ i ≤ d−1, ai ∈ mK

eta0 /∈ m2
K .

Proposition II.3.2.7.
i) Un polynôme d’Eisenstein est irréductible.

ii) Un polynôme est d’Eisenstein si et seulement si son polygone de Newton est le segment
[(0, 1), (d, 0)] et donc qu’il n’y a qu’une seule pente égale à1

d
.

Preuve :
i) Voir le critère d’irréductibilité II.2.1.2.ii.

q.e.d

Théorème II.3.2.8. Structure des extensions totalement ramifiées
i) Étant donné un polynôme d’EisensteinP ∈ K[X] de degréd, l’extensionL := K[X]/P de
K est totalement ramifiée (cf. II.3.1.6) etX est une uniformisante deL (cf. II.1.3.4.)

ii) Réciproquement siL est une extension totalement ramifiée deK de degréd, dontπ est une
uniformisante, le polynôme minimalP deπ est un polynôme d’Eisenstein.

Preuve :
i) On peut très bien ne pas supposer savoir queP est irréductible. Notons alorsπ une racine de
P, etL := K[π] qui est une extension de degrén = ef ≤ d (oùe est son indice de ramification
et f son degré résiduel.) (cf. II.3.1.4.) Si on note encorev l’unique prolongement dev àL, on
a alorsv(L×) = 1

e
Z. D’après la proposition II.3.2.3,v(π) = 1

d
doncd|e. Or e|n ≤ d. Il en

résulte quen = d = e et f = 1 et que l’extensionL/K est totalement ramifiée de degréd, que
le polynômeP est irréductible et queπ est une uniformisante puisquevL(π) = 1.
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ii) Soit π une uniformisante deL et P son polynôme minimal. Le polynômeP est unitaire de
degréd dont toutes les racines sont de valuation1

d
donc un polynôme d’Eisenstein de degréd (cf.

II.3.2.3.)

q.e.d

Corollaire II.3.2.9. Structure de la clôture intégrale dans une extension totalement ramifiée
SiL/K est une extension de degréd totalement ramifiée (cf. II.3.1.6,) etπ une uniformisante (cf.
II.1.3.4,) deL,

1, π, . . . , πd−1

est uneOK-base de la clôture intégraleOL deOK dansL.

Preuve :Le polynôme minimal deπ est un polynôme d’Eisenstein de degréd etL = K[π] On
sait déjà que1, π, . . . , πd−1 est uneK-base deL. Pour toutβ ∈ L il existeλi ,0≤i≤d−1 ∈ K tels

queβ =

d−1∑

i=0

λiπ
i. NotonsvL la valuation normalisée surL équivalente au prolongement dev.

Pour tout0 ≤ i ≤ d− 1,

vL(λiπ
i) = vL(λi) + i = dv(λi) + i .

Les valuation desλi sont toutes différentes modulod donc toutes différentes, donc

vL(β) =
d−1

min
i=0

(dv(λi) + i .

Si donc il existei tel quev(λi) < 0, vL(β) < 0. Autrement dit,β ∈ OL si et seulement si pour
tout0 ≤ i ≤ d− 1, v(λi) ≥ 0. Ceci prouve que1, . . . , πd−1 est uneOK-base deOL. q.e.d

II.3.3 . −Extensions finies séparables de corps locaux

Dans ce paragraphe, on suppose queK est un corps local (cf. II.3.2.1) de caractéristique0
7.

On note v la valuation, OK l’anneau de la valuation,mK l’idéal maximal, k le corps
résiduel etvK la valuation normalisée équivalente àv.

Soit K ⊂ L une extension finie séparable de degréd dont on noteOL l’anneau de
la valuation (ou ce qui revient au même la clôture intégrale de OK dans L) mL l’idéal
maximal et ℓ le corps résiduel. On note encorevL l’unique valuation discrète normalisée
sur L équivalente au prolongement dev.

On note eL/K l’indice de ramification de l’extension (cf. II.3.1.4) etfL/K son degré rési-
duel.

Proposition II.3.3.1. Structure de la fermeture intégraledans une extension non ramifiée
Si l’extensionL/K est non ramifiée (cf. II.3.1.5,) il existe un élémentα ∈ OL tel que :

7Ces hypothèses sont peut-être trop restrictives mais il ne me semble pas qu’on ait besoin de plus.

65



Arithmétique 08-09 II.3.3

– l’image deα dansℓ est un générateur de l’extensionℓ/k,
–

1, α, . . . , αd−1

est uneOK-base duOK-modue libre de rangd (cf. II.3.1.2.iii.)

Preuve : Soit a ∈ ℓ un générateur de l’extensionℓ/k (ce qui existe puisquek est parfait.) Il
existe un polynôme irréductiblePa ∈ k[X] de degréd tel queℓ = k[X]/Pa. SoitP ∈ OK [X]
un polynôme irréductible qui relèvePa. D’après la proposition II.2.2.2 il existe une racineα de
P au-dessus dea. On a alorsL = K[α] .

Tout β ∈ L s’écrit doncβ =

d−1∑

i=0

λiα
i avec lesλi ,0≤i≤d−1 ∈ K. Si β 6= 0, les λi ne

sont pas tous nul et on notes := mind−1
i=0 vK(λi). Si π est une uniformisante deK, il existe

µi ,0≤i≤d−1 ∈ K tels queλi = πsµi avecvK(µi) ≥ 0 et il existei0 tel quevK(µi0) = 0.

D’où β = πsβ ′ avecβ ′ =
d−1∑

i=0

µiα
i. Il en résulte queβ ′ ∈ OL. Dans le corps résiduelℓ,

on aβ ′ =
d−1∑

i=0

µia
i. Or 1, a, . . . , ad−1 est unek-base deℓ, et l’un au moins desµi étant de

valuation0, son image est non nul dansk, c’est-à-dire queβ ′ n’est pas nul modulomL, et donc
quevK(β) = s. Il en résulte finalement, quevK(β) ≥ 0 implique que pour tout0 ≤ i ≤ d − 1,
vK(λi) ≥ 0. q.e.d

Théorème II.3.3.2. Structure des extensions finies séparables de corps locauxIl existe une
extension intermédiaireK ⊂ L0 ⊂ L telle que :
i) Le corps résiduel deL0 estℓ estL0/K est non ramifiée.

ii) L’extensionL/L0 est totalement ramifiée de degréeL/K .

iii) Il existe un élémentα ∈ OL0 dont l’image dansℓ est un générateur de l’extensionℓ/k, et
tel que pour toute uniformisanteπ deL,

{αiπj}0≤i≤fL/K−1 , 0≤j≤eL/K−1

est uneOK-base deOL.

iv) Pour toute extensionK ⊂ E ⊂ L, E/K est non ramifiée si et seulement siE ⊂ L0.

Preuve :
i) Soit a ∈ ℓ un générateur de l’extensionℓ/k et Pa ∈ k[X] son polyôme minimal. On peut
grâce à la proposition II.2.2.2, trouver un polynôme irréductibleP ∈ OK [X] avec

deg(P ) = deg(Pa) = [ℓ : k] = fL/K

et un élémentα ∈ OL tel queP (α) = 0. Posons alorsL0 := K[α]. Le polynômeP est de degré
fL/K , ce qui implique queL0 = K[α] est au plus de degréfL/K . Mais, le corps résiduelℓ0
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contienta et contient doncℓ ce qui implique qu’il est au moins de degréfL/K surk. Il en résulte
que nécessairement

[L0 : K] = [ℓ0 : k] = fL/K

ce qui implique queL0/K est non ramifiée etℓ0 = ℓ.

i) Est clair.

ii) On aOL = OL0 [π] (cf. II.3.2.9) etOL0 = OK [α] (cf. II.3.3.1.)

ii) Soit E une extension finie non ramifiée deK contenue dansL. Son corps résiduelkE est
un sous-corps deℓ qui contientk. L’extensionkE/k est donc finie séparable engendrée par un
élémentb ∈ kE . PosonsQ̃ le polynôme deb et, par la proposition II.2.2.2, il existe un polynôme
Q ∈ OK [X] relevantQ̃ et une unique racineβ deQ relevantb. On peut appliquer le lemme
aussi bien àE qu’àL0 ce qui implique queβ est simultanément dansE et dansL0. Or pour des
raisons de degré analogues à celles du point II.3.3.2.i, on montre que siE est non-ramifiée,

E = K[β] ⊂ L0 .

q.e.d

Définition II.3.3.3. Extension maximale non ramifiéeAvec les notations du théorème
II.3.3.2.iv, on appelleL0 l’ extension maximale non-ramifiéedeK contenue dansL.

Remarque II.3.3.4. Plus généralement, siα ∈ OL relève un générateur deℓ surk (pas besoin
qu’il soit dansOL0) et siπ est une uniformisante deL surL0,OL = OK [α, π] et lesαiπ

j forment
uneOK- base.

Corollaire II.3.3.5. Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème II.3.3.2, il existeα ∈ OL

tel que1, α, . . . , αd−1 est uneOK-base deOL.

Preuve : Soit P ∈ OK [X] un polynôme unitaire relevant le polynôme minimal d’un généra-
teura de ℓ. Soit α0 ∈ OL un relèvement dea (cf. II.2.2.2.) NotonsvL la valuation normalisée
équivalente au prolongement dev àL. On a alorsvL(P (α0)) > 0.
i) Si vL(P (α0)) = 1, P (α0) est une uniformisante deOL. On a doncOL = OL0 [P (α0)] et les
puissances deP (α0) sont uneOL0-base deOL. Il est clair qu’alors les puissances deα0 forment
uneOK-base deOL.

ii) Sinon, vL(P (a0)) ≥ 2. Soit alorsπ une uniformisante deOL. α := α0 + π est encore un
relèvement dea. On a alors

P (α) = P (α0) + πP ′(α0) + π2R .

Par séparabilité,v(P ′(α0)) = 0 ce qui implique quev(P (α)) = 1 et l’on a donc trouvé une
uniformisante comme au point précédent.

q.e.d

Proposition II.3.3.6. Extensions Galoisiennes de corps local On suppose que l’extensionL/K
est galoisienne. SoitL0 l’extension maximale non ramifiée (cf. II.3.3.3.)
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iii) Les extensionsL0/K et ℓ/k Sont aussi galoisiennes.

iv) L’extensionL/L0 est aussi galoisienne et son groupe de GaloisGalL/L0 est un sous-groupe
normal du groupe de GaloisGalL/K appelégroupe d’inertiede l’extension et notéIL/K . Le
quotientGalL/K/IL/K est isomorphe au groupe de GaloisGalℓ/k de l’extension résiduelle.

v) Si k est un corps fini, le groupe de GaloisGalℓ/k est engendré par le Frobenius.
Si Ks est une clôture séparable deK, pour toutn, il existe une et une seule extensionKn

contenue dansKs de degrén non ramifiée.
Elle est cyclique avec pour générateur un relèvement de Frobenius encore appelé Frobenius.
Si on note encoreφ le Frobenius en haut, pour toutβ ∈ OL, φ(β) ≡ βq [mL.

Preuve : Soit α ∈ OL0 tel queOL0 = OK [α] et P un relèvement du polynôme minimal d’un
générateura deℓ.
i) Le polynômeP se décompose dansL en polynômes du premier degré de racinesαi qui sont
dansOL, puisque l’action du groupe de Galois ne change pas la valuation (cf. II.3.1.9.) Le corps
K[αi] est isomorphe àK[α] doncK[αi]/K est non ramifiée contenu dansL, DoncK[αi] ⊂ L0

(cf. II.3.3.2.iv ;) doncK[αi] = L0.

q.e.d

Exemple II.3.3.7. Extensions cyclotomiques deQp

i) PourK un corps etn ∈ N∗, siK est de caractéristique0 ou sin est premier à la caractéristique
p deK, le polynômeXn−1 est séparable et son corps de décompositionL est donc une extension
dite extension cyclotomiquedeK. Le groupeµn des racines deXn − 1 dansL est un groupe
cyclique (comme sous-groupe du groupe multiplicatif d’un corps,) isomorphe àZ/n.Étant donné
un générateurǫ de µn, pour toutg ∈ GalL/K g(ǫ) ∈ µn et s’écrit doncǫχ(g) qui est encore
une racine primitive c’est-à-dire queχ(g) ∈ (Z/n)×. Le morphismeχ est appelécaractère
cyclotomique. Il est clairement injectif.

ii) Si K = Qp (cf. II.3.2.2,) etn un entier premier àp, Xn − 1 est séparable surFp. Le corps
k engendré par les racines deXn − 1 sur Fp est une extension cyclique de degréf. Le degré
f est le plus petit entierf tel quen|pf − 1. Le polynômeXn − 1 relèveXn − 1 dansZp[X]
et l’on construit une extensionL non ramifiée de degréf deQp grâce au lemme II.2.2.2 et aux

procédés utilisés dans la proposition II.3.3.1. Siǫ est une racine primitivenièmede l’unité dans
L ǫ est dansOL l’image deǫ dansℓ est un générateur du groupe des racinesn ième de l’unité.
En particulierOL = Zp[ǫ]. et1, ǫ, . . . , ǫf−1 est uneZp-base deOL.

Réciproquement, toute extension non ramifiée deQp est de ce type, c’est-à-dire est le corps

engendré surQp en rajoutant une racine primitivenièmequelconque de l’unité.
Il faut quand-même prendre garde au cas oùn = p−1, parce queQp contient déjà les racines

p− 1ième.

iii) Dans le cas oùn = pr, on commence par considérer le casn = p. On poseL = Qp[ǫ]
avecǫp = 1 et ǫ 6= 1. On poseǫ = 1 + π. En fait ǫ est racine deX

p−1
X−1

ce qui entraîne queπ

est racine de(1+X)p−1
X

c’est-à-dire queπ est racine deXp−1 +

p−1∑

k=1

Ck
pX

k−1 qui est un polynôme
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d’Eisenstein (cf. II.3.2.6.) Ce polynôme est irréductible(cf. II.3.2.7.i,) en particulierL/Qp est de
degrép− 1 et totalement ramifiée (cf. II.3.2.8.i ;)π = ǫ− 1 est une uniformisante deL, OL est
engendré par n’importe quelle uniformisante c’est doncZp[ǫ− 1] qui est aussiZp[ǫ].

Si maintenantn = pr, pour r ≥ 1, soit ǫ une racine primitiveprièmede l’unité dans une
extension convenable deQp. On poseLr := Qp(ǫ) Alors Lr/Qp est une extension abélienne
totalement ramifiée de degré(p− 1)pr−1 ; ǫ− 1 est une uniformisante deLr etOL = Zp[ǫ].

On démontre ce fait par récurrence surr. On vient de voir le casr = 1. On peut considérer
Lr−1 = Qp(ǫ

p) Lr−1 est totalement ramifiée de degré(p− 1)pr−2. On poseγ := ǫp− 1 qui est
une uniformisante deLr−1 et ǫ = 1 + π d’où la relation(1 + π)p − 1 = γ. Il en résulte queπ est
racine du polynôme(1 +X)p− 1− γ ∈ Lr−1[X] dont le terme constantγ est une uniformisante
et les autres termes, à l’exception du terme dominant son tous divisibles parp ; c’est donc un
polynôme d’Eisenstein surLr−1. Ce polynôme est irréductible de degrép, doncLr/Lr−1 est de
degrép etπ est une uniformisante pour cette extension totalement ramifiée.

Le groupe de GaloisGalLr/Qp s’injecte dans(Z/pr)×, cette injection étant en fait un isomor-
phisme.

iv) Soit n ∈ N∗ un entier quelconque. On poseL := Qp[ǫ] avecǫ une racine primitivenième

de l’unité et on écritn = n0p
r avecn0 premier àp. Il en résulte queǫn0 est une racine primitive

prièmede l’unité, on le noteǫ′ et ǫ0 := ǫp
r

est une racine primitiven0
ièmede l’unité. On note

L0 := Qp[ǫ0] etL1 := Qp[ǫ
′]. L0 etL1 sont contenues dansL etL = L0L1.

v) Extensions cyclotomique du corpsFp((π)) des séries formelles. Il est complet pour une

valuation discrète, dont le corps résiduel estFp. Les racinenième sont les racinesn0
ième si

n = n0p
r. Il n’y a que des extensions non ramifiées. On aFp[ǫ0] est une extension finie deFp.

III . −Détermination de l’anneau des entiers d’un corps de
nombres

III.1 . −Extensions d’anneaux de Dedekind

Définition III.1.0. Un corps de nombresest un corpsK qui est une extension finie du corpsQ
des nombres rationnels. La fermeture intégrale (cf. I.4.1.9) deZ dansK est notéeOK et appelé
l’ anneau des entiersdeK. C’est bien entendu un anneau de Dedekind (cf. I.5.2.2.)

III.1.1 . −Le groupe des idéaux fractionnaires d’un anneau de Dedekind

Dans ce paragraphe,A est un anneau de Dedekind (cf. I.5.2.2) de corps des fractionsK.On
noteI(A) l’ensemble de ses idéaux fractionnaires (cf. I.1.5.1) munide la loi de composition
définie en (cf. I.1.5.4.)

Définition III.1.1.1. Valuation d’un idéal fractionnaire Pour tout idéal maximalp ∈ Spm(A)
deA, notonsvp l’unique valuation discrète normalisée surK (cf. II.1.3.1,) dont l’anneau estAp

(cf. II.3.1.1.i.)
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Pour toutp ∈ Spm(A), Il résulte du corollaire I.5.1.4 que pour tout idéal fractionnairei de
Ap il existe un uniquen ∈ Z tel que

i = {x ∈ Ap | vp(x) ≥ n} .

On notera encorevp(i) := n.
Pour tout idéal fractionnaireI deA, et toutp ∈ Spm(A), Ip est un idéal fractionnaire deAp

(cf. I.3.2.5.) On posera donc, par définition

vp(I) := vp(Ip)

qu’on appellera lavaluation enp deI.

Lemme III.1.1.2. Pour tout couple(I, J) d’idéaux fractionnaires deA et toutp ∈ Spm(A),

vp(Ip) = vp(I) + vp(J) .

Preuve : Par définition,vp(IJ) = vp((IJ)p) qui est encore égal, en vertu de la proposition
I.3.2.5, àvp(IpJp) qui vaut encore grâce à la proposition I.5.1.4,vp(Ip) + vp(Jp) qui vaut, par
définition

vp(I) + vp(J) .

q.e.d

Lemme III.1.1.3.
i) Pour tout idéal fractionnaireI deA et toutx ∈ K, x ∈ I si et seulement si pour tout
p ∈ Spm(A),

vp(x) ≥ vp(I) .

De plus, pour toutp ∈ Spm(A),

vp(I) = inf
x∈I

(vp(x)) .

En particulier,
A = {x ∈ K | vp(x) ≥ 0 ∀p ∈ Spm(A)} .

ii) Pour deux idéaux fractionnairesI etJ deA, I = J si et seulement si pour toutp ∈ Spm(A),

vp(I) = vp(J) .

iii) Un idéal fractionnaireI deA est un idéal deA si et seulement si pour toutp ∈ Spm(A),
vp(I) ≥ 0.

Preuve :
i) Pour toutx ∈ K

vp(x) ≥ vp(I) = vp(Ip) ∀p ∈ Spm(A)
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équivaut à
x ∈

⋂

p∈Spm(A)

Ip

qui équivaut encore àx ∈ I grâce à la proposition I.3.3.9.
Il en résulte que

vp(I) ≤ inf
x∈I

(vp(x)) ∀p ∈ Spm(A) .

Or, pour toutp ∈ Spm(A) vp(I) = vp(Ip) et Ip est un idéal fractionnaire de l’anneau de
valuation discrèteAp. Il résulte alors de la proposition I.5.1.4 qu’il existex

s
∈ Ip tel quevp(

x
s
) =

vp(I). Or s étant inversible dansIp, vp(
x
s
) = vp(x). Commex ∈ I, on en déduit que

vp(I) = inf
x∈I

(vp(x)) .

ii) C’est une conséquence immédiate du point précédent.

iii) Si I est un idéal deA, I ⊂ A. Cette inclusion induit, grâce à la proposition I.3.1.10„ un
morphisme injectif deAp-modules

Ip →֒ Ap .

Il résulte alors des points I.3.2.5 et I.1.5.2 queIp est un idéal deAp. Ce dernier étant un anneau
de valuation discrète,

vp(I) = vp(Ip) ≥ 0 .

Réciproquement, si pour toutp ∈ Spm(A), on a l’inégalité ci-dessus,Ip est un idéal deAp.
Il résulte alors de la proposition I.3.3.9.iii

I =
⋂

p∈Spm(A)

Ip ⊂
⋂

p∈Spm(A)

Ap = A

c’est-à-dire queI est un idéal deA.

q.e.d

Proposition III.1.1.4. Pour tout idéal fractionnaireI deA,

I⊥ := {x ∈ K | xy ∈ A ∀y ∈ I}

(cf. I.1.5.5,) est un idéal fractionnaire deA qui est l’inverse deI pour la loi de composition
définie en I.1.5.4.

On le noteraI−1.

Preuve : PuisqueA est un anneau de Dedekind,A est en particulier noethérien et intègre. Il
découle donc de la proposition I.1.5.6 queI⊥ est un idéal fractionnaire deA.

On a une inclusion naturelle
II⊥ →֒ A . III.1.1.4.1

Elle induit, grâce aux points I.3.1.10 et I.3.2.5 un morphisme injectif deAp-modules

IpI
⊥

p = (II⊥)p →֒ Ap . III.1.1.4.2
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PuisqueAp est un anneau de valuation discrète, l’idéal fractionnaire(Ip)
−1 inverse deI existe

et s’identifie à l’ensemble

{x ∈ K | xy ∈ Ap ∀y ∈ Ap} = {x ∈ K | vp(x) ≥ −vp(Ip)}

grâce à la proposition I.5.1.4.
Soientyi ,1≤i≤d des générateurs deI en tant queA-module. Pour toutα ∈ (Ip)

−1, αyi ∈ Ap

c’est-à-dire qu’il existeai

si
,1≤i≤d ∈ Ap tels que pour tout1 ≤ i ≤ d, αyi = ai

si
c’est-à-dire

puisqueA est intègre
siαyi = ai ∈ A ∀1 ≤ i ≤ d .

Il en résulte que, pour tout1 ≤ i ≤ d,

d∏

i=1

siαyi ∈ A

c’est-à-dire, puisque lesyi sont des générateurs deI, , que

d∏

i=1

siα ∈ I⊥

ou encore queα ∈ I⊥
p .

Il en résulte que, pour toutp ∈ Spm(A),

(Ip)
−1 ⊂ I⊥

p .

Il s’ensuit que
Ap = Ip(Ip)

−1 ⊂ IpI
⊥

p .

Il en résulte que, pour toutp ∈ Spm(A), le morphisme III.1.1.4.2 est bijectif.
Il en résulte finalement, grâce à la proposition I.3.3.9.iiique

II⊥ =
⋂

p∈Spm(A)

(II⊥)p =
⋂

p∈Spm(A)

IpI
⊥

p =
⋂

p∈Spm(A)

Ap = A .

q.e.d

Corollaire III.1.1.5. L’ensemble des idéaux fractionnaires d’un anneau de DedekindA est un
groupe abélien pour la loi de composition définie en I.1.5.4.On le noteraI(A).

Corollaire III.1.1.6. L’inclusion ensemblisteSpm(A) →֒ I(A) induit donc naturellement un
morphisme de groupeφ du groupe abélien libreZ(Spm(A)) dans le groupeI(A).

Preuve :C’est une conséquence du fait queI(A) est un groupe abélien et de la propriété univer-
selle des groupes abéliens libres (Z-modules libres)

HomEns(Spm(A), I(A)) ∼= HomZ(Z(Spm(a)), I(A)) .
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q.e.d

Corollaire III.1.1.7. Pour deux idéaux fractionnairesI etJ deA,

I ⊂ J ⇔ J−1 ⊂ I−1 .

Lemme III.1.1.8.
i) Pour toutx ∈ A, l’ensemble des idéauxp ∈ Spm(A), tels quevp(x) 6= 0 est un ensemble
fini.

ii) Pour toutx ∈ K, l’ensemble des idéauxp ∈ Spm(A), tels quevp(x) 6= 0 est un ensemble
fini.

iii) Pour tout idéal fractionnaireI deA, l’ensemble desp ∈ Spm(A) tels quevp(I) 6= 0 est fini.

iv) Pour tout idéal maximalp ∈ Spm(A), et toutn ∈ Z,

vp(p
n) = n

et pour toutq ∈ Spm(A), q 6= p,
vq(p

n) = 0

c’est-à-dire finalement que

pn = pvp(pn) ∀p ∈ Spm(A) ∀n ∈ Z .

Preuve :
i) Soit x ∈ A, et supposons qu’il existe une infinité dep ∈ Spm(A) contenantx. En particulier,
il existe une suite(pn)n∈N à valeurs dansSpm(A) telle que, pour toutn ∈ N, x ∈ pn et telle que
pour toutr 6= s, pr 6= ps . Il en résulte que la suite

{
n⋂

i=0

pi}n∈N

est une suite décroissante d’idéaux deA. Notons, pour toutn ∈ N, In l’inverse de
⋂n

i=0 pn (cf.
III.1.1.4.) Il résulte du corollaire III.1.1.7, que la suite (In)n∈N est une suite croissante d’idéaux
fractionnaires tous contenus dansx−1A. Par noethérianité, la suite desIn est donc stationnaire
i.e.il existen ∈ N tel queIn = In+1. Il s’ensuit que

pn+1 ∩
n⋂

i=0

pi =

n⋂

i=0

pi

ce qui implique que
⋂n

i=0 pi ⊂ pn+1 qui implique encore que
n∏

i=0

pi ⊂ pn+1 ce qui implique,

par primalité, quepn+1 est égal à l’un despi ,0≤i≤n . Or on a construit la suite de sorte que tous
les termes soient deux à deux distincts.
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ii) Pour toutx ∈ K il existea ∈ A ets ∈ A\0 tels quex = a
s
.Dès lors, pour toutp ∈ Spm(A),

vp(x) = vp(a)− vp(s). On conclut grâce au point précédent.

iii) Soit I un idéal fractionnaire et notonsxi ,1≤i≤d des générateurs. Pour toutp ∈ Spm(A) et
tout

x =

d∑

i=1

aixi ∈ I ,

vp(x) ≥ min
1≤i≤d

(vp(aixi)) ≥ min
1≤i≤d

(vp(xi)) .

On déduit du lemme III.1.1.3.i que, pour toutp ∈ Spm(A),

vp(I) = inf
x∈I

(vp(x)) ≥ min
1≤i≤d

(vp(xi)) .

Or, pour toutp ∈ Spm(A), il existe1 ≤ i(p) ≤ d tel que

vp(xi(p)) = min
1≤i≤d

(vp(xi)) .

Or xi(p) ∈ I d’où il découle que
vp(I) = vp(xi(p)) .

Il en résulte finalement que

{p ∈ Spm(A) | vp(I) 6= 0} ⊂
d⋃

i=1

{p ∈ Spm(A) | vp(xi) 6= 0}

qui est fini grâce au point précédent.

iv) Il est clair quex ∈ p si et seulement sivp(x) ≥ 1. Par ailleurs,x ∈ p impliquex ∈ A
donc pour toutq ∈ Spm(A) vq(x) ≥ 0 . Or si q 6= p, il existex ∈ p, x /∈ q et par conséquent,
vq(x) = 0, d’où il découle que

vq(p) = inf
x∈p

(vq(x)) = 0 .

Il découle ensuite du lemme III.1.1.2 que

vq(p
n) = nvq(p) ∀q ∈ Spm(A) .

q.e.d

Proposition III.1.1.9. Pour tout idéal fractionnaireI ∈ I(A),

I =
∏

p∈Spm(A) , vp(I)6=0

pvp(I) =
∏

p∈Spm(A)

pvp(I) .

Cette décomposition est unique.
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Preuve :Notons
J :=

∏

p∈Spm(A) , vp(I)6=0

pvp(I) .

Il découle alors de III.1.1.2 et III.1.1.8.iv que, pour toutp ∈ Spm(A),

vp(J) = vp(I)

ce qui entraîne d’après le point III.1.1.3.ii, que

I = J .

Un argument analogue prouve l’unicité de cette décomposition.q.e.d

Remarque III.1.1.10. Cette proposition correspond à la décomposition en produitde facteurs
premiers dans les anneaux principaux (voire factoriels).

Théorème III.1.1.11. Structure du groupe des idéaux fractionnaires d’un anneau de Dede-
kind L’ensemble des idéaux fractionnaires d’un anneau de Dedekind muni de la loi de compo-
sition définie en I.1.5.4 est un groupe abélienI(A). Le morphisme

φ : Z(Spm(A)) → I(A)

défini en III.1.1.6 est un isomorphisme.

Proposition III.1.1.12. Lemme d’approximation Soit A un anneau de Dedekind de corps
des fractionsK, pi ,1≤i≤d des idéaux maximaux deux à deux distincts deA, ni ,1≤i≤d ∈ Z et des
élémentsai ,1≤i≤d ∈ K. Alors il existex ∈ K tel que pour tout1 ≤ i ≤ d,

vpi
(x− ai) ≥ ni et vpi

(x) ≥ 0 .

Preuve :
i) Si lesai sont entiers c’est-à-dire lesai sont dansA alors le résultat est une conséquence du
théorème des restes chinois.

ii) Si lesai ,1≤i≤d ne sont pas dansA, comme ils sont en nombre fini et dansK = Frac(A), il
existebi ,1≤i≤d ∈ A et s ∈ A \ 0 tels que

ai =
bi
s
∀1 ≤ i ≤ d .

D’après le point précédent, il existey ∈ A tel que pour tout1 ≤ i ≤ d, vpi
(y − sai) ≥

ni + vpi
(s) et vp(y) ≥ vp(s) si p n’est pas l’un despi et sivp(s) > 0. Alors

x =
y

s

répond à la question.

q.e.d
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Corollaire III.1.1.13. Un anneau de Dedekind qui n’a qu’un nombre fini d’idéaux maximaux
est principal.

Preuve : Il suffit de démontrer que les idéaux maximauxpi ,1≤i≤d sont principaux.
Fixons1 ≤ j ≤ d. Pour touti 6= j, posonsai := 1 et prenons pouraj un générateur de

l’idéal maximal du localiséApj
qui est bien un élément deK. D’après la proposition III.1.1.12

il existexj ∈ K tel quevpi
(xj − ai) ≥ 2 pour tout1 ≤ i ≤ d. Ceci implique en particulier, que

xj n’est dans aucun despi pouri 6= j, xj ∈ pj et quexj /∈ p2
j .

Reste à montrer quexj est un générateur depj ce qui est laissé en exercice.q.e.d

Définition III.1.1.14. Groupe de Picard ou groupe des classes d’idéaux Soit A un anneau
de Dedekind,K son corps des fractions etI(A) le groupes des idéaux fractionnaires deA (cf.
III.1.1.11.)

On a alors un morphisme de groupes

ρ : K× → I(A)
c 7→ cA .

Le noyau deρ est l’ensemble desc ∈ K× tels quecA = A, qui est exactementA×.
L’image deρ est, par définition, legroupe des idéaux fractionnaires principaux, et le groupe

quotient est legroupe de PicardPic(A) encore appelégroupe des classes d’idéaux.
On a une suite exacte

1→ K×/A× → I(1) → Pic(A) → 1

L’anneau est principal équivaut à dire quePic(A) est le groupe trivial.

III.1.2 . −Décomposition des idéaux dans les extensions algébriques

Dans cette sectionA est un anneau de Dedekind (cf. I.5.2.2,)K son corps des fractions,
L une extension finie séparable de degréd deK etB la fermeture intégrale (cf. I.4.1.9) de
A dansL. On rappelle (cf. I.5.2.6,) queB est alors un anneau de Dedekind. On rappelle
également que, pour tout idéal maximalp ∈ Spm(A), le localiséAp (cf. I.3.3.7) est un
anneau de valuation discrète (cf. I.5.2.1.)

On notera I(A) (resp. I(B)) le groupe des idéaux fractionnaires (cf. III.1.1.11) deA
(resp.B.)

Lemme III.1.2.1. Pour tout idéal fractionnaireI ∈ I(A), le sous-B-module deL BI engendré
parI est un idéal fractionnaire deB ce qui définit une application

I(A) → I(B)
I 7→ BI .

III.1.2.2

On a aussi une application
I(B) → I(A)

J 7→ J ∩K .
III.1.2.3
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Preuve : La seule chose qui doive être justifiée est que l’applicationIII.1.2.3 est à valeurs dans
I(A) puisque a priori, pourJ un idéal fractionnaire deB, J ∩ K est un sous-A-module deK
non nécessairement de type fini.

Pour tout idéalJ ⊂ B, les éléments deJ ∩ K, sont à la fois dansB donc entiers surA et
dansK c’est-à-dire dansA puisque ce dernier est intégralement clos.J∩K est donc un idéal de
A de type fini puisqueA est noethérien.

On se ramène au cas d’un idéal pour un idéal fractionnaire quelconque.q.e.d

Proposition III.1.2.4. Pour tout idéal maximalp ∈ Spm(A), il existe un unique entiergp ≥ 1,
un uniquegp-upletqi ,1≤i≤gp

∈ Spm(B) et uniquegp-upleteqi/p ,1≤i≤gp
∈ N∗ tels que :

a) l’ensemble{qi}1≤i≤gp
est l’ensemble des idéaux maximaux deB au-dessus dep (cf. I.4.3.1,)

c’est-à-dire que
qi ∩ K = qi ∩A = p ∀1 ≤ i ≤ gp

et que lesqi sont les seuls éléments deSpm(B) vérifiant cette propriété ;

b)

Bp =

gp∏

i=1

q
eqi/p

i .

Preuve :Si p est un idéal maximal deA, Bp 6= B (cf. I.4.3.2.) L’entiergp, les élémentsqi ,1≤i≤gp

et les entiers
eqi/p := vqi

(Bp)

(cf. III.1.1.1) satisfaisant la condition (b) sont entièrement déterminés grâce à la proposition
III.1.1.9. Par ailleurs, il résulte du lemme III.1.1.3.iiique, pour tout1 ≤ i ≤ gp eqi/p ≥ 1.

Il résulte du point (b) que, pour tout1 ≤ i ≤ gp,

Bp ⊂ q
eqi/p

i ⊂ qi .

Il s’ensuit quep ⊂ qi ∩ A d’où p = qi ∩ A (puisquep est maximal.) On a donc bien montré
queqi est au-dessus dep.

Réciproquement, siq ∈ Spm(B) est au-dessus depBp ⊂ q ce qui veut précisément dire que
vq(Bp) > 0 c’est-à-dire queq est l’un desqi. q.e.d

Définition III.1.2.5. Les notations étant celle de la proposition III.1.2.4,
i) Indice de ramification l’entier

eqi/p ,1≤i≤gp
= vqi

(Bp)

est appeléindice de ramificationdeqi par rapport àp.

ii) Degré résiduel CommeB est unA-module de type fini (cf. I.4.4.2,) pour tout1 ≤ i ≤ gp,
B/qi est une extension algébrique finie deA/p. On notefqi/p son degré qu’on appelledegré
résiduel.
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Proposition III.1.2.6. Si K est un corps local (cf. II.3.2.1,) l’anneau de la valuationOK est
alors un anneau de Dedekind (c’est un anneau de valuation discrète) et sa clôture intégraleOL

est aussi un anneau de valuation discrète. Alors

emL/mK
= eL/K et fmL/mK

= fL/K

où les indice de ramificationeL/K et degré résiduelfL/K sont ceux définis en II.3.1.4.

Preuve :Cela se déduit facilement du théorème II.3.1.2.q.e.d

Lemme III.1.2.7. SoitM une extension finie séparable deL etC la clôture intégrale deB dans
M, qui est aussi la clôture intégrale deA dansM.

Pour tout idéal maximalr ⊂ C, notonsq := B ∩ r, et

p := A ∩ q = A ∩ r .

On a alors :
fr/p = fr/qfq/p et er/p = er/qeq/p .

Proposition III.1.2.8. Avec les notations de la proposition III.1.2.4, SiA est un anneau de
valuation discrète d’idéal maximalp,

gp∑

i=1

eqi/pfqi/p = d .

Preuve : Si A est un anneau de valuation discrète,A est principal. Par conséquent,B est un
A-module libre de rangd (cf. I.4.4.3.) Si l’on notek := A/p le corps résiduel,dimkB/Bp =
dimkB ⊗A k (cf. I.2.2.3,) qui est encore égale à

dimkA
d ⊗A k = dimkk

d = d

(cf. I.2.1.8.iv.)
De plus, tous les idéaux maximaux deB sont au-dessus de l’unique idéal maximal deA.

L’anneau de DedekindB a doncgp idéaux maximaux ce qui entraîne qu’il est principal (cf.
III.1.1.13.)

D’après la proposition III.1.2.4, il existe un unique
(
gp, qi ,1≤i≤gp

∈ Spm(B), eqi/p ,1≤i≤gp
∈ N∗

)

tel que

Bp =

gp∏

i=1

q
eqi/p

i .

Il existe alors un isomorphisme naturel deB-modules

B/Bp ∼=

gp∏

i=1

B/q
eqi/p

i
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par le théorème chinois des restes. Pour tout1 ≤ i ≤ gp, B/q
eqi/p

i acquiert dès lors une struc-
ture deB/Bp-module. Ce dernier étant unek-algèbre chaqueB/q

eqi/p

i acquiert une structure
de k-espace vectoriel si bien que l’isomorphisme ci-dessus estun isomorphisme dek-espaces
vectoriels.

Il en résulte que ,

d = dimkB/Bp =

gp∑

i=1

dimkB/q
eqi/p

i . III.1.2.8.1

Or dimkB/qi = fqi/p par définition (cf. III.1.2.5.ii.)
Il suffit finalement d’appliquer le lemme II.3.1.3 et l’égalité III.1.2.8.1 pour conclure.q.e.d

Proposition III.1.2.9. Avec les notations de la proposition III.1.2.4, pour toutp ∈ Spm(A) et
toute partie multiplicative (cf. I.3.1.1)S telle queS ∩ p = ∅,
i) S−1A (cf. I.3.1.3) est un anneau de Dedekind de corps des fractionsK, S−1B est la clôture
intégrale deS−1A dansL.

ii) Pour tout idéal maximalq ∈ Spm(B) deB au-dessus deA, S−1q est un idéal maximal de
S−1B au dessus deS−1p et

iii)
eq/p = eS−1q/S−1p

et
fq/p = fS−1q/S−1p .

Preuve :
i) Découle des résultats des paragraphes I.4 et I.5.2.

Pour tout idéal maximalp deA, écrivons

Bp =

gp∏

i=1

q
eqi/p

i

grâce à la proposition III.1.2.4. Il en résulte que

S−1(Bp) = Bp⊗A S
−1A = S−1

( gp∏

i=1

q
eqi/p

i

)
.

Il en résulte, grâce à la proposition I.3.2.5, que

S−1(Bp) =

gp∏

i=1

S−1(qi)
eqi/p . III.1.2.9.1

Par ailleurs
S−1(Bp) = S−1BS−1p
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(cf. I.3.2.4.) L’égalité III.1.2.9.1 s’écrit donc désormais

S−1BS−1p =

gp∏

i=1

p−1(qi)
eqi/S . III.1.2.9.2

Il découle du lemme I.4.3.4.iii que pour tout1 ≤ i ≤ gp,
– S−1(qi) est un idéal maximal deS−1B,
– et que

B/qi
∼= S−1B/S−1(qi) .

Comme le même résultat appliqué àA lui-même donne

k := A/p ∼= S−1A/S−1p

le deuxième point ci-dessus donne

fqi/p = fS−1(qi)/S−1p .

Le premier point quant à lui montre que la décomposition III.1.2.9.2 est celle donnée par la
proposition III.1.2.4 mais pour l’extension entière

S−1A ⊂ S−1B .

Ceci prouve que
eqi/p = eS−1(qi)/S−1p .

q.e.d

Proposition III.1.2.10. Avec les notations de la proposition III.1.2.4, SiA est un anneau de
Dedekind,

gp∑

i=1

eqi/pfqi/p = d ∀p ∈ Spm(A) .

Preuve : Ce résultat est une conséquence immédiate des proposition III.1.2.8 et III.1.2.9 en se
rappelant que pour toutp ∈ Spm(A), Ap est un anneau de valuation discrète.q.e.d

Remarque III.1.2.11. Le résultat ci-dessus est l’exacte analogue du point II.3.1.2.v qui pourrait
en être un corollaire.
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III.2 . −Complétée d’une extension d’anneaux de Dedekind

III.2.0 . −Préliminaires

Lemme III.2.0.1. On pourrait donner un énoncé un peu plus précis de la proposition I.6.1.108 :
Soient(I,≤) un ensemble ordonné et(J,≤) ⊂ (I,≤) un sous-ensemble ordonné par la relation
d’ordre induite. Soient

(
I, {Xi}i∈I , {xi,j}(i,j)∈I2,i≤j

)
et

(
J, {Yi}i∈J , {yi,j}(i,j)∈J2,i≤j

)

des systèmes projectifs à valeurs dans uneC respectivement indexés parI etJ. On note
(
X, {xi : X → Xi}i∈I

)
et

(
Y, {yj : Y → Yj}j∈J

)

leurs limites projectives respectives (on suppose qu’elles existent.)
Soit {uj : Xj → Yj}j∈J un ensemble de morphismes dansC tel que pour tout(i, j) ∈

J2, , i ≤ j, le carré

Xj
uj
−−−→ Yj

xi,j

y
y yi,j

Xi
ui−−−→ Yi

est commutatif. Alors, en vertu de la proposition I.6.1.8, il existe un unique morphisme

u : X → Y

tel que, pour toutj ∈ J,
yj ◦ u = uj ◦ xj .

Si de plus on suppose que :
a) I est filtrant (cf. I.6.1.11.)

b) Pour touti ∈ I, il existej ∈ J tel quei ≤ j (on dit queJ estcofinaldansI.)

c) Pour toutj ∈ J, uj est un isomorphisme.

Alors u est un isomorphisme.

Preuve :Pour touti ∈ J, le morphismeui : Xi → Yi possède, par l’hypothèse (c), un inverse
vi : Yi → Xi . L’identité

ui ◦ xi,j = yi,j ◦ uj

implique que
ui ◦ xi,j ◦ vj = yi,j

ce qui implique encore que
xi,j ◦ vj = vi ◦ yi,j . III.2.0.1.1

8Cet énoncé remplacerait d’ailleurs avec profit la proposition I.6.1.10.
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Remarquons ensuite que les hypothèses (a) et (b) entraînentqueJ lui-même est filtrant.
Pour touti ∈ I et tout(j1, j2) ∈ J2 aveci ≤ j1 et i ≤ j2, il existe doncj3 ∈ J tel quej1 ≤ j3

et j2 ≤ j3.
Il existe alors des morphismes

vjα : Yjα → Xjα ,α∈{1;2;3}

inverses respectivement deujα : Xjα → Yjα en vertu de l’hypothèse (c). On a alors

xi,j1 ◦ vj1 ◦ yj1 = xi,j1 ◦ vj1 ◦ yj1,j3 ◦ yj3

qui vaut encore grâce à III.2.0.1.1

xi,j1 ◦ xj1,j3 ◦ vj3 ◦ yj3 = xi,j3 ◦ vj3 ◦ yj3

= xi,j2 ◦ xj2,j3 ◦ vj3 ◦ yj3

= xi,j2 ◦ vj2 ◦ yj2,j3 ◦ yj3

= xi,j2 ◦ vj2 ◦ yj2 .

On peut donc poser, pour touti ∈ I,

wi := xi,j ◦ vj : Y → Xi ∀j ≥ i

(puisque cette définition ne dépend pas duj choisi d’après ce qui précède. Pour touti ≤ j dans
I, on a bien entenduwi = xi,j ◦ wj. (À noter que pour toutj ∈ J, wj = vj par construction.)
La collection deswi ,i∈I se factorise donc en un unique morphisme

w : Y → X | xi ◦ w = wi ∀i ∈ I .

Pour touti ∈ I, on a donc

xi ◦ w ◦ u = wi ◦ u = xi,j ◦ vj ◦ yj ◦ u

pour « n’importeu quel »j ∈ J i ≤ j. Ceci vaut encore

xi,j ◦ vj ◦ uj ◦ xj = xi,j ◦ xj = xi

ce qui prouve finalement que
w ◦ u = IdX .

D’autre part, pour toutj ∈ J,

yj ◦ u ◦ w = uj ◦ xj ◦ w = uj ◦ wj ◦ yj = uj ◦ vj ◦ yj = yj

ce qui prouve finalement que
u ◦ w = IdY .
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On a donc démontré queu etw étaient inverses l’un de l’autre.q.e.d

Corollaire III.2.0.2. SoientP une partie infinie deN, Xn ,n∈N etYn ,n∈P des systèmes projectifs
respectivement indexés parN etP

ui : Xi
∼= Yi ,i∈P

des isomorphismes compatibles aux morphismes de transition. Alors lesui se factorisent en un
isomorphismeu : X ∼= Y . Les cas notamment où

P = [k; +∞[ k ∈ N ou P = kN k ∈ N

seront utilisés dans la suite.

Lemme III.2.0.3. Les hypothèses sont celles de la proposition I.6.3.19. On suppose de plus
que :

– I = N muni de sa relation d’ordre usuelle.
– Pour touti ∈ I, la suite

0 → Pi
fi
−−−→ Qi −→

gi
−−−→ Ri → 0

est exacte.
– Pour touti ≤ j, la flèchepi,j : Pj → Pi est surjective.

Alors la suite
0 → L

f
−−−→M −→

g
−−−→ N → 0

est exacte.

Preuve :En vertu de la proposition I.6.3.1 on sait déjà que la suite

0 → L
f
−−−→M −→

g
−−−→ N

est exacte, il ne reste donc plus qu’à montrer queg est surjective.
Pour toutz ∈ N, posons

zi ,i∈I := ni(z) ∈ Ri .

– La flècheg0 étant surjective, il existey0 ∈ Q0 tel queg(y0) = z0.
– Pourk ∈ N, supposons construite une familleyi ,0≤i≤k ∈ Qi telle que :

gi(yi) = zi∀0 ≤ i ≤ k,

qi,j(yj) = yi ∀0 ≤ i ≤ j ≤ k .

– Considérons alors un relèvementw dezk+1 dansQk+1 qui existe en vertu de la surjectivité
degk+1. On a alors

gk[qk,k+1(w)] = rk,k+1(zk+1)

= zk

= gk(yk) .

Il s’ensuit queyk − qk,k+1(w) ∈ Ker gk = Im fk.

9D’ailleurs ce lemme mériterait d’être inséré comme un ajoutà la proposition I.6.3.1.
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– Il existe doncxk ∈ Pk tel queyk − qk,k+1(w) = fk(xk). Puisquepk,k+1 est surjective il
existexk+1 ∈ Pk+1 tel quepk,k+1(xk+1) = xk.

– Posons alorsyk+1 := w + fk+1(xk+1). Il s’ensuit que

gk+1(yk+1) = gk+1(w) + gk+1[fk+1(xk+1)] = zk+1

et que

qk,k+1(yk+1) = qk,k+1(w + fk+1(xk+1))

= qk,k+1(w) + fk[pk,k+1(xk+1)]

= qk,k+1(w) + fk(xk)

= qk,k+1(w) + yk − qk,k+1(w)

= yk .

– Par récurrence, il existe donc une suiteyk ,k∈N ∈ Qk telle que

gk(yk) = zk ∀k ∈ N

et
qi,j(yj) = yi ∀i ≤ j .

Cette suite définit donc un élémenty ∈M vérifiant

mk(y) = yk ∀k ∈ N .

De plus, pour toutk ∈ N,

nk[g(y)] = gk[mk(y)]

= zk

= nk(z)

ce qui signifie exactement que
g(y) = z .

q.e.d

Définition III.2.0.4. On pourrait synthétiser les hypothèses de la proposition I.6.3.1 et notam-
ment la donnée des diagrammes I.6.3.2 en disant qu’on a unsystème projectif de suites exactes.
Cette dénomination n’est pas abusive au sens où l’on peut appelermorphisme de suites exactes
un diagramme commutatif à lignes exactes comme en I.6.3.2. Ces morphismes satisfont aux
axiomes des catégories (cf. 0.3.1.1,) ce qui autorise à les appeler ainsi.

Lemme III.2.0.5. Lemme d’Artin-Rees SoitA un anneau noethérien,I ⊂ A un idéal,M un
A-module de type fini etR un sous-A-module deM. Alors il existek ∈ N tel que pour tout
n ∈ N,

R ∩ In+kM = In(R ∩ IkM) .
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Définition III.2.0.6. Étant donnés deux foncteurs covariants (cf. 0.3.2.1)

F et G : C → D,

on appelletransformation naturelleu· : F (·) → G(·) deF dansG la donnée, pour tout objet
X deC d’un morphismeuX : F (X) → G(X) dansD tel que pour tout morphisme

f : X → Y

dansC, le carré de morphismes dansD

F (X)
uX

−−−→ G(X)

F (f)

y
y G(f)

F (Y )
uY

−−−→ G(Y )

soit commutatif.

Remarque III.2.0.7. La définition ci-dessus peut paraître très formelle mais elle n’est don-
née qu’en vue de s’éviter de devoir écrire d’innombrables diagrammes commutatifs comme en
III.2.1.3.ii.

III.2.1 . −ComplétionsI-adiques

Dans la suite de ce numéro (III.2.1,)A est un anneau etI ⊂ A un idéal.

Lemme III.2.1.1. SoitM unA-module. Pour toutn ∈ N, on note

Mn := M ⊗A A/I
n = M/InM

πM
n : M → Mn la projection naturelle. Pour toutr ≤ s dansN, on noteρM

r,s : Ms → Mr le
morphisme deA-modules induit par l’inclusion naturelleIsM ⊂ IrM.
i) (

N, {Mr}r∈N, {ρ
M
, r,s
}(r,s)∈N2,r≤s

)

est un système projectif (cf. I.6.1.1.) Sa limite projective (cf. I.6.1.3)

M̂ :=
(
M̂, {πM̂

n : M̂ → Mn}n∈N

)
:= lim←−

n∈N

Mn

existe dans la catégorie desA-modules.

ii) (
M, {πM

n : M → Mn}n∈N

)

est un diagramme commutatif qui se factorise de manière unique en un morphisme deA-modules

λM : M → M̂ := lim←−
n∈N

Mn .
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iii) On note
S(M) := M/Ker λM = M/

( ⋂

n∈N

(InM)
)
.

Le morphismeλM se factorise à traversS(M) :

M
πM

−−−→ S(M)

λM ց
y θM

M̂

oùπM est surjectif etθM est injectif.
Pour toutn ∈ N, on note

πS(M)
n := πM̂

n ◦ θ
M : S(M) → Mn .

On a alors un diagramme commutatif

M

πM

y ց πM
n

S(M)
π
S(M)
n−−−→ Mn

θM

y ր πM̂
n

M̂

III.2.1.1.1

d’où il résulte que les morphismesπM̂
n etπS(M)

n sont surjectifs pour toutn ∈ N.

Preuve : Cette démonstration très formelle est laissée comme exercice d’application du para-
graphe I.6.q.e.d

Définition III.2.1.2. Étant donné un anneauA et un idéalI ⊂ A, pour toutA-moduleM, on
notera

M̂ :=
(
M̂, {πM̂

n : M̂ → Mn}n∈N

)
:= lim←−

n∈N

Mn

la limite projective construite en III.2.1.1.i. On noteraS(M) leA-module construit en
III.2.1.1.iii. On conservera dans la suite les notationsλM , πM , . . . du lemme III.2.1.1.

Lemme III.2.1.3.
i) Les procédés,

· 7→ ·n ,n∈N ,

· 7→ ·̂ et · 7→ S(·) sont des foncteurs covariants (cf. 0.3.2.1) de la catégoriedesA-modules dans
elle-même.
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ii)
λ· : Id· → ·̂
π· : Id· → S(·)
θ· : S(·) → ·̂
π·

n,n∈N : Id· → ·n
π ·̂

nn∈N : ·̂ → ·n
π
S(·)
n n∈N : S(·) → ·n

sont des transformations naturelles (cf. III.2.0.6.)
Cela signifie par exemple, pour la première ligne ci-dessus,que pour tout morphisme de

A-modulesu : M → P , que le carré

M
u
−−−→ P

λM

y
y λP

M̂
û
−−−→ P̂

est commutatif, où bien, pour la dernière ligne, que le carré

S(M)
S(u)
−−−→ S(P )

π
S(M)
n

y
y π

S(P )
n

Mn
un−−−→ Pn

est commutatif pour toutn ∈ N.

Preuve :La démonstration de ces faits est très formelle.q.e.d

Lemme III.2.1.4. Dans ce lemme (III.2.1.4,)F désigne l’un des trois foncteurs de III.2.1.3.i et
T l’une des transformation naturelles de III.2.1.3.ii.
i) Dans le cas où leA-moduleM est l’anneauA lui-même,F (A) a une structure deA-algèbre
etTA est un morphisme deA-algèbres.

ii) Pour toutA-module (resp.A-algèbre)X F (X) a une structure naturel deF (A)−module
(resp.F (A)-algèbre.)

Pour tout morphismeu : X → Y deA-modules, (resp.A-algèbres,) le morphisme

F (u) : F (X) → F (Y )

est un morphisme deF (A)-module (resp. deF (A)-algèbre.)
En résumé, le foncteurF sur la catégorie desA-modules (resp.A-algèbres) est à valeurs dans

la catégorie desF (A)-modules (resp.F (A)-algèbres.)

Preuve : Le seul point peut-être un peu délicat consiste à donner une structure d’anneaux à̂A :
Il suffit en fait de remarquer qu’une structure d’anneau surÂ est essentiellement donnée par un
certain nombre de morphismes∗ : Â× Â → Â vérifiant un certain nombre de compatibilités.
Or la structure d’anneau surA définit les morphismes correspondants

∗n : An × An → An | ∀n ∈ N .
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Il suffit ensuite d’utiliser la remarque I.6.3.3.ii pour en déduire une structure d’anneau surÂ.
q.e.d

Lemme III.2.1.5.
i) Soit M un A-module, puisqueM̂ (resp.S(M)) est unÂ-module (resp.S(A)-module,) le
morphisme deA-modules

λM : M → M̂ (resp.πM : M → S(M) )

donne par adjonction (cf. I.2.2.4,) un morphisme deÂ-module (resp.S(A)-module)

λM,∗ : M ⊗A Â → M̂ (resp.πM,∗ : M ⊗A S(A) → S(M) .)

ii)
λ·,∗ : · ⊗A Â → ·̂ et π·,∗ : · ⊗A S(A) → S(·)

sont des transformations naturelles et l’on a les relations:

π ·̂
n ◦ λ

·,∗ = Id· ⊗A π
Â
n ∀n ∈ N ; III.2.1.5.1

πS(·)
n ◦ π·,∗ = Id· ⊗A π

S(A)
n ∀n ∈ N . III.2.1.5.2

Preuve :Cette démonstration est encore fastidieuse mais sans diffficulté.q.e.d

Lemme III.2.1.6.
i) On aS(I) = I/[

⋂

n∈N

In] et

Ker πS(A)
n

∼= S(I)n ∀n ∈ N III.2.1.6.1

si bien que le morphismeπA induit des isomorphismes

An = A/In ∼= S(A)n := S(A)/[S(I)n] ∀n ∈ N . III.2.1.6.2

On en déduit finalement un isomorphisme

Â ∼= Ŝ(A) := lim←−
n∈N

S(A)/[S(I)n] . III.2.1.6.3

ii) Pour toutA-moduleM etn ∈ N,

Mn = M/InM = M ⊗A An = (M ⊗A S(A))⊗S(A) An

d’où il résulte un isomorphisme :

M̂ ∼= ̂M ⊗A S(A) = lim←−
n∈N

(M ⊗A S(A))/(S(I)n(M ⊗A S(A))) . III.2.1.6.4
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Lemme III.2.1.7.
i) Pour toutk ∈ N,

Ker πÂ
k = Îk = lim←−

n∈N

Ik/In .

Il en résulte en particulier quêIk = Ker πÂ
k est un idéal dêA pour toutk ∈ N.

ii) On a en fait
Ker πÂ

k = Îk ∀k ∈ N .

iii) On en déduit des isomorphismes naturels

An
∼= Â/În ,n∈N

qui induisent un isomorphisme naturel

Â ∼=
̂̂
A = lim←−

n∈N

Â/În .

Preuve :
i) Pour toutk ∈ N etn ∈ N n ≥ k, on a une suite exacte

0 → Ik/In −→ A/In −→
ρA

k,n
−−−→ A/Ik → 0 .

L’ensemble de ces suites exactes forme un système projectifde suites exactes, c’est-à-dire que les
morphismes sont compatibles aux applications de transition. De plus il satisfait aux hypothèses
du lemme III.2.0.3, si bien qu’on a une suite exacte deÂ-modules

0 → lim←−
n∈N

Ik/In+k −→ lim←−
n∈N

A/In+k−−−→ A/Ik → 0 .

Elle donne, grâce au lemme III.2.0.2, la suite exacte

0 → Îk −→ Â −→
πÂ

k−−−→ A/Ik → 0 .

ii) Par naturalité des différents morphismes (cf. III.2.1.3.ii,) pour toutk ∈ N, le carré

Î → Â

πÎ
k

y
y πÂ

k

I/Ik → Ak

est comutatif. On en déduit queπ
ˆ̂k
I

k = 0 c’est-à-dire que

Îk ⊂ KerπÂ
k = Îk .
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Par ailleurs, pour toutn ∈ N,

πÂ
n (Îk) = πÎ

n(Îk)

= [πÎ
n(Î)k]

= Ik/In

= πÎk

n (Îk)

= πÂ
n (Îk)

d’où il résulte que
Îk = Îk .

iii) Découle immédiatement du point précédent.

q.e.d

Proposition III.2.1.8. Propriétés algébriques deÂ
i) Pour touta ∈ Â, les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) a est inversible.

b) Pour toutn ∈ N, πÂ
n (a) est inversible danŝA/În.

c) πÂ
1 (a) est inversible danŝA/Î.

ii) Si A/I est un corps c’est-à-dire siI est un idéal maximal,̂A est local (cf. I.3.3.1,) d’idéal
maximalÎ et de corps résiduel

Â/Î = S(A)/S(I) = A/I .

Il en résulte que si l’on note

A(I) := (A \ I)−1A et S(A)(S(I)) := (S(A) \ S(I))−1S(A)

les morphismesλA et θA se factorisent de manière qu’on ait le diagramme commutatifsuivant :

A
λA

I−−−→ A(I)

ց λA ↓

πA

y Â

ր θA ↑

S(A)
θA

(S(I))
−−−→ S(A)(S(I)) .

De plus,
Â = lim←−

n∈N

A(I)/I
n = lim←−

n∈N

S(A)(S(I))/S(I)n .

Preuve :
i)
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– (a) implique (b) implique (c) résulte simplement du fait qu’un morphisme d’anneaux en-
voie inversibles sur inversibles.

– Supposons (b). Notons alorsS := {1} ∪ {an}n∈N∗ qui est une partie multiplicative (cf.
I.3.1.1.) On note alorsa−1Â := S−1Â le localisé deÂ enS (cf. I.3.1.3) et

λA
a : Â → a−1Â

le morphisme naturel. Pour toutn ∈ N,

πÂ
n (S) ⊂ (Â/În)× ;

il existe donc un unique morphismeλA
a,n : a−1Â → Â/În tel que

πÂ
n = λA

a,n ◦ λ
A
a .

Il résulte de cette identité et de l’unicité desλA
a,n que, pour tout(r, s) ∈ N2, r ≤ s,

λA
a,r = ρA

r,s ◦ λ
A
a,s .

Il en résulte que
(
a−1Â, {λA

n : a−1Â → An}n∈N

)
est un diagramme commutatif à va-

leurs dans le système projectif desAn ,n∈N ; il existe donc un unique morphisme

µ : a−1Â → Â

tel que pour toutn ∈ N, λA
a,n = πÂ

n ◦ µ (cf. I.6.1.3(LimProj3).)
En particulier, pour toutn ∈ N,

πÂ
n [µ(λA

a (a))] = λA
a,n[λA

a (a)]

= πÂ
n (a)

c’est-à-dire queµ[λA
a (a)] = a. Or λA

a (a) est inversible dansa−1Â donca = µ(a) l’est
aussi danŝA. On a ainsi démontré que (b) implique (a).

– Soita ∈ Â. Si a n’est pas inversible, il résulte du point précédent qu’il existen ∈ N tel que
πÂ

n (a) n’est pas inversible danŝA/În. La projection naturelleρn−1,n : Â/În → Â/În−1

a pour noyaûIn−1Â/În qui vérifie

(În−1Â/În)2 = 0 ∈ Â/În .

Il en résulte que, pour toutα ∈ Â/În, si ρn−1,n(α) est inversible, alorsα est inversible.
C’est en effet un résultat général : Soitρ : R → R/J un morphisme surjectif d’anneaux
tel queJ2 = 0. Pour toutα ∈ R, si ρ(α) est inversible, il existeβ ∈ R tel que1−αβ ∈ J.
D’où il résulte que

1− 2αβ + α2β2 ∈ J2

donc est nul d’où résulte finalement que

α(2β − αβ2) = 1
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c’est-à-dire queα est inversible. (On pourrait en fait voir ce résultat dans uncadre plus
général, puisqu’il s’agit en fait d’une question de convergence pour la topologieJ-adique.)
Si doncπÂ

n (a) n’est pas inversible il résulte du fait ci-dessus que pour tout l ≤ n, πÂ
l (a)

n’est pas inversible et en particulier,πÂ
1 (a) n’est pas inversible. On a donc démontré par

contraposée que (c) implique (a).

ii) En utilisant la caractérisation III.2.1.8.c des inversibles deÂ a ∈ Â est inversible si et
seulement siπÂ

1 (a) l’est c’est-à-dire si et seulement si puisqueÂ/Î = A/I, est un corps, si et
seulement siπÂ

1 (a) 6= 0 c’est-à-dire si et seulement sia /∈ Î. On en déduit quêA× = \ Î ce qui
prouve queÂ est local d’idéal maximal̂I.

Le reste des vérifications est laissé en exercice.

q.e.d

Proposition III.2.1.9.
i) Si v : Q → P est un morphisme surjectif deA-modules alors le morphisme dêA-modules
v̂ : Q̂ → P̂ est surjectif. Plus précisément, siu : R → Q est un noyau dev

Ker v̂ = lim←−
n∈N

R′
n | R

′
n = R/(R ∩ InQ) .

ii) Si L est unA-module libre de type fini le morphisme naturelλL,∗ : L⊗A Â → L̂ est un
isomorphisme.

iii) Si M est unA-module de type fini, le morphismeλM,∗ est surjectif.

Preuve :
i) En notant

u : R → Q := Ker v,

on a une suite exacte deA-modules,

0 → R
u
−−−→ Q −→

v
−−−→ P → 0 .

Pour toutn ∈ N, on a un diagramme commutatif à lignes et colonnes exactes :

R ⊗A In → Q⊗A In → P ⊗A In → 0

↓ u′

y ↓

0→ R
u
−−−→ Q

v
−−−→ P → 0

↓ πQ
n

y
y πP

n

R⊗A A/I
n un−−−→ Q⊗A A/I

n vn−−−→ P ⊗A A/I
n → 0

↓ ↓ ↓
0 0 0

La flèche
q := πP

n ◦ v = vn ◦ π
Q
n : Q → Pn = P ⊗A A/I

n
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est surjective et identifie doncPn à un quotient deQ dont le noyau est

Im u+ Im u′ ∼= R + InQ .

On a alors un morphisme naturel de suites exactes

0→ InQ → Q → Qn → 0

↓ IdQ

y
y vn

0→ R + InQ → Q
q

−−−→ Pn → 0

.

Ce diagramme permet, graçe au lemme du serpent par exemple, d’identifier le noyau devn à

R′
n := (R + InQ)/InQ ∼= R/(R ∩ InQ) .

On obtient donc, pour toutr ≤ s dansN, un diagramme commutatif à lignes exactes :

0→ R′
s → Qs

vs−−−→ Ps → 0

ρ′r,s

y ρQ
r,s

y
y ρP

r,s

0→ R′
r → Qr

vr−−−→ Pr → 0

.

Or la flècheρ′r,s est induite par l’inclusion naturelle(R∩IsQ) ⊂ (R∩IrQ) et est donc surjective.
On est donc dans les conditions du lemme III.2.0.3 ; si bien que la suite

0 → lim←−
n∈N

R′
n −→ Q̂ −→

v̂
−−−→ P̂ → 0

est exacte.

ii) En effet, soitL unA module libre de baseei ,i∈I . On a alors

L̂ = lim←−
n∈N

L⊗A A/I
n

puisqueL est une somme directe on a encore

L̂ = lim←−
n∈N

⊕

i∈I

Li ⊗A A/I
n .

Si I est fini une somme directe de modules surI est aussi un produit et commute donc à la limite
projective (cf. I.6.3.3.ii) d’où il résulte que

L̂ =
∏

i∈I

lim←−
n∈N

Li ⊗A A/I
n ∼=

∏

i∈I

Â .

iii) Si M est de type fini, il existe un morphisme surjectif deA-modulesv : L → M avecL
libre de type fini. Or on a

v̂ ◦ λL,∗ = λM,∗ ◦ (v ⊗A IdÂ)
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par naturalité. Par ailleurŝv est surjectif en vertu de III.2.1.9.i, etλL,∗ est un isomorphisme
d’après III.2.1.9.ii. Le morphisme composév̂ ◦ λL,∗ est donc surjectif ce qui entraîne queλM,∗

est surjectif.

q.e.d

Proposition III.2.1.10. SoientA un anneau noethérien etI ⊂ A un idéal.
i) Pour toute suite exacte deA-modules

0 → R
u
−−−→ Q −→

v
−−−→ P → 0

avecQ de type fini, la suite

0 → R̂
û
−−−→ Q̂ −→

v̂
−−−→ P̂ → 0

est exacte.

ii) Si M est unA-module de type fini, le morphismeλM,∗ : M ⊗A Â → M̂ est un isomor-
phisme.

iii) Si
0 → R

u
−−−→ Q −→

v
−−−→ P → 0

est une suite exacte avecQ de type fini, la suite

0 → R ⊗A Â
u⊗AId

Â−−−→ Q⊗A Â −→
v⊗AId

Â−−−→ P ⊗A Â → 0

est exacte.

Preuve :
i) PuisqueQ est de type fini, on peut appliquer le lemme III.2.0.5 àR ⊂ Q. Soit k ∈ N tel que
pour toutn ∈ N,

R ∩ Ik+nQ = In(R ∩ IkQ) .

On en déduit que pour toutn ∈ N,

Ik+nR ⊂ R ∩ Ik+nQ = In(R ∩ IkQ) ⊂ InR ⊂ R ∩ InQ .

On utilise les notations de III.2.1.9.i. Cette suite d’inclusions donne une suite de morphismes
surjectifs

Rk+n
fn
−−−→ R′

k+n −→
gn
−−−→ Rn

hn−−−→ R′
n | gn ◦ fn = ρR

n,n+k ∀n ∈ N .

Il est immédiat de vérifier que les flèches

fn, gn et hn ,n∈N

sont compatibles aux morphismes de transition. Il en résulte qu’on a une suite de morphismes

lim←−
n∈N

Rn+k
f
−−−→ lim←−

n∈N

R′
n+k −→

g
−−−→ lim←−

n∈N

Rn
h
−−−→ lim←−

n∈N

R′
n .
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Il découle du lemme III.2.0.2 queh ◦ g et g ◦ f sont des isomorphismes ce qui entraîne que
g est un isomorphismes et achève la preuve en appliquant III.2.1.9.i.

ii) Si M est de type fini, il existe une suite exacte

0 → R
u
−−−→ L −→

v
−−−→M → 0

avecL libre de type fini qui done lieu, en vertu du point précédent, àun diagramme comutatif à
lignes exactes :

0→ K
k
−−−→ L⊗A Â

v⊗AId
Â−−−→ M ⊗A Â → 0

j

y λL,∗

y
y λM,∗

0→ R̂
û
−−−→ L̂

v̂
−−−→M̂ → 0

.

PuisqueλL,∗ est un isomorphisme (cf. III.2.1.9.ii,)λM,∗ est surjectif (ce qu’on a dailleurs déjà
montré en III.2.1.9.iii, sans hypothèses surA.) De plus la flèchej est injective.

Par ailleurs, on a un morphisme naturel

f : R⊗A Â → K | k ◦ f = u⊗A IdÂ .

On a alors :

û ◦ j ◦ f = λL,∗ ◦ k ◦ f

= λL,∗ ◦ (u⊗A IdÂ)

= û ◦ λR,∗.

Puisquêu est injectif, on en déduit que

j ◦ f = λR,∗ .

Or A est noethérien,L de type fini, doncR est de type fini et il résulte du point III.2.1.9.iii
queλR,∗ est surjectif. Ceci entraîne quej est surjectif, ce qui entraîne finalement queλM,∗ est
injectif donc un isomorphisme.

iii) PuisqueA est noethérien etQ de type fini,R est aussi de type fini. Il résulte alors du point
III.2.1.10.ii que la flèche naturelleλR,∗ : R⊗A Â → R̂ est un isomorphisme et la conclusion
découle alors du point III.2.1.10.i.

q.e.d

Définition III.2.1.11. SoitR un anneau etJ ⊂ R un idéal deR. La topologieJ-adique surR
est la topologie la moins fine telle que, pour touta ∈ R et toutn ∈ N, a + Jn est un ouvert (cf.
0.2.1.) Cela signifie encore qu’une partieU ⊂ R est ouverte si et seulement si, pour touta ∈ U,
il existen ∈ N tel que

a + cJn ⊂ U .

La somme et le passage à l’opposé dansR étant des applications continues pour la topologie
J-adique, on dira que(R,+) est ungroupe topologiquepour la topologieJ-adique.
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Comme de plus, le produit et le passage à l’inverse (quand il est défini,) sont également
des applications continues, on dira que(R,+, ∗) est unanneau topologiquepour la topologie
J-adique.

Proposition III.2.1.12. Propriétés topologiques deÂ SoitA un anneau etI ⊂ A un idéal. On
peut munir les anneauxA,S(A) et Â des topologiesI-adique,S(I)-adique et̂I-adique respec-
tivement.

On peut aussi munirAn pour toutn ∈ N de la topologie discrète c’est-à-dire la topologie
P(An) pour laquelle toute partie est ouverte (et fermée par voie deconséquence.) L’anneaûA
se trouve alors muni de la topologie de la limite projective (cf. I.6.2.3) puisque l’ensemble sous-
jacent à la limite projective des anneaux et à la limite projective des espaces topologiques est le
même à savoir la limite projective au sens des ensembles.
i) L’anneauA muni de la topologieI-adique, est un espace topologique séparé si et seulement
si λA est injectif, si et seulement siA ∼= S(A), si et seulement si

⋂

n∈N

In = {0} .

ii) La topologieÎ-adique et la topologie de la limite projective coïncident sur Â.

iii) Les morphismes d’anneauxλA, θA etπA ainsi que les morphismes

πA
n , π

Â
n , π

S(A)
n ,n∈N

sont des applications continues.

iv) L’image deλA ou encore celle deθA est dense danŝA.

v) L’anneauÂ est séparé et complet pour la topologieÎ-adique.

Preuve :
i) Il suffit de remarquer que, sur un anneau topologique, pourque la topologie soit séparée il faut
et il suffit que l’intersection de tous les voisinages de0 soient{0}.

ii) Pour touta ∈ Â et toutn ∈ N, {πÂ
n (a)} ⊂ An est un ouvert puisqu’en particulier, la topologie

discrète est caractérisée par le fait que tous les singletons sont ouverts. Il en résulte que

πÂ
n

−1
({πÂ

n (a)}) = a+ În

(cf. III.2.1.7.ii,) est ouvert danŝA pour la topologie de la limite projective ; plus précisémentles
ouverts de la formea + În, a ∈ Â, n ∈ N engendrent la topologie de la limite projective qui
coïncide donc avec la topologiêI-adique.

iii) On a

λA,−1(În) = λA,−1[Ker πÂ
n ]

= KerπÂ
n ◦ λ

A

= KerπA
n

= In
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ce qui assure la continuité deλA. Les autres vérifications sont du même ordre et laissées en
exercice.

iv) Pour toutn ∈ N, λA,−1(În) = In d’où il résulte que

λA(In) ⊂ În

ce qui prouve que
În ∩ ImλA 6= ∅ .

Tout voisinage de0 dansÂ rencontre donc l’image deλA ce qui suffit, pour un anneau topolo-
gique, à assurer queImλA est dense danŝA. Comme

ImλA = Im θA,

le résultat vaut aussi pourθA.

v)
– Pour touta ∈ Â, si

a ∈
⋂

NnÎn,

pour toutn ∈ N, πÂ
n (a) = 0. Ceci implique, puisque

Â = lim←−
n∈N

Â/În

(cf. III.2.1.7.iii,) quea = 0. Il en résulte que

⋂

n∈N

În = {0},

ce qui a en particulier pour conséquence que l’intersectionde tous les voisinages de0 est
{0} c’est-à-dire quêA est séparé.

– Étant donnée une suite de Cauchy(un)n∈N à valeurs danŝA. Pour toutk ∈ N il existe
doncn(k) ∈ N, tel que pour tousr ≥ n(k) ur − un(k) ∈ Îk. Il en résulte que pour tout

l < k, πÂ
l (ur) = πÂ

l (un(k). Posons donc, pour toutl < k, αl := πÂ
l (un(k)) ∈ Â/Î

l. On
voit qu’on peut ainsi construireαl ∀l ∈ N. On constate ensuite que lesαl définissent un
élément deÂ qui est la limite de la suite(un)n∈N. On a donc montré quêA est complet.

q.e.d

Définition III.2.1.13. Séparé complétéOn appelle l’anneaûA le séparé complétédeA pour la
topologieI-adique.

Corollaire III.2.1.14. Si A est un anneau etI est un idéal deA et si de plus la topologie
I-adique surA est métrique,i.e.donnée par une distanceδ, le séparé complété au sens de la
définition ci-dessus coïncide avec le complété pour les espaces métriques au sens de la définition
0.2.2.8.
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Théorème III.2.1.15. Soit (K, v) un corps muni d’une valuation discrète normalisée,OK l’an-
neau de la valuation,mK son idéal maximal etπ une uniformisante.

On fixe un nombre réel0 < γ < 1 et, pour toutx ∈ K, on note

|x| := γv(x),

|·| est alors une valeur absolue ultramétrique. On note encoreK̂ le complété de l’espace métrique
(K, | · |) au sens de la définition 0.2.2.8 et̂OK l’adhérence deOK dansK̂.
i) Il existe un une unique valeurs absoluê| · | surK̂ prolongeant| · |. La valeur absoluê| · | est
ultramétrique et il existe une unique valuationv̂ surK̂ telle que

|̂x| = γ v̂(x) ∀x ∈ K̂

et prolongeantv. La valuationv̂ est alors une valuation discrète surK̂.

ii) La topologiemK-adique surOK coïncide avec sa topologie de sous-espace métrique de
(K, | · |).

iii) L’anneauÔK a les propriétés suivantes :
a)

ÔK = lim←−
n∈N

OK/m
n
K = lim←−

n∈N

OK/(π
nOK)

ce qui justifie la notation.

b) L’anneaûOK est la boule unité fermée danŝK.

c) L’anneauOK est l’anneau de la valuation̂v c’est donc un anneau de valuation discrète.
L’uniformisanteπ deOK est encore une uniformisante dêOK .

d) L’idéal maximalπÔK s’identifie àm̂K et l’on a

OK/mK
∼= ÔK/m̂K

∼= ÔK/πÔK
∼= ÔK/mK̂ .

e) Le corps des fractions dêOK s’identifie à

K̂ ∼= ÔK [
1

π
] .

f) On a des isomorphismes canoniques

K̂ ∼= ÔK [
1

π
] ∼= OK [

1

π
]⊗OK

ÔK
∼= K ⊗OK

ÔK .

Preuve :
i) On laisse le soin au lecteur de montrer quê| · | existe, est unique et est ultramétrique. L’exis-

tence d’un uniquêv vérifiant |̂ · | = γ v̂(·) découle alors de la proposition II.1.2.10.i.
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Enfin, pour toutx ∈ K̂, x non nul,v̂(x) = logγ(|̂x|). Il en résulte qu’au voisinage d’un point
différent de0, v̂(x) est continue. Il existe une suitesuitexnN d’éléments deK dont la limite est
x. Il s’ensuit que

lim
n→+∞

v̂(xn) = v̂(x) .

Or v̂(xn) = v(xn) ∈ Z ce qui entraîne quêv(x) ∈ Z.

ii) L’ensemble
V := {πnOk}n∈N

est une base de voisinages de0 pour la topologiemK-adique. On a encore

V =
{
{x ∈ K | v(x) ≥ n}

}
n∈N

c’est-à-dire encore
V =

{
{x ∈ K | |x| ≤ γn}

}
n∈N

qui est une base de voisinages de0 dans l’espace métrique(K, | · |).

iii)
a) PuisquêOK est fermé danŝK qui est complet, il est complet etOK est dense danŝOK par
définition. C’est donc le complété deOK au sens de la définition 0.2.2.8 qui coïncide avec le
séparé complété au sens de la définition III.2.1.13 en vertu du corollaire III.2.1.14 puisque la
topologiemK-adique surOK est métrique grâce à III.2.1.15.ii.

b)

c) On sait d’ores et déjà que

OK = {x ∈ K | v(x) ≥ 0} = {x ∈ K | |x| ≤ 1} .

En particulierOK est inclus dans la boule unité fermée deK̂. Cette dernière étant fermée, elle
contient encore l’adhérence deOK c’est-à-dire que

ÔK ⊂ B := {x ∈ K̂ | |̂x| ≤ 1} .

Soit x ∈ B, x 6= 0. Il existe une suitesuitexnN à valeurs dansK qui converge versx. Or
v̂ est continue au voisinage dex. Commev̂ est à valeurs dansZ il en découle que pourn assez
grand,v̂(xn) ≥ 0, c’est-à-dire que pourn assez grand,xn ∈ OK ce qui prouve que

B ⊂ OK = ÔK

et finalement que
ÔK = {x ∈ K̂ | |̂x| ≤ 1} .

d) Il découle immédiatement du point précédent quêOK est l’anneau de la valuation̂v qui est
discrète c’est donc un anneau de valuation discrète. De plus,

v̂(π) = v(π) = 1
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ce qui prouve queπ est une uniformisante dêOK .

e) Est une conséquence de III.2.1.8.ii.

f) Est une conséquence de II.1.2.7.

q.e.d

Corollaire III.2.1.16. Soit p un nombre premier. On munit le corpsQ des nombres rationnels
de la valuationp-adique normaliséevp (cf. II.1.4.2.) L’anneau de la valuationvp est alorsZ(p)

(cf. II.1.4.3.) On noteraQp le complété deQ pour la valeur absoluep-adique. L’anneau de la
valuation deQp est alors

Zp := lim←−
n∈N

Z(p)/(p
nZ(p)) ∼= lim←−

n∈N

Z/pnZ .

Définition III.2.1.17. Un nombre premierp étant fixé, l’anneau

Zp := lim←−
n∈N

Z/pnZ

est appeléanneau des entiersp-adiques

Corollaire III.2.1.18. Pour tout nombre premierp, l’anneauZp est un anneau de valuation
discrète complet d’uniformisantep si bien qu’on a :

Z/pnZ ∼= Zp/(p
nZp) .

C’est le complétép-adique deZ ou deZ(p) qui se réalisent chacun comme un sous-anneau
dense deZp.

Le corps des fractions deZp est

Qp
∼= Zp[

1

p
] .

Preuve :Ces résultats se déduisent facilement de ceux établis dans le reste du paragraphe III.2.1.
q.e.d

Exemple III.2.1.19.
i) Si K est un corps, on peut voir l’anneau des séries formelles comme

K[[X]] = lim←−
n∈N

K[X]/Xn .

ii) Pour tout entier natureld on notera

Zd := lim←−
n∈N

Z/dnZ .
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Notons alorsd =

r∏

i=1

pαi
i où lespi sont des nombres premiers deux à deux distincts et lesαi des

entiers≥ 1. On a alors, grâce au théorème chinois des restes

Zd = lim←−
n∈N

( r∏

i=1

Z/pnαi
i Z

)

qui est encore égal, en vertu de la remarque I.6.3.3.ii, à

r∏

i=1

(
lim←−
n∈N

Z/pnαi
i Z

)
.

On peut donc se ramener à l’étude de

lim←−
n∈N

Z/pnαZ

oùp est un nombre premier etα ≥ 1 un entier. Or en vertu du corollaire III.2.0.2,

lim←−
n∈N

Z/pnαZ ∼= lim←−
n∈N

Z/pnZ = Zp .

III.2.2 . −Invariants du complété d’une extension d’anneaux de Dedekind

Lemme III.2.2.0. Les hypothèses et notations sont celles du théorème II.3.1.2 .
L’anneauOL a les propriétés suivantes :

a) C’est l’anneau de valuationvL ou de la valuationw ce qui revient au même et c’est donc la
boule unité fermée de l’espace métriqueL.

b) C’est un anneau de valuation discrète complet en particulier

OL
∼= ÔL

∼= lim←−
n∈N

OL/m
n
L .

Preuve :
a) PuisqueOL est un anneau de valuation discrète (cf. II.3.1.2.iii,) dont L est le corps des
fractions,OL est l’anneau de la valuation (cf. II.1.3.3.ii.) Il est clairqu’alors,OL est la boule
unité fermée deL.

b) PuisqueL est complet (cf. II.3.1.2.ii,) et queOL est la boule unité fermée dansL, il découle
de III.2.1.15.b queOL est le séparé complété deOL i.e.est séparé et complet.

q.e.d

Dans la suite de cette section (III.2.2,)A est un anneau de Dedekind (cf. I.5.2.2,)K son
corps des fractions,

K ⊂ L = K[X]/P

101



Arithmétique 08-09 III.2.2

(où P ∈ K[X] est un polynôme unitaire irréductible,) une extension séparable de degréd
deK etB la clôture intégrale deA dansL.

Proposition III.2.2.1. Pour tout idéal maximalp ∈ Spm(A), et tout idéal maximalq ∈ Spm(B)
au-dessus dep :
i) on a un carré commutatif deA-algèbres

A →֒ B

↓ ↓

Ap →֒ Bq

à flèches injectives ;

ii) le morphismeAp → Bq estlocal c’est-à-dire que

Bqq ∩ Ap = App ;

iii) on a les relations
Bqp = (Bqq)eq/p III.2.2.1.1

(oùeq/p est l’indice de ramification deq par rapport àp dans l’extensionA ⊂ B (cf. III.1.2.5.i))
et [

(Bq/Bqq) : (Ap/App)
]

= fq/p III.2.2.1.2

(oùfq/p est le degré résiduel deq par rraport àp (cf. III.1.2.5.ii ;))

iv) Si on note
Âp := lim←−

n∈N

Ap/p
nAp (resp.B̂q = lim←−

n∈N

Bq/q
nBq )

le séparé complété deAp (resp.Bq) pour la topologiep-adique (resp.q-adique) (cf. III.2.1.13,)
le morphisme injectif

Ap →֒ Bq

se prolonge de manière à ce qu’on ait un diagramme commutatifà flèches injectives :

A →֒ Ap →֒ Âp

↓ ↓ ↓

B →֒ Bq →֒ B̂q ;

III.2.2.1.3

de plus, on a encore

B̂qp = (B̂qq)eq/p et
[
(B̂q/B̂qq) : (Âp/Âpp)

]
= fq/p . III.2.2.1.4

Preuve :
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i) Pour toutx ∈ A \ p, x ∈ B \ q (puisqueq ∩A = p,) son image dansBq est donc inversible,
si bien que le morphisme naturel

A −→ B−−−→ Bq

se factorise à traversAp.
Les anneauxA etB étant intègres, les morphismes naturels

A → Ap et B → Bq

sont injectifs. Il est facile de vérifier queAp → Bq est injectif, et on le laisse en exercice.

ii) Vérification laissée en exercice.

iii) Notons
Bp := B ⊗A Ap = (A \ p)−1B .

D’après la proposition III.1.2.4,

Bp =

gp∏

i=1

q
eqi/p

i

où lesqi ,1≤i≤gp
sont les idéaux maximaux deB au-dessus dep. On peut donc supposer que

q = q1.
DansBp, on a encore

Bpp = (Bpq)eq/p

gp∏

i=2

(Bpqi)
eqi/p

en vertu de III.1.2.9.iii. Appliquant ensuite la proposition I.3.2.5 à l’anneauBp et à la partie
multiplicativeS := Bp \Bpq on obtient

Bqp = S−1Bpp

= (S−1Bpq)eq/p

gp∏

i=2

S−1(Bpqi)
eqi/p

= S−1Bpq
eq/p

= (Bqq)eq/p

puisque pour tout2 ≤ i ≤ gp, idqi ∩ (B \ q) 6= ∅.
Par ailleurs,

A/p ∼= Ap/App et B/q ∼= Bq/Bqq

ce qui établit l’égalité III.2.2.1.2.

iv) D’après le point III.2.2.1.ii,Bqq ∩ Ap = App. Il s’ensuit que, pour toutn ∈ N,

(App)n ⊂ (Bqq)n ∩Ap

d’où l’on déduit un morphisme

fn : Ap/App
n → Bq/Bqq

n .
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Les fn ,n∈N forment évidemment un morphisme de systèmes projectifs, sibien que lesfn se
factorisent en un morphisme

f̂ : Âp → B̂p .

De plus, il résulte du point III.2.2.1.1, qu’il existe une uniformisanteu deBq telle quet := ueq/p

est une uniformisante deAp. Pour toutn ∈ N on a encore

t ≡ ueq/p [qn]

si bien que l’identitét = ueq/p reste vraie danŝBp. Commet (resp.u) reste une uniformisante
de Âp (resp.B̂p) (cf. III.2.1.15.d,) ceci prouve la première égalité de III.2.2.1.4. Ceci prouve
également l’injectivité du morphismêf ce qui achève de prouver III.2.2.1.3. Enfin l’égalité sur
les degrés résiduels de III.2.2.1.4 vient simplement du fait qu’on a

A/p = Ap/pAp = Âp/pÂp et B/q = Bq/qBq = B̂q/qB̂q

obtenus en combinant III.2.1.15.d.

q.e.d

Lemme III.2.2.2. Pourp ∈ Spm(A) un idéal maximal deA, on note toujourŝAp le séparé
complété deA (ou deAp (cf. III.2.1.8.ii,)) pour la topologiep-adique,

Bp := B ⊗A Ap , B̂p := B ⊗A Âp,

qi ,1≤i≤gp
∈ Spm(B)

les idéaux maximaux deB au-dessus dep (cf. III.1.2.4) et pour tout1 ≤ i ≤ gp,

B̂qi
= lim←−

n∈N

/qn
i

le séparé complété deB pour la topologieqi-adique (cf. III.2.1.13.)
On a alors des isomorphismes naturels deÂp-algèbres :

B̂p
∼= lim←−

n∈N

B/Bpn ∼= lim←−
n∈N

Bp/Bpp
n ∼=

gp∏

i=1

B̂qi
.

Preuve :
i) PuisqueA est noethérien (cf. I.5.2.2) etB est unA-module de type fini (cf. I.4.4.2,) en vertu
du point III.2.1.10.ii, le morphisme naturel

λB,∗ : B ⊗A Âp → lim←−
n∈N

B/pnB

est un isomorphisme ; ce qui donne le premier isomorphisme.
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ii) En suite on a
B ⊗A Âp = (B ⊗A Ap)⊗Ap

Âp = Bp⊗Ap
Âp

(cf. I.2.2.5.) OrBp est encore unAp-module de type fini (c’est la fermeture intégrale deAp dans
L (cf. I.4.2.3,)) surAp qui est encore noethérien si bien que le raisonement ci-dessus s’applique
encore mutatis mutandis et qu’on en déduit le deuxième isomorphisme.

iii) Enfin, on a en vertu de la proposition III.1.2.4,

Bp =

gp∏

i=1

q
eqi/p

i .

Il en résulte, grâce au théorème chinois des restes, que, pour toutn ∈ N,

B/pnB ∼=

gp∏

i=1

B/q
neqi/p

i .

Il en résulte, graçe à I.6.3.3.ii, que

B̂p = lim←−
n∈N

B/pnB =

gp∏

i=1

(
lim←−
n∈N

B/q
neqi/p

i

)
.

Le deuxième membre de l’égalité est encore égal, graçe au corollaire III.2.0.2, à

gp∏

i=1

(
lim←−
n∈N

B/qn
i

)

ce qui achève la preuve.

q.e.d

Proposition III.2.2.3. Pour toutp ∈ Spm(A), on noteKp le complété deK pour la valuation
p-adique, c’est-à-dire pour l’unique valuation discrète normaliséevp surK dontAp est l’anneau
de la valuation (cf. II.3.1.1.i,)̂Ap le séparé complété deA pour la topologiep-adique etLp :=
L⊗K Kp.

On note encore
qi ,1≤i≤gp

∈ Spm(B)

les idéaux maximaux deB au-dessus dep, B̂qi
(resp.L̂qi

) le séparé complété deB (resp.L) pour
la topologieqi-adique.
i) On a des isomorphismes canoniques deKp-algèbres :

Lp
∼= L⊗A Âp

∼= L⊗B B̂p . III.2.2.3.1
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ii) On déduit alors des isomorphisme du lemme III.2.2.2 un diagramme commutatif dêAp-
algèbres :

Âp →֒ B̂p
∼=

∏gp

i=1 B̂qi

↓ ↓ ↓

Kp →֒ Lp
∼=

∏gp

i=1 L̂qi

III.2.2.3.2

où les flèches verticales sont injectives, et la flèche verticale de droite est donée par le produit
des inclusions naturelles (cf. III.2.1.15.)

iii) Pour tout1 ≤ i ≤ gp, on a encore un carré commutatif dêAp-algèbres à flèches injectives :

Âp →֒ B̂qi

↓ ↓

Kp →֒ L̂qi

III.2.2.3.3

et B̂qi
s’identifie canoniquement à l’anneau des entiers deL̂qi

.

Preuve :
i)
a) On dégage d’abord le sorite suivant qui nous sera utile tout au long de cette preuve : SiR est
un anneau,S une partie multiplicative deR, M unS−1R-module etR′ uneS−1R-algèbre, on a
un isomorphisme canonique

M ⊗R R
′ ∼= M ⊗S−1R R

′ . III.2.2.3.4

On a d’abord
M ⊗S−1R R

′ = (M ⊗R S
−1R)⊗S−1R R

′

en vertu de I.3.1.7, le deuxième membre étant égal à

M ⊗R R
′

graçe à I.2.2.5.

b)Lp
∼= L⊗A Âp On a alors

Lp = L⊗K Kp = L⊗Ap
Kp

grâce à III.2.2.3.4 ; puis
Lp = L⊗Ap

(K ⊗Ap
Âp)

grâce à III.2.1.15.f ; puis
Lp = (L⊗Ap

K)⊗Ap
Âp

grâce à I.2.1.8.ii ; puis
Lp = L⊗Ap

Âp

grâce à I.3.1.7 ; puis
Lp = L⊗A Âp
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grâce à III.2.2.3.4. Ceci donne le premier isomorphisme de III.2.2.3.1.

c)Lp
∼= L⊗B B̂p D’après I.2.2.5, on a

Âp⊗A L = (Âp⊗A B)⊗B L = B̂p⊗B L

ce qui définit le deuxième isomorphisme dans III.2.2.3.1.

ii)
a) Âp ⊂ Kp L’inclusion Âp ⊂ Kp résulte du fait queKp est le corps des fractions dêAp (cf.
III.2.1.15.e.)

b) Âp ⊂ B̂p PuisqueA est noethérien etB est unA-module de type fini, l’inclusion naturelle
A →֒ B donne, par extension des scalaires, envertu du point III.2.1.10.i, un morphisme injectif

Âp = A⊗A Âp →֒ B̂p = B ⊗A Âp .

c) Kp ⊂ Lp PuisqueKp est unK-espace vectoriel il est plat surK si bien que l’inclusion
naturelleK ⊂ L donne par extension des scalaires un morphisme injectif

Kp = K ⊗K Kp →֒ Lp = L⊗K Kp .

d) Le carré de gaucheLes isomorphismes III.2.2.3.1 donnent un diagramme commutatif

A →֒ B →֒ L
↓ ↓ ↓

Âp →֒ B̂p → Lp = L⊗A Âp = L⊗B B̂p .

La seule chose qui reste donc à montrer est que le morphismeB̂p → Lp est injectif.
D’après le sorite III.2.2.3.4,

Lp = L⊗K Kp = L⊗A Kp .

Or K est plat surA (cf. I.3.1.11,) tandis queKp étant unK-espace vectoriel, il est plat surK
donc plat surA. L’inclusionB ⊂ L donne donc par tensorisation un morphisme injectif

B ⊗A Kp →֒ L⊗A Kp = L⊗K Kp = Lp . III.2.2.4

D’après la proposition I.2.2.5,

B̂p = (B ⊗A Ap)⊗Ap
Âp .

OrB⊗AAp = Bp est la fermeture intégrale deAp dansL (cf. I.4.2.3.) CommeAp est un anneau
de valuation discrète (cf. I.5.2.1,) donc en particulier principal,Bp est unAp-module libre de rang
d (cf. I.4.4.3.) Il en résulte que

B̂p = Ap
d ⊗Ap

Âp = Âp

d
. III.2.2.5
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De même, on a

B ⊗A Kp = (B ⊗A Ap)⊗Ap
Kp = Bp⊗Ap

Kp = Ap
d ⊗Ap

Kp .

LeAp-module libreAp
d est en particulier plat d’où il résulte que l’inclusion naturelleÂp →֒ Kp

donne un morphisme injectif
Bp⊗Ap

Âp →֒ Bp⊗Ap
Kp

ce qui grâce à l’inclusion III.2.2.4 donne finalement le morphisme injectif dêAp-modules :

B̂p →֒ Lp .

a) B̂p
∼=

gp∏

i=1

B̂qi
Cet isomorphisme à été défini dans le lemme III.2.2.2.

b) Le carré de droite On a, d’après III.2.2.3.1

Lp = L⊗B B̂p

c’est-à-dire, grâce au lemme III.2.2.2,

Lp = L⊗B

gp∏

i=1

B̂qi

c’est-à-dire, grâce au fait qu’un produit fini dêAp-algèbres est aussi une somme et à la proposi-
tion I.2.1.8.iv,

Lp =

gp∏

i=1

(L⊗B B̂qi
)

c’est-à-dire finalement grâce à III.2.1.15.f, donne

Lp =

gp∏

i=1

L̂qi

et achève la preuve.

q.e.d

Lemme III.2.2.6. On noteLp := L⊗K Kp.
i) Il existe un unique entierg′p tel que l’anneauLp := L⊗K Kp est isomorphe à

g′p∏

i=1

Kp[X]/Pi
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où les
Pi ,1≤i≤g′p ∈ Kp[X]

sont les facteurs irréductibles deP dansKp[X]. Pour tout1 ≤ i ≤ g′p, l’extensionKp ⊂
Kp[X]/Pi est donc finie séparable.

ii) Pour tout1 ≤ i ≤ g′p, la valeur absolue| · |p surKp s’étend de manière unique en une valeur
absolue ultramétrique| · |i surKp[X]/Pi.

iii) Posons

||(x1, . . . , xg′p)|| := max
1≤i≤g′p

(|xi|i) ∀(x1, . . . , xg′p ∈ Lp =

g′p∏

i=1

Kp[X]/Pi .

Alors || · || est une norme sur leKp-espace vectorielLp relativement à la valeur absolue| · |p sur
Kp. Toute norme surLp relativement à| · |p, lui est équivalente.

iv) L’application naturelle
htlL : L → Lp , x 7→ x⊗ 1

est injective et permet de restreindre la norme|| · || en une norme surL encore notée|| · || qui
restreinte àK est la valeur absolue| . . . |p.

De plusL est dense dansLp, doncLp est en fait le séparé complété deL pour la norme|| · ||.

v) La boule unité dansLp

Bp := {x ∈ Lp | ||x|| ≤ 1}

s’identifie au produit
g′p∏

i=1

OKp [X]/Pi

oùOKp [X]/Pi
est l’anneau des entiers deKp[X]/Pi c’est-à-dire le la fermeture intégrale de l’an-

neau de la valuation du corps valué(Kp, vp).

Preuve :
i) PuisqueL/K est une extension séparable, il existe un polynôme irréductible unitaireP ∈
K[X] tel queL s’identifie àK[X]/P. Il se peut très bien cependant queP ne soit pas irréduc-
tible dansKp. Notons doncPi ,1≤i≤g′p sesg′p facteurs irréductibles dansKp[X]. PuisqueP est
séparable, lesPi le sont et deux à deux premiers entre eux.

On a alorsL⊗K Kp = K[X]/P ⊗K Kp qui vaut encore, grâce à la proposition I.2.2.5

K[X]/P ⊗K[X] (K[X]⊗K Kp)

qui est encore égal à
K[X]/P ⊗K[X] Kp[X]

(cf. I.2.2.3.ii,) encore égal àKp[X]/P finalement égal à

g′p∏

i=1

Kp[X]/Pi

109



Arithmétique 08-09 III.2.2

grâce au théorème chinois des restes.

ii) C’est une conséquence des théorème III.2.1.15.i, II.3.1.2 et de la proposition II.1.2.10.i.

iii) La vérification que|| · || est une norme est facile. Par ailleurs,Lp étant unKp-espace vec-
toriel de dimension finie, et(Kp, | · |p) étant complet toutes les normes relatives à| · |p sont
équivalentes.

iv) L’inclusion naturelleK ⊂ Kp donne un morphisme injectif

L = K ⊗K L →֒ Lp = Kp⊗K L

puisqueL est plat en tant queK-espace vectoriel. Le fait que la norme|| · || se restreigne en une
norme surL relativement à| · |p est presque immédiat.

Le corpsL est unK-espace vectoriel de dimensiond dont on peut noter(ǫ1, . . . , ǫd) une
K-base. Alors

(ǫ1 ⊗ 1Kp
, . . . ǫD ⊗ 1Kp

)

est uneKp-base deLp. On peut donc écrire de manière unique tout élément deLp

ξ =

d∑

i=1

ξi(ǫi ⊗ 1) ξi ,1≤∈≤d ∈ Kp .

PuisqueK est dense dansKp, il existe une famille de suites(ξi,n)1≤i≤d n∈N telle que

lim
n→+∞

ξi,n = ξi ∀1 ≤ i ≤ d .

Il n’est pas difficile en suite de vérifier que

lim
n→+∞

( d∑

i=1

ξii, nǫi
)

= ξ .

v) Soit
x := (x1, . . . , xg′p) ∈ Lp .

||x|| ≤ 1
⇔ max1≤i≤g′p |xi|i ≤ 1

⇔ |xi|i ≤ 1 ∀1 ≤ i ≤ g′p

c’est à dire quexi est dans l’anneau de la valuation deKp[X]/Pi pour tout1 ≤ i ≤ d. Le lemme
III.2.2.0 a pour conséquence que cet anneau estOKp [X]/Pi

.

q.e.d

Théorème III.2.2.7. SoitA un anneau de Dedekind,K son corps des fractions,L := K[X]/P
une extension finie séparable de degréd etB la fermeture intégrale deA dansL.

Pour tout idéal maximalp ∈ Spm(A) on noteÂp (resp.Kp) le complété deA (resp.K) pour
la topologiep-adique,

Lp := L⊗K Kp et B̂p := B ⊗A Âp .
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On note encore
qi ,1≤i≤gp

∈ Spm(B)

les idéaux maximaux deB au-dessus dep,

eqi/p ∈ N∗ (resp.fqi/p

leur indice de ramification (resp. degré résiduel.)
On note encore, pour tout1 ≤ i ≤ gp, B̂qi

(resp.L̂qi
) le complété deB (resp.L) pour la

topologieqi-adique.
On note enfin

Pi ,1≤i≤g′p ∈ Kp[X]

les facteurs irréductibles du polynômeP dansKp[X].
i) On a une bijection naturelle

{qi}1≤i≤gp
∼= {Pi}1≤i≤g′p III.2.2.7.1

si bien quegp = g′p et que quitte à renuméroter on a des isomorphismes naturels deKp-algèbres :

L̂qi
∼= Kp[X]/Pi ∀1 ≤ i ≤ gp . III.2.2.7.2

On en déduit finalement des isomorphismes deKp-algèbres :

Lp
∼=

gp∏

i=1

L̂qi
∼=

gp∏

i=1

Kp[X]/Pi . III.2.2.7.3

ii) Pour tout1 ≤ i ≤ gp, L̂qi
est une extension finie séparable deKp dont l’anneau des entiers

estB̂qi
. De plus,

B̂p =

gp∏

i=1

B̂qi

s’identifie à l’ »anneau des entiers deLp » c’est-à-dire les éléments deLp annulés par un poly-
nôme unitaire à coefficients danŝAp.

iii) Pour tout 1 ≤ i ≤ gp, notonsmi l’idéal maximal de l’anneau des entiersOKp [X]/Pi
de

Kp[X]/Pi. Alors la correspondance III.2.2.7.1 est donnée par

Pi 7→ KerB → OKp [X]/Pi
/mi . III.2.2.7.4

iv) Pour tout1 ≤ i ≤ gp, notons
edLqi/Kp

et fdLqi/Kp
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l’indice de ramification et le degré résiduel de l’extensionde corps locaux

Kp ⊂ L̂qi

au sens de la définition II.3.1.4, alors

edLqi/Kp
= eqi/p et fdLqi/Kp

= fqi/p . III.2.2.7.5

Preuve :
i) Remarquons d’abord que siE est un corps et

F :=

g∏

i=1

Fi

est uneF algèbre telle que pour tout1 ≤ i ≤ g, E ⊂ Fi est une extension deE, les idéaux
maximaux deF sont de la forme

mi =
∏

1≤j≤g, j 6=i

Fj .

Ils sont donc au nombre deg. De plus, pour tout1 ≤ i ≤ g, F/mi s’identifie canoniquement à
Fi.

Ainsi en utilisant la description de

Lp =

g′p∏

i=1

Kp[X]/Pi

donnée en III.2.2.6.i, et celle

Lp =

gp∏

i=1

L̂qi

donnée en III.2.2.3.2, on peut égalergp et g′p.
En utilisant la description des idéaux maximaux deLp donnée ci-dessus, on peut, quitte à

renuméroter lesqi (resp. lesPi,) écrire

mi =
∏

1≤j≤gp , j 6=i

Kp[X]/Pj =
∏

1≤j≤gp , j 6=i

L̂qj
.

Ainsi, lesmi sont à la fois en bijection avec lesqi et lesPi ce qui définit la bijection III.2.2.7.1.
De plus, pour tout1 ≤ i ≤ gp, Lp/mi s’identifie canoniquement à la fois à̂Lqi

etKp[X]/Pi

ce qui montre III.2.2.7.2.

ii) Comme, pour tout1 ≤ i ≤ gp, l’extensionKp ⊂ Kp[X]/Pi est finie séparable (cf. III.2.2.6.i,)
les isomorphismes III.2.2.7.2 montrent que l’extensionKp ⊂ L̂qi

est finie séparable.
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La valuationqi-adiquevqi
est la valuation discrète sur̂Lqi

qui prolonge la valuationp-adique
vp surKp (cf. II.3.1.2e)tB̂qi

est bien entendu l’anneau de la valuation (cf. III.2.1.15.b,) ce qui
entraîne, grâce au lemme III.2.2.0, quêBqi

est l’anneau des entiers dêLqi
.

Comme

B̂p =

gp∏

i=1

B̂qi

(cf. III.2.2.2,) il suffit de constater qu’un élément deLp est entiers sur̂Ap si et seulement s’il l’est
après toute projection.

iii) Pour tout1 ≤ i ≤ g′p, notonsmi l’idéal maximal deOKp [X]/Pi
,

pri : B̂p → OKp [X]/Pi
et {π

OKp [X]/Pi
n : OKp [X]/Pi

→ OKp [X]/Pi
/mn

i }n∈N

les projection canoniques. Notons encore

φi := π
OKp [X]/Pi
1 ◦ pri ◦ λ

L
|B : B → OKp [X]/Pi

/mi ,1≤i≤g′p .

Le noyauKerφi deφi est un idéal deB etφi se factorise en un morphisme injectif

B/Kerφi →֒ OKp [X]/Pi
/mi

dont le but est un corps. Il en résulte queKerφi est un idéal premier deB. Qui plus est puisque
mi est au-dessus depÂp,Kerφi est au-dessus dep c’est donc un idéal maximal et par conséquent
l’un desqj ,1≤j≤gp

.
Il résulte de ce qui précède que, pour toutn ∈ N,

φi(q
n
j ) ⊂ mn

i ,

ce qui définit une famille de morphismes

{φi,n : B/qn
j → OKp [X]/Pi

/mn
i }n∈N

qui forme un morphisme de systèmes projectifs. On en déduit un morphisme

φ̂i : B̂qj
= lim←−

n∈N

B/qn
j → lim←−

n∈N

OKp [X]/Pi
/mn

i = OKp [X]/Pi

la dernière égalité provenant du fait queOKp [X]/Pi
estmi-adiquement complet.

Pour toutx ∈ B̂qj
, φ̂i(x) = 0, entraîne quex n’est pas inversible donc quex appartient à

l’idéal maximal dêBqj
. Si l’on notetj une uniformisante de l’anneau de valuation discrètêBqj(i)

,

s’il existex 6= 0 tel queφ̂i(x) = 0, il existek ∈ N∗ tel que

φ̂i(tj)
k = φ̂i(t

k
j ) = 0
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ce qui implique, puisqueOKp [X]/Pi
est un anneau intègre, queφ̂(tj) = 0 ce qui entraîne encore

que l’image de l’idéal maximal dêBqj
par φ̂i est nul. Or on a un carré commutatif à flèches

horizontales injectives

Âp →֒ B̂qj(i)

Id

y
y φ̂i

Âp →֒ OKp [X]/Pi
.

Ceci entraîne que l’image de l’idéal maximal dêBqj
dansOKp [X]/Pi

contient l’idéal maximal de

Âp qui est non nul. On en déduit quêφi est injectif.
PuisqueL̂qj

(resp.Kp[X]/Pi) est le corps des fractions dêBqj
(resp.OKp [X]/Pi

) le morphisme

injectif φ̂i s’étend en un morphisme

L̂qj
→ Kp[X]/Pi

qui est nécessairement injectif.

iv) Ce point est une conséquence maintenant presqu’immédiate des points précédents et de la
proposition III.2.2.1.iv.

q.e.d

III.2.3 . −Complément dans le cas des extensions galoisiennes

Dans la suite de cette section (III.2.3,)A est un anneau de Dedekind (cf. I.5.2.2,)K son
corps des fractions,

K ⊂ L = K[X]/P

(où P ∈ K[X] est un polynôme unitaire irréductible,) une extension galoisienne de degréd
deK etB la clôture intégrale deA dansL. On note

G := GalL/K

le groupe de Galois de l’extensionK ⊂ L.

Lemme III.2.3.1.
i) Pour toutσ ∈ G, et b ∈ B, σ(b) ∈ B c’est-à-dire que le groupe de GaloisG opère surB.

ii) Pour tout idéal maximalq ⊂ B, σ(q) est encore un idéal maximal deB c’est-à-dire queG
opère sur l’ensembleSpm(B) des idéaux maximaux deB.

Proposition III.2.3.2. Pour tout idéal maximalp ∈ Spm(A), et tout couple d’idéaux maximaux
q et r deB au-dessus dep (cf. I.4.3.1,) il existeσ ∈ G tel queσ(q) = r.

Preuve :Supposons que pour toutσ ∈ G, σ(q) 6= r.
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En appliquant le lemme d’approximation (cf. III.1.1.12,) ou le théorème chinois des restes, il
existeb ∈ B tel queb ∈ r, et b ≡ 1 [[σ(q)]] pour toutσ dansG. Or

NL/K(b) =
∏

σ∈G

σ(b) ∈ K ∩B = A

et

NL/K(b) = b
∏

σ∈G\{Id}

σ(b) ∈ r .

D’où NL/K(b) ∈ A ∩ r = p. Or p = q ∩ A doncNL/K(b) ∈ q c’est-à-dire, comme
q est premier, qu’il existeσ ∈ G tel queσ(b) ∈ q c’est-à-dire queb ∈ σ−1(q) ou encore
b ≡ 0 [[σ−1(q)]] ce qui est contradictoire.q.e.d

Définition III.2.3.3. Étant donné un idéal maximalq ∈ Spm(B), on appellegroupe de décom-
position enq le sous-groupe

Gq := {σ ∈ G | σ(q) = q} ⊂ G

deG.

Lemme III.2.3.4. Soitp ∈ Spm(A) un idéal maximal.
i) Pour tout idéal maximalq ∈ Spm(B) au-dessus dep, l’indice deGq dansG estgp le nombre
d’idéaux maximaux au-dessus dep (cf. III.1.2.4.)

ii) Les groupes de décomposition au-dessus dep sont tous conjugués et inversement tout conju-
gué deGqi

est un groupe de décomposition pour unqj convenable.

Proposition III.2.3.5. Pour tout idéal maximalp ∈ Spm(A), on noteKp le complété deK pour
la topologiep-adique etLp := L⊗K Kp.
i) Alors, pour toutσ ∈ G, il existe un unique automorphisme d’anneau encore noté

σ : Lp → Lp

tel que
–

σ|Kp
= IdKp

;

–
σ(a⊗ 1) = σ(a)⊗ 1 ∀a ∈ L ;

– Le carré

L
σ
−−−→ L

λL

y
y λL

Lp
σ
−−−→ Lp

(oùλL est l’inclusion naturelle (cf. III.2.2.6.iv,)) est commutatif.
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On définit ainsi un morphisme de groupes deG dans le groupe desKp-automorphisme d’an-
neaux deLp.

ii) On note

Lp =

gp∏

i=1

L̂qi

comme en III.2.2.7.3 (ou les
qi ,1≤i≤gp

∈ Spm(B)

sont les idéaux maximaux deB au-dessus dep.) Alors pour toutσ ∈ G et tout1 ≤ i ≤ gp, il
existe un unique1 ≤ j ≤ gp tel queσ(L̂qi

) = L̂qj
déterminé parσ(qi) = qj.

Preuve :
i) Ce point est laissé en exercice.

ii) Pourq ∈ Spm(B), on rappelle qu’on note

B̂q := lim←−
n∈N

B/qn

le séparé complété deB pour la topologieq-adique.
Il est facile de montrer queσ(qi) = qj entraîne

σ(B̂qi
) = B̂qj

ce qui entraîne finalement, puisque

L̂q· = Frac(B̂q·)

(cf. III.2.1.15.e,) que
σ(L̂qi

) = L̂qj
.

q.e.d

Théorème III.2.3.6. SoitA un anneau de Dedekind,K son corps des fractions,L := K[X]/P
une extension galoisienne de degréd etB la fermeture intégrale deA dansL.

Pour tout idéal maximalp ∈ Spm(A), on noteKp le complété deK pour la topologiep-
adique etLp := L⊗K Kp. On note

qi ,1≤i≤gp
∈ Spm(B)

les idéaux maximaux deB au-dessus dep et

Lp =

gp∏

i=1

L̂qi

(cf. III.2.2.7.3.)
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i) Pour tout1 ≤ i ≤ gp, l’extensionL̂qi
/Kp est galoisienne.

ii) Pour tout1 ≤ i ≤ gp, le groupe de GaloisGaldLqi
/Kp

s’identifie au groupe de décomposition
Gqi

.

iii) Pour tout1 ≤ i ≤ j ≤ gp,

eqi/p = edLqi/Kp
= edLqj /Kp

= eqj/p

et
fqi/p = fdLqi/Kp

= fdLqj /Kp
= fqj/p .

Si l’on noteep (resp.fp) l’indice de ramification (resp. le degré résiduel) commun des extensions
Li/Kp, on a

d = epfpgp .

Remarque III.2.3.7. Les groupes d’inertieIdLqi/Kp
sont tous conjugués et siIdLqi/Kp

= 1, on

dit quep estnon-ramifié. L’ensemble desp ∈ Spm(A) ramifiés est fini. Sip est non-ramifiéGqi

s’identifie au groupe de Galois de l’extension résiduelle.

Exemple III.2.3.8. Si K est un corps de nombres,A l’anneau des entiers est la fermeture inté-
grale deZ dansK. Si on suppose queK/Q est galoisienne de groupeG, et quep ∈ Z est non
ramifié, pour toutp ∈ Spm(A), au-dessus dep, Gp s’identifie au groupe de GaloisGalA/p/Fp qui
est engendré par le Frobeniusφ.

Comme élément deG, φ est caractérisé parφ(p) = p et

φ(b) ≡ bq [[p]] .

Pour toutp non ramifié on noteCp la classe de conjugaison du Frobenius enp.

Théorème III.2.3.9. Théorème de Densité de Tchebotarev sous une forme faible Pour toute
classe de conjugaisonC ⊂ G, il existe une infinité dep non ramifiés tels queCp = C.

III.3 . −Construction de la fermeture intégrale d’un anneau de Dedekind
dans une extension finie séparable

III.3.0 . −Compléments d’algèbre commutative

Dans tout ce paragraphe (III.3.0,)A est un anneau.

Définition III.3.0.1. On appellesupport d’unA-moduleM, l’ensemble

SuppA(M) := {p ∈ Spec(A) |Mp 6= 0} ⊂ Spec(A)

des idéaux premiersp deA tels queMp (cf. I.3.3.7) ne soit pas le module nul.
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Lemme III.3.0.2. Si M est unA-module de type fini, le supportSuppA(M) s’identifie à
l’ensemble des idéaux premiers deA qui contiennent l’idéal anulateurAnnA(M) deM (cf.
I.1.2.2,) ou encore à l’ensemble des idéaux premiers du quotientA/AnnA(M) usuellement noté
Spec(A/AnnA(M)).

Preuve : Pour touta ∈ AnnA(M), tout p ∈ Spec(A) tout x ∈ M, a.x = 0. Ceci implique en
particulier, que pour toutξ ∈Mp, aξ = 0 en particulier pourξ 6= 0.Ceci implique en particulier,
que(a, 1) ∈ Ap n’est pas inversible, donc est dans l’idéal maximal c’est-à-dire finalement que
a ∈ p.

Réciproquement pourp ∈ Spec(A) contenantAnnA(M), aucun des éléments du complé-
mentaire dep n’est dansAnnA(M). Si Mp était nul, pour toutξ := (x, s) ∈ Mp on aurait
1Ap

(x, s) = 0 c’est-à-dire qu’il existeraitt /∈ p tel quetx = 0. SiM est de type fini engendré
parxi ,1≤i≤d , les images desxi dansMp engendrent encoreMp. Or, d’après ce qui précède, pour

tout 1 ≤ i ≤ d, il existe ti /∈ p tel quetixi = 0. Dès lors
d∏

i=1

ti /∈ p et annuleM ce qui est

contradictoire.q.e.d

Lemme III.3.0.3. Étant donné unA-moduleM, les applications naturelles

M −→
∏

m∈Spm(A)

Mm−−−→
∏

p∈Spec(A)

Mp

sont injectives.

Preuve : Soit x ∈ M. Si pour toutm ∈ Spm(A), l’imagexm dex dansMm est nulle, il existe
sm ∈ A \ m tel quesmx = 0. Ceci implique en particulier, que l’idéal annulateurAnnA(x) de
x n’est contenu dans aucun idéal maximal deA. On a doncAnnA(x) = A ce qui entraîne que
x = 0. On a donc ainsi montré l’injectivité de la première application.

L’injectivité de la seconde application résulte simplement du fait que

Spm(A) ⊂ Spec(A) .

q.e.d

Corollaire III.3.0.4. Pour unA-moduleM, les conditions suivantes sont équivalentes :
a) M est le module nul.

b) Pour tout idéal premierp ∈ Spec(A) deA, Mp = 0.

c) Pour tout idéal maximalm ∈ Spm(A) deA, Mm = 0.

d) Le support dem est l’ensemble vide.

Lemme III.3.0.5. Soient
C et Ci ,i∈I

des catégories de modules et
Fi : C → Ci
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des foncteurs tels que :
a) Pour toute suite exacte

0 → R
u
−−−→ Q −→

v
−−−→ P → 0

dansC et touti ∈ I, la suite

0 → Fi(R)
Fi(u)
−−−→ Fi(Q) −→

Fi(v)
−−−→ Fi(P ) → 0

est exacte.

b) Pour tout objetP deC, P = 0 si et seulement si

Fi(P ) = 0 ∀i ∈ I .

Alors :
i) Pour tout morphismef : Q → P deC, et touti ∈ I,

KerFi(f) = Fi(Ker f) , CokerFi(f) = Fi(Coker f) , ImFi(f) = Fi(im(f)) .

ii) Un morphismef : X → Y deC est injectif (resp. surjectif) (resp. nul,) si et seulementsi
pour touti ∈ I, Fi(f) l’est.

iii) Étant donnée une suite de morphismes

R
u
−−−→ Q −→

v
−−−→ P

dansC, la suite
0 → R

u
−−−→ Q −→

v
−−−→ P → 0

est exacte si et seulement si pour touti ∈ I, la suite

0 → Fi(R)
Fi(u)
−−−→ Fi(Q) −→

Fi(v)
−−−→ Fi(P ) → 0

est exacte.

Preuve :
i) Pour tout morphismef : X → Y deC on a un diagramme comme en I.1.1.18. En utilisant
(a), pour touti ∈ I, on obtient un diagramme analogue après application deFi ce qui donne le
résultat en vertu de la proposition I.1.1.18.

ii) Le sens direct est une conséquence immédiate de (a).
Réciproquement, on peut toujours écrire une suite exacte

0 → Ker f −→ X
f
−−−→ Y−−−→ Coker f → 0 .

Elle reste exacte après application du foncteurFi pour touti ∈ I en vertu de (a). Si doncFi(f)
est injectif (resp. surjectif) (resp. nul,) pour touti ∈ I

KerFi(f) = 0 (resp.CokerFi(f) = 0) (resp.ImFi(f) = 0 .)
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Il en résulte grâce au point III.3.0.5.i, que

∀ ∈∈ I , Fi(Ker f) = 0 (resp.Fi(Coker f) = 0) (resp.Fi(Im f) = 0 .)

Ceci prouve finalement, en appliquant (b) quef est injectif (resp. surjectif) (ressp. nul.)

iii) Le sens direct est simplement (a).
Réciproquement, si pour touti ∈ I, la suite

(∗)i : 0 → Fi(R)
Fi(u)
−−−→ Fi(Q) −→

Fi(v)
−−−→ Fi(P ) → 0

est exacte, il découle du point III.3.0.5.ii queu est injectif,v est surjectif etv ◦ u = 0. On a
donc

Im u ⊂ Ker v .

La suite exacte
0 → Im u −→ Ker v−−−→ Ker v/Im u → 0

reste exacte après application du foncteurFi pour touti ∈ I. Mais l’exactitude de(∗)i entraîne
queFi(Ker v/Im u) = 0, ce qui implique finalement grâce à (b) queKer v/Im u = 0 et achève
la preuve.

q.e.d

Proposition III.3.0.6. Pour une suite de morphismes

R
u
−−−→ Q −→

v
−−−→ P

deA-modules, les conditions suivantes sont équivalentes :
a) La suite de morphismes deA-modules

0 → R
u
−−−→ Q −→

v
−−−→ P → 0

est exacte.

b) Pour tout idéal premierp ∈ Spec(A) deA, la suite de morphismes deAp-modules

0 → Rp

up

−−−→ Qp −→
vp

−−−→ Pp → 0

est exacte.

c) Pour tout idéal maximalm ∈ Spm(A) deA, la suite de morphismes deAm-modules

0 → Rm
um−−−→ Qm −→

vm−−−→ Pm → 0

est exacte.

Preuve :
i) (a) implique (b) résulte du fait queAp estA-plat (cf. I.3.1.11) et (b) implique (c) résulte
simplement de ce queSpm(A) ⊂ Spec(A).
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ii) Pour montrer que (c) implique (a), on considère les foncteurs

M 7→ Mm ,m∈Spm(A)

de la catégorie desA-modules dans la catégorie desAm-modules. Pour leur appliquer le point
III.3.0.5.iii, il faut vérifier qu’il satisfont à l’hypothèse (a) de III.3.0.5, ce qui résulte du fait que
Am estA-plat pour toutm ∈ Spm(A) et qu’il satisfont également à (b) ce qui résulte du corollaire
III.3.0.4.

q.e.d

Lemme III.3.0.7. SoitA un anneau local noethérien d’idéal maximalm. Pour toutA-module
M, de type fini, on note

M̂ := lim←−
n∈N

M/mnM

(cf. III.2.1.2.) Alors le morphisme naturel

λM : M → M̂

est injectif.

Preuve :Le noyau deλM est
K =

⋂

n∈N

mnM ⊂ M .

CommeA est noethérien etM de type fini,K est unA-module de type fini. De plus, il vérifie
clairement

mK = K

ce qui entraîne, graçe au lemme de Nakayama (cf. I.3.3.8.i,)K = 0. q.e.d

Proposition III.3.0.8. SoitA un anneau noethérien. Pour tout idéal premierp ∈ Spec(A) deA,
on noteAp le localisé deA enp (cf. I.3.3.7) et

Âp := lim←−
n∈N

A/pn = lim←−
n∈N

Ap/App
n

le séparé complété deA (ou deAp) pour la topologiep-adique.
Pour une suite de morphisme deA-modules,

R
u
−−−→ Q −→

v
−−−→ P

avecQ de type fini, les conditions III.3.0.6.a à III.3.0.6.c sont encore équivalentes à
a) Pour tout idéal premierp ∈ Spec(A), la suite

0 → R⊗A Âp

u⊗A
cAp

−−−→ Q⊗A Âp −→
v⊗A

cAp

−−−→ P ⊗A Âp → 0

est exacte.
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b) Pour tout idéal maximalp ∈ Spm(A), la suite

0 → R⊗A Âp

u⊗A
cAp

−−−→ Q⊗A Âp −→
v⊗A

cAp

−−−→ P ⊗A Âp → 0

est exacte.

Preuve :
i) Le fait que III.3.0.6.a entraîne III.3.0.8.a est une conséquence de la proposition III.2.1.10.

ii) Le fait que III.3.0.8.a entraîne III.3.0.8.b résulte simplement du fait queSpm(A) ⊂ Spec(A).

iii) On rappelle que siA est un anneau noethérien, il en est de même pourS−1A pour toute
partie multiplicativeS deA (cf. I.3.2.3.ii.) Ainsi donc, pour toutp ∈ Spec(A), Ap est un anneau
local noethérien.

Enfin le fait que III.3.0.8.b entraîne III.3.0.6.a résulte du fait qu’en vertu de III.2.1.10 et du
lemme III.3.0.7, les foncteurs

M 7→ M ⊗A Âp ,p∈Spm(A)

satisfont aux conditions (a) et (b) du lemme III.3.0.5.

q.e.d

III.3.1 . −Étude des extensions rédisuelles

SoitA un anneau de Dedekind,K son corps des fractions,L une extension finie séparable
de degréd deK et B la fermeture intégrale deA dansL. Étant doné un idéal maximal

p ∈ Spec(A), on noteAp le localisé deA enp (cf. I.3.3.7.) Pour toutA-moduleX, on note

Xp := X ⊗A Ap = (A \ p)−1X .

On note encore

Âp = lim←−
n∈N

A/pn = lim←−
n∈N

Ap/App
n

le séparé complété deA (ou deAp) pour la topologie p-adique. Pour toutA-moduleX, on
note

X̂p := X ⊗A Âp .

Lemme III.3.1.1. SiC est uneA-algèbre telle qu’on ait

A ⊂ C ⊂ B

(on parlera de tour d’anneaux,) alorsC est un anneau de dimension1 (cf. I.1.3.2,) c’est-à-dire
queC n’est pas un corps et que tout idéal premier non nul deC est maximal.
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Preuve :L’extensionA ⊂ B étant entière, il en est de même des extensionsA ⊂ C etC ⊂ B (cf.
I.4.1.7.) Si doncr est un idéal premier deC, il existe un idéal premierq deB au-dessus der (cf.
I.4.3.2.)

PuisqueB est un anneau de Dedekind,q est sioit nul soit maximal. Siq est nul,r l’est aussi.
Sinon, il existe un idéal maximalr′ ⊂ C contenantr. Il existe alors un idéalq′ ⊂ B relvantr′ et
contenant doncq. Ce dernier étant maximal,q = q′ d’où il résulte quer = r′. Autrement dit,
un idéal premier deC est soit nul soit maximal. On a ainsi établi que la dimension deC est au
plus égale à1.

OrA lui-même n’est pas un corps et possède donc au moins un idéal maximal non nulp. Il y
a alors au moins un idéal maximal non nulq deB au-dessus dep et

r = C ∩ q

est un idéal maximal deC non nul puisqu’il contient au moinsp. On a ainsi établi queC est
vraiement de dimension1. q.e.d

Définition III.3.1.2. Étant donné un anneauC tel que

A ⊂ C ⊂ B,

pourp ∈ Spm(A), on dit queC estp-clossi le morphisme naturelCp → Bp déduit deC ⊂ B
par extension des scalaires est un isomorphisme.

Lemme III.3.1.3. C = B si et seulement si pour tout idéal premierp ∈ Spec(A), C estp-clos
si et seulement si pour tout ideal maximalm ∈ Spm(A), C estm-clos.

Preuve :Découle de la proposition III.3.0.6 et du lemme III.3.0.3.q.e.d

Proposition III.3.1.4. Soit une tour d’anneaux

A ⊂ C ⊂ B .

Pour tout idéal maximalp ∈ Spm(A), les conditions suivantes sont équivalentes :
a) L’anneauC estp-clos.

b) Le morphisme naturel̂Cp → B̂p déduit deC ⊂ B par extension des scalaires est un iso-
morphisme.

Si de plus on suppose que le corps des fractionsFrac([C) deC est égal àL, les conditions
précédentes sont encore équivalentes à :
i) Il existe un entierg tel

Ĉp =

g∏

i=1

Oi

où, pour tout1 ≤ i ≤ g, Oi est l’anneau de la valuation d’un corps complet pour une valuation
discrète.

a) L’anneauCp est intégralement clos dansL.

Preuve :
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i) (a) éqivaut à (b) Le sens direct est immédiat.
Réciproquement, sîCp = B̂p, B̂p/Ĉp = 0. Or il découle de la proposition III.3.0.8 que

B̂p/Ĉp
∼= (B/C)⊗A Âp

puisqueb est unA-module de type fini et queA est noethérien. Or

(B/C)⊗A Âp = (B/C)p⊗Ap
Âp .

Il résulte du lemme III.3.0.7 puisque(B/C)p est unAp-module de type fini et queAp est local
noethérien que(B/C)p = 0. Enfin parA-platitude deAp on a un isomorphisme naturel de
Ap-modules

Bp/Cp
∼= (B/C)p

ce qui prouve finalement queBp/Cp = 0.

ii) (a) équivaut à (d) La tour d’anneaux

A ⊂ C ⊂ B

donne encore , puisqueAp estA-plat, une tour

Ap ⊂ Cp ⊂ Bp .

OrBp est la fermeture intégrale deAp dansL ce qui établit le résultat.

iii) (b) équivaut à (c) Le sens direct n’est rien d’autre que III.2.2.7.ii.
Réciproquement, notons

Li := Frac(Oi) ,1≤i≤g

le corps des fractions deOi, mi son idéal maximal etℓi son corps résidueL.
Rappelons queA est noethérien (cf. I.5.2.2,) d’où il résulte queB est unA-module de type

fini (cf. I.4.4.2,) etC qui est un sous-A-module deB, également.
Il s’ensuit quêCp = C⊗AÂp est unÂp-module de type fini et donc que, pour tout1 ≤ i ≤ g,

Oi est aussi un̂Ap-module de type fini comme quotient dêCp. En particulier, siti ,1≤i≤g est une
uniformisante deOi, il existe un polynôme unitaireχi ∈ Âp[X] tel queχi(ti) = 0. Siχi,0 est le
coefficient constant deχi, il en résulte queχi,0 ∈ mi et donc que l’image réciproque demi dans
Âp contient au moinsχi,0 6= 0, et n’est donc pas réduite à{0}.

Or l’image réciproque demi est un idéal premier, nécessairement non nul, deÂp. Ce dernier
étant un anneau de valuation discrète, c’est nécessairement l’idéal maximalpÂp de Âp. On en
déduit que le morphisme naturel̂Ap → Oi est injectif.

Pour tout1 ≤ i ≤ g, on a donc un diagramme commutatif

A →֒ Ap →֒ Âp

↓ ↓ ↓ ց

C →֒ Cp →֒ Ĉp → Oi .

III.3.1.4.1
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où l’injectivité des flèches horizontales résulte d’une part de la proposition I.3.2.i (pour le carré
de gauche) et d’autre part de III.3.0.7 pour le carré central.

On rappelle qu’on a
Lp = L⊗A Âp

(cf. III.2.2.3.i.) Il en résulte que

Lp = (Âp⊗A C)⊗C l

d’après I.2.2.5 c’est-à-dire
Lp = L⊗C Ĉp

= L⊗C

∏g
i=1Oi

=
∏g

i=1 (L⊗C Oi)
=

∏g
i=1 (C \ {0})−1Oi .

III.3.1.4.2

puisqueL est par hypothèse le corps des fractions deC.
Il est clair que

(C \ {0})−1Oi ⊂ Li .

Notonsri l’image réciproque demi par le morphisme naturel

C −→ Ĉp−−−→ Oi

qui est un idéal premier deC. Il contient p en vertu de III.3.1.4.1. Il existe donc un élément
non nulx ∈ ri dont l’imagex′ est dansmi \ {0} et est donc inversible dans(C \ {0})−1Oi.
Or x′ 6= 0 sécritutki , où u ∈ O×

i ti est une uniformisante deOi et k ∈ N∗. Il en résulte que
ti est inversible dans(C \ {0})−1Oi et donc que(C \ {0})−1Oi contientOi[

1
ti
] = Li (cf.

III.2.1.15.)
Il en résulte donc finalement que, pour tout1 ≤ i ≤ g,

L⊗C Oi = Li .

Il s’ensuit donc, en vertu de III.3.1.4.2, que

Lp =

g∏

i=1

Li .

Des arguments exactements analogues à ceux employés dans lapreuve du théorème III.2.2.7
10 permettent alors de montrer queg est exactement le nombregp d’idéaux maximauxqi deB
au-dessus dep que pour tout1 ≤ j ≤ gp il existe un unique1 ≤ i ≤ gp tel que

Lj = L̂qi
.

10D’ailleurs il serait bon de dégager un énoncé qui permettrait d’obtenir la preuve du théorème III.2.2.7 et du
présent point de manière plus économique et plus claire.
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On en déduit alors que
Oi = B̂qi

et finalement que
Ĉp = B̂p .

q.e.d

Proposition III.3.1.5.
i) Il existeα ∈ B tel queL = K[α]. On note doncP le polynôme minimal deα si bien que

L = K[X]/P , P ∈ A[X] et A[α] = A[X]/P .

ii) Avec les notations du point précédent, pour tout idéal maximal p ∈ Spm(A) deA, on note

kp := A/p = Ap/pAp

le corps résiduel deA enp et P̃p l’image deP danskp[X]. Il existe alors un entierh ∈ N∗, des
entiersηi ∈ N∗ et des polynômes

P̃p,i ,1≤i≤h ∈ kp[X]

irréductibles et deux à deux premiers entre eux, tels que

P̃p =
h∏

i=1

P̃ ηi

p,i .

L’application naturelle
P̃p,i 7→ KerA[α] → kp[X]/P̃p,i

induit une bijection de l’ensemble des idéaux maximaux deA[α] au-dessus dep dans l’ensemble
desP̃p,i ,1≤i≤h .

iii) Étant donné un idéal maximalp ∈ Spm(A) de A, A[α] est p-clos, si et seulement si
l’application

r 7→ rB

de l’ensemble des idéaux deA[α] dans l’ensemble des idéaux deB induit une bijection de l’en-
semble des idéaux maximaux deA[α] au-dessus dep dans l’ensemble des idéaux maximaux de
B au-dessus dep si bien queh = gp. De plus, si, pour tout1 ≤ i ≤ gp, eqi/p est l’indice de
ramification (cf. III.1.2.5.i) de l’idéalqi ∈ Spm(B) on a

eqi/p = ηi et B/qi = A[α]/(qi ∩A[α]) .

Preuve :
i) Il existe bien entenduβ ∈ L tel queL = K[β] puisque l’extensionK ⊂ L est séparable. En
vertu de la proposition I.4.1.10, il existea ∈ A tel queaβ ∈ B. Posons doncα := aβ.

Il est clair queL = K[α] et que siP ∈ K[X] est le polynôme minimal deα, L = K[X]/P.
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Par ailleurs,α ∈ B c’est-à-dire queα est entier surA ou encore qu’il existe un polynôme
unitaireχα ∈ A[X] tel queχα(α) = 0. Il s’ensuit queP |χα dansK[X]. Il existe doncQ ∈
K[X], nécessairement unitaire tel queχα = PQ.

Pour tout idéal maximalp ∈ Spm(A), la valuationp-adiquevp surK induit encore une
valuationvp surK[X] (cf. II.2.1.1.) PuisqueP etQ sont unitaires,

vp(P ) ≤ 0 et vp(Q) ≤ 0 .

Puisqueχα ∈ A[X] est unitaire,vp(χα) = 0. Enfinχα = PQ entraîne

vp(χα) = vp(P ) + vp(Q)

ce qui entraîne donc que
vp(P ) = vp(Q) = 0 ∀p ∈ Spm(A)

c’est-à-dire que
P ∈ A[X] .

Il en résulte immédiatement que
A[α] = A[X]/P .

ii) Il découle du lemme III.3.1.1, que tous les idéaux premiers deA[α] au-dessus dep sont
maximaux. Ce sont les idéauxq ∈ Spm(A[α]) tels queq ∩ A = p. Ce sont donc encore les
idéaux maximaux deA[α] tels que

q ∩ (A \ p) = ∅ .

Ils correspondent donc bijectivement par l’application

q 7→ q(A[α]⊗A Ap)

aux idéaux maximaux deA[α] ⊗A Ap (cf. I.3.2.3.) Comme les idéaux maximaux deA[α] au-
dessus dep sont exactement ceux qui contiennentpA[α], les idéaux maximaux deA[α] ⊗A Ap

contiennent tousp(A[α]⊗AAp) si bien qu’ils correspondent bijectivement aux idéaux du quotient

(A[α]⊗A Ap)/p(A[α]⊗A Ap) = (A[α]⊗A Ap)⊗Ap
kp

= A[α]⊗A kp

= A[X]/P ⊗A kp

= kp[X]/P̃p

= kp[X]/

h∏

i=1

P̃ ηi

p,i

=
h∏

i=1

kp[X]/P̃ ηi

p,i .
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On laisse le soin au lecteur de vérifier que les idéaux maximaux de ce dernier produit sont les
noyaux des applications naturelles

h∏

i=1

kp[X]/P̃ ηi

p,i −→ kp[X]/P̃
ηj

p,j−−−→ kp[X]/P̃p,j , ∀1 ≤ j ≤ h .

iii)
a) Dans le sens direct :Soit r ∈ Spm(A[α]) un idéal maximal au-dessus dep. L’idéal Br ⊂ B
se décompose de manière unique en

Br =

γ∏

i=1

qǫi
i

où lesqi sont des idéaux maximaux deB qui sont nécessairement au-dessus dep. Cette décom-
position se conserve par localisation c’est-à-dire que

Bpr =

γ∏

i=1

Bpq
ǫi
i .

Or si l’on suppose queA[α] estp-clos, par définition,

A[α]⊗A Ap = Bp

d’où il résulte que
γ∏

i=1

Bpq
ǫi
i = Bpr = (A[α]⊗A Ap)r

ce dernier étant maximal (par localisation,)γ = 1, q1 = r et ǫ1 = 1 ce qui prouve queBr

est bien un idéal maximal deB au-dessus dep. On a donc bien construit une application de
l’ensemble des idéaux maximaux deA[α] au-dessus dep dans l’ensemble des idéaux maximaux
deB au-dessus dep dont il n’est pas difficile de montrer que l’application

q 7→ q ∩ A[α]

est l’inverse. On en déduit donc immédiatement queh = gp.
Notons

ki := B/qi = Bp/Bpqi = A[α]/(qi ∩A[α] = kp[X]/P̃p,i III.3.1.5.1

la dernière égalité résultant du point précédent.
Pour tout1 ≤ i ≤ gp, le noyauri de la flèche naturelle surjectiveA[α] → kii est un des

idéaux maximaux deA[α] au-dessus dep. Notonsqi := Bri de sorte qu’on aqi ∩ A[α] = ri .
Si l’on suppose queA[α] estp-clos,

kp[X]/P̃ ηi
p = A[α]ri

/p

= A[α]pri
/p

= Bpqi
/p

= k
eqi/p

i
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ce qui permet, grâce à III.3.1.5.1 d’établir que

ηi = eqi/p .

b) Réciproquement :Pour tout

1 ≤ i ≤ gp et ∀n ∈ N,

si on noteqi l’idéal maximal deB au-dessus de l’idéal maximalri deA[α], on a un carré com-
mutatif deAp-algèbres

A[α]/pn → B/pn

↓ ↓

A[α]/rn
i

φn,i
−−−→ B/qn

i

qui donne par passage à la limite projective un carré commutatif

A[α]⊗A Âp → B̂p

↓ ↓

Â[α]ri
:= lim←−

n∈N

A[α]/rn
i

fldφ̂i B̂qi
.

Si on suppose queqi = Bri, pour toutn ∈ N, qn
i = Brn

i d’où il résulte que

B/qn
i = B/rn

i B = B ⊗A[α] A[α]/rn
i .

En tant queA-module de type fini,A[α] est un anneau noethérien etB est unA[α]-module de
type fini si bien que

B̂qi
= B ⊗A[α] Â[α]ri

.

Il s’ensuit également que la flèchêφi est injective.

Le quotientB̂qi
/Â[α]ri

est unÂp module de type fini. Or l’égalitéηi = eqi/p entraîne que

(B̂qi
/Â[α]ri

)⊗cAp
kp = 0

ce qui entraîne, en vertu du lemme de Nakayama que

B̂qi
= Â[α]ri

∀1 ≤ i ≤ gp

et achève la preuve.

q.e.d

Exemple III.3.1.6. Soit L l’extension deQ par une racineα du polynômeP := X2 + 3.
PosonsB la fermeture intégrale deZ dansL etC := Z[α]. Au-dessus du nombre premier2,
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P̃ = X2 + 1 = (X + 1)2. L’anneauC n’a donc qu’un idéal maximalr au-dessus de2 et
C/r ∼= F2[X]/(X + 1) = F2 etη = 2. Si v est la valuation2-adique, commev(3) = 0, pour
toute racineα deP, v(α) = 0, d’où v(1 − α) > 0, doncβ := 1−α

2
est entier. Reste à montrer

que l’anneau des entiers est bienZ2[β]. Autrement dit,C n’est pas2-clos. On constate qu’alors,
β est racine deQ := X2 +X + 1. Ce polynôme est irréductible dansF2[X], par conséquent, le
degré résiduel est2 et l’indice de ramification est1.

Proposition III.3.1.7. 11

SoitK un corps local (cf. II.3.2.1,)OK l’anneau des entiers,mK l’idéal maximal etk le corps
résiduel.

SoitP ∈ OK [X] un polynôme unitaire. Notons̃P ∈ k[X] son image dansk[X]. S’il existe
des polynômesa et b dek[X] premiers entre eux et tels que

P̃ = ab,

alors il existe des polynômesA etB dansOK [X] unitaires, premiers entre eux, relevant respec-
tivementa et b et tels que

P = AB .

On en déduit en particulier que

deg(A) = deg(a) et deg(B) = deg(b) .

Preuve :
i) On noteraπ une uniformisante deK (cf. II.1.3.4,) pour tout polynômeT ∈ OK [X] on notera
T̃ ∈ k[X] son image dansk[X].

ii) On rappelle qu’étant donnés des polynômesα, β, γ dansk[X], l’ensemble

{(ξ, η) ∈ k[X]× k[X] | αξ + βη = γ}

est soit vide soit contient un élément(ξi0, η0), et est alors l’ensemble

Sα,β,γ := {(ξ0 + βζ, η0 − αζ) , ζ ∈ k[X]} . III.3.1.7.1

Il existe alors au moins un élément

(ξ, η) ∈ Sα,β,γ | deg(ξ) < deg(β) etdeg(η) ≤ max{deg(γ); deg(α)+deg(β)− 1}−deg(β) .
III.3.1.7.2

iii) Les polynômesa et b étant premiers entre eux, il existe au moins un couple(u, v) ∈ k[X]×
k[X], tel queau+ bv = 1. En vertu de III.3.1.7.2, on fixe dans la suite

(u, v) ∈ k[X]× k[X] | au + bv = 1 , deg(u) < deg(b) et deg(v) < deg(a) . III.3.1.7.3

11Cette proposition est une version un peu plus précise de la proposition II.2.2.3 et qui la remplacerait avantageu-
sement puisqu’elle n’utilise aucun résultat ultérieur.
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Il résulte immédiatement de l’identitéau+ bv = 1

deg(a) + deg(u) = deg(b) + deg(v) . III.3.1.7.4

iv) On cherche à construire des suites

(An)n∈N∗ , (Bn)n∈N∗ , (Un)n∈N∗ et (Vn)n∈N∗

vérifiant pour toutn ∈ N∗ les conditions

C1 Les polynômesAn etBn sont unitaires,

An ≡ a [mK ] , deg(An) = deg(a) , Bn ≡ b [mK ] et deg(Bn) = deg(b) .

C2

P −AnBn ≡ 0 [mn
K ] .

C3

Un ≡ u [mK ] , deg(Un) < deg(b) , Vn ≡ v [mK ] et deg(Vn) < deg(a) .

C4

AnUn +BnVn ≡ 1 [mn
K ] .

Pour toutn ≥ 2,
C5

An ≡ An−1 [mn−1
K ]

Bn ≡ Bn−1 [mn−1
K ]

Un ≡ Un−1 [mn−1
K ]

Vn ≡ Vn−1 [mn−1
K ] .

v) NotonsA1 (resp.B1) un relèvement unitaire dea (resp.b) de même degré etU1 (resp.V1) un
relèvement deu (resp.v) de même degré. Il est clair dès lors que le quadruplet(A1, B1, U1, V1)
satisfait aux conditions III.3.1.7(C1) à III.3.1.7(C4).

vi) Pour s ∈ N∗ supposons donnés pour tout1 ≤ n ≤ s des quadruplets(An, Bn, Un, Vn) ∈
OK [X]4, vérifiant les conditions III.3.1.7(C1) à III.3.1.7(C4) et pour tout2 ≤ n ≤ s, la condition
III.3.1.7(C5).

vii) Il existe un polynômeSs ∈ OK [X] tel que

P −AsBs = πsSs .

PuisqueAs etBs sont unitaires,deg(Ss) < deg(a) + deg(b). Il existe donc(u′, v′) ∈ k[X]2 tel
que

au′ + bv′ = S̃s , deg(u′) < deg(b) et deg(v′) < deg(a)
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(cf. III.3.1.7.2.) Notons alorsU ′ (resp.V ′) un relèvement deu′ (resp.v′) de même degré et posons

As+1 := As + πsV ′ et Bs+1 := Bs + πsU ′ .

Il vient alors

deg(As+1) = deg(As) = deg(a) et deg(Bs+1) = deg(Bs) = deg(b) . III.3.1.7.5

En outre

P −As+1Bs+1 = P − AsBs − π
s(AsU

′ +BsV
′)− π2sU ′V ′

= πs(Ss − AsU
′ − Bs′V )− π2sU ′V ′

≡ 0 [ms+1
K ] .

III.3.1.7.6

viii) Il existe un polynômeTs ∈ OK [X] tel que

1− As+1Us − Bs+1Vs = πsTs .

En effet, par construction même deAs+1 etBs+1,

1− As+1Us − Bs+1Vs ≡ 1− AsUs −BsVs [ms
K ] .

De plus,deg(Ts) < deg(a) + deg(b) . Il existe donc(u′′, v′′) ∈ k[X]2 tel que

au′′ + bv′′ = T̃s , deg(u′′) < deg(b) et deg(v′′) < deg(a)

(cf. III.3.1.7.2.) NotonsU ′′ (resp.V ′′) un relèvement deu′′ (resp.v′′) de même degré dansOK [X]
et posons

Us+1 := Us + πsU ′′ et Vs+1 := Vs + πsV ′′ .

Il vient alors
deg(Us+1) < deg(b) et deg(Vs+1) < deg(a) . III.3.1.7.7

En outre

1− As+1Us+1 − Bs+1Vs+1 = 1− As+1Us − Bs+1Vs − π
s(As+1U

′′ +Bs+1V
′′)

= πs(Ts −As+1U
′′ −Bs+1V

′′)
≡ 0 [ms+1

K ] .
III.3.1.7.8

ix) On a donc construit par récurrence les suites

(An)n∈N∗ , (Bn)n∈N∗ , (Un)n∈N∗ et (Vn)n∈N∗

satisfaisant les conditions III.3.1.7(C1) à III.3.1.7(C5)
(cf. III.3.1.7.5, III.3.1.7.6, III.3.1.7.7, III.3.1.7.8.)
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La condition III.3.1.7(C5) entraîne que ces quatre suites sont de Cauchy. Puisque par ailleurs
ce sont des suites de polynômes dont le degré est borné indépendamment den ∈ N∗, et queOK

estmK-adiquement complet, elles convergent vers des limites respectivesA,B, U etV qui sont
des éléments deOK [X]. La condition III.3.1.7(C2) entraîne que

P − AB = 0

et la condition III.3.1.7(C4) que
AU + BV = 1

ce qui achève la preuve.

q.e.d

Théorème III.3.1.8. Soitα ∈ B tel queL = K[α] etP ∈ A[X] le polynôme minimal deα.
Étant donné un idéal maximalp ∈ Spm(A) deA, kp := A/p le corps résiduel deA enp, si
l’image P̃p deP danskp[X] est séparable, alors l’anneauA[α] estp-clos et pour tout idéalq de
B au-dessus dep,

eq/p = 1

c’est-à-dire queq est non ramifié.

Preuve :
i) NotonsPp l’image deP dansÂp[X]. Le polynômeP̃p peut être vue aussibien comme la
réduction modulop deP que comme la réduction modulopÂp dePp.

ii) Si P̃p est séparable, il existe des polynômes

P̃p,i ,1≤i≤h ∈ kp[X]

irréductibles, deux à deux premiers entre eux et tels que

P̃p =

h∏

i=1

P̃p,i .

En vertu de la proposition III.3.1.7, il existe donc des polynômes

Pp,i ,1≤i≤h ∈ Âp[X]

unitaires, deux à deux premiers entre eux, tels que pour tout1 ≤ i ≤ h, Pp,i relèveP̃p,i, ce qui
entraîne en particulier quePp,i est irréductible, et

Pp =
h∏

i=1

Pp,i .

iii) Pour tout1 ≤ i ≤ h, notons alors

Li := Kp[X]/Pp,i
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(oùKp est le complétép-adique deK.) Alors pour tout1 ≤ i ≤ h, Li est un corps local (cf.
II.3.1.2) dont on noteOi l’anneau des entiersi.e.la fermeture intégrale dêAp dansLi. L’inclusion
naturelleÂp →֒ Kp donne une inclusion naturelle

Âp[X]/Pp,i →֒ Li , ∀1 ≤ i ≤ h .

Elle se factorise en fait en une inclusion

Âp[X]/Pp,i →֒ Oi ∀1 ≤ i ≤ j .

Comme on a affaire à une inclusion dêAp-modules libres, on en déduit une inclusion

kp[X]/P̃p,i = Âp[X].Pp,i ⊗cAp
kp →֒ Oi/pOi = Oi ⊗cAp

kp ∀1 ≤ i ≤ h .

Or pOi ⊂ mOi
d’où il résulte un morphisme surjectif dekp-espaces vectoriels

Oi/mOi
→ Oi/pOi .

On en déduit alors

fLi/Kp
= dimkp

Oi/mOi

≥ dimkp
Oi/pOi

≥ dimkp
kp[X]/P̃p,i

= deg(P̃p,i)

= deg(Pp,i)

= [Li : Kp] .

Comme par ailleurs on afLi/Kp
≤ [Li : Kp], les inégalités ci-dessus sont toutes des égalités et il

en résulte que
[Li : Kp] = fLi/Kp

∀1 ≤ i ≤ h

c’est-à-dire que les extensionsKp ⊂ Li sont non ramifiées. Il résulte alors de la proposition
II.3.3.1,12 que

Oi = Âp[X]/Pp,i ∀1 ≤ i ≤ h .

iv) On a enfin

A[α]⊗A Âp = A[X]/P ⊗A Âp

= Âp[X]/Pp

=

h∏

i=1

Âp[X]/Pp,i

=

h∏

i=1

Oi

12Ou malheureusement plutôt de la preuve de cette proposition; l’énoncé de la proposition n’étant pas optimal et
la preuve donnant plus que ce qui est annoncé. On pourrait en effet donner un résultat plus fort : Pour tout générateur
a del etc ...
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ce qui permet de conclure, en vertu de l’équivalence entre III.3.1.4.a et III.3.1.4.i queA[α] est
p-clos.

il suffit finalement d’utiliser le théorème III.2.2.7.iv pour déduire du fait queKp ⊂ Li est
non ramifiée que les idéaux au-dessus dep sont non ramifiés.

q.e.d

Corollaire III.3.1.9. Avec les notations du théorème III.3.1.8, l’anneauA[α] estp-clos sauf
en un nombre fini d’idéaux maximaux deA. En particulier il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux
maximaux deA qui sont ramifiés.

Preuve : Le polynômeP étant séparable, il existe des élémentsU0 et V0 deK[X] tels que
U0P + V0P

′ = 1. Il existe doncs ∈ A tel queU := sU0 etV := sV0 sont dansA[X] et l’on
aUP + V P ′ = s.

Pour toutp ∈ Spm(A) tel quevp(s) = 0, P̃ est séparable et, d’après le théorème III.3.1.8,
A[α] estp-clos et les idéaux au-dessus dep sont tous non-ramifiés.

Or lesp ∈ Spm(A) tels quevp(s) > 0 sont en nombre fini ; c’est-à-dire les idéauxp ramifiés
sont en nombre fini.q.e.d

III.3.2 . −Discriminants, différente

Lemme III.3.2.1. Soit
E ⊂ F ⊂ Ω

une tour d’extensions oùE ⊂ F est finie séparable de degréd etE ⊂ Ω est galoisienne. On note

σi : F → Ω ,1≤i≤d

d plongements distincts.
i) L’application

TrF/E x 7→
d∑

i=1

σi(x) ∀x ∈ F

est une applicationE-linéaire à valeurs dansE et indépendante de l’extension galoisienneE ⊂ Ω
contenantF. Pour toutx ∈ E, TrF/E(x) = d · x.

ii) L’application

NF/E) x 7→
d∏

i=1

σi(x) ∀x ∈ F

est à valeurs dansE et indépendante de l’extension galoisienneE ⊂ Ω contenantF. Pour tout
x ∈ E, NF/E(x) = xd. Si

E ⊂ F ⊂ G

est une tour d’extensions séparables,

NG/E) = NF/E) ◦ NG/F ) .

135



Arithmétique 08-09 III.3.2

iii) L’application
(x, y) 7→ TrF/E(xy) ∀ (x, y) ∈ F × F III.3.2.1.1

est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée surF à valeurs dansE.

iv) Étant donnée une famille
mij ,1≤i≤d , 1≤j≤d ∈ F

d’éléments deF, on notera abusivementdet(mij) le déterminant de la matrice carré àd lignes et
d colonnes de terme généralmij .

Pour tousd-uplets
ui ,1≤i≤d ∈ F et vi ,1≤i≤d ∈ F

d’éléments deF et toutx ∈ F, on a

det(TrF/E(xuivj)) = NF/E(x)det(σi(uj))det(σi(vj)) = NF/E(x)det(TrF/E(uivj))
III.3.2.1.2

et
∀ g ∈ GalΩ/E , gdet(σj(ui)) = det(σi(g(uj))) = ±det(σi(uj)) . III.3.2.1.3

v) L’applicationδF/E qui à toutd-uplet

ui ,1≤i≤d ∈ F

d’éléments deF associe

δF/E(u1, . . . , ud) := det(σi(uj))
2 = det(TrF/E(uiuj))

définie surF d est à valeurs dansE et est définie indépendamment de l’extension galoisienne
E ⊂ Ω contenantF.

De plus on a

∀α ∈ F , δF/E(1, α, . . . , αd−1) =
∏

i<j

(σi(α)− σj(α))2 = (−1)
d(d−1)

2

∏

i6=j

σi(α)− σj(α) .

III.3.2.1.4

Si F = E[α] et siP est le polynôme minimal deα,

δF/E(1, α, . . . , αd−1) = (−1)
d(d−1)

2 NL/K(P ′(α)) . III.3.2.1.5

En particulier, commeP est séparable,δF/E(1, α, . . . , αd−1) 6= 0.
Enfin, pour tout autre racineβ deP,

δF/E(1, β, . . . , βd−1) = δ1,α,...,αd−1/() .

vi) Étant donnés desd-uplets

(f1, . . . , fd) et (f ′
1, . . . , f

′
d)
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deF et des éléments
pij ,1≤i≤d , 1≤j≤d ∈ E,

tels que pour tout1 ≤ i ≤ d, f ′
i =

d∑

j=1

pijfj alors

δF/E(f ′
1, . . . , f

′
d) = det(pij)

2δF/E(f1, . . . , fd) .

Pour toutd-uplet (f1, . . . , fd) d’éléments deF, δF/E(f1, . . . , fd) 6= 0 si et seulement si
(f1, . . . , fd) est uneE-base deF.

vii) Étant donnée uneE-base(f1, . . . , fd) deF, la classe deδF/E(f1, . . . , fd) dans le quotient
E×/(E×, 2) est indépendante de la base choisie.

On suppose que la caractéristique deE est différente de2, on choisitα tel queF = E(α), on
noteP le polynôme minimal deα etΩ un corps de décomposition deP contenantF. L’extension
E ⊂ Ω est galoisienne et l’on noteρ : GalΩ/E → Sd l’homomorphisme naturel injectif donné
par l’action du groupe des permutations sur les racines deP. Par composition avec la signature
on définit un morphismeǫ : GalΩ/E → {−1; 1}

– SoitδF/E(α) est un carré dansE× etρ(GalΩ/E) ⊂ Ad ;
– soit ǫ à valeurs dans{−1; 1} est surjective de noyauH qui est un sous-groupe invariant

d’indice2 deGalΩ/E. Le corpsFH fixe parH est une extension de degré2 deE de groupe
de GaloisGalE/K/H. On a en faitFH = K[β] oùβ2 = δF/E(α).

Preuve :
i) C’est un résultat de théorie de Galois bien connu.

ii) Idem.

iii) C’est une conséquence du lemme d’indépendance des caractères (cf. I.4.4.6.)

iv)

det(TrF/E(xuivj)) = det(
d∑

k=1

σk(xuivj))

= det(

d∑

k=1

σk(xui)σk(vj))

= det(σi(xuj))det(σi(vj))

= NF/E(x)det(σi(uj))det(σi(vj))

= NF/E(x)det(TrF/E(uivj)) .

v)
– Le fait queδF/E soit bien définie et à valeurs dansE est une conséquence immédiate du

point III.3.2.1.iv.
– La formule III.3.2.1.4 est un résultat bien connu sur les déterminants.
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– DansΩ P s’écrit

P =
d∏

i=1

X − σi(α) .

D’où

P ′ =
d∑

i=1

∏

τ 6=σi

X − τ(α) .

On peut supposer queσ1(α) = α d’où

P ′(α) =
d∏

j=2

(α− σj(α)) .

CommeP ′(α) ∈ F, on peut calculer

NL/K(P ′(α)) =

d∏

i=1

d∏

j=2

σi(α− σj(α))

=

d∏

i=1

d∏

j=2

σi(α)− σiσj(α)

=

d∏

i=1

∏

j 6=i

σi(α)− σj(α)

=

d∏

i=1

∏

j<i

σi(α)− σj(α)
∏

j>i

σi(α)− σj(α)

= (−1)
d(d−1)

2 δF/E(1, α, . . . , αd−1) .

vi) Il suffit de remarquer pour cela, que, lespij étant des éléments deE, on a encore, pour tout

E-plongementσ f ′
i =

d∑

j=1

pijσ(fj).

vii) Notonsβ := det(σi(α
j−1)) et

a := β2 = δF/E(1, α, . . . , αd−1) .

Alors pour toutγ ∈ GalΩ/E ,
γ(β) = ǫ(γ)β .

SiE n’est pas de caractéristique2, on peut avoir, a priori,ǫ(γ) 6= 1 ∈ Ω.
Si Im ρ ⊂ Ad pour toutγ ∈ GalΩ/E , γ(β) = β et par conséquent,β ∈ E. Sinon, il existeγ

tel queγ(β) = −β et dans ce cas,β /∈ E.

q.e.d
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Définition III.3.2.2.
i) L’application

TrF/E : F → E

sera appeléetrace.

ii) La forme bilinéaire III.3.2.1.1 sera appeléeforme trace.

iii) L’application
NF/E) : F → E

sera appeléenorme.

iv) Pour toutd-uplet(u1, . . . , ud) ∈ F
d d’éléments deF, on appelleradiscriminant du système

(u1, . . . , ud) l’élémentδF/E(u1 . . . , ud) ∈ E deE.
Pour toutα ∈ F, on notera parfois simplement

δF/E(α) := δF/E(1, α, . . . , αd−1)

qu’on appelleradiscriminant deα.
Enfin siF = E[X]/P oùP est un polynôme irréductible séparable de degréd, il résulte de

III.3.2.1.v, que
δF/E(α) = NF/E(P ′(α))

est indépendant de la racineα deP choisie si bien que c’est un invariant associé au polynômeP
qu’on noteraδF/E(P ) et qu’on appelleradiscriminant du polynômeP.

Définition III.3.2.3. Résultant SoientA un anneau commutatif,m et n deux entiers positifs.
Pour tout couple

(
P :=

m∑

i=0

aiX
i,

Q :=

n∑

i=0

biX
i

)

d’éléments deA[X], on noteResm,n(P,Q) le déterminant de la matrice àm+ n lignes etm+ n
colonnes 



am am−1 . . . a1 a0 0 0 . . . 0 0
0 am . . . a2 a1 a0 0 . . . 0 0

. . .
0 0 . . . am am−1 . . . . . . a1 a0

bn bn−1 . . . b1 b0 0 0 . . . 0 0
0 bn . . . b2 b1 b0 0 . . . 0 0

. . .
0 0 . . . bn bn−1 . . . . . . b1 b0




Si am = 0 ou bn = 0, Resm,n(P,Q) = 0. Si am 6= 0 et bn 6= 0 on note

Res(P,Q) := Resm,n(P,Q)
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qu’on appellerésultant des polynômesP etQ.

Lemme III.3.2.4. SoientA un anneau,m etn des entiers positifs,P etQ des éléments deA[x]
tels quedeg(P ) ≤ m etdeg(Q) ≤ n.
i) Si J est l’idéal deA[X] engendré parP etQ,

Resm,n(P,Q) ∈ A ∩ J .

SiA est un corps et siP est de degrém etQ de degrén, Res(P,Q) est non nul si et seulement
siP etQ sont premiers entre eux.

ii) S’il existe des éléments
αi ,1≤i≤m ∈ A

deA tels que

P = am

m∏

i=1

(X − αi),

alors

Resm,n(P,Q) = an
m

m∏

i=1

Q(αi) .

iii) S’il existe des éléments
βi ,1≤i≤n ∈ A

deA tels que

Q = bn

n∏

i=1

(X − βi),

alors

Resm,n(P,Q) = (−1)mnbmn

n∏

i=1

P (βj) .

iv) Si les hypothèses de III.3.2.4.ii et III.3.2.4.iii sontsimultanément satisfaites, alors

Resm,n(P,Q) = an
m.b

m
n .

m∏

i=1

n∏

j=1

(αi − βj) .

Proposition III.3.2.5. SoientA un anneau intègre et

P := amX
m + am−1X

m−1 + · · ·+ aiX
i + · · ·+ a1X + a0 ∈ A[X]

un polynôme de degrém ≥ 2.
i) Il existe un uniqueδ ∈ A tel que

Resm,m−1(P, P
′) = (−1)m(m−1)/2.am.δ .
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ii) Si E est un corps contenantA dans lequelP peut s’écrire

P = am(X − α1)(X − α2) . . . (X − αm),

on a
δ = (−1)m(m−1)/2.a2m−2

m .
∏

i6=j

(αi − αj) .

En particulier,δ 6= 0 si et seulement siP est séparable.

iii) Si P est unitaire,
Resm,m−1(P, P

′) = δ/(P ) .

iv) SoientK un corps,m,n deux entiers≥ 1, P,Q ∈ K[X] des polynômes de degrésm etn
respectivement. Alors

δ/(PQ) = (Res(P,Q))2.δ/(P ).δ/(Q) .

Dans la suite de cette section (III.3.2,)A est un anneau de Dedekind,K son corps des
fractions,K ⊂ L une extension finie séparable de degréd deK etB la fermeture intégrale
deA dansL.

On note I(A) (resp. I(B)) le groupe des idéaux fractionnaires deA (resp. B) (cf.
III.1.1.11.)

Par ailleurs on fixe une extension galoisienneK ⊂ Ω contenantL et

σi : L → Ω ,1≤i≤d

desK-plongements deux à deux distincts.

Lemme III.3.2.6.
i) L’application

ν /:( )I(A) → I(B) , I 7→ BI

est un morphisme de groupes injectif.

ii) Il existe un unique homomorphisme de groupes

I(B) → I(A) , q 7→ (q ∩A)fq/(q∩A) ∀q ∈ Spm(B)

oùfq/(q∩A) est le degré résiduel défini en III.1.2.5.

Preuve :
i) Le fait que νL/K soit un morphisme est immédiat et le fait qu’il est injectif est laissé en
exercice.

ii) Il suffit de se rappeler ici queI(B) est unZ-module libre de baseSpm(B) (cf. III.1.1.11.)

q.e.d

Définition III.3.2.7. Norme On appellenormel’application définie ci-dessus qu’on note

NL/K) : I(B) → I(A) .
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Proposition III.3.2.8. Propriétés de la norme
i) Pour toutI ∈ I(A), idéal fractionnaire deA,

NL/K(νL/K(I)) = I[L:K] = Id . III.3.2.8.1

ii) Si S est une partie multiplicative deA ne contenant pas0, les applicationsνL/K et NL/K)
commutent à la localisation c’est-à-dire que les applications

ν /:( )I(S−1A) → I(S−1B) et NL/K) : I(S−1B) → I(S−1A)

sont bien définies et que

νL/K(S−1J) = S−1νL/K(J) ∀ J ∈ I(B) III.3.2.8.2

et
NL/K(S−1I) = S−1NL/K(I) ∀ I ∈ I(A) . III.3.2.8.3

iii) Soit M une extension finie séparable deL, C la fermeture intégrale deA ouB dansM.
Pour tout idéal fractionnaireK ∈ I(C) deC,

NM/K(K) = NL/K(NM/L(K)) . III.3.2.8.4

iv) Si L/K est une extension galoisienne, pour tout idéal fractionnaireJ ∈ I(B) deB,

∏

σ∈GalL/K

σ(J) = νL/K(NL/K(J)) . III.3.2.8.5

v) On ne suppose plus queL/K soit galoisienne,mais simplement finie séparable. Pour tout
b ∈ L non nul,

NL/K(Bb) = ANL/K(b) . III.3.2.8.6

Preuve :
i) PuisqueνL/K etNL/K) sont des morphismes de groupes, il suffit d’établir la formule III.3.2.8.1
pour tout idéal maximalp ∈ Spm(A) en vertu du théorème III.1.1.11. Notons alors

νL/K(p) = Bp =

gp∏

i=1

q
eqi/p

i

142



Arithmétique 08-09 III.3.2

la décomposition deBp donnée par la proposition III.1.2.4. Comme lesqi ,1≤i≤gp
sont par défi-

nition au-dessus dep il vient

NL/K(νL/K(p)) = NL/K(Bp)

= NL/K(

gp∏

i=1

q
eqi/p

i )

=

gp∏

i=1

NL/K(qi)
eqi/p

=

gp∏

i=1

peqi/pfqi/p

= p

gp∑

i=1

eqi/pfqi/p

= pd

la dernière égalité résultant de la proposition III.1.2.10.

ii) Remarquons d’abord queS−1A est encore un anneau de Dedekind dont le corps des fractions
estK (cf. I.5.2.5 13,) quant àS−1B c’est encore la fermeture intégrale deS−1A dansL (cf.
I.4.2.3.) Les applications

ν /:( )I(S−1A) → I(S−1B) et NL/K) : I(S−1B) → I(S−1A)

sont donc bien définies.
Notons ensuite que les applications

I(A) → I(S−1A) , I 7→ S−1I et I(B) → I(S−1B) , J 7→ S−1J

sont des morphismes de groupes en vertu de la proposition I.3.2.5.
Les formules III.3.2.8.2 et III.3.2.8.3 équivalent donc aufait que les carrés de morphismes de

groupes
I(A) → I(S−1A)

νL/K

y
y νL/K

I(B) → I(S−1B)

et

I(B) → I(S−1B)

NL/K)

y
y NL/K)

I(A) → I(S−1A)

sont commutatifs. Il suffit donc de vérifier III.3.2.8.2 (resp. III.3.2.8.3) pourp ∈ Spm(A), (resp.
q ∈ Spm(B).)

Cette réduction n’est même pas nécessaire pour établir III.3.2.8.2 qui résulte simplement du
fait que

S−1BI ∼= S−1BS−1I ∀ I ∈ I(A)

13Le cas oùS−1A est un corps est sans intérêt et d’ailleurs dans ce cas les groupes d’idéaux fractionnaires sont
triviaux et le résultat immédiat.
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qui n’est lui-même rien d’autre que le lemme I.3.2.4.
Finalement, pour toutq ∈ Spm(B), notons

p := q ∩ A ∈ Spm(A) .

On peut supposer quep ∩ S = ∅ et on laisse au lecteur le soin de traiter le casp ∩ S 6= ∅ qui
est essentiellement trivial. En vertu de III.1.2.9.ii,

S−1q ∩ S−1A = S−1p

d’où il vient
NL/K(S−1q) = S−1p

fs−1q/−1pS

qui vaut encore, grâce à III.1.2.9.iii,

S−1p
fq/p = S−1pfq/p

= S−1NL/K(q) .

iii) Une fois encore, il suffit de vérifier la formule III.3.2.8.4 pourr ∈ Spm(C). Notons alors

q := r ∩B et p := q ∩A = r ∩ A .

On a alors

NL/K(NM/L(r)) = NL/K(qfr/q)

= NL/K(q)fr/q

= (pfq/p)fr/q

= pfr/qfq/p

= pfr/p

= NM/K(r)

en utilisant le lemme III.1.2.7.

iv) Il suffit de le vérifier pour un idéal maximalq ∈ Spm(B). Posons alorsp := q ∩ A. on a
alors

Bp = (

gp∏

i=1

qi)
ep

(cf. III.2.3.6.iii.)
On suppose queq1 = q. Le groupe de Galois opère transitivement sur les idéaux premiers

au-dessus dep (cf. III.2.3.2.) Choisissonsτi ∈ G tels queτi(q) = qi. G est l’union disjointe des
τiGq d’où

∏

σ∈G

σ(q) =
∏

σ∈Gq

gp∏

i=1

τi(σ(q)) =

gp∏

i=1

(τi(q))|Gq | .
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OrGq est d’indicegp (cf. III.2.3.4,) donc|Gq| = epfp. donc le produit ci-dessus vaut
∏

i = 1gpq
epfp

i = B(pfp) = νL/K(NL/K(q)) .

v) SiK ⊂ L est galoisienne, d’après le point précédent :

νL/K(ANL/K(b)) = BANL/K(b)

= BNL/K(b)

= B
∏

σi∈GalL/K

σ(b)

=
∏

σ∈GalL/K

σ(Bb)

= νL/K(NL/K(Bb))

ce qui prouve le résultat puisqueνL/k est injectif (cf. III.3.2.6.i.)
Si l’extensionL/K n’est pas galoisienne, soitM une extension finie galoisienne deK conte-

nantL. On noter := [M : L] et on introduitC la fermeture deA ouB dansM. Enfin on note
ν′/ (:) I(B) → I(C) le morphisme défini comme en III.3.2.6.i.

Pour toutb ∈ L, b 6= 0, le résultat déjà montré ci-dessus pour les extensions galoisiennes
entraîne que

ANM/K(b) = NM/K(Cb)

= NL/K(NM/L(Cb))

= NL/K(NM/L(ν′/((B)b)))

= NL/K((Bf)r)

= (NL/K(Bb))r .

Par ailleurs,

NM/L(b) = NL/K(NM/L(b)) = NL/K(br) = (NL/K(b))r

puisqueb est dansL.
Il en résulte que l’on a l’égalité

(ANL/K(b))r = (NL/K(Bb))r

dansI(A) qui est un groupe abélien libre (cf. III.1.1.11,) donc sansr-torsion si bien que

ANL/K(b) = NL/K(Bb) .

q.e.d

Remarque III.3.2.9. Le calcul de la norme pour les idéaux principaux effectué en III.3.2.8.v,
justifie la définition III.3.2.7 qui « recouvre » alors la définition III.3.2.2.iii.
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Lemme III.3.2.10. Pour tout idéal fractionnaireI ∈ I(B) deB, on note

I∗ := {x ∈ L | TrL/K(xy) ∈ A ∀y ∈ I} . III.3.2.10.1

i) L’objet I∗ défini ci-dessus est encore un idéal fractionnaire deB.
De plus, siI est unA-module libre et sie1, . . . , ed est une base deI surA alorsI∗ est un

A-module libre de base la base duale.
Ce qui s’applique en particulier lorsqueA est un anneau principal.

ii) Soit (I, J) ∈ I(B)2 un couple d’idéaux fractionnaires deB :

I ⊂ J ⇒ J∗ ⊂ I∗ ; III.3.2.10.2

J ⊂ I∗ ⇔ TrL/K(JI) ⊂ A ; III.3.2.10.3

iii) Pour tout idéal fractionnaireI deB, TrL/K(I∗I) = A.

iv) Pour tout idéal fractionnaireI deB, I∗ = B∗I−1.

Preuve :
i)

– I∗ est un sousB-module deL, puisque

TrL/K(λxy) = TrL/K(xλy) ∀λ ∈ L .

– Il existex ∈ B, non nul tel quexI ⊂ B (cf. I.1.5.3.) En faitx ∈ I∗. En effet, pour tout
y ∈ I, xy ∈ B, et bien sûrTrL/K(B) ⊂ A. DoncI∗ est non nul.

– On va noterei ,1≤i≤d uneK-base deL. On peut la choisir formée d’éléments deI On note
e∗i la base duale qui est encore uneK-base deL. Pour toutx ∈ L on peut donc écrire

x =

d∑

i=1

λie
∗
i λi ∈ K .

De plus pour tout1 ≤ j ≤ d, TrL/K(xej) = λj. Si x ∈ I∗, λi ∈ A, c’est-à-dire que
I∗ est inclus dans leA-module engendré par lese∗i qui est encore plus de type fini comme
B-module.

ii) Ces formules sont pour ainsi dire tautologiques.

iii) Laissé en exercice.

iv) Pour toutx ∈ B∗, u ∈ I−1 et y ∈ I, TrL/K(xuy) ∈ A puisqueuy ∈ B doncxu ∈ I∗ donc
B∗I−1 ⊂ I∗.

Si a ∈ I∗, s ∈ I et b ∈ B, TrL/K(asb) ∈ A puisquesb ∈ I doncas ∈ B∗, doncI∗I ⊂ B∗

doncI∗ ⊂ B∗I−1.

q.e.d
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Définition III.3.2.11. Différente TrL/K(B) ⊂ A, doncB ⊂ B∗ d’où B∗−1 ⊂ B est un vrai
idéal deB qu’on appelle ladifférentedeB par rapport àA et qu’on noteDB/A. On appelle aussi
usuellement

DB/A
−1 = B∗

la codiférente.

Proposition III.3.2.12. Propriétés de la différente
i) Si S est une partie multiplicative deA ne contenant pas0,

DS−1B/S−1A = S−1DB/A .

ii) Étant donnée une tourK ⊂ L ⊂ M d’extensions finies séparablesB et C les anneaux
d’entiers :

DC/A = DC/B νM/L(DB/A) .

Preuve :
i) Laissé en exercice.

ii) Il revient au même de démontrer que

DC/B
−1 = DB/ADC/A

−1 .

Introduisons les notations :

t := TrM/K(·)

t′ := TrL/K(·)

t′′ := TrM/L(·)

d’où t = t′t′′. SoitJ un idéal fractionnaire deC, J ⊂ DC/B
−1 si et seulement sit′′(J) ⊂ B si et

seulement siDB/A
−1t′′(J) ⊂ DB/A

−1 si et seulement sit′(DB/A
−1t′′(J)) ⊂ A.

Soit x ∈ DB/A
−1 et y ∈ J. t′(xt′′(y)) = t(xy) donc t(DB/A

−1J) ⊂ A, c’est-à-dire que
DB/A

−1J ⊂ DC/A
−1 ce qui équivaut encore àJ ⊂ DB/ADC/A

−1.

q.e.d

Définition III.3.2.13. Discriminant d’un A-module Pour tout sous-A-moduleM de type fini
deL, on appellediscriminant par rapport à l’extensionL/K deM, et on notedA

L/K(M) le sous-
A-module deK engendré par lesδL/K(f1, . . . , fd) (cf. III.3.2.1.v,) pour(f1, . . . , fd) desd-uplets
d’éléments deM.

Lemme III.3.2.14.
i) Pour tout couple(M,N) de sous-A-modules de type fini deL N ⊂M, entraîne

dA
L/K(N) ⊂ dA

L/K(M) .

ii) Si M est un sous-A-module libre deL de base(m1, . . . , md), dA
L/K(M) est unA-module

libre de rang1 engendré parδL/K(m1, . . . , md).
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iii) Pour tout sous-A-module de type finiM deL, dA
L/K(M) 6= 0 si et seulement siM contient

uneK-base deL ; dans ce cas c’est un idéal fractionnaire deA.

iv) PourM = B, dA
L/K(B) est un idéal deA.

Définition III.3.2.15.
i) On note

dB/A := dA
L/K(B)

qu’on appelle parfoisidéal discriminant deB par rapport àA.

ii) Si K est un corps complet pour une valuation discrète,A l’anneau des entiers,L une exten-
sion finie séparable, alorsB := OL est l’anneau des entiers deL et on note

dL/K := dB/A

qu’on appellediscriminant de l’extension.

iii) Si L est un corps de nombres, le discriminantdOL/Z est un idéal deZ engendré par un unique
entier positif qu’on appellediscriminant du corps.

Proposition III.3.2.16. Propriétés des discriminants
i) PourS une partie multiplicative deA, ne contenant pas0, etM un sous-A-module de type
fini deL alors

dS−1A
L/K (S−1M) = S−1dA

L/K(M) .

ii) Si M est un sous-A-module deB contenant uneK-base deL, il existe un idéal non nulI de
A tel que

dA
L/K(M) = I2dB/A .

iii) Si J est un idéal fractionnaire deB,

dJ
L/K( ) = NL/K(J)2dB/A .

Preuve :
i) Laissé en exercice.

ii) Supposons d’abordA principal. AlorsB est unA-module libre de type fini dont on choi-
sit uneA-base(f1, . . . , fd). L’idéal discriminantdB/A est alors l’idéal principal engendré par
δL/K(f1, . . . , fd) (cf. III.3.2.14.ii.) PuisqueA est principal,M est unA-module libre de type fini
dont on noteu1, . . . , ud uneA-base. Il s’ensuit quedM

L/K() est leA-module libre engendré par

δL/K(u1, . . . , ud). Pour tout1 ≤ i ≤ d, on peut écrireui =

d∑

j=1

pijfj. Il suffit alors de prendre

I := det(pij)A.
Il faut ensuite montrer qu’on peut déduire le cas global du cas local.

iii) On suppose queA etB sont principaux. Il existe alorsλ ∈ L tel queJ = Bλ.Si (f1, . . . , fd)
est uneA-base deB, λfi est uneA-base deJ. Le résultat est alors une conséquence du point
III.3.2.1.vi et du point III.3.2.8.v.
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Il faut encore déduire le cas global du cas local.

q.e.d

Lemme III.3.2.17. On suppose queA est un anneau de valuation discrète d’idéal maximalp,
d’uniformisanteπ et de corps résiduelk = A/p.
i) Pour tout idéalI ⊂ B deB, B/I est unk-espace vectoriel de dimension finie et

NL/K(I) = AπdimkB/I .

ii) Pour tout idéalI ⊂ B deB, B ⊂ I−1, I−1/B est unk-espace vectoriel de dimension finie
et

NL/K(I) = AπdimkI−1/B .

Preuve :
i) On a

I =
∏

q∈Spm(B)

qvq(I)

avec
vq(I) ≥ 0 ∀ q ∈ Spm(B) .

Rappelons que dans cette situation,

q ∩ A = p ∀ q ∈ Spm(B) .

Il en résulte que

NL/K(I) =
∏

q∈Spm(B)

pfq/pvq(I) = Aπ

∑

q∈Spm(B)

fq/pvq(I)

.

D’autre part,

B/I = B/
∏

q∈Spm(B)

qvq(I)

=
∏

q∈Spm(B)

B/qvq(I)

en vertu du théorème chinois des restes. Or pour toutq ∈ Spm(B), B/qvq(I) est unB/q-espace
vectoriel de dimensionvq(I) (cf. II.3.1.3.) CommeB/q est lui-même unk-espace vectoriel de
dimensionfq/p, On a

dimkB/I =
∑

q∈Spm(B)

fq/pvq(I)

ce qui achève la preuve.
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ii) Les idéaux maximaux deB sont tous au-dessus dep. Par conséquent,B est un anneau de
Dedekind qui n’a qu’un nombre fini d’idéaux maximau, c’est donc un anneau principal en vertu
du corollaire III.1.1.13. Pour tout idéalI ⊂ B, il existe doncb ∈ B tel queI = Bb. Il s’ensuit
que

I− = B
1

b
⊂ L .

Si l’on note encoreb : L → L la multiplication parb dansL, on a alors un diagramme com-
mutatif

0→ B → I−1 → I−1/B → 0

b

y
y b ↓

0→ I → B → B/I → 0

dans lequel les flèches verticales de gauches et du centre sont des isomorphismes si bien que la
flèche vertical de droite est encore un isomorphisme (ce qui peut par exemple résulter du lemme
du serpent voir TD II, exercice A.) Il suffit alors d’appliquer le point III.3.2.17.i pour conclure.

q.e.d

Théorème III.3.2.18. SoitA un anneau de Dedekind,K son corps des fractions,K ⊂ L une
extension finie séparable de degréd etB la fermeture intégrale deA dansL.
i) Si A est un anneau de valuation discrète on a :

dB/A = NL/K(DB/A) . III.3.2.18.1

ii) Dans le cas général on a encore

dB/A = NL/K(DB/A) . III.3.2.18.2

iii) Étant donné un sous-A-moduleC deB, pour toutp ∈ Spm(A), C estp-clos (cf. III.3.1.2,)
si et seulement si

vp(dB/A) = vp(d
A
L/K(C)) . III.3.2.18.3

iv) Étant donnés un anneau de DedekindA, K son corps des fractions, une tour d’extensions
finies séparables

K ⊂ L ⊂ M,

B (resp.C) la fermeture intégrale deA dansL (resp.M,) on a

dC/A = NL/K(dC/B) · dB/A
[M :L] . III.3.2.18.4

Preuve :
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i) Si A est un anneau de valuation discrète il est en particulier principal. L’anneauB est alors,
en vertu du corollaire I.4.4.3, unA-module libre de rangd. NotonsGLd(K) (resp.GLd(A)) le
groupe des matrices carrésd× d inversibles à coefficients dansK (resp.A.)

PuisqueA est un anneau principal, queB →֒ B∗ est une inclusion deA-modules, queB et
B∗ sont desA-modules libres de rangd, (cf. III.3.2.10.i,) il existe, en vertu du théorème de la
base adaptée, uneA-baseβi ,1≤i≤d deB∗ et des élémentsαi ,1≤i≤d ∈ A deA, tels que

bi := αiβi ,1≤i≤d III.3.2.18.5

est uneA-base deB. Notons doncM ∈ GLd(K) la matrice diagonale de terme diagonal
αi ,1≤i≤d .

Notons encoreb∗i ,1≤i≤d la base duale debi ,1≤i≤d pour la forme trace. Il existe une matrice
N ∈ GLd(K) de terme généralnij telle que

b∗i =

d∑

j=1

nijbj . III.3.2.18.6

Pour tout
1 ≤ i ≤ d et 1 ≤ j ≤ d,

si δij désigne le symbole de Kronecker,

δij = TrL/K(bib
∗
j )

= TrL/K(
d∑

k=1

binjkbk)

=
d∑

k=1

njkTrL/K(bkbi) .

Ce qui s’écrit encore, si l’on noteT ∈ GLd(K) la matrice de terme généralTrL/K(bibj),

N · T = IdKd . III.3.2.18.7

Enfin,
βi ,1≤i≤d et b∗i ,1≤i≤d

étant deuxA-bases deB∗, il existe une matrice

P ∈ GLd(A) ⊂ GLd(K),

de terme généralpij telle que

βi =
d∑

j=1

pijb
∗
j ∀1 ≤ i ≤ d . III.3.2.18.8
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Les égalités III.3.2.18.5, III.3.2.18.6 et III.3.2.18.8 entraînent alors que

P · N · M = IdKd

ce qui entraîne encore grâce à III.3.2.18.7 que

P · T−1 · M = IdKd

dansGLd(K). Il s’ensuit que

det(T ) = det(P )det(M) .

CommeP ∈ GLd(A), det(P ) ∈ A× si bien que

Adet(T ) = Adet(M) .

Or par définition,Adet(T ) = dB/A si bien qu’on obtient l’égalité

dB/A = A
d∏

i=1

αi

qui s’écrit encore, si l’on noteπ une uniformisante deA,

dB/A = Aπ
Pd

i=1 vp(αi) . III.3.2.18.9

En outre

B∗/B =

d∏

i=1

A/Aαi =

d∏

i=1

A/Aπvp(αi) .

Or si l’on notek := A/p le corps résiduel deA, il résulte du lemme II.3.1.3 que

dimkA/Aπ
vp(αi) = vp(αi) ∀1 ≤ i ≤ d

si bien que

dimkDB/A
−1/B = dimkB

∗/B =
d∑

i=1

vp(αi) .

Cette dernière identité combinée avec légalité III.3.2.18.9 et le point III.3.2.17.ii permet de
conclure.

ii) Les deux membres de l’égalité sont des idéaux deA. On a donc, en vertu du théorème
III.1.1.11, une unique décomposition

dB/A =
∏

p∈Spm(A)

pvp(dB/A)

NL/K(DB/A) =
∏

p∈Spm(A)

pvp(NL/K(DB/A))
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où lesvp(·) sont nuls sauf pour un nombre fini d’idéaux maximaux. L’égalité III.3.2.18.2 équivaut
donc à

vp(dB/A) = vp(NL/K(DB/A)) ∀ p ∈ Spm(A) . III.3.2.18.10

Ceci équivaut encore à

dB/Ap
= dB/A ⊗A Ap

∼= NL/K(DB/A)
p

= NL/K(DB/A)⊗A Ap ∀ p ∈ Spm(A) .
III.3.2.18.11

NotonsBp := B ⊗A Ap. On a alors, en vertu du point III.3.2.16.i,

dB/Ap
= dBp/Ap

.

Par ailleurs, grâce à III.3.2.8.ii,

NL/K(DB/A)
p

= NL/K(DB/Ap
)

qui vaut encore, grâce à III.3.2.12.i,NL/K(DBp/Ap
). Il en résulte que III.3.2.18.11 équivaut en-

core à
dBp/Ap

= NL/K(DBp/Ap
) ∀ p ∈ Spm(A) . III.3.2.18.12

Le résultat découle alors du point III.3.2.18.i appliqué aux anneauAp ,p∈Spm(A) .

iii) Pour toutp ∈ Spm(A), l’égalité III.3.2.18.3 équivaut à

dB/Ap
∼= dA

L/K(C)p

ce qui équivaut encore, en vertu du point III.3.2.16.i,

dBp/Ap
∼= d

Ap

L/K(Cp) . III.3.2.18.13

Or Ap étant un anneau principal,Bp est unAp module libre de rangd. Il s’ensuit queCp

est également unAp-module libre. L’égalité III.3.2.18.13 ci-dessus implique en particulier que
d

Ap

L/K(Cp) 6= 0 ce qui entraîne, grâce à III.3.2.14.iii, queCp est unAp-module libre de rangd.
Il existe alors, grâce au théorème de la base adaptée, puisque Ap est principal, une base

(b1, . . . , bd) deBp et des élémentsαi ,1≤i≤d ∈ Ap deAp tous non nuls tels que

αibi ,1≤i≤d

est uneAp-base deCp. L’égalité III.3.2.18.13 équivaut alors, en vertu de III.3.2.14.ii, à

Adet(σj(bi)) = dBp/Ap

= d
Ap

L/K(Cp)

= Adet(σj(αibj))

= Adet(αiσj(bi))

= A
d∏

i=1

αidet(σj(bi))
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ce qui entraîne que
d∏

i=1

αi est inversible donc queCp = Bp autrement dit queC estp-clos dans

B. La réciproque est bien entendu immédiate.

iv) On a
dC/A = NM/K(DC/A)

grâce au point III.3.2.18.ii, qui vaut encore, en vertu de III.3.2.12.ii,

NM/K(DC/BνM/L(DB/A)) = NM/K(DC/B) · NM/K(νM/L(DB/A))

= NL/K(NM/L(DC/B)) · NL/K(NM/L(νM/L(DB/A)))

= NL/K(dC/B)NL/K(DB/A
[M :L])

cette dernière égalité provenant de III.3.2.8.1.
On obtient donc

dC/A = NL/K(dC/B) · NL/K(DB/A
[M :L])

= NL/K(dC/B) · NL/K(DB/A)[M :L]

= NL/K(dC/B) · dB/A
[M :L] .

q.e.d

Dans la suite de cette section (III.3.2,) on suppose queK est un corps local (cf. II.3.2.1,)
K ⊂ L une extension séparable de degréd, OK ,mK (resp.OL,mL) le anneau d’entiers et
l’idéal maximal de K (resp.L) vK (resp. vL) la valuation discrète normalisée surK (resp.
L.)

Définition III.3.2.19. L’extensionK ⊂ L estmodérément ramifiéesi l’indice de ramification
eL/K (cf. II.3.1.4) est premier à la caractéristique résiduelle.

Lemme III.3.2.20.
i) Si α ∈ L est tel queOL = OK [α] et siP est le polynôme minimal deα surK, on a

vK(dL/K) = fL/K .vL(P ′(α)) .

ii) Si l’extensionK ⊂ L est non ramifiée,

dL/K = OK .

iii) Si l’extensionK ⊂ L est totalement ramifiée,

vK(dL/K) ≥ [L : K]− 1

avec égalité si et seulement si l’extensionK ⊂ L est modérément ramifiée.
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iv) Dans le cas général, on a

vK(dL/K) ≥ fL/K(eL/K − 1)

avec l’égalité si et seulement si l’extensionL/K est modérément ramifiée.

v) Si dL/K = OK l’extensionL/K est non ramifiée.

Preuve :
i) Par définition, (cf. III.3.2.15,) on a

dL/K = dOL/OK
= dOK

L/K(OL) .

Or siOL = Ok[α], αi , 0 ≤ i ≤ d− 1 est uneOK-base deOL. Il résulte alors de III.3.2.14.ii,
que

dOK

L/K(OL) = OKδL/K(1, α, . . . , αd−1)

qui est encore égal, si l’on noteP le polynôme minimal deα, à

OKNL/K(P ′(α))

grâce à III.3.2.1.5.
Il en résulte que

vK(dL/K) = vK(NL/K(P ′(α)))

=
1

e
vL(NL/K(P ′(α))

=
1

e
dvL(P ′(α))

= fL/KvL(P ′(α)) .

ii) Notonsk (resp.ℓ) le corps résiduel deK (resp.LL.) Puisquek est parfait, l’extensionk ⊂ ℓ
est séparable et il existe donc (théorème de l’élément primitif,) un élémenta ∈ ℓ tel queℓ =
k[a]. SiPa ∈ k[x] est le polynôme minimal dea, il existe un polynômeP ∈ OK [X] relevantPa,
α ∈ OK relevanta tel que

P (α) = 0 et 0 et OL = OK [α] (cf. II.3.3.1.)

On a alors
P ′(α) ≡ P ′

a(a) [mL] .

commePa est séparable,P ′
a(a) 6= 0 c’est-à-dire queP ′(α) /∈ mL c’est-à-dire queP ′(α) ∈

O×
L . Il s’ensuit queNL/K(P ′(α)) ∈ O×

K ce qui entraîne finalement que

dL/K = OKNL/K(P ′(α)) = OK .
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iii) Si l’extensionK ⊂ L est totalement ramifiée, d’après le théorème (cf. II.3.2.8,) si l’on choisit
une uniformisanteπ deL et qu’on note

P := Xd +
d−1∑

i=0

aiX
i ∈ K[X]

son polynôme minimal surK, alorsL = K[π] etP est un polynôme d’Eisenstein.
On a

P ′(π) = dπd−1 +
d−1∑

i=1

iaiπ
i−1 .

Pour tout1 ≤ i ≤ d,

vL(iaiπ
i−1) = vL(iai) + i− 1 = dvK(iai) + i− 1 .

Comme1 ≤ i ≤ d, les valuations ci-dessus sont toutes distinctes modulod donc toutes distinctes.
Il en résulte que

vL(P ′(π =)) =
d

min
i=1

(dvK(iai) + i− 1) .

CommeP est d’Eisenstein, pour tout1 ≤ i ≤ d−1, vK(ai) > 0 qui entraîne quevK(iai) > 0,
entraîne encoredvK(iai) ≥ d, entraîne

vL(iaiπ
i−1) ≥ d+ i− 1 ∀1 ≤ i ≤ d− 1 et vL(dπd−1) = dvK(d) + d− 1 .

– Si le corps résiduelk est de caractéristique0 ou de caractéristiquep telle quep ne divise
pasd, on avK(d) = 0 ce qui entraîne quevL(P ′(π)) = d− 1.

– Si le corps résiduel est de caractéristiquep etp|d :
– SiK est de caractéristiquep d = 0 dansK doncdvK(d) = +∞ on a alorsvL(P ′(π)) ≥
d− 1.

– SiK est de caractéristique0, on définit l’indice de ramification absolueK := vK(p)
C’est l’indice de ramification de l’extensionK/Qp. Si p|d, on a encorevL(P ′(π)) ≥
d− 1.

Il suffit alors pour conclure d’appliquer le point III.3.2.20.i en remarquant que, l’extension
K ⊂ L étant totalement ramifiée,fL/K = 1.

iv) NotonsK ⊂ L0 ⊂ L l’extension maximal non ramifiée (cf. II.3.3.3.) On a alors une tour
d’extensions finies séparables si bien qu’il résulte de l’identité III.3.2.18.4 que

dL/K = NL0/K(dL/L0
) · dL0/K

[L:L0] .

L’extensionK ⊂ L0 étant non ramifiée, il résulte du point III.3.2.20.ii que

dL0/K = OK

si bien que
dL/K = NL/K(dL/L0) .
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On en déduit que

vK(dL/K) = vK(NL/K(dL/L0))

=
1

eL0/K

vL0(NL/K(dL/L0
))

= vL0(NL/K(dLL/L0))

= fL0/KvL0(dL/L0
)

= fL/KvL0(dL/L0
)

≥ fL/K([L : L0]− 1)

la dernière inégalité résultant du point III.3.2.20.iii. comme[L : L0] = eL/K , on a établi le
résultat.

v) Si dL/K = OK , vK(dL/K) = 0, ce qui entraîne, grâce au point précédent, queeL/K = 1.

q.e.d

Théorème III.3.2.21. SoientK un corps local etK ⊂ L une extension finie séparable.
i) L’extensionK ⊂ L est non ramifiée si et seulement si

dL/K = OK .

ii) On a
vK(dL/K ≥ fL/K(eL/K − 1)

avec égalité si et seulement si l’extension est modérément ramifiée.

Preuve :
i) Découle immédiatement de III.3.2.20.ii et III.3.2.20.v.

ii) N’est autre que III.3.2.20.iv.

q.e.d

Remarque III.3.2.22. Dans le cas général la formule III.3.2.18.2 ne suffit pas à déterminer la
différente par la seule donnée du déterminant. Néanmoins, si K ⊂ L est une extension finie
séparable de corps locaux, le seul idéal maximal deOL au-dessus demK étantmL discriminant
et différente sont uniquement déterminés par leurs valuations respectives et la donée de l’un
équivaut à la donnée de l’autre.

Lemme III.3.2.23. Supposons queK est un corps local de corps résiduelk de caractéristiquep et
que l’extensionK ⊂ L est totalement ramifiée et galoisienne de groupe de GaloisG := GalL/K .
On notevL la valuation discrète normalisée surL. Pour une uniformisanteπ deL, on note

iL/K G → Z
σ 7→ vL(σ(π)− π)− 1 .

III.3.2.23.1
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i) L’application iL/K est indépendante du choix de l’uniformisante.

ii) L’application iL/K est en fait à valeurs dansN ∪ {+∞} et pour toutσ ∈ G,

iL/K(σ) = +∞ ⇔ σ = Id .

iii) Pour toutj ∈ N le sous-ensemble

Gj := {σ ∈ G | iL/K(σ) ≥ j} ⊂ G

deG est un sous-groupe normal (distingué/invariant) deG etG0 = G.

iv) Le quotientG/G1 est un groupe cyclique d’ordre premier àp.

v) Pour touti ≥ 1, le quotientGi/Gi+1 est un groupe abélien d’ordre une puissance dep.

vi) Le groupeG1 est d’ordre une fini une puissance dep.

Preuve :Voir TD IV, exercice A.q.e.d

Corollaire III.3.2.24. les hypothèses étant celle du lemme III.3.2.23, sans supposer toutefois
queK ⊂ L est totalement ramifiée, on peut faire la même construction en remplaçant le groupe
de GaloisGalL/K par le groupe d’inertie

IL/K = GalL/L0

(cf. II.3.3.iv,) oùK ⊂ L0 est l’extension maximale non-ramifiée.

Définition III.3.2.25. Groupes de ramification supérieure Étant donée une extension finie
galoisienne de corps locauxK ⊂ L, les groupesGi définis dans le lemme III.3.2.23 s’appellent
groupes de ramification supérieure. Le groupeG/G1 s’appelle legroupe d’inertie modéréeet le
groupeG1 le groupe d’inertie sauvage.

Théorème III.3.2.26. SoitK un corps local,K ⊂ L une extension finie galoisienne si on note
G1 le groupe d’inertie sauvage, alors

vK(dL/K) = fL/K(eL/K − 1 +
∑

σ∈G1 , σ 6=Id

iL/K(σ)) .

Preuve : NotonsK ⊂ L0 ⊂ L l’extension maximale non-ramifiée etπ une uniformisante deL.
Le polynôme minimalP deπ surL0 s’écrit alors :

P =
∏

σ∈IL/K

X − σ(π)

et

P ′(π) =
∑

σ∈IL/K

∏

τ∈IL/K , τ 6=σ

π − τ(π)

=
∏

τ∈IL/K , τ 6=Id

π − τ(π) .
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On en déduit que

vL(P ′(π)) =
∑

τ∈IL/K , τ 6=Id

vL(π − τ(π))

=
∑

τ∈IL/K , τ 6=Id

1 + iL/(K)τ

= eL/K − 1 +
∑

τ∈IL/K , τ 6=Id

iL/K(τ) .

Or, pour toutσ ∈ IL/K \G1, iL/K(σ) = 0 si bient que

vL(P ′(π)) = eL/K − 1 +
∑

τ∈G1 , τ 6=Id

iL/K(τ) .

Il suffit ensuite d’appliquer le lemme III.3.2.20 pour conclure.q.e.d

Lemme III.3.2.27. Soit r un anneau de dedekind. Pour tout idéal maximalm ∈ Spm(R) deR,
on noteR̂m le séparé complété deR enm (cf. III.2.1.1314.) On note encore (un peu abusivement,)
m l’idéal maximal deRm et deR̂M.
i) Pour tout idéal maximalm ∈ Spm(R) deR, les applications

I(R) → I(Rm) , I 7→ I⊗R Rm

I(Rm) → I(R̂m) , I 7→ I⊗Rm
R̂m

I(R) → I(R̂m) , I 7→ I⊗R R̂m

forment un triangle commutatif de morphismes de groupes :

I(R) → I(Rm)

ց

I(R̂m) .

ii) De plus, pour tout idéal maximalm ∈ Spm(R) deR, et tout idéal fractionnaireI ∈ I(R) de
R,

vm(I) = vm(I⊗R Rm) = vm(I⊗R R̂m) .

Preuve :Laissée en exercice.q.e.d

Dans toute la fin de cette section (III.3.2,)A est un anneau de Dedekind etK son corps des
fractions. On suppose que, pour toutp ∈ Spm(A), le corps résiduel enA/p enp est parfait
et on note Âp le séparé complété deA en p (cf. III.2.1.13,) et Kp son corps des fractions
(qui se trouve être un corps local.) On notevp l’unique valuation discrète normalisée deK

14Idéalement ce lemme trouverait plutôt sa place au paragraphe III.2.1
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dont Ap est l’anneau de valuation et encorevp la valuation discrète normalisée surKp qui
la prolonge.

SoientK ⊂ L une extension finie séparable deK etB la fermeture intégrale deA dans
L. Étant donné un idéal maximalp ∈ Spm(A) deA, on noteqi ,1≤i≤gp

∈ Spm(B) les idéaux
maximaux deB au-dessus dep (cf. III.1.2.4,)

B̂p := B ⊗A Âp , Lp := L⊗K Kp,

B̂qi
,1≤i≤gp

le séparé complété deB enqi et L̂qi
,1≤i≤gp

son corps des fractions.

Lemme III.3.2.28. On définit une application

TrLp/Kp
: Lp → Kp

(α1, . . . , αgp
) 7→

1∑

=i

gpTrdLqi/Kp
(αi) .

On a alors un diagramme commutatif

L λL Lp

TrL/K

y
y TrLp/Kp

K λK Kp .

Définition III.3.2.29. Un idéal maximalq ∈ Spm(B) au-dessus dep ∈ Spm(A) estnon-ramifié
si eq/p = 1. Un idéal maximalp ∈ Spm(A) estnon-ramifiési tous les idéaux maximaux deB
au-dessus dep sont non-ramifiés au sens précédent.

Théorème III.3.2.30. SoitA un anneau de Dedekind,K son corps des fractions,K ⊂ L une
extension finie séparable etB la fermeture intégrale deA dansL.
i) Pour tout idéal maximalq ∈ Spm(B) deB,

vq(DB/A) = vq(DcBq/ cAp
) .

ii) Pour toutq ∈ Spm(B), vq(DB/A) = 0 si et seulement siq est non ramifié.
De plus,sip = q ∩ A,

vq(DB/A) ≥ eq/p− 1 III.3.2.30.1

avec égalité si et seulement si la caractéristique du corps résiduelA/p ne divise pas l’indice de
ramificationeq/p.

iii) Pour tout idéal maximalp ∈ Spm(A) deA,

vp

(
dB/A

)
=

∑

q∈Spm(B) , q|p

vp

(
dcLq /Kp

)
.
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iv) Un idéal maximalp ∈ Spm(A) deA est non-ramifié si et seulement si

vp

(
dB/A

)
= 0 .

Preuve :
i) Est une conséquence des lemmes III.3.2.27 et III.3.2.28.

ii) Notonsp := q∩A et L̂q le corps des fractions dêBq si bien queKp ⊂ L̂q est une extension
de corps locaux. On avq(DB/A) = 0 si et seulement sivq(DBqh/ cAp

) = 0 en vertu de III.3.2.30.i.

Ceci équivaut encore (puisqueq est le seul idéal maximal dêBq au-dessus de l’idéal maximalp

deÂp,) àvp[NcLq /Kp
(DcBq/ cAp

)] = 0 ce qui équivaut encore, grâce à III.3.2.18.2, à

vp(dcLq /Kp
) = 0 .

Cette dernière égalité équivaut au fait que l’extensionKp ⊂ L̂q est non ramifiée en vertu de
III.3.2.21.i, c’est-à-dire queecLq /Kp

= 1. Or d’après III.2.2.7.5,eq/p = ecLq /Kp
ce qui prouve le

résultat.
La majoration III.3.2.30.1 s’obtient par des arguments tout à fait analogues en utilisant

III.3.2.21.ii.

iii) On a
vp(dB/A) = vp(NL/K(DB/A))

grâce à III.3.2.18.2 c’est-à-dire

vp(dB/A) = vp

(
NL/K(

∏

q∈Spm(B) , q|p

qvq(DB/A))
)

= vp

( ∏

q∈Spm(B) , q|p

pfq/pvq(DB/A)
)

=
∑

q∈Spm(B) , q|p

fq/pvq(DB/A) .

En appliquant III.3.2.30.i et III.2.2.7.5 on obtient

vp(dB/A =
∑

q∈Spm(B) , q|p

fcLq /Kp
vq(DcBq/ cAp

)

=
∑

q∈Spm(B) , q|p

vp

(
NcLq /Kp

(DcBq/ cAp
)
)

=
∑

q∈Spm(B) , q|p

vp

(
dcLq /Kp

)

la dernière égalité résultant une fois encore de III.3.2.18.2.

iv) Est une conséquence immédiate des points précédents.

q.e.d
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III.3.3 . −Le groupe de Picard d’un corps de nombres

Dans cette section (III.3.3,)K est un corps de nombres c’est-à-dire une extension finie de
Q. On note d := [K : Q] le degré de l’extension etOK son anneau d’entiers. Pour tout
idéal fractionnaire I ∈ I(OK) deOK , NK/Q(I) (cf. III.3.2.7,) est un idéal fractionaire deZ
qui est donc, puisqueZ est un anneau principal, de la formeaZ aveca ∈ Q. On notera

N(I) := |NK/Q(I)| := |a|

où | · | est la valeur absolue archimédienne surQ.

Lemme III.3.3.1. Étant donnée(e1, . . . , ed) uneQ-base deK, il existec > 0 tel que, pour tout
d-uplet(a1, . . . , ad) d’éléments deQ,

|NK/Q(
d∑

i=1

aiei)| ≤ c sup{|ai|
d}1≤i≤d .

Preuve : Notonsσi ,1≤i≤d desQ-plongements deK dans une extension bien choisie. Pour tout
d-uplet(a1, . . . , ad) d’éléments deQ,

NK/Q(
d∑

i=1

aiei) =
d∏

j=1

d∑

i=1

σj(aiei)

=
d∏

j=1

d∑

i=1

aiσj(ei) .

À partir de quoi, le résultat est élémentaire.q.e.d

Lemme III.3.3.2. Il existec > 0 (ne dépendant que deK, ) tel que pour tout idéalI deOK il
existeγ ∈ I γ 6= 0, tel que

|NK/Q(γ)| ≤ cN(I) .

Preuve :Soient(e1, . . . , ed) uneZ-base deOK et

E := {
d∑

i=1

aiei | ai ∈ Z et 0 ≤ ai ≤ N(I)
1
d} .

i) Si δ est le plus grand entier inférieur àN(I)
1
d , on aδ + 1 > N(I)

1
d , d’où (δ + 1)d > N(I),

d’où
#(E) > N(I) .

ii) La composée des applications

E −→ OK−−−→ OK/I
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ne peut donc être injective puisque#(OK/I) = N(I) (c’est une conséquence du théorème
chinois des restes.)

iii) Il existe α et β différents dansE qui ont la même image moduloI ce qui signifie que
α− β ∈ I. Posons

γ := α− β =
d∑

i=1

(ai − bi)ei

et |ai − bii| ≤ N(I)
1
d . En appliquant le lemme III.3.3.1 àγ, on obtient précisément que

|NK/Q(γ)| ≤ cN(I) .

q.e.d

Lemme III.3.3.3. Pour tout idéal fractionnaireI ∈ I(OK) deOK , il existeα ∈ K×, tel que
αI = J−1 oùJ est un idéal deOK tel queN(J) ≤ c.

Preuve : Pour tout idéal fractionnaireI deOK , il existeα0 ∈ OK tel queα0I est un idéal de
OK (cf. I.1.5.3.) Quitte donc à remplacerI parα0I, on peut supposer queI est un idéal.

Il existe donc, d’après le lemme III.3.3.2,γ ∈ I, γ 6= 0, tel que|NK/Q(γ)| ≤ cN(I).
Posons alorsJ−1 := γ−1I. Commeγ ∈ I, J = γI−1 est bien un idéal deOK et on a

N(J) = |
NK/Q(γ)

N(I)
|

≤ c .

q.e.d

Théorème III.3.3.4. PourK/Q un corps de nombres, c’est-à-dire une extension finie de degré
d deQ, le groupe de PicardPic(OK) (cf. III.1.1.14) est un groupe fini.

Preuve :
Fixonsc > 0 défini comme en III.3.3.2. Le lemme III.3.3.3 signifie alors que tout élémentx

dePic(OK) c’est-à-dire toute classe d’idéaux fractionnaires deOK , contient un élémentI ∈ x
tel queI−1 ⊂ OK est un idéalN(I−1) ≤ c .

Si l’on note

I(OK)c := {I ∈ I(OK) | I ⊂ OK , N(I) ≤ c} ⊂ I(OK),

on a construit une application injective

Pic(OK) →֒ I(OK)c .

Pour toutp ∈ Spm(OK), il existe un unique nombre premierp ∈ Z tel quep ∩ Z = pZ.
Notonsfp/p le degré résiduel dep. Tout idéal deOK s’écrit

I =
∏

p∈Spm(OK)

pvp(I),
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lesvp(I) étant presque tous nuls et positifs. Il en résulte que pour tout I ∈ I(OK),

N(I) = |NK/Q(I)|

= |NK/Q(
∏

p∈Spm(OK)

pvp(I))|

= |
∏

p∈Spm(Z) , p|p

pfp/pvp(I)| .

Il est immédiat de voir que cette formule entraîne queI(OK)c est fini.q.e.d

III.3.4 . −Le théorème de Minkowski (1896)

Dans cette section (III.3.4,)K est un corps de nombres c’est-à-dire une extension finie du
corpsQ des rationnels. On noted := [K : Q] le degré deK sur Q.

On note C le corps des complexes etγ : C → C la conjugaison complexe. On fixed
plongements

σi : K → C ,1≤i≤d

deux à deux distincts.

Définition III.3.4.1. Pour tout1 ≤ i ≤ d, si γ ◦ σi = σi, on dit queσi est unplongement réel
sinon on dit queσi est unplongement complexe.

Lemme III.3.4.2. Pour tout1 ≤ i ≤ d, si σi est un plongement complexe,γ ◦ σi est encore un
plongement complexe distinct deσi si bien que le nombre de plongements complexes est pair.

Définition III.3.4.3. Étant donné unQ-espace vectoriel (resp.R-espace vectoriel)V de dimen-
sion finieδ, on appelleraZ-réseaudeV un sous-Z-module libre de rangδ deV.

Lemme III.3.4.4. Étant donné unZ-réseauΛ d’un Q-(resp.R)-espace vectorielV de dimension
finie δ, etλi ,1≤i≤δ uneZ-base deΛ, on note

F (Λ, λ1, . . . , λδ) := {
δ∑

i=1

ajλj}0≤aj<1 , ∀1≤j≤d .

i) L’ensembleF (Λ, λ1, . . . , λδ) est indépendant du choix de la baseλi ,1≤i≤δ deΛ.

ii)
V =

∐

λ∈Λ

F + λ .

Définition III.3.4.5. SoitΛ unZ-réseau d’unQ-(resp.R)-espace vectorielV de dimension finie
δ.
i) L’ensembleF (Λ, ·, . . . , ·) défini dans le lemme III.3.4.4 sera simplement notéF (Λ) et appelé
domaine fondamentaldeΛ.
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ii) Une base orthonorméeB deV étant fixée, on noteµ(V/Λ) ou encoreµ(F (Λ)) qu’on appelle
volume du réseauouvolume du domaine fondamentalle nombre

|det(λ1, . . . , λδ)B|

oùλi ,1≤i≤δ est uneZ-basedeΛ.

Définition III.3.4.6. Pour une partie∆ ⊂ V d’un R-espace vectoriel normé de dimension finie
V, on noteVol(V ) son volume relativement à la métrique induite par la norme.

On dit que∆ estconvexesi pour tout couple de points(x, y) dans∆ le segment[x; y] est
contenu dans∆ ; ∆ estsymétriquesi pour toutx ∈ ∆, −x ∈ ∆.

Proposition III.3.4.7. SoientV un Q-(resp.R)-espace vectoriel normé de dimension finieδ et
Λ unZ-réseau deV.

Si ∆ est une partie fermée bornée convexe symétrique deV telle que

Vol(∆) ≥ 2δµ(V/Λ) ,

alors il existe un point non nul dansΛ ∩∆.

Preuve :
i) Supposons queVol(∆) > 2δµ(V/Λ). Posons

1

2
∆ := {

x

2
, x ∈ ∆} ,

d’où il résulte queVol(1
2
∆) = 1

2

δ
Vol(∆). Or

1

2
∆ =

∐

λ∈Λ

(λ+ F ) ∩
1

2
∆ .

en particulier,

Vol(
1

2
∆) =

∑

λ∈Λ

Vol((λ+ F ) ∩
1

2
∆)

=
∑

λ∈Λ

Vol(F ∩ (−λ+
1

2
∆)) .

Or

Vol(
1

2
∆) > Vol(F ) = µ(V/Λ) .

Il existe donc des élémentsα et β deΛ distincts tels que−α + 1
2
∆ ∩ −β + 1

2
∆ 6= ∅ c’est-

à-dire qu’il existe des élémentsx et y de ∆ tels que−α + x
2

= −β + y
2

c’est-à-dire que
1
2
(x− y) = α− β ∈ Λ etα− β 6= 0. De plus,∆ étant convexe et symétrique,1

2
(x− y) ∈ ∆.

ii) Si Vol(∆) = 2δµ(V/Λ) on considère(1 + ǫ)∆, pourǫ > 0. Il s’ensuit que

Vol((1 + ǫ)∆) > 2δµ(V/Λ) ∀ǫ > 0 .
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Il s’ensuit que l’ensemble
Eǫ := (1 + ǫ)∆ ∩ (Λ \ {0}

est non vide et fini d’après le point précédent. Pourǫ = 1
n
,n∈N , à partir d’un certain rang le

cardinal deE 1
n

est stationnaire. Il y a donc des points non nuls deΛ dans

⋂

n∈N

(1 +
1

n
)∆ = ∆

puisque∆ est fermé.

q.e.d

Lemme III.3.4.8.
i) Si on noter1 (resP.2r2) le nombre de plongements réels (resp. complexes) deK dansC on a
un isomorphisme naturel

K ⊗Q R ∼= Rr1 ×Cr2 .

ii) Si Λ est unZ-réseau deK (vu commeQ-espace vectoriel,) le plongement naturel

K →֒ K ⊗Q R

fait deΛ unZ-réseau deK ⊗Q R.

Proposition III.3.4.9. Pour toutZ-réseauΛ deK,

µ((K ⊗Q R)/Λ) = 2−r2

√
|dZ

K/Q
(Λ)|

(où2r2 est le nombre de plongements complexes deK.)

Preuve : Soit λi ,1≤i≤d uneZ-base deΛ. On noteσj ,1≤j≤r1 lesr1 plongements réels,τj ,1≤j≤r2

les r2 plongements complexes dans chacun des facteurs deCr2 et τ j ,1≤j≤r2 les composés des
précédents avec la conjugaison complexe. Il en résulte que si on noteτj(λk) ,1≤j≤r2 , 1≤k≤d =
xjk + iyjk on a

√
|dZ

K/Q
(Λ)| = |det(σj(λk), xjk + iyjk, xjk − iyjk)|

= |det(σj(λk), 2xjk, xjk − iyjk)|

= 2r2 |det(σj(λk), xjk, xjk − iyjk)|

= 2r2 |det(σj(λk), xjk,−iyjk)|

= 2r2det(σj(λk), xjk, yjk) .

En prenant pour base deK ⊗Q R, la baseej ,1≤j≤d formée de tous lesd-uplets dont toutes les
composantes sont nulles exceptée

– la jièmequi vaut1 pour1 ≤ j ≤ r1 + r2 ;

– la j − r2ièmequi vauti pourr1 + r2 < j ≤ d
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on montre que le déterminant ci-dessus est exactementµ((K ⊗Q R)/Λ). q.e.d

Théorème III.3.4.10. Étant donné un corps de nombreK de degréd, on noter1 le nombre de
plongements réels et2r2 le nombres de plongements complexes de sorte qued = r1 + 2r2. On
note

Ck := (
4

π
)r2
d!

dδ

qu’on appelle laconstante de Minkowski.
Alors pour toutZ-réseauΛ deK, il existeλ ∈ Λ tel que

|NK/Q(λ)| ≤ CK

√
|dZ

K/Q
(Λ)|

(oùdZ
K/Q(Λ) est le discriminant défini en III.3.2.13.)

Preuve :D’après les propositions III.3.4.7 et III.3.4.9, si∆ est une partie convexe symétrique de
K ⊗Q R, telle que

Vol(∆) ≥ 2d−r2

√
|dZ

K/Q
(Λ)|,

il existeλ 6= 0 tel queλ ∈ ∆ ∩ Λ.
Poura > 0 réel on pose

∆a := {x1, . . . , xr1 , z1, . . . , zr2) |
r1∑

j=1

|xj |+ 2

r2∑

j=1

|zj | ≤ a} .

On a naturellementVol(∆a) = adVol(∆1) et Vol(∆1) = 2r1−r2

d!
πr2 . Vol(∆a) = 2dµ(V/Λ)

équivaut à

ad 2r1−r2

d!
πr2 = 2d−r2

√
|dZ

K/Q
(Λ)|

ce qui équivaut à

ad = (
4

π
)r2d!

√
|dZ

K/Q
(Λ)| .

Il existe alorsλ ∈ Λ non nul, tel queλ ∈ ∆a.
Or our toutx ∈ ∆a,

|TrL/Q(x)| = |
r1∑

j=1

xj +

r2∑

j=1

zj +

r2∑

j=1

zj |

≤
r1∑

j=1

|xj |+ 2

r2∑

j=1

|zj |

≤ a .

Sur le modèle de la remarque ci-dessus, on peut majorer la norme d’un élément de∆a en
vertu du fait que la moyenne géométrique ded nombres positifs, est toujours inférieure à leur
moyenne arithmétique. Il en résulte que pourx ∈ ∆a,

|NL/Q(x)| ≤
ad

dd
= (

4

π
)r2
d!

dd

√
|dZ

K/Q
(Λ)| .
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q.e.d

Corollaire III.3.4.11. Pour tout idéal fractionnaireJ ∈ I(OK) deK, il existeλ ∈ K∗ tel que
λJ ⊂ OK est un « vrai » idéal, et

|NK/Q(λJ)| ≤ CK

√
|dK/Q| .

Preuve : Quitte à remplacerJ parbJ on peut supposer queJ−1 est un vrai idéal. D’après min-
kowski il existeλ ∈ J−1 λ 6= 0 tel que

NK/Q(λ) ≤ CK

√
|dZ

K/Q
(J−1)| .

On peut écrireλ = J−1I′. Commeλ ∈ J−1, I′ est un idéal deOK . Il en résulte que

N(J−1)N(I′) = |NK/Q(λ)| ≤ CK

√
|dZ

K/Q
(J−1)| = CKN(J−1)

√
|δK/Q(OK)|

la dernière égalité résultant de III.3.2.18.2.
Il en résulte queN(I′) ≤ CK

√
|dK/Q| etI′ = λJ par définition.q.e.d

Remarque III.3.4.12. Ce résultat entraîne en particulier la finitude du nombre de classe (cf.
III.3.3.4,) et la borne obtenue ici est bien meilleure en général que celle obtenue dans le lemme
III.3.3.3.

Corollaire III.3.4.13. Si K 6= Q, dK/Q > 1, ce qui revient à dire qu’il existe au moins un
nombre premier ramifié en vertu de III.3.2.30.ii.
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