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Durée trois heures

La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices,
téléphones mobiles et documents ne sont pas autorisés.

Les deux parties sont indépendantes.
Documents non autorisés. Notations et rappels :

Pour tout corps de nombresE, on noteOE l’anneau des entiers,dE son discriminant,
Pic(OE) le groupe des classes d’idéaux.

On dit qu’un sous-anneauA deOE dont le corps des fractions estE est p-closs’il est
dense dans

Zp ⊗Z OE ≃ lim←−
n∈N

OE/pn .

(cela revient à dire que, siS est l’ensemble des entiers naturels premiers àp, alors S−1A est
intégralement clos).

Pour tout idéal fractionnaire a deOE, on note a son image dansPic(OE). Pour tout
idéal a deOE , on noteN(a) sa norme (c’est donc le nombre d’éléments de l’anneauOE/a).
On rappelle que, pour tout idéal fractionnaire a, il existe un idéalb deOE vérifiant

b = a et N(b) <
d!
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où d = [E : Q] = r1 + 2r2 avecr1 le nombre de plongements réels.
Si [E : Q] = 2 (on dit alors que l’extensionE/Q est quadratique), on dit qu’un nombre

premier p est inerte si pOE est un idéal premier deOE et qu’il est décomposés’il n’est ni
inerte ni ramifié.

Pour tout nombre premier p 6= 2 et tout entier n premier à p, le symbole de Legendre
(

n
p

)

est défini par
(
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)

= 1 si n est un carré modulop et
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= −1 sinon. On rappelle
que :
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que, siℓ est un nombre premier différent de2 et p,
(

ℓ

p

)

= (−1)
ℓ−1

2
. p−1

2

(p

ℓ

)

,

et que, si

S =

p−1
∑

n=1

(

n

p

)

e2iπ/p,

on a
S2 = (−1)(p−1)/2p .

Pour tout nombre premier p, si a, b ∈ Qp sont non nuls, lesymbole de Hilbert(a, b)p est
égal à1 s’il existe x, y, z ∈ Qp, pas tous nuls tels quez2 = ax2 + by2 et à−1 sinon. On
rappelle que, sip 6= 2, a = pru et b = psv, avecr, s ∈ Z et u, v des unitésp-adiques, on a

(a, b)p = (−1)
p−1

2
rs(

u

p
)s(

v

p
)r .

Exercice A

Dans ce problème,L est un corps de nombres. On choisitα ∈ OL tel que L = Q(α), on
noteP le polynôme minimal deα sur Q et, pour tout nombre premier p, on notePp l’image
deP dansFp[X].

1 .a)Expliquer brièvement pourquoi, sip est un nombre premier tel quePp est séparable, alorsp
est non ramifié etZ[α] estp-clos.
b) Montrer que siL/Q est non ramifiée enp et si Z[α] estp-clos, alors le polynômePp est
séparable.

2) On posed = [L/Q]. Soit p un nombre premier tel qu’il y a d idéaux premiers deOL au
dessus dep.

Montrer que, pour qu’il existeβ ∈ OL tel queL = Q(β) et Z[β] estp-clos, il faut et il suffit
qued ≤ p. Indication Pour montrer que la condition est suffisante, on pourra commencer par
vérifier que, sip1, p2, . . . , pd sont les idéaux premiers deOL au-dessus dep, il existeβ ∈ OL tel
queβ − i ∈ pi, pouri = 1, 2, . . . , d).

3) Soitp un nombre premier etQ un polynôme à coefficients dansZp. Montrer que, sia, b ∈ Zp,
alorsQ(a + b)−Q(a)− bQ′(a) appartient au carré de l’idéal engendré parb.

4) SoitR un polynôme à coefficients dansZ2. Montrer que le polynômeT = X(X2 − 1) + 4R
a exactement trois racines distinctes dansZ2. Indication Pouri = −1, 0, 1, construire une suite
d’entiers naturels(ui,n)n∈N telle queui,0 = i etT (ui,n) tend vers0 lorsquen tend vers l’infini.

5) Donner un exemple d’extensionL deQ de degré3 telle qu’il n’existe pas deβ ∈ OL vérifiant
L = Q(β) etZ[β] est2-clos. Donner une base deOL surZ.

Exercice B
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Dans tout ce problème,N est un entier sans facteur carré congru à2 ou à 3 modulo 4.
On choisit une racine carréeα ∈ C deN et on poseE = Q(α).

1) Montrer queOE est unZ-module libre de base{1, α} et calculerdE.

2) Montrer que siN > 0, pour tout idéal fractionnairea deOE , il existe un idéalb deOE tel
queN(b) ≤

√
N.

3) Montrer queE ⊂ Q(e2iπ/4N ).

4 .a)Déterminer lesp qui sont ramifiés dans l’extensionE/Q.
b) Pour chacun d’eux, sip est l’idéal premier deOE au-dessus dep, calculerN(p) et montrer
quep

2 = 1.

5 .a)Exprimer en fonction du symbole de Legendre le fait qu’un nombre premierp non ramifié
est inerte ou décomposé dans l’extensionE/Q, le nombre d’idéaux premiers deOE au-dessus
dep et la norme de chacun d’eux.
b) Montrer que, sip est inerte etp est au-dessus dep, alorsp = 1.

c) Montrer que sip est décomposé et sip1, p2 sont les idéaux premiers au-dessus dep, alors
p1p2 = 1.

6) On considère la série de Dirichlet

ζE(s) :=

∞
∑

n=1

an

ns

où an est égal au nombres d’idéaux deOE de normen.
a) Montrer queamn = aman si m etn sont premiers entre eux.

b) Pour tout nombre premierp et toutr ∈ N, calculerapr (on distinguera suivant quep est
ramifié, inerte ou décomposé).

c) Montrer que la sérieζE(s) admet un produit eulérien

ζE(s) = Πp∈P ζE,p(s)

oùP est l’ensemble des nombres premiers et où

ζE,p(s) =

{







1
1−p−s si p est ramifié,

1
1−p−2s si p est inerte,

1
(1−p−s)2

si p est décomposé.







Indication On pourra remarquer que

1

(1−X)2
=

∞
∑

r=0

(r + 1)Xr .
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7 .a)Montrer queζE(s) = ζ(s)ζ1(s) où ζ(s) est la fonction zéta de Riemann et oùζ1(s) est une
série de Dirichlet que l’on déterminera.
b) On a vu queE ⊂ Q(e2iπ/4N ) et on sait que le groupe de Galois deQ(e2iπ/4N )/Q s’identifie au
groupe(Z/4NZ)∗. Montrer queζ1(s) = L(s, χ) oùχ est l’unique caractère de Dirichlet modulo
4N qui est tel que l’homomorphisme(Z/4NZ)∗ → C∗ qu’il induit se factorise à travers l’unique
homomorphisme non trivialGal(E/Q)→ C∗.

c) Montrer que l’abscisse de convergence deζE(s) est1 et que cette fonction se prolonge en une
fonction méromorphe pourR⌉(s) > 0 avec comme seule singularité un pôle simple ens = 1.

8) On suppose queN = 15.
a) Montrer que le groupePic(OE) est d’ordre inférieur ou égal à3 (utiliser (2) et (5)).

b) Montrer qu’il y a un seul idéalp deOE au-dessus de3, quep
2 = 1 et quep est leZ-module

libre de base3 etα.

c) Supposons quep = 1. Montrer que ceci implique qu’il existeu, v ∈ Z tels que5v2 − 3u2 ∈
{−1, 1}. Indication Ecrire un générateur dep sous la formeβ = 3u + αv.

d) Calculer les symboles de Hilbert(3,−5)2 et (−3, 5)3. En déduire quep 6= 1.

e) Montrer quePic(OE) est un groupe d’ordre2.
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