Université Paris Sud Année 2004-2005

M1 Arithmétique

Examen partiel du 5 avril 2005

Durée trois heures

La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans & notation. Les calculatrices,
téléphones mobiles et documents ne sont pas autorisés.

Exercice A

Dans tout cet exercice K est un corps etK® une cléture séparable de/. On note p un
nombre premier. Lorsque le corpsK est de caractéristiquep (et donc contientlF,), on note
x @ K — K l'application définie par pg(x) = af — .
On suppose, jusqu’a la question 8 qués est de caractéristiquep.
1 .a)Montrer quepy est un endomorphisme du groupe additifidest déterminer son noyau.
b) Montrer quepg- est surjectif.

2) Soita un élément deK qui n'est pas dans I'image depy. Soit o une racine du polyndme
P = X? - X —adansK>®.
a) Déterminer 'ensemble des racines BelansiK’®.

b) Montrer que le corpg, = K («) est une extension cyclique de degrée K.
c) Sib € Im pg, montrer quel, ., = L,.
3) Soit L. une extension cyclique de degréle K contenue dan#’®. Montrer qu'il existea ¢

Im pg tel queL = L,. Indication Sif € L est tel queltr; k(0) = 1, et sioc est un générateur
de GalL/K), considérer I'élément = — > ?_ n.a™(6).

Dans la suite de I'exerciceK est un corps complet pour une valuation discreteyr est
une uniformisante de K, v est la valuation de K* qui prolonge la valuation de K telle que
v(m) = 1. On suppose le corps résiduet de K parfait.

4) Soita un élément dé( vérifiantv(a) > 0. Montrer ques € Im pg.

5) Soita un élément dé( vérifiantv(a) = 0. Montrer ques € Im pg Si et seulement si 'image
dea dansk appartient a 'image dg,. Dans le cas contraire, montrer glg/ K est non ramifiée.
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6) Soita € K avecv(a) < 0 divisible par p.
a) Montrer que I'on peut trouver € K tel quev(a + px (b)) > v(a).

b) En déduire que, sin’est pas dans I'image gg,, on peut trouver tel quev(a+pg(c)) = —i
avec: € N, premier g s’il est non nul.

7) On supposev(a) = —i, aveci € N, premier a p. Soit « une racine deX? — X — a dans
Ke.

a) Calculerv(a).

b) Montrer que I'extensior., /K est totalement ramifiée.

c) Montrer qu'’il exister, s € Z tels quer”a® est une uniformisante dg, .

8) On suppose maintenant qués est de caractéristique) et on poseex = v(p). Soienti € N
un entier premier a p, a € K vérifiant v(a) = —i, P = X? — X — a, a une racine deP dans
K*etL = K(a).

a) Calculerv(a).

b) Montrer que I'extensior./ K est totalement ramifiée et calculer son degré.

On supposei < ex/(p —1).
c) Montrer gu’il existe une racing de P dansL vérifiantv(5 — a — 1) > 0.

d) En déduire que I'extensioh/K est galoisienne.

Exercice B
Soit
T = X3 13X +20 € Z[X] et K := Q[X]/(T).
1) Montrer queK est un corps de nombres.
2) Montrer queT est un produit de trois facteurs linéaires distincts dag[s(|.

3) En déduire que est totalement décomposé dakis c’est-a-dire qu’il est produit de trois
idéaux maximaux distincts, de degré résiduel

4) En déduire que I'anneau des enti€lg de K n’est pas monogene. Plus précisément montrer
que2 divise l'indice[Of : Z|a]] deZ[a] dansOg pour tout entiery de K.

5) Si « désigne une racine dé montrer que
Sx/o(a) = —2012 = —2%-503.
En déduire le discriminant d8 .

6) Veérifier que‘f% est un entier algébrique. En déduire uhbase de)y.

Exercice C



Soit L/ K une extension finie de corps de nombres. On veut montrer qu’iexiste une
infinité d’'idéaux maximaux p de O totalement décomposes dans, c’est-a-dire tels que
pO;, est un produit fini d'idéaux maximaux distincts de Oy, :

g9
pOL = lea
=1

ou Oy /p; = Ok /p pour tout i.
1) Montrer qu’il suffit de traiter le cag( = Q, L un corps de nombres galoisien. On se place
dorénavant dans ce cadre.

2) Pour tout polyndme” € Z[X], montrer gu’il existe une infinité de nombres premigrs Z
tels queP a une racine daris,.

3) On écrit L = Q(«), ou « est entier de polyndme minimalP. Montrer que sp est tel que
P ait une racine dang, et soit sans facteur carré modulpalors P est un produit de facteurs
linéaires dan&,[ X].

4) Conclure.



