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M1 Arithmétique

Examen partiel du 26 mars 2007

Durée trois heures

La qualité de la rédaction entrera pour une grande part dans la notation. Les calculatrices,
téléphones mobiles et documents ne sont pas autorisés.

Les exercices sont indépendants.

Exercice A

1) On choisit un nombre premierp et une clôture algébriqueQp deQp. On notevp l’unique
valuation sur Qp telle quevp(p) = 1. On se donne deux entiersr, s vérifiant 1 ≤ r < s, des
élémentsan ∈ Zp, pour n entier vérifiant 0 ≤ n < r + s et on suppose que

vp(a0) = 2, vp(an) ≥ 2 pour 0 < n < r, vp(ar) = 1 et vp(an) ≥ 1 pour r < n < r + s .

On poseP = a0 + a1X + . . . + ar+s−1X
r+s−1 + Xr+s.

a) Montrer que dansQp, il existe des racinesα et β deP vérifiantv(α) = 1/r et v(β) = 1/s.
Calculer le degré du polynôme minimalP1 deα et du polynôme minimalP2 deβ et montrer que
P = P1P2.

b) On poseL1 = Qp(α) et L2 = Qp(β). Pour i = 1, 2, déterminer le degré, l’indice de
ramification et le degré résiduel de l’extensionLi/Qp, montrer queOL1

= Zp[α] etOL2
= Zp[β].

c) On suppose quer et s sont premiers entre eux et on poseL3 = Qp[α, β]. Calculer l’indice de
ramification et le degré de l’extensionL3/Qp. Montrer qu’il existe un isomorphisme d’anneaux
L1 ⊗Qp

L2 → L3. Montrer qu’il existe des entiersu, v ∈ Z tels que, siγ = αuβv, alorsOL3
=

Zp[γ]. Est-il vrai queOL3
= Zp[α, β] ?

2) SoitQ ∈ Z[X] un polynôme de degré≤ 7 et soit

R = 36Q + 36 + 12X2 + 6X3 + X8

Déterminer le degré des polynômes irréductibles surQ2 qui divisentR. Même question surQ3.
En déduire queR est irréductible surQ.
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3) Soit δ ∈ C une racine deR et soitE = Q[δ].
a) Quel est le degré de l’extensionE/Q ?

b) Combien y-a-t’il d’idéaux maximaux deOE au-dessus de2 ? Pour chacun d’eux, déterminer
l’indice de ramification et le degré résiduel. Même questionpourp = 3.

Exercice B

On dit qu’un idéal I d’un anneau commutatif A est nilpotent s’il existe n ∈ N tel que
In = 0. On dit que x ∈ A est nilpotent s’il existe n ∈ N tel que xn = 0 et on note rA

l’ensemble des éléments nilpotents deA. On dit que A estréduit si rA = {0}.

1 .a)Montrer querA est un idéal de l’anneauA et queA/rA est réduit.
b) Montrer que, siA est noethérien, il existe un entiern ∈ N tel que(rA)n = 0.

c) Montrer que l’applicationSpec(A/rA) → Spec(A) est bijective.

d) Montrer que, six ∈ A et siS = {xn | n ∈ N}, alorsS−1A = {0} si et seulement six est
nilpotent. En déduire querA est l’intersection des idéaux premiers deA.

2 .a)Montrer que, siI etJ sont deux idéaux de l’anneauA tels queI +J = A, alorsIJ = I∩J.
b) Montrer que, sim1, m2, . . . , mr sont des idéaux maximaux distincts deA et sin1, n2, . . . , nr ∈
N, alors

m
n1

1 ∩ m
n2

2 ∩ . . . ∩ m
nr

r = m
n1

1 m
n2

2 . . .mnr

r .

3) On suppose désormais queA est un anneaufini sur un corpsk, i.e.queA contient k et est
de dimension finie en tant qu’espace vectoriel surk.
a) Montrer que tout idéal premier deA est maximal.

b) montrer que, siA est un anneau local, son idéal maximal est nilpotent.

c) Soientm1, m2, . . . , mr des idéaux maximaux distincts deA et, pour1 ≤ j ≤ r, soitπj : A →
A/mj , la projection canonique. Montrer que l’application

A → A/m1 × A/m2 × . . . × A/mr

qui envoiea sur(π1(a), π2(a), . . . , πr(a)) est injective. En déduire queA n’a qu’un nombre fini
d’idéaux maximaux.

d) Soientm1, m2, . . . , ms les idéaux maximaux distincts deA. Montrer que, pour toutn ∈ N,
on arn

A = m
n
1m

n
2 . . .mn

s . En déduire qu’il existe un entiert tel que

A ≃ A/mt
1 × A/mt

2 × . . . × A/mt
s

e) Montrer que, pour1 ≤ i ≤ s, si t est comme ci-dessus, le localiséAmi
deA enmi s’identifie

àA/mt
i.
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