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M1 Arithmétique

TD n◦ I

Exercice A

1) Pour q ∈ N
∗ supposons qu’il existe un corpsk de cardinal q.

a) Montrer qu’allors il existe des entiersp etd avecp premier etd ≥ 1 tels queq = pd.

b) Montrer que le corps premierFp := (Z/pZ, +, ∗) s’identifie à un sous-corps dek.

2) On suppose désormais donné un entier premierp, un entier d ≥ 1 et on noteq := pd. On
note Fp

a une clôture algébrique deFp.
a) Montrer que l’application

φq : Fp
a → Fp

a

x 7→ xq

est un automorphisme de corps.

b) En déduire que l’ensemble

Fq := {x ∈ Fp
a | xq = x}

est un sous-corps deFp
a contenantFp.

c) En déduire qu’il existe un unique (à isomorphisme près) corps fini àq éléments qu’on notera
Fq.

d) Montrer que le groupe multiplicatifFq
× des éléments inversibles deFq est cyclique isomorphe

àZ/(q − 1)Z.

e) Montrer que le groupe de Galois deFq surFp est cyclique engendré par l’automorphisme de
Frobeniusφ défini pasφ(x) := xp pour toutx ∈ Fp

a.

Exercice B

Montrer qu’un anneauA est local si et seulement si l’ensemble de ses éléments non inver-
sibles est un idéal maximal ; si et seulement si l’ensemble deses éléments non inversibles est un
idéal ; si et seulement si l’ensemble de ses éléments non inversibles est stable par addition.

Exercice C
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Trouver un morphisme d’anneauxf : A → B et un idéal maximalm deB tel quef−1(m)
ne soit pas maximal dansA.

Exercice D

Étant donné un anneau commutatifA, on noteSpec(A) (respectivementSpm(A)) l’en-
semble de ses idéaux premiers (respectivement maximaux.) Pour toute A-algèbreB et tout
A-moduleM, on noteMB := M ⊗A B et pour tout p ∈ Spec(A),

Mp := MAp
= M ⊕A Ap ;

1) SoitA un anneau commutatif,S une partie multiplicative de A et B := S−1A.
a) Pour tout morphisme injectif deA-modulef : M → P, montrer que le morphisme déduit
par changement de base (extension des scalaires)fB : MB → PB est encore injectif.

b) En déduire que de toute suite exacte deA-modules

(∗) : 0 → P −→ Q−−−→ R → 0

on déduit, par extension des scalaires, une suite exacte deB-modules

0 → PB −→ QB−−−→ RB → 0 ;

puis que pour tout élémentp ∈ Spec(A), on déduit de(∗) une suite exacte deAp-modules

(∗)p : 0 → Pp −→ Qp−−−→ Rp → 0 .

2 .a)Pour tout anneauA et toutA-moduleM, montrer que l’application naturelle

M →
∏

m∈Spm(A)

Mm

est injective.Indication On pourra chercher à montrer que l’idéal annulateur d’un élément
x ∈ M dont les composantes dansMm ,m∈Spm(A) sont nulles, est l’anneauA tout entier.
b) En déduire que l’application naturelle

M →
∏

p∈Spec(A)

Mp

est injective.

3) SoitA un anneau etf : M → P un morphisme deA-module.
a) Soitk : K → M un morphisme deA-modules tel que
i) f ◦ k = 0 ;

ii) pour tout morphisme deA-modulesl : L → M tel quef ◦ l = 0, il existe un unique
morphismel′ : L → K tel quel = k ◦ l′.

2



Montrer qu’alorsK est isomorphe àKer f.

b) On noteCoker f := P/Im f, qu’on appelle leconoyau def. Étant donné un morphisme de
A-modulesc : P → C, donner une propriété « universelle » analogue à celle énoncéci-dessus
pour le noyau, pour queC soit isomorphe àCoker f.

4) SoientA un anneau,B une A-algèbre etF : A − mod → B −mod un foncteur co-
variant de la catégorie desA-modules dans la catégorie desB-modules. Ceci signifie qu’à
tout A-module M on associe unB-module F (M) et qu’à tout morphisme de A-modules
f : M → P, on associe un morphisme deB-modulesF (f) : F (M) → F (P ) et ceci de
manière compatible à la composition i.e.

F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g) .

On suppose donné un foncteurF : A −mod → B − mod vérifiant de plus les deux
propriétés suivantes :
i) Pour toute suite exacte deA-modules

0 → P
f

−−−→ Q −→
g

−−−→ R → 0

la suite
0 → F (P )

F (f)
−−−→ F (Q) −→

F (g)
−−−→ F (R) → 0

est exacte.

ii) Pour tout A-moduleM, F (M) = 0 entraîneM = 0.

a) Pour tout morphisme deA-modulesf : M → P , montrer que

F (Ker f) = Ker F (f)

F (Coker f) = Coker F (f)

F (Im f) = Im F (f) .

b) En déduire qu’une suite

0 → P −→ Q−−−→ R → 0

deA-modules est exacte si et seulement si la suite deB-modules

0 → F (P ) −→ F (Q)−−−→ F (R) → 0

est exacte.

5) SoitA un anneau.
a) Étant donné unA-moduleM, montrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes :
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i) M = 0.

ii) Pour toutp ∈ Spec(A), Mp = 0.

iii) Pour toutm ∈ Spm(A), Mm = 0.

b) Étant donnés deux morphismes deA-modulesf : P → Q et g : Q → R, montrer que
les trois assertions suivantes sont équivalentes :
i) La suite

0 → P
f

−−−→ Q
g

−−−→ R → 0

est exacte.

ii) Pour toutp ∈ Spec(A), la suite

0 → Pp

fp

−−−→ Qp

gp

−−−→ → Rp → 0

est exacte.

iii) Pour toutm ∈ Spm(A), la suite

0 → Pm

fm

−−−→ Qm →
gm

−−−→ Rm → 0

est exacte.
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