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M1 Arithmétique

TD n◦ III

Exercice A.−Platitude

Soit A un anneau. UnA-moduleM est dit plat si le foncteur ·⊗AM est exact, c’est-à-dire
si pour toute suite exacte courte deA-modules

0 → N ′ −→ N−−−→ N ′′ → 0

la suite deA-modules

0 → N ′ ⊗A M −→ N ⊗A M−−−→ N ′′ ⊗A M → 0

est exacte.

1) Démontrer qu’unA-moduleM est plat si et seulement si, pour tousA-modulesN, N ′ et tout
homomorphisme injectifα : N ′ → N, l’homomorphisme

α⊗ IdM : N ′ ⊗A M → N ⊗A M

est injectif.

2) Démontrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes pour toutA-moduleM :
a) M est plat ;

b) quel que soit l’idéal de type finia de A, l’homomorphisme canoniquea⊗A M → M est
injectif ;

c) quels que soient leA-moduleN de type fini et l’élémentx de N, l’injection canonique
i : Ax → N induit un homomorphisme injectifi⊗ IdM : (Ax)⊗A M → N ⊗A M.

Indication Pour établir que la deuxième assertion implique la troisième, raisonner par ré-
currence sur le nombre de générateurs deN et observer que le cas d’unA-module monogène,
c’est-à-dire engendré par un élément, découle directementde la deuxième assertion.

3) Vérifier qu’unA-module libre est plat et démontrer que, si l’anneauA est principal, unA-
module de type fini est plat si et seulement s’il est libre.Indication Si A est principal etM est
sans torsion, démontrer que l’homomorphisme canoniquea⊗A M → M est injectif pour tout
idéala deA puis en déduire queM est plat.
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4) Si l’anneauA est local et noethérien, unA-moduleM est plat si et seulement s’il est libre.
On notem l’idéal maximal de A et k le corpsA/m.
a) Démontrer qu’il existe une suite exacte deA-modules

0 → R −→ L−−−→M → 0

avecL libre de rangdimkM ⊗A k etR de type fini.Indication Utiliser le lemme de Nakayama.

b) Nous supposons maintenant queM est unA-module plat. En considérant le diagramme
commutatif

m⊗A R → R → R⊗A k → 0
↓ ↓ ↓

0→ m⊗A L → L → L⊗A k → 0
↓ ↓ ↓

0→ m⊗A M → M → M ⊗A k → 0
↓ ↓ ↓
0 0 0

dont les lignes sont exactes en vertu de la platitude deM etL, démontrer que la suite

0 → R⊗A k −→ L⊗A k−−−→M ⊗A k → 0

est exacte.

c) Conclure que l’homomorphismeL → M est un isomorphisme.

d) On suppose en outre que l’anneau localA est intègre, de corps des fractionsK. Démontrer
qu’unA-module de type finiM est plat si et seulement si

dimKM ⊗A K = dimkM ⊗A k .

5) Soient(A, m), (B, n) deux anneaux locaux etϕ : A → B un homomorphisme tel que
ϕ−1(n) = m (on dit que ϕ est local). On suppose queϕ fait de B une A-algèbre plate et on
va prouver que l’application

Spec(ϕ) : Spec(B) → Spec(A)

est surjective.
Soit p un idéal premier deA.

a) Justifier que l’anneauB/pB est non nul.

b) En déduire que l’anneauB ⊗A κ(p) est non nul, puis qu’il existe un idéal premierq deB tel
queSpec(ϕ)(q) = p.

Exercice B
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Soit P ∈ Z[X] un polynôme de degré2 irréductible. On note K := Q[X]/P et OK

l’anneau des entiers deK c’est-à-dire la fermeture intégrale deZ dansK.

Soit d ∈ Z un entier relatif fixé et P := X2 − d . Soit α ∈ K, tel queP (α) = 0 .

1) Montrer qu’on peut, pour déterminerK etOK , se ramener au cas oùd est sans facteurs carrés.

2) Montrer que sid ≡ 1 [4], OK = Z[1+α
2

] ; Z[α] sinon.

3) Pour tout nombre premierp ∈ Z, déterminer la structure des idéaux maximaux deOK au-
dessus dep.

4 .a)Déduire notamment de ce qui précède queZ[i
√

5] ⊂ C, est un anneau de Dedekind.
b) Montrer queZ[i

√
5] n’est pas factoriel, donc a fortiori pas principal, ce qui fournit au moins un

exemple d’anneau de Dedekind non principal.Indication On pourra, en calculant(1−i
√

5)(1+
i
√

5) montrer que2 n’est pas premier dansZ[i
√

5]. En raisonnant sur le module de ses diviseurs,
on montrera qu’en revanche,2 est irréductible.

5) Comment peut-on, dans le cas d’un polynôme irréductibleP quelconque, se ramener au cas
des questions 1 à 3 ?

Exercice C

Soit A un anneau etI un idéal deA. On rappelle :
i) On peut munir A de sa topologieI-adique.

ii) L’ensemble N des entiers naturels étant muni de sa relation d’ordre usuelle, pour tous
entiersn ≤ m, l’inclusion Im ⊂ In donne un morphisme surjectif naturel

πn,m : A/Im → A/In

qui fait de {A/In, πn,m}n,m∈N un système projectif (filtrant) dont on note

Â := lim←−
n∈N

A/In

la limite projective.

iii) Pour tout anneau B la donnée d’un ensemble{fn : B → A/In}n∈N tel que pour tous
entiersn ≤ m, πn,m ◦ fm = fn équivaut à la donnée d’un morphismef : B → Â tel que
pour tout n ∈ N, A → A/In ◦ f = fn.

iv) En particulier, l’ensemble des projections

{A → A/In}n∈N,

induit un morphisme naturel A → Â dont le noyau est
⋂

n∈N

In .
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v) Si on note Î l’idéal engendré par l’image deI dans Â (par le morphisme ci-dessus,)
alors :
a) L’anneau Â muni de sa topologiêI-adique est séparé et complet et l’application naturelle
A → Â est continue.

b) Le couple(Â, A → Â) est universel pour la propriété ci-dessus à savoir que pour tout
anneau topologique(B, TB) séparé et complet et pour tout morphisme continu

f : (A, I− adique) → (B, TB) ,

f se factorise de manière unique à traverŝA qu’on appelle donc leséparé complétéde A
pour la topologieI-adique.

Dans la suite,p est un nombre premier et on note

Zp := lim←−
n∈N

Z/pnZ

le séparé complété de l’anneauZ des entiers relatifs pour la topologiep-adique.
On note vp la valuation p-adiquesur Q (avec la convention quevp(0) = +∞ et pour

tout x ∈ Q,

|x|p := 2−vp(x) =
1

2vp(x)
.

1) Pour tout couple(x, y) de nombres rationnels, vérifier les assertions suivantes :
a) |x|p ∈ Q+ ∪ {+∞}.
b)

|x|p = 0 ⇔ x = 0 .

c)
|xy|p = |x|p|y|p .

d)
|x + y|p ≤ max(|x|p, |x|p) .

2 .a) À ceci près que jusqu’ici on a toujours imposé à unedistanced’être à valeurs dansR+,
déduire de ce qui précède que l’application

dp : Q×Q → Q+ ∪ {+∞}
(x, y) 7→ |x− y|p

satisfait aux axiomes des distances et qu’on peut donc (un peu abusivement peut-être) dire de
(Q, dp) que c’est unespace métrique14.

14Ces « contorsions » sont en fait dues au fait qu’on ne veut pas introduire l’ensembleR ici (voir la question 6.)
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b) On définitTp ⊂ P(Q) de la manière suivante :Ω ∈ Tp si, pour toutx ∈ Ω, il exister ∈ Q+,
r > 0, tel que

B(x, r) := {y ∈ Q | dp(x, y) < r} ⊂ Ω .

Montrer qu’alorsTp est bien une topologie surQ.

c) Montrer que(Q, Tp) est un espace topologique séparé.

d) Montrer queZ muni de sa topologiep-adique s’identifie naturellement à un sous-espace
topologique de(Q, Tp).

On dira qu’une suite (xn)n∈N à valeurs dansQ estde Cauchy pour la topologieTp si pour
tout Ω ∈ Tp, 0 ∈ Ω, il existenΩ ∈ N tel que

∀(r, s) ∈ N2 , nΩ ≤ r ≤ s ⇒ xr − xs ∈ Ω .

On notera C(Q, Tp) l’ensemble des suites à valeurs dansQ de Cauchy pour la topologieTp.

3 .a) Montrer qu’une suite(xn)n∈N appartient àC(Q, Tp), si et seulement si pour toutǫ ∈ Q+,
ǫ > 0, il existenǫ ∈ N tel que

∀n ∈ N , n ≥ nǫ ⇒ dp(xn+1, xn) ≤ ǫ .

b) On définit la suite(an)n∈N à valeurs dansQ par :
– a0 := 2 ;
– pour toutn ∈ N,

an+1 := an −
a2

n + 1

2an

.

Montrer que
(an)n∈N ∈ C(Q, T5)

et que si elle avait une limiteℓ dansQ, on auraitℓ2 + 1 = 0.

c) En déduire que(Q, T5) n’est pas un espace topologique complet. On pourrait en faitmontrer
qu’il en est de même de(Q, Tp) pour tout nombre premierp ce qui justifie la construction qui
suit.

On définit Θp ⊂ P(C(Q, Tp)) par Ω ∈ Θp s’il existeU ∈ Tp tel que pour tout (xn)n∈N ∈
Ω, il existen0 ∈ N, tel que

∀n ∈ N , n ≥ n0 ⇒ xn ∈ U .

4 .a)Montrer que
(

C(Q, Tp), Θp

)

est un espace topologique ; est-il séparé ?

b) Montrer que si on munitC(Q, Tp) de l’addition et de la multiplication terme à terme il acquiert
une structure d’anneau topologiquedont on précisera les éléments caractéristiques.

On noteJ (Q, Tp) le sous-ensemble deC(Q, Tp) formé des éléments contenus dans tout
ouvert contenant0C(Q,Tp).
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5 .a)Montrer queJ (Q, Tp) est un idéal deC(Q, Tp).
b) Montrer que le quotientQp := C(Q, Tp)/J (Q, Tp) est un corps.

c) Montrer que l’application naturelleQ → C(Q, Tp) qui à tout rationnelx associe la suite
constante de valeurx induit un morphisme injectifp : Q → Qp.

d) Montrer que la topologieΘp induit naturellement une topologieΘ′
p surQp et qu’alors

ip : (Q, Tp) → (Qp, Θ
′
p)

est un morphisme d’anneaux topologiques.

e) Montrer que(Qp, Θ
′
p) est un espace topologique séparé et complet.

f) En déduire que l’injection naturelleZ →֒ Q induit un morphisme injectifZp →֒ Qp qui
définit finalement un morphisme injectif

jp : Frac(Zp) → Qp .

Montrer finalement quejp est un isomorphisme c’est-à-dire que le corps des fractionsdeZp

s’identifie au séparé-complété deQ pour la topologieTp.

6) Que devient le corpsQp si on remplace, à partir de la question 1| · |p par la valeur absolue
usuelle| · | ?

Exercice D.−Unités p-adiques

Dans tout cet exercice,p est un nombre premier,Zp est l’anneau des entiersp-adiques
et Qp son corps des fractions. On noteU := Zp

× le groupe des éléments inversibles deZp.

1 .a)Pour tout entier natureln ≥ 1, montrer que le noyauUn de l’application naturelle

U → (Z/pnZ)×

est1 + pnZp.
b) DéterminerU/U1.

c) Montrer que pour tous entiersn ≤ m, Um ⊂ Un ce qui induit un morphisme surjectif de
groupesU/Um → U/Un de sorte que{U/Un}n∈(N,≤) est un système projectif (filtrant.)

d) En déduire que l’ensemble des projections naturelles{U → U/Un}n∈N, définit un mor-
phisme de groupes

U → lim←−
n∈N

U/Un .

e) Montrer que ce dernier morphisme est un isomorphisme.

2) On dit qu’une suite exacte

0 → K
i−−−→M −→ p−−−→ C → 0
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(de groupes abéliens, plus généralement deA-modules ou même dans unecatégorie abé-
lienne quelconque) estscindées’il existe un morphisme (dans la catégorie considérée)

s : C → M

(dont on dit que c’est unesection dep) tel que p ◦ s = IdC . Il est équivalent de demander
qu’il existe un isomorphisme du terme centralM de la suite exacte dans le produit (ou
indifféremment la somme directe)K ⊕ C.
a) Montrer que si

0 → K −→ M−−−→ C → 0

est une suite exacte de groupes abéliens,M est fini si et seulement siKet C le sont et que dans
ce cas

#(M) = #(K)#(C) .

Montrer que si#(K) et#(C) sont premiers entre eux, la suite ci-dessus est scindée.

b) Pour tout
ξ = 1 + pnx ∈ Un , x ∈ Zp ,

(voir question 1.a,) on notêξ l’image dex par la projection canoniqueZp → Z/pZ.

Montrer que l’applicationξ 7→ ξ̂ induit un isomorphisme

Un/Un+1
∼= Z/pZ .

c) En déduire queU1/Un est d’ordrepn−1.

d) Pour toutn ≥ 1, montrer qu’on a une suite exacte scindée de groupes abéliens:

1 → U1/Un → U/Un → Fp
× → 1 .

e) En déduire queU/Un contient un unique sous-groupeVn isomorphe àFp
× et que la projection

naturelleU/Un → U/Un−1 induit un isomorphisme deVn surVn−1.

f) En déduire qu’il existe un unique sous-groupeV deU isomorphe àFp
× et que l’on a alors

U = V.U1.

3) Soit n un entier naturel. Sip = 2, on suppose quen ≥ 2, sinon, on suppose quen ≥ 1.
Montrer qu’alors, pour toutx ∈ Un \ Un+1, xp ∈ Un+1 \ Un+2.

4) On suppose, dans cette question, quep 6= 2 et on poseα := 1 + p ∈ U1 \ U2.
a) Montrer que l’imageαn deα dansU1/Un engendreU1/Un.

b) Montrer que les isomorphismes naturels

Z/pn−1 → U1/Un

x 7→ αx
n
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induisent un isomorphisme
Zp
∼= U1 .

5) On suppose, dans cette question, quep = 2. Soit α ∈ U2 \ U3.
a) Construire à partir deα un isomorphismeZ2

∼= U2.

b) Montrer queU1 = {−1; 1}.U2.

6) Montrer que le groupeQp
× est isomorphe à

Z.Zp.Z/(p− 1)

si p 6= 2 et à
Z.Z2.Z/2

si p = 2.

7) Montrer queZp contient toutes les racinesp− 1ièmede l’unité.
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