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Exercice A
Pour P C () desZ-modules, on note

[Q: P] == #(Q/P)

gu’'on appelle I'indice deP dans@).

1) Soita un nombre algébrique, P son polyn6me minimal,a; = o, . .., «, les racines de ce
dernier, et K = Q[«a]. On rappelle la formule :

Siale) = [y —ai)? = (=1)"F Nicjg(P'(a))

(cf. 111.3.2.1.5.)
On supposeé = X+ aX + birréductible etd > 2. Calculerdx q(«a). Expliciter la formule
quandd = 2 ou3.

2) Soit K/Q un corps de nombres de degré, d’anneau d’entiers Ok et M C Ok un sous-
Z-module libre de Ok de base(f;)1<i<4-
a) Montrer queM estp-clos si et seulement si

P /Y[OK . M] .
On dit aussi parfois dans ce cas queestp-maximal.

b) Montrer I'égalité entre idéaux dé

o/ (O MP = 6%0(M)

c) En déduire que siﬁ/Q(M) est sans facteur carré, alofs .. . ., f,, est uneZ-base de)y.

d) Soitp un nombre premier. Montrer que
| O jo(M)
5OK/M

)

1



si et seulement si il existe des entiets. . ., a, tels que(ay, ..., a,,p) = let(aif; + -+ +
anfn)/p € Ok. Indication Traduire en termes d'éléments d’orgrdansOy /M.

3) Soientp un nombre premier, K := Q[a] et P le polynéme minimal de«. On suppose
de plus queP est d’Eisenstein erp. Montrer queZ|[a] estp-maximal.Indication On pourra

montrer 'identité .
pOK — (p’ a)dlm@K )

4 .a)DéterminerOy lorsqueK = Q(«), aveca® = 2. Mmontrer en particulier quE|a| est2 et
3-maximal.
b) Méme question avee® — o — 1 = 0.

Exercice B.—Critére de Kummer
On va montrer le théoréme suivant :

Théoreme Théoréme de KummerSoit K un corps de nombre de degrel, O son anneau
d’entiers, a € Ok tel que K = Qla] et P le polyn6me minimal dec.
Etant donné un nombre premierp, on note P I'image de P dansF,[X] et

la décomposition deP en produit d’irréductibles dans F,[X]. Pour tout 1 < i < g, on note
P, € Z[z] un relévement arbitraire de P;. Sip ne divise pagOy : Z[a]] (c’est-a-dire encore
SiZ[a] estp-clos ou encorep-maximal,) Alors :

a) Pourtoutl <i<g,p; = pOk + P;(a)Ok estun idéal maximal deO.

b)

g
pOK = szz
i=1

1) Expliquer pourquoi on peut suppos€r= Q[«a| aveca € Ok.
Dans la suite, les hypothéses et notations sont celles dudinéme. On note encore
fi = deg(P)V1<i<yg.
De plus, pour tout couple(a, b) d’éléments deOx, on note
(a,b) == aOk + bOk

l'idéal engendré et Pour deuxZ-modules P et (), on note P + () le Z-module qu'ils en-
gendrent.



2) Pourtout 1 < i < g, on posek; := F,[X]/(P).

a) Montrer quek; = [, etque(p, P;) est un idéal maximal d&[X].

b) Montrer quelOx : Z]a] + p;] divise
pged([Ok : Z[a]], [Ok : pOk]) = 1.

c) Montrer que I'homomorphisme
¢ ZIX] — Ok/pi X — «a

est surjectif.

d) En déduire que sojt; = O, soitOx /p; est un corps de cardinafl:.

3) Montrer quep; + p; = Ok Sit # J.
4) Montrer que

g g
[I#" c @ ]I P@™) c pOk
=1 =1

et en déduire que

g
pOK\ sz‘i .
i=1

5) Montrer le théoreme de Kummer.

Exercice C

Soit p un nombre premier impair fixé, ¢ une racine primitive p'*M€ de I'unité et K :=
Q(¢) c Clep'®MEcorps cyclotomique,Ox son anneau d’entiers. On dit quep estrégulier
si p ne divise pas le nombre de classes d’'idéaux d€. On notera x — T la conjugaison
complexe.

Théoreme Théoreme de Kummer, 184Boitp > 3 un premier régulier, alors il n’existe pas de
(z,y,2) € Z3 non nuls vérifiant 'équation de Fermat?: + y* = 2P.

Ce résultat établit un cas particulier du “grand théoreme deFermat”, démontré com-
pletement par Wiles par de toutes autres méthodes. Nous maetrons une partie du théo-
reme de Kummer : une solution(z, y, z) éventuelle doit vérifierp | xyz.

1) Montrer queOx = Z[(].

2 Racines de I'unité a) Montrer quey(K), 'ensemble des racines de I'unité contenues dans
K, est formé des racines®'€M€de1.

b) Soit M I'ensemble des élémentse Or tels que pour tout plongementde K dansC on
ait|o(z)| = 1. Montrer queM est fini, et en déduire quil = u(K).



3) UnitéOn désire montrer que pour toute unitée € Oy, il existea € Z tel quee = (%
avece; € R.
a) Montrer qu'il existeb € Z tel quee = £(%.

b) On rappelle qué¢l — () est un idéal maximal d®x. Montrer quec =€ (mod 1 — ().
c) En déduire que = (% et conclure.
4) Soitp > 3 régulier, et soitx, y, z € Z qui vérifient z? + y? = 2P etp t zyz.

a) Montrer que I'on peut supposer quey, z sont premiers entre euxa 2, ainsi quex # y
(mod p).

b) Montrer que

p—1 p—1
Hl—(” etzp—H(x+ij).
Jj=1 j=0

c) En déduire que sf’ # (7, les idéauxz + ('y) et (z + (Yy) sont premiers entre eux.

d) Montrer que(x + Cy) = I? ou [ est un idéal principal. En déduire qu'’il existee Ok et
e € Oy telsquer + (y = ea”.

e) Montrer que pour toutr € Oy il existe s € Z tel quea®? = 5 (mod pOk).

f) Montrer qu'il existek € N tel quez + Cy — (z + (" ty)¢F =0 (mod pOk).

g) Montrer que s _"_ 0 2 ;¢ =0 (mod pOgk) aveca; € Z, alorsa; = 0 (mod p) pour touti.
En déduire que s} 7, &ZCZ € pOg, et qu’au moins un des a; est nul mod p, alors tous le sont.
h) Conclure.

Exercice D
Nous nous proposons d’étudier les solutionge, y) € Z* de I'équation de Mordell, don-
née par
B,y =2 4+ k,
ou k € Z. Nous prouverons le théoréme :

Théoreme Théoreme de MordellSoit k < —1 un entier sans facteur carré congr@ au 3
(mod 4). Supposons que le nombre de classeQ@¢k) n'est pas divisible pas. Alors I'équa-
tion £, : y*> = x® + k admet une solution en nombres entiers si et seuleménest, de la forme
+1—3a?, a € N*; dans ce cas, il y a deux solutions donnéespay) = (a*> — k, +a(a® + 3k)).

Soient(z, y) un couple de solutions entiéres de I'équatioti;, ou k satisfait les conditions
de I'énoncé de Mordell.

1) Montrer que(z, y) = 1 et quer est impair.

2) Montrer que les idéaufy + V&) et (y — v/k) sont premiers entre eux. En déduire qu'il existe
un idéalA principal tel que(y + vk) = A®
3) Montrer que les unités d@y,/5) sont+1 et conclure.



