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Exercice A

Pour P ⊂ Q desZ-modules, on note

[Q : P ] := #(Q/P )

qu’on appelle l’indice deP dansQ.

1) Soitα un nombre algébrique,P son polynôme minimal,α1 = α, . . . , αn les racines de ce
dernier, et K = Q[α]. On rappelle la formule :

δK/Q(α) =
∏

i<j

(αj − αi)
2 = (−1)

d(d−1)
2 NK/Q(P ′(α))

(cf. III.3.2.1.5.)
On supposeP = Xd + aX + b irréductible etd ≥ 2. CalculerδK/Q(α). Expliciter la formule

quandd = 2 ou3.

2) Soit K/Q un corps de nombres de degréd, d’anneau d’entiersOK et M ⊂ OK un sous-
Z-module libre deOK de base(fi)1≤i≤d.
a) Montrer queM estp-clos si et seulement si

p 6 | [OK : M ] .

On dit aussi parfois dans ce cas queM estp-maximal.

b) Montrer l’égalité entre idéaux deZ :

δOK/Z · [OK : M ]2 = δZ
K/Q(M) .

c) En déduire que siδZ
K/Q

(M) est sans facteur carré, alorsf1, . . . , fn est uneZ-base deOK .

d) Soitp un nombre premier. Montrer que

p |
δZ
K/Q

(M)

δOK/M

,
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si et seulement si il existe des entiersa1, . . . , an tels que(a1, . . . , an, p) = 1 et (a1f1 + · · · +
anfn)/p ∈ OK . Indication Traduire en termes d’éléments d’ordrep dansOK/M.

3) Soientp un nombre premier, K := Q[α] et P le polynôme minimal deα. On suppose
de plus queP est d’Eisenstein enp. Montrer queZ[α] estp-maximal.Indication On pourra
montrer l’identité

pOK = (p, α)dimQK .

4 .a)DéterminerOK lorsqueK = Q(α), avecα3 = 2. Mmontrer en particulier queZ[α] est2 et
3-maximal.
b) Même question avecα3 − α − 1 = 0.

Exercice B.−Critère de Kummer

On va montrer le théorème suivant :

Théorème Théorème de KummerSoit K un corps de nombre de degréd, OK son anneau
d’entiers, α ∈ OK tel queK = Q[α] et P le polynôme minimal deα.

Étant donné un nombre premierp, on noteP̃ l’image deP dansFp[X] et

P̃ =

g
∏

i=1

P̃ ηi

i

la décomposition deP̃ en produit d’irréductibles dans Fp[X]. Pour tout 1 ≤ i ≤ g, on note
Pi ∈ Z[x] un relèvement arbitraire de P̃i. Si p ne divise pas[OK : Z[α]] (c’est-à-dire encore
si Z[α] estp-clos ou encorep-maximal,) Alors :
a) Pour tout 1 ≤ i ≤ g, pi := pOK + Pi(α)OK est un idéal maximal deOK .

b)

pOK =

g
∏

i=1

p
ηi

i .

1) Expliquer pourquoi on peut supposerK = Q[α] avecα ∈ OK .

Dans la suite, les hypothèses et notations sont celles du théorème. On note encore

fi := deg(P̃i) ∀1 ≤ i ≤ g .

De plus, pour tout couple(a, b) d’éléments deOK , on note

(a, b) := aOK + bOK

l’idéal engendré et Pour deuxZ-modulesP et Q, on note P + Q le Z-module qu’ils en-
gendrent.
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2) Pour tout 1 ≤ i ≤ g, on poseki := Fp[X]/(P̃i).
a) Montrer queKi

∼= Fpfi et que(p, Pi) est un idéal maximal deZ[X].

b) Montrer que[OK : Z[α] + pi] divise

pgcd
(

[OK : Z[α]], [OK : pOK ]
)

= 1 .

c) Montrer que l’homomorphisme

φ : Z[X] → OK/pi X 7→ α

est surjectif.

d) En déduire que soitpi = OK , soitOK/pi est un corps de cardinalpfi.

3) Montrer quepi + pj = OK si i 6= j.

4) Montrer que
g

∏

i=1

p
ηi

i ⊂ (p,

g
∏

i=1

Pi(α)ηi) ⊂ pOK

et en déduire que

pOK |
g

∏

i=1

p
ηi

i .

5) Montrer le théorème de Kummer.

Exercice C

Soit p un nombre premier impair fixé, ζ une racine primitive pième de l’unité et K :=

Q(ζ) ⊂ C le pièmecorps cyclotomique,OK son anneau d’entiers. On dit quep estrégulier
si p ne divise pas le nombre de classes d’idéaux deK. On notera x 7→ x la conjugaison
complexe.

Théorème Théorème de Kummer, 1847Soitp > 3 un premier régulier, alors il n’existe pas de
(x, y, z) ∈ Z3 non nuls vérifiant l’équation de Fermat :xp + yp = zp.

Ce résultat établit un cas particulier du “grand théorème deFermat”, démontré com-
plètement par Wiles par de toutes autres méthodes. Nous montrerons une partie du théo-
rème de Kummer : une solution(x, y, z) éventuelle doit vérifierp | xyz.

1) Montrer queOK = Z[ζ ].

2 Racines de l’unité a) Montrer queµ(K), l’ensemble des racines de l’unité contenues dans

K, est formé des racines2pièmede1.
b) SoitM l’ensemble des élémentsx ∈ OrK tels que pour tout plongementσ deK dansC on
ait |σ(x)| = 1. Montrer queM est fini, et en déduire queM = µ(K).
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3) UnitésOn désire montrer que pour toute unitéǫ ∈ O∗
K , il existe a ∈ Z tel que ǫ = ζaǫ1

avecǫ1 ∈ R.
a) Montrer qu’il existeb ∈ Z tel queǫ = ±ζbǫ.

b) On rappelle que(1 − ζ) est un idéal maximal deOK . Montrer queǫ ≡ ǫ (mod 1 − ζ).

c) En déduire queǫ = ζbǫ et conclure.

4) Soitp > 3 régulier, et soit x, y, z ∈ Z qui vérifient xp + yp = zp et p ∤ xyz.
a) Montrer que l’on peut supposer quex, y, z sont premiers entre eux2 à 2, ainsi quex 6≡ y
(mod p).

b) Montrer que

p =

p−1
∏

j=1

(1 − ζj) et zp =

p−1
∏

j=0

(x + ζjy) .

c) En déduire que siζ i 6= ζj, les idéaux(x + ζ iy) et (x + ζjy) sont premiers entre eux.

d) Montrer que(x + ζy) = Ip où I est un idéal principal. En déduire qu’il existeα ∈ OK et
ǫ ∈ O∗

K tels quex + ζy = ǫαp.

e) Montrer que pour toutα ∈ OK il existeβ ∈ Z tel queαp ≡ β (mod pOK).

f) Montrer qu’il existek ∈ N tel quex + ζy − (x + ζ−1y)ζk ≡ 0 (mod pOK).

g) Montrer que si
∑p−2

i=0 aiζ
i ≡ 0 (mod pOK) avecai ∈ Z, alorsai ≡ 0 (mod p) pour touti.

En déduire que si
∑p−1

i=0 aiζ
i ∈ pOK , et qu’au moins un des ai est nul mod p, alors tous le sont.

h) Conclure.

Exercice D

Nous nous proposons d’étudier les solutions(x, y) ∈ Z2 de l’équation de Mordell, don-
née par

Ek : y2 = x3 + k ,

où k ∈ Z. Nous prouverons le théorème :

Théorème Théorème de MordellSoit k < −1 un entier sans facteur carré congru à2 ou 3
(mod 4). Supposons que le nombre de classes deQ(

√
k) n’est pas divisible par3. Alors l’équa-

tion Ek : y2 = x3 + k admet une solution en nombres entiers si et seulement si,k est de la forme
±1−3a2, a ∈ N∗ ; dans ce cas, il y a deux solutions données par(x, y) = (a2−k,±a(a2 +3k)).

Soient(x, y) un couple de solutions entières de l’équationEk, oùk satisfait les conditions
de l’énoncé de Mordell.
1) Montrer que(x, y) = 1 et quex est impair.

2) Montrer que les idéaux(y +
√

k) et (y −
√

k) sont premiers entre eux. En déduire qu’il existe
un idéalA principal tel que(y +

√
k) = A3.

3) Montrer que les unités deOQ(
√

k) sont±1 et conclure.
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