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Chapter 1

Intersections de surfaces

1.1 Motivation

A quelle condition I'intersection de deux surfaces est-elle une courbe ?

Dans ces notes, surface lisse, ou méme simplement surface, est une abbréviation pour sous-
variété de dimension 2 de Pespace R®. Une surface lisse est décrite ou bien par une équation non
dégénérée, ou bien par des paramétrisations locales non dégénérées. Une surface lisse possede en
chaque point un plan tangent. Deux surfaces lisses sont dites transverses si en chaque point de
leur intersection, les plans tangents sont distincts. Le résultat principal de ce court chapitre est le

Théoreme 1 L’intersection de deuz surfaces lisses transverses est une collection de courbes lisses.

Passons a la pratique. Soit ¢ une courbe obtenue comme composante de 'intersection de deux
surfaces lisses. Supposons connu un point de ¢. Alors on peut calculer une paramétrisation de la
courbe ¢ de proche en proche, par cheminement. Le probleme d’évaluer le nombre de composantes
connexes d’une intersection de surfaces et de placer un point sur chacune d’entre elles n’est pas du
ressort de la géométrie différentielle. Dans le cas des surfaces algébriques, les méthodes du calcul
formel s’appliquent, voir le cours d’A. Lichnewsky.

1.2 Sous-variétés de R"

Définition 1 Une partie X de R™ est une sous-variété (submanifold) de dimension d et de
classe C* si pour tout P € X il existe un voisinage U de P dans R™, un sous-espace affine A de
dimension d et un difféomorphisme ¢ de U sur un ouvert V de R™ tels que

HUNX)=VnNA.

On appellera surface lisse (smooth surface) une sous-variété de dimension 2 de R3, de classe
C' au moins. On appellera courbe lisse (smooth curve) une sous-variété conneze de dimension 1
de R3, de classe C! au moins.

Exemple. Soit f une fonction de classe C! sur un ouvert U de R2. Le graphe de f est I’ensemble
X des points (z,y, z) € R3 tels que (z,y) € U et z = f(x,y) est une surface lisse de classe C*. En
effet, 'application

p:UxR—-UxR, (x,y,2) (x,y,2— f(x,y))

est un difféomorphisme (sa réciproque est (z,y,2) — (z,y,z + f(x,y))) qui redresse X sur le plan
{z = 0}. De méme, l'intersection du graphe X avec un plan vertical est une courbe lisse de classe
Cct.
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1.3 Equation locale d’une surface

Soit X une surface lisse, i.e. une partie de R3 localement redressable sur un plan. Etant donné
un point P de X, en transportant au moyen du redressement une équation de plan, on obtient
une équation locale non dégénérée de X, i.e. une fonction définie sur un voisinage de P dans R?
telle que X soit localement le lieu des zéros de f, et telle que la différentielle de f en P ne soit pas
nulle (i.e. les dérivées partielles ne sont pas toutes nulles en P). Réciproquement, une équation
non dégénérée définit une surface lisse.

Théoréme 2 Soit f une fonction de classe C* sur un ouvert de R®. On suppose que f que pour
tout point P tel que f(P) = 0, au moins une des dérivées partielles de f ne s’annule pas en P.
Alors l'ensemble f~1(0) est une surface lisse de classe C*.

Preuve. Par hypothese, le gradient Vpf est non nul. Notons A =|| Vpf ||. Choisissons des
coordonnées cartésiennes d’origine P et telles que les composantes du vecteur A~ 'Vpf soient
(0,0,1). Considérons 'application ¢ définie au voisinage de l'origine P par

Qﬁ(l‘, y’ Z) = (x7 y7 A_lf(x7 y’ Z))'

Alors la différentielle de ¢ a l'origine est l'identité. D’apres le théoreme d’inversion locale, ¢ est un
difféomorphisme entre des voisinages U et V de l'origine. Par construction, ¢(UNf~1(0)) =V Nn
ou 7 est le plan d’équation {z = 0}, i.e. le plan orthogonal au gradient Vpf. =

Exemple. La sphere unité est définie par 'équation f(z,y,z) = 22 + y?> + 22 — 1 = 0. Celle-ci
est non dégénérée le long de la sphere unité. En effet, le gradient V f ne s’annule qu’a 'origine,
qui n’est pas sur la sohére unité. Par conséquent, la sphére unité est une surface lisse.

Exemple. Le cone quadratique défini par I’équation f(z,y,z) = 2% 4+ y? — 22 = 0 est pas une
surface lisse en dehors de I'origine. En effet, le gradient V f ne s’annule qu’a l’origine. Le cone n’est
pas une surface lisse au voisinage de ’origine. En effet, les vecteurs tangents aux droites contenues
dans le cone et passant par I'origine engendrent R3, c’est incompatible avec le redressement sur
un plan.

Exercice 1 Niveaux d’une forme quadratique Pour quelles valeurs de € I’ensemble X, des solutions
de léquation x? + y? — 22 = € est-il une surface lisse ?

1.4 Paramétrisation locale d’une courbe

Proposition 2 Soit t — c¢(t) une application définie au voisinage de 0 dans R, a valeurs dans
R3. Si le vecteur vitesse ¢'(0) est non nul, alors il existe un voisinage I de 0 dans R dont l’image
est une courbe lisse.

Preuve. Quitte & effectuer un changement affine de coordonnées, on peut supposer que X (0) = 0
et que ¢/(0) = (0,0,1). Posons ¢(z,y,2) = (z,y,0) + c(2). La différentielle de ¢ en 0 est I'identité,
donc ¢ est un difféomorphisme local, qui envoie ’axe des z sur la courbe donnée. m

Exercice 2 Projection d’une courbe Soit t — ¢(t) une courbe dans lespace, et w un plan. Montrer
que la projection orthogonale de ¢ sur w est localement une courbe lisse si le vecteur vitesse n’est
jamais orthogonal a w. Est-ce une condition nécessaire ?

1.5 Paramétrisation locale d’une surface

Soit X une surface lisse, i.e. une partie de R3 localement redressable sur un plan. Etant donné
un point P de X, en transportant au moyen du redressement une paramétrisation affine de plan,
on obtient une paramétrisation locale de X, i.e. une application (u,v) — X (u,v) & valeurs dans
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0X 0X

X, et dont la différentielle est injective (i.e. telle que les dérivées partielles B et — soient
U v

linéairement indépendantes en chaque point). Réciproquement, I'image d’un ouvert du plan assez

petit par une paramétrisation locale est une surface.

Théoréme 3 Soit (u,v) — X (u,v) une application définie au voisinage de l'origine dans le plan,
0X X
a valeurs dans R3. On suppose que les dérivées partielles —(0) et —(0) sont linéairement

indépendantes. Alors il existe un voisinage U de 0 dans le plan dont l'image est une surface lisse.

Preuve.
Choisissons des coordonnées cartésiennes dans R? d’origine X (0) et telles que le plan engendré

0X X
par les vecteurs 8_(0) et 8_(0) aie pour équation {z = 0}. Considérons l'application ¢ définie
u v
au voisinage de I'origine dans R? = R? x R par
P(u,v,2) = (X(u,v), 2).
Alors la différentielle de ¢ a l'origine est de la forme

00X, 0X4 0

6‘9)?2 6%})2 0
ou oy

9X3 0X3 1
ou ov

ou les deux premieres colonnes sont indépendantes, donc elle est inversible. D’apres le théoreme
d’inversion locale, ¢ est un difféomorphisme entre des voisinages U’ et V' de l'origine. On peut
supposer que U’ est de la forme U’ = U x| — ¢, ¢[. Par construction, 'image X (U) satisfait

X(U)NV = ¢U' N {z=0})

donc X (U) est une surface. =

Exemple. Les coordonnées (latitude,longitude) constituent une paramétrisation locale de la
sphere privée des podles, mais pas aux poles. En effet, elle s’écrit

cos 6 cos ¢
X(0,¢) = | cosOsin¢
sin 0
On calcule ax  ox
W A (9_(725 = — COS(@)X(G, d))

ui s’annule lorsque cosf = 0, i.e. aux poles. Néanmoins, la sphere est une surface lisse aux poles.
) )

Exercice 3 Démoulage Soit v un vecteur unitaire de R®. Une surface X est dite démoulable dans
la direction v si les surfaces translatées X + tv pour t > 0 sont deux a deux disjointes. Montrer
que si le plan tangent TpX ne contient pas v, alors il existe un voisinage de P dans X qui est
démoulable dans la direction v. Soit X une surface de classe C* dont le plan tangent ne contient
jamais v. Montrer que X est démoulable dans la direction v si et seulement si dans des coordonnées
telles que v soit le troisieme vecteur de base, X peut s’écrire sous la forme

X ={(z,y,2) e R*; (v,y) € D, z = f(z,y)}

ou la fonction f est de classe C*.
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1.6 Plan tangent

Soit X une surface. Son plan tangent est ’ensemble des vecteurs vitesses en P des courbes contenues
dans X et passant par P. C’est un sous-espace vectoriel de dimension 2.

Lemme 3 Le plan tangent en P a une surface X peut étre défini par l'une des 3 constructions
équivalentes sutvantes.

e Si le difféomorphisme ¢ redresse X sur le plan vectoriel ™ au voisinage de P, alors TpX =

(dpg)~*(m).

e Si [ est une équation non dégénérée de X au voisinage de P, alors TpX est le noyau de la
différentielle dp f, i.e. le plan orthogonal au gradient Vpf.

o Si(u,v) — X(u,v) est une paramétrisation locale de X en P, alors TpX est 'image de la
0X

X
différentielle dp X, i.e. le plan vectoriel engendré par les vecteurs %—(0) et —(0).
u

ov

Preuve. Supposons que le difféomorphisme ¢ redresse X sur le plan vectoriel 7, avec ¢(P) = 0.
Si ¢ est une courbe tracée sur X, avec ¢(0) = P, alors la courbe ¢oc est contenue dans le plan 7, et
sa vitesse (¢ o ¢)'(0) = dpé(c/(0)) € m donc ¢/(0) € (dpg)~1(P). Inversement, si w € (dpgp)~1(P),
alors w est la vitesse en P de la courbe t — ¢~ !(tw) contenue dans X. Par conséquent, le plan
tangent est égal & (dp¢)~1(P). En particulier, c’est un plan vectoriel.

Si f est une équation de X, alors pour toute courbe ¢ tracée sur X, foc = 0 donc dp f(¢'(0)) = 0.
On conclut que le plan tangent est contenu dans (donc égal &) le noyau de dp f.

Si (u,v) — X (u,v) est une paramétrisation locale de X, toute courbe ¢ contenue dans X s’écrit
au voisinage de P ¢(t) = X (u(t), v(t)) donc

0X L 9X
%(0) +v (0)%(0)

0X 0X
est contenu dans le plan engendré par 8_(0) et 8_(0) Ce plan coincide donc avec le plan
u v

c(0) =/ (0)

tangent. =

Concretement, pour calculer le plan tangent, il suffit de calculer le vecteur qui lui

R /\ R
Jou  Ov
est orthogonal.

Exemple. En un point P, le plan tangent a la sphere unité est le plan orthogonal a P.

Exercice 4 Plan tangent a un hyperboloide Quel est le plan tangent au paraboloide hyperbolique
d’équation z = xy au point (u,v,uv) ?

1.6.1 Intersection de deux surfaces

Définition générale. Deux sous-espaces vectoriels F et F' de R” sont dits transversessi E4+F = R".
Deux droites vectorielles de R? (resp. deux plans vectoriels de R3) sont donc transverses si et
seulement si ils sont distincts. Deux droites vectorielles de R? ne sont jamais transverses. Une
droite vectorielle et un plan vectoriel de R? sont transverses si et seulement si la droite n’est pas
contenue dans le plan.

Définition 4 Deux surfaces X1 et Xo de R? sont dites transverses si en chaque point P € X1NXo,
les plans tangents Tp X, et TpXs sont distincts. Deux courbes c1 et co tracées sur une surfaces X
sont dites transverses si en chaque point P € c¢1 N ca, les tangentes Tpcy et Tpcy sont distinctes.
Une courbe c est transverse a une surface X si en chaque point P € ¢cN X, la droite Tpc n’est pas
contenue dans le plan TpX.
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Exercice 5 Transversalité d’'un tore avec une famille de plans paralleles On considére le tore de
révolution paramétré par

cos(v)(2 4 cos(u))
(u,v) — X (u,v) = sin(v)(? J(r (308(“))

Parmi les plans paralléles au plan {y = 0}, lesquels sont transverses au tore ?

Exercice 6 La transversalité est une condition ouverte Soient X et Xo deux surfaces transverses.
Soit K un compact contenu dans X1 N Xo. Montrer qu’il existe un voisinage U de K tel que si
X1 et XL sont des surfaces suffisamment proches de X1 et Xo, alors UN X et UN X_2 sont
transverses et leur intersection est non vide.

Théoréme 4 Si les surfaces X1 et Xo sont transverses, leur intersection v est une réunion de
courbes disjointes. Sa tangente Tp~y est lintersection des plans tangents Tp X1 et TpXo.

C’est une conséquence de 1’énoncé suivant.

Théoréme 5 Soient X1, Xo et Xy trois surfaces, P un point commun aux trois surfaces tel que
les plans Tp X, et TpXo sont distincts et leur intersection n’est pas contenue dans TpXs. Alors il
existe un difféomorphisme tangent a lidentité en P qui envoie chacune des surfaces sur son plan
tangent. En particulier, l'intersection de deux des surfaces est envoyée sur une droite affine.

Preuve.

Par un changement affine de coordonnées, on peut supposer que P = 0 est 'origine et que les
3 plans tangents sont les plans de coordonnées. En effet, il suffit de choisir une vecteur non nul
dans chacune des intersections de 2 plans. Ces vecteurs sont non coplanaires par hypothese.

Soit f; une équation non dégénérée de X; au voisinage de P. Alors la différentielle dpf; a
pour noyau le plan de coordonée {x; = 0}, donc elle est proportionnelle & la forme dz;. Quitte
a multiplier f; par une constante, on peut supposer que dpf; = dx;. Alors la différentielle de
I'apllication ¢ de R? dans R? de composantes les f; est l'identité. Par conséquent, ¢ est un
difféomorphisme local tangent a ’identité. Par construction, il envoie les surfaces X; sur les plans
de coordonnées. m

Remarque. Soit ¢ +— ¢(t) une courbe tracée sur une surface X, dont la vitesse en P ne
s’annule pas. Au voisinage de P, on peut prolonger I'application ¢ en une paramétrisation locale
(t,u) — X(t,u) de X. En effet, quitte & redresser X, on peut supposer que X est un plan.
Dans ce cas, on choisit un vecteur w dans ce plan qui n’est pas colinéaire & ¢’(0), et on pose
0X
X (t,u) = c(t) + vw. Comme —U(O,O) =w et %—f((),()) = ¢/(0) sont indépendants, il s’agit bien

d’une paramétrisation locale du plan X.

Exercice 7 Ensembles de niveau d’une fonction sur une surface Soit X une surface, P un point
de X et f une fonction définie sur un voisinage de P dans R3, telle que f(P) = 0. Montrer que
si la restriction au plan tangent TpX de la différentielle dp f ne s’annule pas, alors l’ensemble des
points de X ou f s’annule est une courbe au voisinage de P, dont la tangente en P est le noyau
de la restriction de dpf a TpX.

1.7 Cheminement

Soit ¢ une courbe obtenue comme composante connexe de l'intersection de deux surfaces transverses
X; et X5. On suppose connu un point P de ¢. Le cheminement désigne les méthodes numériques
utilisées pour calculer une paramétrisation approchée de c.
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Soit ¢t — ¢(t) une paramétrisation de ¢, d’origine P. FEtant donné un pas h > 0, une
paramétrisation approchée de ¢ est une suite P; telle que Py = P et P; est proche de c(jh)
pour tout j. Comment trouver Pj;; en fonction de P; 7 On va voir que le vecteur vitesse v en P;
peut étre calculé. Cela donne une premiere approximation

QZPj+hU.

Toutefois, @ est trop loin de la courbe ¢. On s’en rapporche par une méthode itérative Q¢ = @,
Qr+1 = H(Qg). Pour k bien choisi, on pose Pj11 = Q.
Le détail de 'algorithme dépend de la fagon dont sont données les surfaces X; et Xs.

1.7.1 Cas ou X; est paramétrée et X, donnée par une équation {f, = 0}

On est ramené a paramétrer le lieu z des zéros de la fonction composée
(ua U) = f(u7 ’U) = f2(X1(ua U))

9]
au voisinage d’un point (ug = 0, vg) du plan. Supposant que —f(uo, vp) # 0, il existe une fonction

¢ telle que z = {(u,v); v = ¢(u)} au voisinage de (ug,vp). La courbe ¢ & approcher est ¢ —
Xi1(t,0(t)). Il suffit de construire une suite de réels p; proches de ¢(jh) et de poser ensuite
Py = X1(jh, pj).

En dérivant l'identité f(u, ¢(u)) = 0 on trouve

of
ou

(1, 6() + 6 (0) 5L (1, 6) = O,

Un premiere approximation de p; est donc

o .
o auldhp))
q = Dj of (ih :
%(j 7pj)
Le point ((j+1)h, q) n’est pas assez proche de 'ensemble z, & notre goiut (la distance est de 'ordre
de h? et cela ne suffit pas). Cherchons un point de la forme ((j + 1)h,q + t) qui soit exactement
sur z. Il faut résoudre 'équation ¢(t) = 0 out

Ft) = (G + Dh,g+1).
La méthode de Newton consiste & itérer la transformation

7o)

L’idée est que les zéros de f sont des points fixes superattractifs de g, i.e. la dérivée de g s’y annule.
La convergence des itérés est alors plus qu’exponentielle.

Toutefois, comme la dérivée f’ n’est pas facile & calculer, on préfere remplacer le facteur f/ (t)
par une constante £ qui en constitue une bonne approximation. On parle alors de méthode quasi-
Newton. On gagne en robustesse et en économie de calcul ce qu’on perd en vitesse de convergence.

En l'occurrence, on choisit of

t= -, (Gh.pj).

)

t—g(t)=t—

Le lemme suivant donne une borne a priori sur le nombre k d’itérations nécessaire pour se rap-
procher de la courbe z. La méthode permet donc de construire une approximation de la courbe
d’intersection de pas fixé (suffisamment petit) et dont la précision peut étre augmentée sans changer
le pas.
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Lemme 5 Notons B
H:tw H(t)=t—{" o f(t)

Uapplication obtenue, posons to = 0, t, = H(tg_1). Soient N un majorant pour les dérivées par-
tielles premiéres et M un majorant pour les dérivées partielles secondes de l’équation f. Supposons
que h < (AMN(=3) 7L Alors la suite ty, converge exponenticllement vers sa limite t,

|t —tx] < N(BMN(2h)F+2,

Preuve. Notons N = |%(jh,pj)|. Alors |g — p;| = h€*1|%(jh,pj)| < hW~'N. Comme

(G +1)h,q+1t) = (Gh,ps) [|I< b+ [t] + hETN,

0
a—f((j +1)h,q+1t) — €| < M(h+ |t| + h¢T'N).
et donc
/ —1af - —1 —1 -2
|H'(t)|=1-1¢ a—((j—&-l)h,q—&-t&)ﬁé M(h+t|+ ™ "N)<3("°MNh
v
si [t] < h.

D’autre part, la fonction

. 4, 0f .
g:s— f(jh+s,pj— st 1a_£(Jh;Pj))

est nulle en s = 0, a une dérivée nulle en s = 0 et une dérivée seconde majorée par M N2¢~2, donc
() = [ g(n)| < Sh*MN?0
Par conséquent, si [t| < h,
|H(t)| < |H(0)|+ |H(t) — H(0)| < h*>MN?¢72 + 3¢ >MNh|t| < 4MN?1~2h2.

Supposons que 4M N2(=2h < 1. Alors I'intervalle [—h, h] est invariant par H, et sur cet intervalle,
H contracte d’un facteur 3¢=2M Nh. Posons tg = 0 et ty11 = H(t;). Alors

[ther —tr] < (BEEMNR)¥|t, —to] < W2MN?072(3¢"2M Nh)*
En sommant de k & 400, on trouve que

[t —tp] < N(BMNL™2h)F2 . a

1.7.2 Cas ou X; et X, sont données par des équations {f; = 0}

Cette fois, la courbe approchée est la paramétrisation de X1 N X5 par son abscisse curviligne. On
construit directement des points P; dans R? Si v; = Vf;/|V fi|(P;) est la normale orientée & X;
en Pj, alors ¢/(jh) = 11 A vg, donc une premieére approximation de ¢((j + 1)h) est

Q:Pj+hV1/\V2.

Le point @ n’est pas dans X; N X5. Cherchons un point R de l'intersection, proche de @, et situé
approximativement a distance h de P;. On le cherche dans le plan parallele et & distance h du
plan normal a c au point P;, i.e. sous la forme

R=Q+tiv1 + tavs.
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Il doit satisfaire aux équations fi(R) = f2(R) = 0. Autrement dit, on cherche un zéro de
I’application

F . R2 i R2, F(tl,tQ) = (fl(Pj + hl/l A Vo + tll/l +t21/2),f2(Pj + hl/l A 1 %] + tll/l +t21/2)).
La méthode de Newton consiste & itérer la transformation
G:R? = R?  G(ti,t2) = (t1,t2) — (A, 1) F) " 0 Ft1,t2).

Comme la différentielle
d F = <Vf1,l/1> <Vf1,l/2>
(b2,£2) (Vfa,v1) (Vfa,va)

est délicate a calculer a chaque étape de l'itération, on préfere la remplacer par le terme constant
I = <V1, V1> <V13 V2>
(va,v1)  (v2,12)

qui constitue une bonne approximation. Le lemme suivant donne une borne a priori sur le nombre
d’itérations nécessaire pour se rapprocher de la courbe c.

Lemme 6 Notons
H:tHH(t):t—L_loF(t)

Uapplication obtenue, posonsto =0, tp, = H(tx—1). Soit M un majorant pour les dérivées partielles
secondes des équations f1 et fo des surfaces X, et Xo. Supposons que h < (4M | L™ |))~t. Alors
la suite t, converge exponentiellement vers sa limite t,

It —ti || < A(B3M || L7 )<
Preuve. Notons t = (t1,t2) et e deux vecteurs de R?.

[ H(t +e)— H(t) | le+ L7 (F(t +e) = F(t) |

_ 1 _
< [1-L7odF|lllell +5M [ L7 e

ol M est un majorant des dérivées secondes des f; (et par conséquent, de la dérivée seconde de
F). De plus
| L—doF||< Mh

[doF —deF [[< M || t]]

donc
[1— L7 odeF||< M [ L7V (bt |1t ]))

Il vient, si |t ||< h et | e|< h,
| H(t +e) = H(t) [<3M || L7 | kel .

D’autre part la fonction s — f;(P; + sv1 Avz) a une dérivée nulle & I'origine, donc sa valeur en
s = h est majorée par 2 M h?. 11 vient

ILH(0) [|< M || L= || 12,
Par conséquent, si ||t ||<het h < (4M | L7171,

| H(t) || | H(t) — H(O) | + || H(0) |
BM || L7V At +M | L71 || 2
4M || L7 h?

h.

VAN VAN VAN VAN
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Autrement dit, la boule de rayon h est invariante par H. Sur cette boule, H est contractante d’un
facteur 3M || L= || h, d’ot1 'estimation annoncée. =

Remarque.  Les constantes M et || L~! || ont une interprétation géométrique. Lorsque la
fonction fi coincide au signe pres avec la distance a la surface X, ses dérivées secondes s’expriment
en fonction de la seconde forme fondamentale de X;. En particulier, on peut prendre pour M le
sup des courbures principales. Si « désigne I'angle entre les normales aux surfaces X; et X5 au
point P;, alors

1+ |cosq]

sin? o

L7 =

1.7.3 Cas ou X; et X, sont paramétrées

Les images réciproques de la courbe ¢ par les paramétrisations sont deux courbes z! et 22 dans les
plans des parametres. Supposons z' transverse aux axes de coordonnées u' = constante. Alors la
courbe z! peut étre localement paramétrée par (t — (¢, ¢(t)). On va construire une suite de réels
p; telle que la suite (jh,p;) approche la courbe 2! et une suite de points r; du plan des parametres
(u?,v?), de sorte que

X1(jh, pj) = Xa(ry)

avec une faible erreur. Alors P; = X1(jh, p;) est une bonne discrétisation de la courbe d’intersection.

Supposons connus p; et r;. Comment construire p;y1 et rj41 ? Le vecteur (1, ) du plan des
parametres (u',vl) est tangent & la courbe z! si et seulement si son image par la différentielle de
X1 est dans le plan tangent a X» au point P;. Autrement dit, si et seulement si

0Xs 0Xs

0X 0 )
det( /\Wll(]hvpj)v W(rj)v W(Tj)) =0.

o1 (ihops) +

Si A est la solution de cette équation, alors il existe des réels p et v uniques tels que

0X1 . 0X1 . 0X. 0X.
ﬁ(]hapj)ﬂL)\aTll(Jhapj)ZMaTQQ(Tj)JrVaT;(Tj)

et le vecteur (u1,v) du plan des parametres (u?,v?) est tangent en 7; & la courbe 22. Une premiere
approximation de p;j41 est donc
q = pj + hA.

De méme, une premiere approximation de ;41 est
s=rj+ h(u,v).

Le point ((j + 1)h,q) (resp. s) n’est pas sur la courbe 2! (resp. 22). Pour s’en rapprocher, on

cherche un réel ¢ et un vecteur w = (u?,v?) tels que

X1((j + Dh,q+1) = Xo(s +w).

N

Autrement dit, notant t = (¢, w), il s’agit de résoudre I’équation F(t) = 0 ol
F(t) = F(t,w) = X1((j + 1)h,q+ 1) — Xo(s + w) € R
La méthode de Newton suggere d’itérer I’application
H:R?—R3 t—t—(dF) 'oF(t).

Pour la commodité et la robustesse des calculs, on préfere remplacer la matrice d¢F dont les
colonnes sont
oF  0Xy oF 0Xo OF 0Xo

1 = g WHDhatl), mh = —galstw), g = —ga it
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par la matrice L dont les colonnes sont

0X1,. 0X. 0X.
aTll(j 7pj)7 —8722(7“]‘), _8722(Tj)‘

Pour cette méthode quasi-Newton, une estimation similaire a celles des lemmes 5 et 6 permet de
choisir le nombre d’itérations en fonction de la précision souhaitée.



Chapter 2

Orientations

2.1 Motivation

Orienter une surface, c’est se donner un bit d’information supplémentaire : choisir en un point de
la surface 'un des deux vecteurs unitaires normaux. Si la surface doit faire partie du bord d’un
objet, elle héritera automatiquement d’une telle orientation (convention de la normale sortante).
C’est pourquoi l'orientation joue un role dans la représentation BRep des objets.

Le bord d’une surface a bord orientée, et plus généralement, d’un polygone plan orienté, hérite
lui-méme d’une orientation. C’est ainsi que les arétes d’une méme face d’un polyedre viennent
avec un ordre circulaire, qui constitue un mode de représentation commode.

On commence par traiter le cas des surfaces lisses, puis celui des polyedres, i.e. des objets
dont le bord est contenu dans une collection finie de plans affines, et enfin on traite les polyedres
curvilignes, i.e. les objets bordés par des surfaces deux a deux transverses.

2.2 Orientations normale et tangente

2.2.1 Orientation normale

Il s’agit de formaliser 'idée qu’un objet est d’un seul co6té de son bord. Le probleme de savoir si
une collection de surfaces borde un objet est mieux posé si on prescrit pour chaque surface de quel
cOté on veut trouver 'objet.

Définition 7 Orienter normalement une surface X en un point P, c’est choisir l'un des deux
vecteurs unitaires orthogonaur au plan tangent TpX. Un choix d’orientation normale en P
détermine un choix d’orientation normale au voisinage de P. Une orientation normale de X
consiste a choisir une orientation normale en chaque point de X, qui soit constante au voisinage
de chaque point.

Exemple. Une équation locale f d’une surface X détermine une orientation normale localement
: on choisit pour normale le champ de vecteurs Vf/|Vf|. Noter que —f est aussi une équation
locale de X, qui définit 'orientation opposée.

Exemple. Une paramétrisation locale (u,v) — X (u,v) une orientation normale localement : on

choisit pour normale le champ de vecteurs Bu /\6—. Noter qu’échanger u et v change I’orientation.
U v

Remarque. De proche en proche, on peut essayer d’orienter X toute entiere. Ce n’est pas
toujours possible : il existe des surfaces non orientables.

Exemple. La sphere unité est orientable, elle possede deux orientations, celle donnée en chaque
point P par I'(P) = P, et 'orientation opposée donnée en chaque point P par I'(P) = —P. La

11
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premiere est celle déterminée par I'équation f(x,y,2) = 22 + 3% + 22 — 1, la seconde est celle
déterminée par la paramétrisation locale par la latitude et la longitude.

Exemple. Considérons la surface paramétrée par

(1+wvcos¥)cosu

(u,v) — | (1+wvcos2)sinu

ouu € R, v € —1,1[. Cest une surface réglée, i.e. obtenue en déplacant un segment de droite
(paramétré par v). Elle est entierement décrite lorsque u décrit intervalle [0, 27[. En effet,

X(u+2m,v) = X(u,—v).

Cependant
8X/\8X( +orv) 8X/\<9X( )
— N —(u+2m,v)=—F—— AN —(u,v
ou v ’ Ou v
donc il y a une ambiguité pour choisir une normale orientée en un point P = X (u,v) = X (u, —v)
. .. 0X 0X 0X 0X ) .
: doit-on choisir — A — (u 4 2m,v) ou — A —(u,v) ? On peut montrer qu'il n’existe pas
ou  Ov ou  Ov

de choix localement constant de normale orientée. Cette surface (appelée bande de Mobius), n’est
pas orientable.

2.2.2 Orientation tangente

Définition 8 Orienter une courbe en un point P, c’est choisir entre les deux vecteurs tangents
unitaires en P.

Orienter une surface X en un point P, c’est décider quelles sont les bases orthonormées du
plan tangent TpX qu’on veut appeler directes. Un choix d’orientation en P détermine un choix
d’orientation au voisinage de P. Une orientation tangente de X consiste a choisir une orientation
en chaque point de X, qui soit constante au voisinage de chaque point.

Si on fixe une orientation de ’espace ambiant, une orientation normale détermine une orienta-
tion tangente. En effet, si T'(P) est la normale choisie en P,

e dans le plan : la tangente orientée 7(P) est telle que la base (I'(P), 7(P)) soit directe ;

e dans lespace, une base (e1,e2) de TpX est directe si T'(P) = ey A es.
Exemple. Si le cercle unité dans le plan est orienté normalement par I'(p) = p, alors 7(p)
s’obtient en tournant p de 7/2, ce qui correspond au sens trigonométrique.

Exemple. Si la sphere unité de R3 est orientée normalement en p = (1,0,0) par I'(p) = p, alors
la base ((0,1,0),(0,0,1)) du plan tangent en p est directe.

2.3 Orientations induites

2.3.1 Dans le plan et ’espace

Soit D un fermé de R™ dont le bord est une surface X. On suppose que D est ’adhérence de son
intérieur. Alors D est localement d’un seul c6té de X et X hérite d’une orientation normale par
la normale sortante.

Exemple. Le disque unité D = {(z,y) € R?; 2% + y?> < 1} a pour bord le cercle unité ori-
enté normalement par I'((z,y)) = (x,y). L’orientation tangente induite sur le cercle est le sens
trigonométrique.
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Exemple. Le bord du carré unité K = {(z,y) € R?;0 <z < 1,0 < y < 1} est constitué de
4 segments joignant les 4 sommets O = (0,0), P = (1,0), @ = (1,1) et R = (0,1). La normale
sortante le long du segment OP est (0,—1). Le vecteur unitaire orientant ce segment est donc
P-0.

Exemple. La boule unité B = {P € R3; 22 + 32 + 22 < 1} a pour bord la sphére unité orientée
normalement par I'(P) = P.

2.3.2 Surfaces a bord

Définition 9 Une surface a bord (surface with boundary) est une partie de R3 qui peut lo-
calement étre redressée sur un plan ou un demi-plan. Le bord (boundary) est formé des points qui
lors du redressement sont envoyés sur le bord d’un demi-plan. Le plan tangent TpX est défini en
tout point (méme aux points du bord).

Par définition, une surface a bord X peut-étre localement prolongée au-dela de son bord, i.e.
au voisinage d’un point P du bord, il existe une surface Y et une fonction f définie au voisinage
de P telles que la différentielle dp f ne soit pas identiquement nulle sur I’espace tangent TpY, et
X ={Q €Y, f(Q) <0} au voisinage de P.

Exemple. L’hémisphere nord H = {P € R3; 22 + y? + 22 < 1, 2 > 0} est une surface & bord.
Vérifions le au voisinage du point (1,0,0). Le difféfomorphisme

(x,y,z)H(x— 17y27225y72)
redresse I’hémisphére nord sur le demi-plan {z =0, z > 0}.

Exercice 8 Aspect d’'un domaine bordé par les axes Soit F' un fermé propre de R?. On suppose
qu’au voisinage de l’origine, le bord de F' est contenu dans la réunion des deux axes de coordonnées.
Montrer que trois cas se présentent. Au voisinage de l’origine,

e ou bien F' coincide avec un demi-plan ;
e ou bien F' coincide avec la réunion de deuxr quadrans opposés ;

e ou bien F' coincide avec la réunion de trois quadrans contigus.

Exercice 9 Aspect d’'un domaine bordé par deux surfaces transverses Soit F' un fermé propre de
R3. On suppose qu’au voisinage du point P de F, le bord de F est contenu dans la réunion de
deux surfaces transverses X1 et Xo. Montrer que trois cas se présentent. Au voisinage de P,

e ou bien OF est l'une des surfaces X1 ou Xo ;
e ou bien OF = X1 U X5 ;

e ou bien FN X, et N X5 sont des surfaces a bord.

2.3.3 Orientation induite sur le bord d’une surface

Soit X une surface & bord dans R3, munie d’une orientation tangente.

Le bord hérite d’une orientation normale par la normale sortante : en chaque point P du bord
0X, c'est le vecteur unitaire 6(P) tangent & X en P, orthogonal & Tp0X, qui pointe vers l'extérieur
de X.

On en déduit une orientation de la tangente & 90X : c’est le vecteur unitaire 7(P) tangent &
0X tel que la base (A(P),7(P)) de TpX soit directe.

Si orientation tangente de X provient d’une orientation normale p — I'(P), alors en tout point
P de 0X,

A(P)AT(P) =T(P).
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Exemple. Soit X le demi-plan X = {P € R3; 2 = 0, < 0} orienté normalement par I'(P) =
(0,0,1). Le long du bord, la normale sortante est H(P) = (1,0,0). Le vecteur unitaire tangent
orienté au bord est 7(P) = (0,1,0).

Exercice 10 Orientation induite sur le bord d’'un hémisphere On munit [’hémisphére nord H =
{P € R3: 22 + y2 +22<1, 2> 0} de lorientation normale sortante de la boule unité. Quelle
est l'orientation tangente induite sur le bord ? Ecrire une paramétrisation du bord compatible avec
cette orientation.

Exercice 11 Orientations induites sur une intersection Soit F' un fermé propre de R®. On suppose
qu’au voisinage du point P de F, le bord de F est contenu dans la réunion de deuxr surfaces
transverses X1 et Xo. On suppose que F'N X, et F'N Xo sont des surfaces a bord au voisinage de
P (voir exercice 9). On oriente X1 et X2 par la normale sortante. Montrer que les orientations
induites par les surfaces a bord F N Xy et F'N Xy sur leur bord X1 N Xo sont opposées.

2.4 Cycles

Les notions d’orientation normale et tangente, d’orientation induite sur le bord, se généralisent
aux surfaces et courbes lisses par morceaux, i.e. aux polyédres curvilignes. Une orientation d’un
polyedre curviligne de dimension 2 consiste a se donner une orientation de chaque facette.

Les notions de facettes, d’arétes et de sommets ne seront définies rigoureusement qu’en sec-
tion 2.8. Néanmoins, elles sont suffisamment intuitives pour qu’on puisse définir sans précaution
exagérée les coarétes et les cycles.

On considere des polygones curvilignes tracés sur une surface X. Si o est une aréte, une
orientation de o revient a choisir un ordre entre les extrémités de o. Pour une aréte orientée
o = [p,q|, on appelle x lextrémité initiale de o et y lextrémité finale de o.

Soit P un polygone curviligne tracée sur une surface orientée X. On munit le bord de P de
Porientation tangente donnée par la convention 8. Alors chaque aréte orientée o = [p,q] de P
posseéde un unique successeur [q, r], défini comme suit. L’intersection de @) avec une courbe fermée
simple entourant ¢ assez petite est une réunion d’intervalles orientés M du cercle. L’un de ces
intervalles a o pour extrémité initiale. Son extrémité finale correspond & une aréte [¢,r] de P.

On a donc construit une permutation de I’ensemble des arétes qui constituent P.

Définition 10 Chaque orbite de cette permutation s’appelle un cycle d’arétes (loop).

Attention, les cycles ne sont pas les composantes connexes de P.

En dimension 3, le bord d’un polyedre curviligne est normalement orienté. Chaque facette
hérite donc d’une orientation tangente. La décomposition en cycles du bord de chaque facette est
donc bien définie. C’est par un ou plusieurs cycles d’arétes que les facettes d’un objet 3D sont
décrites dans ACIS ou CATIA.

Une aréte appartient toujours & plusieurs facettes, et posséde un successeur (différent) dans
chaque facette. C’est pourquoi ACIS possede la structure de donnée dite

Définition 11 Dans un polyédre curviligne, une coaréte (coedge) est la donnée d’une aréte ori-
entée (symbolisée par ses deux étrémités dans lordre) et d’une facette orientée qui la contient dans
son bord.

Le successeur d’une coaréte est uniquement défini. Les coarétes forment donc des cycles. Cha-
cun de ces cycles décrit une partie du bord d’une facette.

Exercice 12 Coarétes de la réunion de 2 cubes Soit K le cube unité de R3, K’ son translaté de
vecteur (1,1,1/2) et P le polyédre K U K'. On oriente les facettes de P par la normale sortante.
Déterminer les coarétes ((A, B), F) telles que A= (1,1,1/2) et B = (1,1,1).



CHAPTER 2. ORIENTATIONS 15

2.5 Polyedres, points de vue CSG et BRep

L’objet de cette section et des suivantes est de donner les définitions et énoncés précis qui manquent
dans la section précédente.

2.5.1 Point de vue CSG

Définition 12 Un polyedre convexe (convex polyhedron) de R"™ est l'intersection d’un nombre
fini de demi-espaces fermés. Autrement dit, un polyédre convexe est défini par une nombre fini
d’inégalités linéaires larges.

Exemple. L’orthant (orthant) {X; > 0} s’appelle quadrant en dimension 2.
Exemple. Le cube (cube) {0 < X; < 1} s’appelle carré en dimension 2.
Exemple. Le simplexe standard (standard simplex) {X; >0, > X, =1}.

Exemple. Etant donné n + 1 points de R™ non contenus dans un hyperplan, leur enveloppe
convexe est un simplexe (simplex), i.e. I'image du simplexe standard par une bijection affine.

Remarque. Un polyedre convexe a une dimension, celle du sous-espace affine qu’il engendre.
P est de dimension n si et seulement si sont intérieur int(P) est non vide.

Définition 13 Un polyedre (polyhedron) de R"™ est la réunion d’un mombre fini de polyédres
convezes. Autrement dit, un polyédre est défini par une nombre fini de quatificateurs et d’inégalités
linéaires larges. Un polyedre est dit propre s’il est égal a l'adhérence de son intérieur : P =
clos(int(P)).

Proposition 14 La classe des polyédres est stable par réunion, intersection, produit, projection,
cylindre, cone. FElle est invariante par tranformation affine.

Preuve. Immédiat. m

Remarque. La réunion de deux polyedres propres est propre. Ce n’est pas le cas de
I'intersection en général.

2.5.2 Point de vue BRep

Définition 15 Si X est une partie de R™, on note 0X = clos(X) \ int(X) son bord et X*
l'adhérence du complémentaire de X.

Lemme 16 Soit X une partie fermée de R™ dont le bord est contenu dans la réunion d’un nombre
fini d’hyperplans. Alors X* et (X*)* = clos(int(X)) sont des polyédres propres.

Preuve. Soit X un fermé dont le bord est contenu dans un nombre fini d’hyperplans H;. Soit U
une composante connexe du complémentaire de la réunion des H;. Alors X NU est fermé dans U.
Mais comme 90X est disjoint de U, X NU est ouvert dans U. Par connexité, ou bien U est disjoint
de X, ou bien U est contenu dans X. Remarquer que 'adhérence de U est un polyedre convexe.
Notons P la réunion des adhérences des composantes U qui sont contenues dans X. Alors P C X
et P est un polyedre. Montrons que P contient I'intérieur de X. Si x est un point intérieur de X,
il existe un segment [z, y] contenu dans X et dont 'intersection avec la réunion des hyperplans H;
est réduite & . La composante U de y est contenue dans X, donc = € [z,y] C clos(U) C P, et on
conclut que int(X) C P. On a donc montré que P = clos(int(X)) est un polyedre.

Comme 0X* C 0X, 0X™ est lui aussi contenu dans une réunion finie d’hyperplans, donc
X* = clos(int(X*)) est un polyedre. =
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Théoréme 6 Soit X un fermé de R™. Alors X est un polyédre si et seulement si son bord
0X = X \ int(X) est un polyédre.

Preuve. Soit P un polyedre. Alors P = |JP; ol P; est un polyedre convexe, P; = (| E;x ol
EJ % est un demi-espace fermé. Alors OP; C Uk OFEj ), donc OP C U OF; \; est contenu dans la
réunion d’un nombre fini d’hyperplans. D’apres le lemme 16, P* est un polyedre donc OP = PN P*
est un polyedre.

Inversement, soit X un fermé tel que 0X est un polyedre. Etant d’intérieur vide, 0X est une
réunion de polyedres convexes contenus dans des sous-espaces affines de dimension < n — 1, donc
a fortiori dans des hyperplans, et le lemme 16 donne que clos(int(X)) est un polyedre. On conclut
que X = clos(int(X)) U X est un polyedre. =

Remarque. Si on se donne le bord, la méthode de construction de P suggérée dans cette
preuve passe par la détermination de toutes les composantes connexes du complémentaire d’une
famille d’hyperplans. Or il s’agit la d’un calcul lourd.

2.6 Faces

2.6.1 Cas des polyedres convexes

Soit P est un polyedre convexe de R3, défini par des inéquations {y - v; < t;}. L’intérieur de P
est constitué des points satisfaisant aux inégalités strictes. Puis viennent les points ou une seule
des égalités est réalisée (ou bien plusieurs égalités proportionnelles). Pour ces points, il reste deux
degrés de liberté, ils forment 'intérieur (relatif) des facettes de dimension 2 de P. Les points ou
deux égalités indépendantes sont réalisées forment les arétes, etc...

Formellement, si P est défini par des inéquations {y - v; < ¢;}, un point z de P se trouve dans
une face dont la dimension est n — ¢ ou ¢ est la dimension du sous-espace vectoriel engendré par
celles des inéquations qui sont actives en z, i.e. par les v; tels que x - v; = t¢;.

2.6.2 Espace tangent

La définition suivante formalise I'idée de degrés de liberté pour un polyedre quelconque.

Définition 17 Soit P un polyédre de R™. Soit x un point de P. L’espace tangent a P en =,
noté T, P est le plus grand sous-espace vectoriel T' ayant la propriété swivante : il existe r > 0 tel
que pour tout vecteur v € T de norme < r, la translation de vecteur v envoie B(xz,r) N P dans
B(z,2r)N P.

Remarque. Cette notion est invariante par transformations affines. L’espace tangent a un
produit est le produit des espaces tangents.

Exercice 13 Espaces tangents & une bipyramide Soit Q le polyédre de R3 défini par les inéquations
{z; 2 0,> x; < 1}. Soit Q' le polyédre obtenu en translatant S du vecteur (1/3,1/3,1/3). On
pose P = QU Q'. Déterminer pour chaque point de P son espace tangent.

Exercice 14 Facteur euclidien Soit C' un céne polyédral de sommet O. Vém'ﬁer qu’il existe un
cone polyédral C' C (ToC)*: tel que C soit le produit de C' et de I’espace affine ToC

2.6.3 Faces

Définition 18 Soit P un polyédre de R™. Une face de dimension k de P est l'adhérence d’une
composante connexe de l’ensemble des points ou [’espace tangent est de dimension k.

Une face de dimension 0 s’appelle un sommet (vertex), une face de dimension 1 une aréte
(edge), une face de dimension n — 1 une facette (facet).
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Cette définition n’est pas constructive. En revanche, elle a le mérite de ne dépendre que de
I’ensemble P et non du procédé qui a permis de construire P.

Proposition 19 Soit P un polyédre de R™. Toute face de dimension k de P est un polyédre
propre et connexe d’un sous-espace affine de dimension k. Le nombre total de faces est fini.

Preuve.

Soit P = J; P; olt les P; sont des polyedres convexes. Soit P; = (), Ejx ol les Ej ), sont des
demi-espaces fermés. A chaque E; . est associée une partition en trois sous-ensembles : I'intérieur
de E; 1, le complémentaire de Ejj, et le bord de Ej . Considérons la partition de R™ engendrée
par toutes ces partitions, i.e. chaque piece, baptisée face virtuelle ouverte est une intersection
d’hyperplans et de demi-espaces ouverts. Chaque face virtuelle ouverte (il y en a un nombre fini)
est l'intérieur d’un polyedre convexe d’un sous-espace affine, donc possede une dimension.

Montrons que si x € P appartient a une face virtuelle ouverte V' de dimension k, alors T,V C
T, P. Comme la partition est finie, la réunion des faces virtuelles ouvertes dont ’adhérence contient
x est un voisinage de z. Soit V'’ I'une de ces faces virtuelles ouvertes. Montrons par 1’absurde
que V' C clos(V’). Sinon, il existe un hyperplan 9F); j séparant un point y de V' d’un point z de
V. Par exemple, int(E; k) contient y et Ef, contient z. Alors Ejj contient V' donc contient x
donc contient V', contradiction. On conclut que V' C clos(V’). En particulier, la translation par
un vecteur tangent & V assez petit envoie un voisinage de x dans clos(V') dans clos(V'). Comme P
est une réunion de faces comme V', ceci montre que T,V C T, P.

Soit P* le lieu des points de P ot la dimension de I'espace tangent vaut k. L’application
x +— T, P est localement constante sur P*. Fixons une composante U de P* et notons A I’espace
affine x + T, P, indépendant du choix de z dans U. Alors A contient U et U est un ouvert de A.

Si y est dans I’adhérence de U mais n’est pas dans U, alors dimTy P < k. Par conséquent y est
contenu dans une face virtuelle ouverte de dimension < k. Ceci montre que clos(U)\ U est contenu
dans une réunion finie d’hyperplans de A, donc d’apres le lemme 16, U est un polyedre. =

Proposition 20 Chaque face de dimension k est une réunion d’adhérences de faces virtuelles
ouvertes de dimension k.

Preuve.

Cas ou k = n. Les faces virtuelles ouvertes de dimension n sont simplement les composantes du
complémentaire des hyperplans 0F; ;. On a vu dans la preuve de la proposition 6 que la réunion
des adhérences de celles de ces faces virtuelles qui rencontrent P est clos(int(P)). Or int(P) est le
lieu des points ot dim (T, P) = n.

Cas général. Soit F' une face de dimension k de P. Par définition, F = clos(U) ot en chaque
point x de U, dim(T,P) = k. De plus, U est contenu dans un k-plan affine A. De plus, U est
ouvert dans A. En remplaant P par AN P, on est ramené au cas précédent. m

Remarque. Les faces n’ont aucune raison d’étre convexes.

Exemple. Dans le plan, soit @ le carré unité et P la réunion de Q) et de ses translatés par (1,0)
et (0,1). Il y a trois facettes virtuelles ouvertes de dimension 2 (trois carrés) mais une seule face
de dimension 2, c’est P tout entier.

2.7 Orientation d’un polyedre

Définition 21 Une orientation normale d’une hyperplan H de R™ (resp. d’une hypersphére S
de S™) consiste & choisir l'un des deux vecteurs unitaires orthogonauzr & H (resp. o Uhyperplan
cone (0,S) de R" ).

Soit P un polyedre de R™. Une orientation normale de P consiste a se donner une orientation
normale de chaque face de dimension n — 1 de P.
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2.7.1 Orientation induite sur le bord

Lemme 22 Soit P un polyédre de R"™. Six € P et dimT,P =n — 1, alors au voisinage de z, P
coincide avec un hyperplan ou un demi-espace.

Preuve. En effet, au voisinage de x, P coincide avec un cone produit de TP et d’un cone
C’ contenu dans une droite. Mais les seuls cones contenus dans une droite sont les points, les
demi-droites et la droite entiere. m

Proposition 23 Soit P un polyédre propre de R™ ou de S™. Le bord OP posséde une orientation
naturelle, donnée par le choix de la normale sortante.

Preuve. Soit z un point de P ou l'espace tangent & P est de dimension n — 1. Comme P
est propre, il existe des points intérieurs a P au voisinage de x. Par conséquent, au voisinage de
x, P coincide avec un demi-espace, donc la normale sortante est bien définie. Elle est localement
constante le long du lieu des points ou l'espace tangent & 0P est de dimension n — 1, donc on
attache sans ambiguité un vecteur normal & chaque face. =

Terminologie. On dira qu’un polyedre normalement orienté P borde s’il existe un polyedre @
tel que 0Q = P et l'orientation naturelle de dQ coincide avec celle donnée sur P.

2.8 Polyedres curvilignes

Intuitivement, un polyedre curviligne propre est un fermé propre dont le bord est formé de
morceaux de surfaces. On veut que ces surfaces partagent une propriété des plans : deux plans sont
transverses ou confondus. Cela conduit a la notion de famille admissible. On appellera domaine
lisse un fermé dont le bord est une surface lisse.

Définition 24 Soit F une famille finie de courbes et de surfaces dans R3. On dit que F est
admissible si les propriétés suivantes sont satisfaites.

o Stabilité par intersection : siY € F et Y' € F, alorsY NY' € F.

e Transversalité : siY € F et Y' € F, alors ou bien Y CY’', ou bien Y C Y, ou bien Y et
Y’ sont transverses.

Soit G une famille finie de domaines lisses de R3. On dit que G est admissible si la famille formée
des bords et de leurs intersections est admissible.

2.8.1 Point de vue CSG

Définition 25 Un polyedre curviligne est un fermé de R3 obtenu par réunion et intersection
d’une famille admissible de domaines lisses.

Exemple. Soit f une fonction lisse sur R? et F = {(z,y,2) € R* 2?2 + 4% <1, 2 < f(z,y,2)}.
Alors F est un polyedre curviligne. En effet, c’est I'intersection d’un cylindre plein K d’axe vertical
et du domaine lisse D situé au-dessous du graphe de f. En chaque point du bord du cylindre, le
plan tangent contient le vecteur (1,0,0). En chaque point du graphe de f, le plan tangent, graphe
de la différentielle de f, ne contient pas ce vecteur. Les plans tangents étant partout distincts,
I'intersection est transverse, la famille G = {K, D} est admissible, donc F' = KN D est un polyedre
curviligne.

Exemple. Soit F = {(z,y,2) e R} 22 +42 < 1,2 >0, 22 + 32+ (1 — 2)?2 > 1}. Alors F n’est
pas un polyedre curviligne au sens de la définition ci-dessus. En effet, son bord contient un disque
plan et une hémisphere qui sont tangents.
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2.8.2 Point de vue BRep

Théoréme 7 Un polyedre curviligne, c’est la donnée d’une famille admissible F de courbes et de
surfaces de R3 et d’un fermé propre F de R? dont le bord est contenu dans la réunion des éléments
de F.

Preuve. Identique a celle du théoréeme 6. »

2.8.3 Cone tangent

Théoréme 8 Soit F' un polyédre curviligne de R3 et P un point de F. Il existe un céne polyédral
C de sommet P et un homéomorphisme local ¢ tangent a l'identité en P tel que, au voisinage de

P, F = $(0).

Preuve. Elle dépasse le cadre de ces notes. n

Terminologie. On appelle C = CpF le cone tangent a F en P.

Exemple. Le cone tangent 3 une sous-variété a bord de R? en un point P de son bord est le
demi-espace délimité par I’espace tangent en P au bord, et opposé a la normale sortante.

Remarque. Le cone tangent peut étre obtenu comme limite des dilatés de F' en P. Par
conséquent, l'opération de prise du cone tangent commute avec les opérations booléennes. Cela
couvre un grand nombre d’exemples.

Exemple. Soit F = AU B ou B est le demi-espace {z < 0} et A l'intersection de la boule unité
avec le demi-espace {y > 0}. Au point P = (1,0,0), son cone tangent est la réunion C' U B ou B
est le quadrant {x < 1; y > 0}.

La signification du théoréme 8 est que localement, rien ne distingue un polyédre curviligne d’un
polyedre rectiligne. Par conséquent, de nombreuses définitions et résultats relatifs aux polyedres
rectilignes s’étendent presque sans changement aux polyedres curvilignes.

Définition 26 Soit F' un polyédre curviligne et P un point de F. L’espace tangent a F en P
est par définition I’espace tangent au cone tangent CpF en P. Les faces, l'orientation sont alors
définies comme pour les polyédres rectilignes.

Exemple. Méme polyedre (réunion d’un demi-espace et d’une demie boule). L’espace tangent
au point (1,0,0) est réduit a {0}. Voici la liste des faces.

2 sommets : (1,0,0), (—1,0,0).

3 arétes : le segment, un demi-cercle horizontal et un demi-cercle vertcial reliant les 2 sommets.

3 facettes : le plan {z = 0} privé d’'un demi-disque, un demi-disque vertical, un quart de la
sphere unité, chacun bordé par 2 arétes.

Le quart de sphere est orienté par la normale sortant de la boule. L’orientation induite sur
son bord (2 demi-cercles) consiste & suivre le demi-cercle horizontal de (1,0,0) & (—1,0,0) et le
demi-cercle vertical de (—1,0,0) & (1,0,0).

Exercice 15 Faces de U'intersection d’une boule et d’un cylindre Soit F' l’intersection de la boule
unité et du cylindre droit d’axe {x = 0, y = 1}et de rayon 1. Quel est son cone tangent au point
P =(0,0,1) ¢ Quel est son espace tangent en ce point ¢ Faire la liste des faces de F.



Chapter 3

Validité d’une BRep

3.1 Motivation

Dans CATIA ou ACIS, un objet 3D est représenté par son bord, i.e. une collection de morceaux
de surfaces normalement orientées.

Question. A quelle condition une collection de morceaux de surfaces borde-t-elle un objet ?

Dans ce chapitre, on donne une réponse a cette question dans le cas simple ou les surfaces sont
planes (cf [H]).

3.1.1 Approche informelle en dimension 2

On se donne une collection finie s1, . .., s; de segments normalement orientés dans le plan. A quelle
condition leur réunion P est elle le bord d’un ouvert X du plan ?
On apercoit immédiatement des conditions nécessaires.

o l'extrémité d’un segment doit obligatoirement étre I’extrémité d’au moins un autre segment ;

e plus généralement, en chaque point de P (extrémité ou non) doivent arriver un nombre pair
de branches ;

e en un point p d’oll partent plusieurs branches, les orientations normales doivent étre compat-
ibles au sens suivant : lorsqu’on tourne autour de p, on croise les normales alternativement
dans le bon sens et & contresens.

Ces conditions nécessaires sont, locales, i.e. elles ne concernent qu’'un voisinage de chaque point.
Elles ne sont pas suffisantes, comme le montre ’exemple suivant. Néanmoins, elles méritent d’étre
examinées de pres, en vue de la généralisation a la dimension 3.

3.1.2 Lien (informel)

Si I’étude locale est simple, c’est parce qu’on peut décrire simplement un ensemble X bordé par
une réunion de segments P au voisinage d’un point p. Pour r > 0 assez petit, X N B(x,r) est une
réunion de secteurs, i.e. de cones sur des intervalles tracés sur le cercle S(z,r). Ces intervalles
forment ce qu’on appelle le lien (1ink) de p dans X. Le point p a aussi un lien dans le bord P de
X, c’est le bord du lien dans X,

lien(p, 0X) = dlien(p, X).

Le lien d’une réunion de segments P en un point p est un ensemble fini L contenu dans un
cercle. Une orientation normale de P détermine une orientation normale de L. Si P borde dans le

20
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plan, L borde dans le cercle. On obtient donc une condition nécessaire ou la dimension a diminué
d’une unité.

Principe. Pour décortiquer une question locale, on passe aux liens, ce qui permet une
récurrence sur la dimension.

3.1.3 Indice (informel)

On dit que P borde localement s’il satisfait la condition locale dégagée au paragraphe 3.1.1. Cette
condition est utile mais n’est pas suffisante. Or il existe un truc vieux comme le monde pour
décider si on est a I'intérieur ou a ’extérieur : on compte le nombre de portes qu’on a traversé.

Mathématiquement, cela se traduit comme suit. Si P borde un ouvert X, alors pour toute
droite D du plan qui ne contient aucun des segments de P, D N P borde D N X. De nouveau, on
a ramené le probleme en dimension 1, ou il est facile a résoudre. D N P est un ensemble fini muni
d’une orientation normale, il borde si et seulement si lorsqu’on parcourt D on croise les normales
alternativement dans le bon sens et a contresens. Un point de D est dans D N X si et seulement
si quand on parcourt une demi-droite portée par D, on croise une normale sortante de plus que de
normale rentrante.

En général, étant donnés une réunion de segments P et une droite D ne contenant aucun des
segments de P (on dit que D est transverse a P), la différence

nombre de normales croisées dans le bon sens — nombre de normales croisées a contresens

s’appelle ["indice de p par rapport a P, dans la direction D.

On montre que si P satisfait la condition locale du paragraphe 3.1.1, alors I'indice de P ne
dépend pas du choix de la droite D. De plus, il est constant dans chaque composante connexe
du complémentaire de P, donc il ne prend qu'un nombre fini de valeurs. Il prend au moins deux
valeurs. Une condition nécessaire et suffisante pour que P borde un ouvert est que I'indice prenne
exactement deux valeurs. C’est automatiquement le cas si P est connexe.

Théoréme 9 Soit P une réunion finie de segments dans le plan. On suppose que P borde locale-
ment et que P est connexe. Alors P borde un ouvert du plan.

Plus que le résultat lui-méme, ce sont les notions de lien, de transversalité et d’indice (voir [M])
qui sont intéressantes.

3.1.4 Plan de la suite du chapitre

Il s’agit de donner des définitions et des démonstrations rigoureuses des faits mentionnés jusqu’ici,
et de les généraliser & la dimension 3 (et aux dimensions supérieures, ¢a ne cofite pas plus cher).
Les preuves sont données pour servir de référence, mais ne sont pas a connaitre, car elles sont
souvent peu effectives. Les questions algorithmiques sont traitées dans le cours d’A. Lichnewsky.

1. Lien
2. Collier
3. Transversalité

4. Indice

3.2 Lien

Rappel. On utilisera plusieurs fois le résultat suivant (théoréme 6 du chapitre Orientation).

Théoréme 10 Un fermé propre de R" est un polyédre si et seulement si son bord est un polyédre.
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3.2.1 Cones

Définition 27 On note S"~! la sphére de centre 0 et de rayon 1 dans R™. Soit x € R™. Si
L C 8" ! le cone cone) de base X et de sommet z, noté cone (z, L), est la réunion des demi-
droites d’origine x et dirigées par des vecteurs 6 € L.

Exemple. Le cone cone(x, L) est un espace affine de dimension k si et seulement si L est une
hypersphére de dimension k — 1 (on parle de grand cercle si k = 2).

Exemple. Si C est un céne de sommet x, alors C' = cone (x, L) ou L est 'intersection de C' avec
la spheére unité centrée en x.

Exercice 16 Bord d’un cone Vérifier que dcone (x, L) = cone (z,0L).

3.2.2 Géométrie sphérique

On transporte sur la sphere les notions euclidiennes via les cones.

Définition 28 Une partie X C S"~1 est un polyedre (resp. convexe) sicone (z, L) est un polyédre
(resp. convezxe). En particulier, un polyédre sphérique est compact.

Remarques.  Un polyedre de la sphere S? est un cas particulier de polyedre curviligne. En
effet, un cone polyédral est une union d’intersections d’hyperplans passant par ’origine, et les plans
passant par 'origine sont transverses a la sphere unité. D’autre part, du théoreme 6, il résulte
qu'un compact L de la sphere est un polyedre sphérique si et seulement si son bord ’est.

Exercice 17 Lien d’un orthant Dessiner le sous-ensemble L de la sphere tel que le cone sur L
soit un orthant.

Exercice 18 Triangle sphérique Sur la sphére unité de R3, soit 6, = (0,0,1) le péle nord, soit
02 = (1,0,0) le point de I’équateur de longitude nulle et soit 03 = (0,1/4/2,1/+/2) le point de
longitude 90° et de latitude 45°. Dessiner lenveloppe convexe de ces trois points sur la sphére.

On parle aussi de cones en géométrie sphérique, i.e. contruits a 'intérieur de la sphere avec
des arcs de grands cercles. En effet, comme les segments de droite dans I’espace euclidien, les arcs
de grands cercles de longueur inférieure a 7 sont des géodésiques, i.e. sont les courbes de longueur
minimum entre leurs extrémités.

Un grand cercle dans la sphere S™~! est I'intersection de la sphere avec un 2-plan. Si 0 et 6’
sont deux vecteurs unitaires orthogonaux, la courbe ¢ — cos(t)f + sin(¢)0’ est la paramétrisation
d’un grand cercle d’origine 6 et de vitesse initiale #’. Si 0 < ¢ < m, la distance sphérique de 6 &
cos(t)0 + sin(t)d’ est exactement t.

Si on fait varier ¢t de 0 a 7, on décrit un demi-grand-cercle, ou méridien. Les vitesses initiales
méridiens issus du point € de la sphere sont donc contenues dans ’équateur Sy > = {0’ ; 0-0' =
0, |¢'| =1}.

Définition 29 Etant donné 0 € S™ 1 et L C 5372, le cone de sommet 0 et de base L est la
réunion des méridiens issus de 0 et dont la vitesse initiale est prise dans L.

Exercice 19 Cones dans la sphere Dans R3, soit 0 = (0,0, 1) le péle nord de la sphére unité. Soit
L l’ensemble des points de léquateur de longitude multiple de 15°. Soit L' I’ensemble des points de
l’équateur de longitude comprise entre 0 et 159. Dessiner le cone de sommet 0 et de base L (resp.

).

Exercice 20 Faces d’un polyedre sphérique Soit L un polyedre sphérique. Veérifier que si F' est
une face de F' de dimension k, alors cone (0, F') est une face de cone (0, L) de dimension k + 1.
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3.2.3 Lien

Définition 30 Soit P un polyédre de R™ (resp. de S™). Soit x € P. Il existe r > 0 et un polyédre
L de S™1 tel que
B(xz,r) NP = B(x,r) Ncone (x, L).

Ce polyédre s’appelle le lien de P en x et est noté lien(x, P).

Preuve.

Cas de R", P convexe, z = 0. Le polyedre P est défini par des inégalités de la forme {y-v; <t;}
ou j € J. Soit Jy 'ensemble de celles qui sont actives en 0, i.e. telles que ¢; = 0. On définit L
par cone(0,L) = {y-v; <0, j € Jo} et r par r = min{|¢;|/|v;| ; § ¢ Jo}. Alors B(0,r) NP =
B(0,r) Ncone (0, L).

Cas de S™, P convexe, x = . Le cdne convexe cone (0, P) est défini par des inégalités de
la forme {y-v; < 0} ot j € J. Soit Jy I'ensemble de celles qui sont actives en 6, i.e. telles
que 0 -v; = 0. On définit L C Sy~ par cone (0,L) = {y € 0+ ; y-v; <0, j € Jo} et r par
r = min{Arcsin(0 - v;) ; j ¢ Jo}.

Cas général (R™ ou S™). P est une réunion de polyedres convexes P;. On néglige ceux
qui ne contiennent pas x. Pour les autres, il existe un rayon r; > 0 tel que B(z,r;) N P; =
B(z,r) Ncone (z, L;). Sir=min{r;},

B(z,r)NP = UB(z,r) NP = UB(x,r) Ncone (z, L;) = B(x,r) N cone (z, L)

L:ULj

J

ou

est un polyedre. m
Exercice 21 Bord d'un lien Vérifier que lien(z, 0P) = Olien(z, P).

Exercice 22 Critere local de convexité Montrer qu’un polyédre P est convexe si et seulement si
P est connezxe et pour tout x € P, lien(x, P) est contenu dans une hémisphere.

Indication. Montrer d’abord que si [z, y] est un segment entiérement contenu dans P, alors [z, y]N
OP C {z,y}.

Proposition 31 Soit P un polyédre normalement orienté de R™ et x € P. Le lien lien(z, P)
hérite d’une orientation normale.

Preuve. On peut supposer que P est le cone cone (z, L) ou L = lien(x, P). Soit F une face de
dimension n — 2 de L. Alors F' contient un ouvert de l'intersection de la sphére avec un hyperplan
H de R", donc engendre H. Le cone cone (z, F') est une face de dimension n — 1 de P, contenue
dans H. Soit v sa normale orientée. C’est un vecteur orthogonal a Hdonc une orientation normale
al. m

3.2.4 Caractérisation locale des polyedres compacts

C’est une sorte de réciproque de la proposition qui définit le lien.

Proposition 32 Soit X un compact de R™ ou S™. Alors X est un polyédre si et seulement si
pour tout x € P, il existe r > 0 et un polyédre L de SP~! tel que

B(z,r)N P = B(z,r) N cone (z, L).
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Preuve.
Par hypothese, X est localement un polyedre. 11 suffit de mettre ensemble ces modeéles locaux.
Du recouvrement de X par les boules B(z,r/2) on extrait un recouvrement fini B(x;,r;/2) tel
que dans la boule de rayon double, P coincide avec le cone sur un polyedre L;. Soit IT un polyedre
tel que
B(0,1/2) c I c B(0,1).

On pose IT; = z; + r;II et P; = II; N cone (z;, L;). Alors P; est un polyedre contenu dans X.
Aussi P; contient X N B(x;,7;/2). Par conséquent X = [J; P; est un polyedre. =

3.2.5 Orientation induite sur le lien

Définition 33 Une orientation normale d’une hypersphére S de S™ consiste d choisir ['un des
deuz vecteurs unitaires orthogonaux a Uhyperplan cone (0,S) de R™1).

Soit P un polyédre de S™. Une orientation normale de P consiste a se donner une orientation
normale de chaque face de dimension n —1 de P.

Proposition 34 Soit P un polyédre de R™ ou de S™ et x € P. Le lien lien(z, P) hérite d’une
orientation normale.

Preuve. On peut supposer que P est le cone cone (z, L) ou L = lien(x, P). Soit F une face de
dimension n — 2 de L. Alors F' contient un ouvert de l'intersection de la sphére avec un hyperplan
H de R", donc engendre H. Le cone cone (z, F') est une face de dimension n — 1 de P, contenue
dans H. Soit v sa normale orientée. C’est un vecteur orthogonal a Hdonc une orientation normale
al.m

Terminologie. On dira qu’un polyedre normalement orienté P borde s’il existe un polyedre @
tel que 0Q = P et l'orientation naturel de 9@ coincide avec celle donnée sur P.

Exemple. Si P est un polyedre normalement orienté qui borde, alors tous ses liens bordent.

3.3 Collier

Définition 35 Soit P un polyédre normalement orienté de R™ ou de S™. Un collier (collar) est
un polyédre Q tel que 0Q = P U P’ ou P est un polyédre disjoint de P.

Il faut voir  comme une tentative prometteuse de construire un polyedre de bord P.

Terminologie. On dit qu’un polyedre normalement orienté P borde localement si tous ses liens
bordent.

Proposition 36 Soit P un polyéedre normalement orienté de R™ ou de S™. Alors P admet un
collier si et seulement si P borde localement.

Preuve. Dans le cas ou P est compact. Par hypothése, pour tout € P, le lien en x borde, i.e.
il existe un polyedre M dans la sphere tel que 9M = lien(z, P), orientation normale comprise.

Comme en 6, on recouvre P par un nombre fini de boules B(xz;,7;/2) telles que P soit un céne
dans la boule deux fois plus grande. Par hypothese, L; = OM,. On pose Q; = II; N céne (z;, M;)
et Q = Uj Qj.

Si z € P, alors au voisinage de = @ coincide avec Uj céne (z;, M;) donc Q) C Uj cone (z;,L;) C
P. Ceci prouve que P’ = 9Q \ P est fermé. D’apreés la caractérisation locale des polyedres
(proposition 32), P’ est un polyedre.

Soit y € P un point tres proche de x, tel que dimTy P = n— 1. Posons y(t) = y+tv ol v est la
normale orientée & P en y. Alors y(t) = z; + p;(t)0,(t) ol la courbe t — 6;(t) tracée sur la sphere
est normale & L; en 6;(0) donc pour ¢ petit, 0;(¢) ¢ M;. Par conséquent y(t) ¢ Q, ce qui prouve
que y € 0Q. Par densité, on conclut que P C 0Q. =
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3.4 Tranversalité

3.4.1 Définition générale

Définition 37 Soient P et QQ deux polyedres de R™ ou de S™. On dit que P et QQ sont transverses
(transversal), et on note PNQ, si en tout point x de PN Q, les espaces tangents satisfont

T,.P+T,Q =R" (resp. =T,5").

Exemple. Dans R?, soit P le carré unité et Q la demi-droite {y = 1/2, z > 0}. Alors PN Q est
le segment [z, y] ot x = (0,1/2) et y = (1,1/2). P et @ sont transverses exactement aux points de

Jz,y].

Exercice 23 Transversalité de deux cubes Soit P le cube unité de R et Q, = P 4+ v le cube
obtenu en translatant P du vecteur v. Montrer que P et @), sont transverses si et seulement si

v ¢ OP.

3.4.2 Transversalité a un sous-espace affine

Proposition 38 Soient P un polyédre et A un sous-espace affine de de dimension k de R™. Alors
P est transverse a A si et seulement si A ne rencontre aucune face de dimension inférieure ou
égale an —k —1 de P.

Preuve. Soit F une face de P de dimension <n —k — 1. Pour tout z € AN F,
dim(T,P + T, A) < dim(T,P) + dim(T,A) <n—1

donc P n’est pas transverse a A en .

Inversement, soit A un espace affine non transverse a P et soit I’ une face de P de dimension
minimale qui coupe A non transversalement. Supposons que dim(F) > n— k. Comme dim (T, A+
T.F) <n-1,dim(T,ANT,F) > 1, donc AN F contient un segment de droite. L’intersection
AN F rencontre donc une facette de F', nécessairement non transversalement, contradiction. On
conclut que dim(F) <n—k—1. =

Proposition 39 Soient P un polyédre et A un sous-espace affine de dimension k de R™. Si P
est transverse a A, alors chaque face de dimension £ de AN P est 'adhérence d’une composante
connexe de l'intersection de A avec l'intérieur d’une face de dimension £ +mn —k de P.

Preuve. Soit 2 un point de AN P tel que dim(T,P) = £+ n — k. L’hypothese de transversalité
permet de choisir un repere (non orthonormé) d’origine z et tel que A = R¥ et R" ¥ soit contenu
dans T, P. Dans ces coordonnées, au voisinage de l'origine, P concide avec le produit de AN P
avec le facteur R"~*. En effet, par défintion de I’espace tangent, si v € A et v/ € R"* sont des
vecteurs assez petits, v + v’ est dans P si et seulement si v = v + v’ — v’ est dans P, i.e. siet
seulement si v € AN P. Par conséquent, T,,P = T,(AN P) ® R"~* donc dim(T,(AN P) =¢{. On
a donc montré que (A N P)! = An (PP=k+t),

Par définition, P*~¥*+¢ est une réunion disjointe d’intérieurs de faces de dimension n — k + ¢ de
P. Si F est une ¢-face de AN P, alors F' est 'adhérence de U ou U est une composante connexe
de (AN P) = An (P"*+4), alors U est une composante connexe de l'intersection de A avec
Iintérieur d’'une face de dimension n —k+ /¢ de P. =

3.4.3 Transversalité et bord

Proposition 40 Soient P un polyédre et A un sous-espace affine de R™. Si OP est transverse a
A, alors le bord (relatif) de AN P dans A est ANOJP.
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Preuve. Sixz € 04(AN P), alors il existe une suite z,, de points de A\ P qui converge vers z.
En particulier, x € OP.

Inversement, soit  un point de A N P qui n’est pas dans le bord relatif. Alors il existe un
voisinage de x dans A qui est entierement contenu dans P. En particulier, T, A C T, P. Supposons
que z € 0P. Comme A et 0P sont transverses, cela entrane que T, P = R™, i.e. que x est un point
intérieur & P, contradiction. On conclut que = ¢ OP. =

Proposition 41 Soient P un polyédre normalement orienté et A un sous-espace affine de R™. Si
P est transverse a A, alors AN P hérite d’une orientation normale. Si P = 0Q et 'orientation
normale de P est celle du bord de Q, alors orientation normale de AN P est celle du bord de

ANQ.

Preuve. Soit k la dimension de A. Soit  un point de ANP tel que dim (T, (ANP)) = k—1. Alors
x est intérieur & une facette de P, donc la normale v(z) est bien définie. Comme ’espace tangent
T, A n’est pas contenu dans T, P, v(x) n’est pas orthogonal & T, A, et sa projection orthogonale
7(x) sur A est un vecteur non nul orthogonal & T,,(A N P), cela détermine I'orientation normale
va(z) = n(z)/|r(x)| de AN P.

Si P = 0Q), alors au voisinage de z, @ est défini par l'inéquation {z - v(z) < 0}. Pour z € A,
z-v(x) = z-m(x) donc au voisinage de = dans A, 'inéquation {z-v4(x) < 0} définit bien ANQ. =

3.4.4 Généricité de la transversalité

Définition 42 Soit P un polyédre de R™. Soit p ¢ P. Etant donné un vecteur unitaire 6, on note
Dy la droite passant par p et dirigée par 0. Alors lensemble des vecteurs § € S™1 tels que Dg ne
soit pas transverse a P est un polyédre d’intérieur vide de S™ 1, qu’on note Sing(p, P).

Preuve. Le cone de sommet 0 sur Sing(p, P) est la réunion de deux cones, le cone sur la réunion
des faces de dimension n — 2 de P — p, et son opposé. =

Proposition 43 Soit P un polyédre de R™. Soitp ¢ P et D une droite passant par p et transverse
a P. Etant donné un vecteur unitaire 0 orthogonal a D, on note Ay le plan passant par p et dirigé
par D et 0. Alors l'ensemble des vecteurs 0 € S™~2 tels que Ag ne soit pas transverse a P est
contenu dans un polyédre d’intérieur vide de S™ 2.

Preuve. Soit 7 la projection orthogonale sur 'hyperplan affine H orthogonal & D passant par
P. Notons @ la réunion des projections des faces de dimension n — 3 de P. Soit § € S" 2 un
vecteur unitaire orthogonal & D. Si la droite Dy est transverse & @ (ce qui est le cas pour € hors
du polyedre d’intérieur vide Sing(p, Q)), alors Dy N Q = 0, donc Ay = 7~ Dy ne rencontre pas les
n — 3-faces de P, donc Ay est transverse a P, d’apres la proposition 38. =

3.5 Indice

Définition 44 Soit P un polyédre normalement orienté de R™. Soit p ¢ P et § un vecteur unitaire
tel que la demi-droite D(;r passant par p et dirigée par 0 soit transverse a P. La demi-droite D(;r
coupe P en un nombre fini de points x tels que dim(T,P) =n — 1, donc la normale v(zx) est bien
définie. On note ind (p, P,0) le nombre de points d’intersection de Dg‘ avec P, ou chaque point
d’intersection x est compté avec le signe (+) si le produit scalaire 0 - v(x) > 0 et avec le signe (-)
sif-v(z)<O.
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3.5.1 Invariance de ’indice

Lemme 45 Soit P un polyédre normalement orienté qui borde localement. Soit p ¢ P. Soient 0
et 0" deux vecteurs unitaires distincts, et A le plan passant par p qu’ils engendrent. On suppose
que les droites Dy, Dy et le plan A sont transverses ¢ P. Alors ind(p, P,6) = ind (p, P,0’).

Preuve. D’apres la proposition 36, P possede un collier . On peut supposer qu’il ne contient
pas p (retirer un petit polyedre contenant p dans son intérieur). Quitte & remplacer P par PN A,
on peut supposer que n = 2. En effet, A N P satisfait presque toutes les hypotheses du lemme.
L’hypothese incompleéte est que A soit transverse a 9Q. Cela n’a pas d’importance car seule la
partie P du bord de @ joue un role dans 'argument.

Soit § une direction telle que Dy ne soit pas transverse & P (cela ne se produit que pour un
nombre fini de valeurs de #). Montrons que pour 6’ < 6 < 6" assez proches de 6 et de part et
d’autre de 0, ind(p, P,0’) = ind (p, P,0"). Soit [z, y] une composante connexe de Dy N P et U un
voisinage tubulaire de [z, y] qui ne rencontre pas 9Q \ P. On fixe deux segments centrés sur @ et
orthogonaux a Dg, I'un avant x et I'autre aprés y. Pour 6 assez proches de 6, ces deux segments
coupent Dy, en xg: et yg (idem pour Dy~ de Pautre c6té). On obtient un trapeze T = xgrygr yor Tor
tel que TN P C Dy U Dygr.

Notons i’ (resp. ") la contribution de 'ouvert U & Uindice ind(p, P, 8") (resp. ind (p, P,6"), i.e.
le nombre de points avec signes de I'intersection PN Dy NU (resp. PN Dy NU). Alors i’ —i est
le nombre de points avec signes de T'N P, ou le signe s(z) associé & un point d’intersection z est
égal au signe de " - v(z) si z € Dy et son opposé si z € Dy:,. Parcourons T dans le sens

:CG” — ye// — ye/ g (L‘e/ g 1'0//_

Alors le signe s(z) vaut +1 si en passant z on sort de @, et —1 si on rentre dans . D’apres
la proposition 40, l'intersection T'N @ est une réunion disjointe de segments dont les extrémités
sont les points de T'N P. Par conséquent, chaque signe rencontré compense précédent, et la
somme i’ — ¢/ est nulle. En sommant sur toutes les composantes de Dy N P, on trouve que
ind (p, P,0") — ind (p, P,6’) = 0.

Lorsque 6 varie entre deux valeurs singulieres (i.e. de Sing(p, P), chaque point d’intersection
de P N Dy varie continment et l'indice est constant. On conclut que l'indice ne dépend pas de la
direction 6. m

Définition 46 Soit P un polyédre normalement orienté. On suppose que P borde localement.
Alors lindice ind(p, P,0) ne dépend pas du choiz du vecteur € S™~1\ Sing(p, P), on l’appelle
I’indice de p par rapport a P.

Preuve. Soient 0, ' € S"~1\ Sing(p, P). Soit U (resp. U’) I'ouvert de S"~! formé des vecteurs
0" tels que le plan Ag g~ engendré par 6 et 6” (resp. Ag/ g~ engendré par 6’ et 6”) soit transverse
a P. Comme le complémentaire de U (resp. U’) est contenu dans un polyedre d’intérieur vide
(proposition 43), U N U’ \ Sing(p, P) est non vide. Choisissons §” € UNU’ \ Sing(p, P). Alors
d’apres le lemme 45, ind(p, P,0) = ind (p, P,0") et ind(p, P,0”) = ind (p, P, 0’). donc ind(p, P,0) =
ind (p, P,0'). m

Lemme 47 Soit P un polyédre normalement orienté. On suppose que P borde localement. Alors
Vindice p — ind(p, P,0) est localement constant sur le complémentaire de P.

Preuve. Soit p un point du complémentaire de P. Soit § un vecteur unitaire tel que 6 ¢
Sing(p, P). Alors pour ¢ suffisamment proche de p, § ¢ Sing(q, P). En effet, la condition D\ P
est ouverte par rapport a D.

Par transversalité, chacun des points d’intersection de D, ¢ avec P varie continment avec P,
donc le nombre de points avec signe est constant au voisinage de P. =
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3.5.2 Conditions pour border

Théoréme 11 Soit P un polyédre normalement orienté de R™. On suppose que P borde locale-
ment et que P est connexe. Alors P borde un unique polyédre de R™.

Preuve. Soient @ un collier pour P et Q' un collier pour le polyédre P’ (méme polyedre mais
avec toutes les orientations normales renversées). Soit D une droite transverse & P coupant P
en un point . On oriente D au moyen de l'orientation normale v(x). Pour z € D, soit D, la
demi-droite positive portée par D d’origine z. Alors le nombre de points (avec signe) diminue d’une
unité lorsqu’en parcourant D on traverse x. Par conséquent, 'indice prend au moins 2 valeurs.

Etant donné p ¢ P, parcourons une demi-droite d’origine p et transverse & P. Soit « le premier
point de P rencontré. Alors I'indice est constant sur [p, x[, et pour z € [p, x| assez proche de z, z
est dans Q ou dans Q’. Par conséquent, les valeurs prises par I'indice sont celles prises sur @, plus
celles prises sur Q" (c’est-a-dire, les mémes additionnées de 1).

Si P est connexe, l'intérieur de ) est connexe, donc l'indice est constant sur @ et prend
exactement deux valeurs. Soient R et R’ les deux ensembles de niveau de l'indice, de sorte que
Q CRetQ CcR. Alors PC ORNIR'. Comme R" est la réunion disjointe de R, R’ et P,
P =0R = JR’'. D’apres la proposition 6, clos(R) est un polyedre, son bord est P. =

3.5.3 Cas ou le polyedre donné n’est pas connexe

Terminologie. On appelle coquille (shell) un polyedre connexe qui borde localement.

D’apres le théoreme 11, une coquille borde un unique polyedre. Pour un polyedre formé de
plusieurs coquilles, il y a une conditions supplémentaire a vérifier : que les choses se passent comme
on l'attend le long de quelques demi-droites.

Proposition 48 Soit P un polyéedre normalement orienté qui borde localement. Soit D1, ..., Dy
une collection de demi-droites issues d’un point p, transverses a P, telle que chaque composante
connexe de P rencontre ['une des droites D;. Alors P borde un polyédre contenant p si et seulement
st chaque P N D; borde dans D; un polyedre qui contient p.

Preuve. Si P =0Q, alors PN D; = 9(Q N D;) borde dans D;.

Inversement, notons i l'indice du point p (il vaut 0 ou 1). Le long de chaque demi-droite D;,
I'indice ne prend que les valeurs ¢ et i — 1. Soit @ un collier pour P (proposition 36) et @’ un collier
pour P avec orientation opposée. Par hypothese, chaque composante connexe de Q (resp. Q')
coupe une des demi-droite D;, donc I'indice ne prend que les valeurs i et ¢ — 1 sur QU Q’. Comme
dans la preuve du théoreme 11, I’ensemble de niveau de I'indice qui contient p est un polyedre dont
le bord est P. =



Chapter 4

Courbure des courbes

4.1 Motivation

Considérons les courbes planes t — X (t) = (cost,sint), t € [0, 7] et t — Y (¢t) = (ﬁ—ttz, %), t <0.

Elles ont méme valeur en 0 mais n’ont pas méme dérivée. Par conséquent, le raccord en t = 0 est C°
2

mais pas C!. Si on remplace ¢ par /2 dans la seconde courbe, on obtient t +— Z(t) = (332 , 41—@2),

t < 0. C ette fois, le raccord de Z avec X est de classe C'' mais pas de classe C?. Autrement

dit, pour réaliser un bon raccord, il est judicieux de changer de paramétrisation. Jusqu’ou peut

on aller ?

Question. Etant donnée une courbe v (vue comme sous-ensemble du plan ou de l'espace),
quelle est la meilleure régularité possible pour une paramétrisation de v 7

C’est ce qu’on appelle la différentiabilité géométrique de v. Dans I'exemple, v est le cercle unité
qui admet une paramétrisation de classe C*°. On dit que le cercle est de classe G*°.

Pour réaliser un raccord satisfaisant, il n’est pas naturel d’exiger la différentiabilité des paramé-
trisations (qui sont le résultat de choix particuliers), il suffit souvent d’atteindre la différentiabilité
géométrique.

Pour les courbes planes, la différentiabilité géométrique se mesure au moyen de la courbure.

Théoréme 12 Une courbe plane est de classe G* si et seulement si
1. sa tangente est continue ;

2. la courbure et ses dérivées par rapport a l'abscisse curviligne jusqu’a l'ordre k — 2 sont con-
tinues.

Le théoreme 12 donne un critere simple pour la différentiabilité géométrique d’une courbe
obtenue en raccordant deux courbes de classe C?.

1. Pour un raccord de classe G, il suffit que les tangentes au point de contact soient les mémes ;

2. Pour un raccord de classe G2, il suffit qu’en plus les courbures au point de contact soient les
memes.

Dans la suite du chapitre, on définit abscisse curviligne et courbure, on démontre le théoreme
12 et sa généralisation en dimension supérieure. Puis on indique comment calculer efficacement la
courbure et la torsion des B-splines et des NURBS.

29
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4.2 Abscisse curviligne

4.2.1 Longueur

La longueur d’un polygone P = (Py, P, ..., Ppy,) est la somme des longueurs des cotés,
long (P) = > || P, — Py | -
i=1

Définition 49 Soit I un intervalle de R. Soit t — X (t), t € I, une courbe dans R™. Sa longueur
(length) est la borne supérieure des longueurs des polygones inscrits dans X, i.e. de la forme
P=(X(tg),...,X(tm)) ot tg < ...ty € 1.

Si X est de classe C, alors

long (X) = / X7 (0) || dt.
I
Proposition 50 La longueur est invariante par changement de paramétrisation.

Preuve. Cela résulte de la définition au moyen des polygones. m

Invariance. La longueur est préservée par les isométries de R™, i.e. les transformations affines
dont la partie linéaire est orthogonale. La longueur est diminuée par les projections orthogonales.

Exercice 24 Courbes de longueur finie Soit t — X(t), t € [a, b], une courbe dans R™. On suppose
que la longueur de X est finie. Montrer que la limite linrll)X(t) existe et vaut X (a) + f; X'(¢) dt.
t—

Exercice 25 Accroissements finis Soit t — X(t), t € [a,b], une courbe dans R™. Soit f une
fonction dont le gradient est de norme inférieure ou €gale a 1 en tout point. Montrer que

[F(X (b)) = f(X(a))| < long (X).

Exercice 26 La longueur en coordonnées polaires Soit ¢ la courbe plane d’équation polaire r =
f(0). Paramétrer c et exprimer sa longueur en fonction de f.

4.2.2 Abscisse curviligne

Définition 51 Soit t — X(t), t € I une courbe de classe C' dans R™. Soit to € I. L’abscisse
curviligne (arc length) d’origine X (to) sur X est la fonction de classe C sur I définie par

t
t— | X'(t) ] dt.

Si X est injective, on peut voir 'abscisse curviligne comme une fonction sur limage X (I) C R™.
Si le vecteur vitesse X' me s’annulle pas sur I, la fonction réciproque est une paramétrisation
s+ X1(s) de X(I) au moins aussi régquliére que la paramétrisation initiale, et qui satisfait

| Xi1(s)|=1 pour tout s.

Exercice 27 Calculer l’abscisse curviligne d’origine (0,0) sur la parabole t — (t,t2).

Remarque. En général, I’abscisse curviligne d’une courbe algébrique est une fonction transcen-
dante. Elle n’est donc qu’exceptionnellement donnée par une formule fermée.

Remarque. Sur une courbe plongée v vue comme sous-ensemble de R", étant donné une
origine P, il y a exactement deux paramétrisations de v par ’abscisse curviligne d’origine P. Elles
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different 'une de I'autre d’un signe. Choisir I'une des deux, c’est choisir une orientation de ~y, voir
le cours de topologie.

Autrement dit, on a construit sur une courbe plongée orientée et pointée (i.e. sur laquelle on a
choisi une origine) une paramétrisation canonique. Les grandeurs géométriques (e.g. la tangente)
et leurs dérivées successives par rapport a l'abscisse curviligne vont automatiquement étre des
invariants de la courbe, qui ne dépendent pas d’un choix de paramétrisation. Ils pourront étre
calculés au moyen d’une paramétrisation quelconque.

4.3 Courbure des courbes planes

4.3.1 Définition

Soit s — X (s) une courbe plane paramétrée par son abscisse curviligne. Alors le vecteur vitesse
trace une courbe s — X (s) sur le cercle unité. Si X est de classe C?, celle-ci posséde un vecteur
vitesse X”(s), appelé accélération. Au signe pres, la courbure est la norme de 'accélération. Le
signe est bien défini, car I'accélération est orthogonale au vecteur vitesse, et on donne le signe (+)
(resp. (—)) si Paccélération pointe vers la gauche (resp. la droite) de la vitesse.

Définition 52 Soit s — X (s) une courbe plane paramétrée par son abscisse curviligne. On sup-
pose le plan orienté. On note 7(s) = X'(s) le vecteur tangent et v(s) le vecteur unitaire obtenu en
tournant 7(s) de +m/2. Alors la courbure (curvature) de X au point X(s) est par définition

k(X (s)) = det(X'(x), X" (s5)) = X" (s) - v(s).

En particulier, || X" ||= |x].

La courbure est vue comme une fonction définie le long de la courbe. Bien que définie au moyen
de 'abscisse curviligne, la courbure ne dépend pas d’un choix de paramétrisation, seulement de
I’orientation de la courbe.

Bien que ’abscisse curviligne ne soit pas calculable, il y a une formule qui donne la courbure
en fonction d’une paramétrisation quelconque. Il en va de méme des dérivées de la courbure.

Proposition 53 Soit t — X (t) une courbe plane paramétrée. Sa courbure au point X (t) vaut

dX d*X

— det
il

)(II H)

et la dérivée de la courbure par rapport a l’abscisse curviligne est donnée par

Ok _4 dX d3X dX  dX d*X
e (e S RS}
Preuve.
On utilisera plusieurs fois I'identité —S —|| H On dérive
dX || dX ” dX
dt
o d2X dX dX , d,dX dX d’X
2
e = L 2 L 4 Dy e O
dou dX d? dX d*X d d2
X d°X X X
det(—, —) = 2 det(—— - 34 _ 3
e S e S e e SR
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On dérive encore une fois.

dX d3X 3 d dk
det = 3k) = Zkp— 3
et L) = ST ) = ey ) L g O
Or d 2x
X
L0Z Py =22 22
donc
dX d3X dm dX  dX d*°X
det(—-, —=) = || ||4 ol =l
dt’ dt ds e
Signe de la courbure. Si on change le sens de parcours, la courbure change de signe. Le

signe de la courbure dépend aussi de l'orientation du plan. Par conséquent, une isométrie du plan
préservant 'orientation (e.g. une translation ou une rotation) préserve la courbure des courbes,
une isométrie du plan renversant l'orientation (e.g. une symétrie par rapport & une droite) change
la courbure des courbes de signe.

Exemple. La courbure d’un cercle de rayon R est constante. Elle vaut 1/R si le cercle est
parcouru dans le sens trigonométrique, —1/R sinon.

Exemple. Au point (0,0), la courbure de la parabole d’équation y = x2, parcourue dans le sens
des x croissants, vaut 2.

Exercice 28 Soit t — (t, f(t)) le graphe d’une fonction réelle d’une variable réelle. Calculer sa
courbure. Dans quelles conditions la dérivée seconde de f donne-t-elle une bonne approximation
de la courbure ?

Exercice 29 Soit ¢ la courbe plane définie par l’équation polaire r = f(0). On introduit le repere
tournant

er(r,0) = (cos(0),sin(0)), eg(r,0) = (—sin(d), cos(d)).
Paramétrer la courbe c. Au moyen de ce repere, exprimer la tangente a la courbe c. Calculer la
courbure.
4.3.2 Une courbe est déterminée par sa courbure

Théoréme 13 Soit k une fonction continue sur un intervalle I. Soit ty € I, soit P un point du
plan et v un vecteur unitaire. Il existe une et une seule courbe X de classe C?, paramétrée par son
abscisse curviligne, telle que

o la courbure de X en X (s) est k(s) ;
[ X(to) =P et X’(to) =0
Preuve.

Notons ¢(s) l'angle que fait v avec le vecteur vitesse. Si on identifie le plan euclidien orienté
avec les nombres complexes, cela s’écrit

X'(s) = explig(s))v.

En dérivant, on trouve que

d’ou
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La condition initiale ¢(to) = 0 force que ¢(s) = ftz k(u) du et la condition initiale X (t9) = P donne

X(s)=P+ (/tS exp(ig(s)) ds)v.

Réciproquement, cette formule définit une courbe de classe C? de courbure & issue de P et de
vitesse initiale v. =

Remarque. On a utilisé 'existence d’une détermination différentiable de I’argument.

Exercice 30 Montrer qu’une courbe plane a une courbure constante si et seulement st c’est une
droite ou un cercle.

4.3.3 Déviation par rapport a la tangente

Lemme 54 Soit s — X(s) une courbe de classe C? paramétrée par son abscisse curviligne. La
distance algébrique 0 de la courbe a sa tangente satisfait

1
5(s) =: det(X (s) — X(0), X'(0)) = 5&(0)32 + o(s?).
Si pour tout s, |k(s)| < K, alors pour tout s,

1
5(s)] < K52,

Preuve. Le développement limité de Taylor-Young donne

X(s)=X(0)+sX'(0) + %H(O)JX’(O) + o(s?)

ou J est la rotation de +m/2. La formule de Taylor avec reste intégral donne
X(s) = X(0)+ sX'(0) + / (1—u)X"(u)du
0
et || X" |<k.m

4.3.4 Rayon de courbure

Lemme 55 Soit v une courbe orientée de classe C?, P un point de v, soient T le vecteur tangent
unitaire et v la normale orientée en P (de sorte que la base orthonormée (t,v) soit directe. Pour
r réel, notons C(r) le cercle de rayon |r| et de centre P+ rv. Il est tangent ¢ 7y en P.

Le cercle C(r) a un contact d’ordre 2 avec la courbe v en P si et seulement si r = r(P)~L.
Sir # Kk(P)™Y, C(r) est d'un seul cété de la courbe au voisinage de P : du coté de la matiére (a
gauche de la courbe) si 1 —rx(P) >0, du coté opposé si 1 —rr(P) < 0.

Si k(P) = 0, on dit que la courbe v admet en P un point d’inflexion. Dans ce cas, elle a un
contact d’ordre 2 avec sa tangente.

Si k(P) # 0, le cercle C(k(P)™1) s’appelle le cercle osculateur (osculating circle) en P et
k(P)~1 le rayon de courbure (radius of curvature) en P.

Preuve. Soit s — X(s) la paramétrisation de v par 'abscisse curviligne d’origine P, de sorte
que X’(0) = 7. On calcule un développement limité du carré de la distance de X (s) au centre
P + rv du cercle C(r). Comme

X(s)=X(0)+ s+ %H(P)SQ + o(s?),
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Figure 4.1: Une fraiseuse

| X(s) =P —rv]?

57+ (=r 4 55R(P)w | +o(s?)

= 24+ (—r+ %S2I€(P))2 + o(s?)
= 72+ (1 —rx(P))s* +o(s?).

Par conséquent, si k(P) # 1/r, || X(s) — P—rv||> —r? a un signe constant au voisinage de 0, donc
C(r) est d’un seul coté de v au voisinage de P. Plus précisément, du coté de la matiére (& gauche
de la courbe) si 1 — r&(P) > 0, du c¢6té opposé si 1 — rx(P) < 0.

Si k(P) = 1/r, la paramétrisation annule I’équation du cercle & 'ordre 2, donc courbe et cercle
ont un contact d’ordre 3. =

Exercice 31 Soit t — D(t) une famille de droites du plan. On appelle enveloppe de cette famille
une courbe t — c(t) telle que pour tout t, ¢ est tangente ¢ D(t) en c(t).
On suppose que D(t) est la droite passant par un point P(t) et de vecteur unitaire directeur
u(t). Montrer que si la dérivée v’ ne s’annule pas, alors la famille D(t) admet une enveloppe.
Soit s — X (s) une courbe de classe C* paramétrée par son abscisse curviligne. Montrer que si
X n’a pas de point d’inflexion, la famille de ses normales posséde une enveloppe appelée dévéloppée
de X . Montrer que le la développée est le lieu des centres des cercles osculateurs.

4.4 Rayon d’injectivité normal

4.4.1 Un probleme d’usinage

Dans une plaque de bois, plastique ou métal, on cherche a découper une forme curviligne. Pour
cela, on fixe la plaque sur le plateau d’une machine-outil (dont on peut commander la translation
horizontale) et on utilise comme seul outil d’une fraiseuse. C’est un cylindre dentelé qui tourne &
grande vitesse autour d’un axe vertical fixe. Dans chaque position du plateau, la fraiseuse enléve
un cylindre de matiere, sur toute I’épaisseur de la plaque. Lorsque le plateau se déplace, le partie
de la matiere qui est enlevée est donc une réunion de cylindres d’axes verticaux, de méme hauteur
égale & ’épaisseur de la plaque (voir figure 4.1).

On modélise la plaque par un rectangle plan, l'outil par un cercle de rayon € > 0, et le
déplacement du plateau par un déplacement du centre du cercle par rapport au rectangle. Autrement
dit, le guidage de Poutil est modélisé par une courbe plane t — ¢(t) = (x(¢),y(¢)), t € [a, b], appelée
guide. La matiére enlevée est représentée par la réunion de disques ouverts

ve) = | Bletw)e)

t€la,b]

Le profil a réaliser est décrit par une autre courbe orientée o, la matiere a conserver étant a gauche
de o, voir figure 4.2.

Probléme.
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Figure 4.2: Modélisation du probléme d’usinage

Figure 4.3: Courbes équidistantes et développée d’'une parabole

1. Le profil o est-il usinable, i.e. existe-t’il une courbe ¢ tel que le complémentaire de U,(c) soit
exactement le domaine entouré par o ?

2. Si c’est le cas, comment trouver la courbe guide ¢ a partir du profil o ?

4.4.2 Lien entre usinage et courbes equidistantes

On va montrer que le profil o est une courbe équidistante de c.

Définition 56 Soit t — c(t) une courbe de classe C1. Notons 7(t) son vecteur unitaire tangent.
Fizons un réel e. La courbe équidistante (offset curve) c. est donnée par

t— ce(t) = c(t) + eJT(t).

4.4.3 Rayon d’injectivité

Exemple. Courbes équidistantes & une parabole.
La courbe en V est la développée de la parabole, i.e. le lieu des centres des cercles osculateurs.
Remarquer que les courbes équidistantes sont lisses tant qu’elles ne rencontrent pas la développée.

Exercice 32 Vérifier que si s — X(s), s € I est de classe C? et paramétrée par son abscisse
curviligne, alors
X!(s) = (1 —ern(s))7(s).
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Figure 4.4: Voisinage tubulaire d’une courbe

On suppose la courbure bornée. En déduire que

0
along (X)je=o = f/ln(s) ds.

Lemme 57 Soit p un point du disque B(c(t),e). Alors

o ou bien il existe r €] — €, €[ et t' € tels que p=c(t') +rJT(t’) ;

o ou bien il existe v € [0, €[ et un vecteur unitaire 7' tels que 7' - 7(b) > 0 et p = ¢(b) + r7’ ;

o ou bien il existe r € [0, €[ et un vecteur unitaire 7' tels que 7' - 7(a) < 0 et p = ¢(a) + 7’ ;
Preuve. On considere la fonction ¢t — f(t) = ¢(t) — p ||* sur lintervalle [a,b]. Par compacité,
elle atteint son minimum, disons, en t'. Si t' # a et t' # b, alors f/(¢') = 0. Or

dc

Fi) =2(e(t’) —p)- () = 2| %(t') I (e(t") = p) - 7(t').

donc si f/(t') =0, ¢(t') — p est orthogonal & 7(¢’), donc colinéaire & J7(¢'). De plus,

[e®) —pll= V(') < V() <e

donc on peut écrire p — ¢(t') = rJ7(t') avec |r| < e.
Si f/(t') # 0, c’est que ¢ = a (dans ce cas f'(a) > 0 et f(a) < f(t)) ou t’ = b (dans ce cas
f'(b) <0et f(b) < f(t)). Dans le premier cas, on pose 7/ =p —c(a)/ || p — c(a) ||, et

1
2lp — c(a) Il % (a)
On choisit 7 =||p — c(a) |= /f(a) < v/ f(t) < €. Le second cas est identique. =

Proposition 58 Soit ¢ une courbe réguliére orientée, de classe G*. On note T son vecteur unitaire
tangent. Pour € > 0 assez petit, le bord de U(c) est contenu dans la réunion des deux courbes
équidistantes

f'(a) < 0.

7' 71(a) =

t— c(t) £ eJ7(t)
et des deux demi-cercles de rayon € et de centres c(a) et c(b) opposé a T(a) (resp. centré sur (b)),

voir figure 4.4.

Preuve. Soit p un point du bord de ouvert Uc(c). Alors p est limite d’une suite de points p; de
Ue(c). Chaque p; appartient & un disque B(c(t;), €) donc s’écrit
pj = c(ty) +r;J7(t;) ou p;=c(a)+r;; ou p;=c(b)+r;T).

Si le premier cas se produit une infinité de fois, on peut extraire des suites convergentes de t;
et r; et conclure que
p=c(t) +rJr(t)

avec |r| <e.
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Figure 4.5: Courbe dont la courbure est suffisante mais non usinable

Si le second cas se produit une infinité de fois, on peut extraire une suite convergente de TJ/» et
r; et conclure que
p=cla) +r7

avec 0 <r<eet 7 -7(a) <O0.
Si le second cas se produit une infinité de fois, on peut extraire une suite convergente de TJ/» et
r; et conclure que
p=c(b) +rr

avec 0 <r <eet 7 -7(a)>0.

Supposons que, dans I'un des trois cas, |r| < e. Alors p appartient & un disque de la forme
B(ce(t),€), t € [a,b], donc p est un point intérieur de U.(c), contradiction. On conclut que dans
chacun des cas, |r| = e. Cela signifie que p appartient & 'une des courbes équidistantes ou & I'un
des demi-cercles. »

Remarque. La figure 4.4 montre un exemple ol la proposition 58 est optimale (le bord du
voisinage tubulaire est exactement la réunion de deux courbes équidistantes et de deux demi-
cercles) et un autre ol elle ne l'est pas.

4.4.4 Usinabilité et courbure

Proposition 59 Soit o une courbe fermée plane orientée de classe G*. Si o est usinable (i.e. o
borde le complémentaire d’une réunion de disques de rayon €), alors sa courbure est partout au
moins égale @ —1/e.

Preuve. Notons M (la matiere) le domaine entouré par o. Soit p un point de . Montrons que
le disque ouvert de rayon € et de centre p — eJ7(p) est disjoint de M.

Par hypothese, p est la limite d’une suite de points p; contenus dans des disques B(g;,¢€)
disjoints de M. On peut supposer que la suite g; converge vers ¢q. Si ¢’ € B(q,¢), alors pour j
assez grand, ¢ € B(gj,€). Par conséquent B(g,¢) est disjoint de M. En particulier, p ¢ B(qg,¢).
Or p; € B(g,¢) pour j assez grand. Par conséquent, p est sur le bord de B(g,€). Comme o est
disjointe de B(q,¢€), le cercle 0B(q,€) est tangent & o en p. Son centre g est donc I'un des points
p £ J7(p). Comme B(q, ¢) est disjointe de M, ¢ = p — eJ7(p).

D’apres la proposition 55, pour tout réel r tel que 1 — rx(p) > 0, le cercle de centre p + rJ7(p)
et de rayon |r| est dans la matiére au voisinage de p. Par conséquent 1 + ex(p) < 0. =

Remarque. La condition nécessaire donnée dans la proposition 59 n’est pas suffisante, comme
le montre 'exemple de la figure 4.5. On va la completer.

Proposition 60 Soit o une courbe plane fermée orientée, réguliére, de classe G2. Si o est usinable
(i.e. o borde le complémentaire d’une réunion de disques de rayon €), alors lapplication

®:fa,b] x [0,e][— R?,  (t,7) > c(t) —rJ7(t)

est injective.
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Figure 4.6: Défaut d’injectivité

Preuve. Notons a nouveau M la matiere. Raisonnons par l’absurde. Supposons que o est
usinable mais que ® n’est pas injective. Alors il existe (t1,71) # (t2,72) tels que ®(t1,71) =
®O(t2,72). On peut supposer que r1 > r2. Comme on I’a vu dans la preuve de la proposition 59,
pour tout point p de o, le disque B(p—eJ7(p)) est disjoint de M. Or le disque fermé B(®(t1,71),71)
contient le point c(t2), voir figure 4.6. Ce disque, privé de c(t1), est contenu dans B(p — eJ7(p))
pour p = ¢(t1), contradiction. m

4.4.5 Coordonnées de Fermi

Dans ce paragraphe, on vérifie que la condition d’injectivité apparue dans la proposition 60 est
satisfaite pour € assez petit, et on la relie a la terminologie standard en géométrie riemannienne.

Proposition 61 Soit s — X (s), s € [a,b] une courbe de classe C? et paramétrée par son abscisse
curviligne. On note K = sup |k|. Si e < K, alors Uapplication

(5,7) = ®(s,7) = X(s) +rv(s), Ja,b[x] — ¢ e[— R?

est un difféomorphisme local.

On suppose de plus que X est injective. Soit [c,d] Cla,b[ un intervalle fermé et borné. Il
existe un nombre eg > 0 tel que ® soit un difféomorphisme de |a,b[x] — €, €[ sur un ouvert de R2.
Le meilleur ey s’appelle le rayon d’injectivité normal de la courbe X, et le difféomorphisme &1
s’appelle les coordonnées de Fermi.

De méme, on parle du rayon d’injectivité extérieur de X lorsqu’on ne se préoccupe que de
Vingectivité de ® sur |a, b[x]0, €]

Preuve. Comme les dérivées partielles

0P 0P

5 =7 et gf(l—t/@)'r
sont linéairement indépendantes, la différentielle de ® est un isomorphisme tant que tk(s) reste
< 1. D’apres le théoreme d’inversion locale, ® est injective au voisinage de chaque point. No-
tons Y = [¢,d] x [—¢,€], et considérons, dans le produit ¥ x Y, le sous-ensemble Z formé des
couples de points ayant la méme image par ®. C’est un compact qui contient la diagonale
A={((s,r),(s;7)) 5 (s,7) €Y}

Montrons par l'absurde que Z \ A est fermé. Soit ((s;,7;),(s},77)) une suite dans Z \ A.
Supposons qu’elle converge vers un point de (s,7) de A. Comme ® est injectif au voisinage de
(s,7), nécessairement (s;,7;) = (s},7}) pour j assez grand, contradiction.

La famille d’ouverts Uy = [¢, d]x]e’, €/[C Y est croissante. Comme X est injective,

(Z\A)N () Ue xUes=0.
e'€]0,¢[

Il existe par compacité de Z \ A un € > 0 tel que (Z \ A) N Uy X Us = 0. Autrement dit, ® est
injectif sur Uy . m
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Interprétation.  Soit v une courbe plane et P un point du plan. Si P est assez proche de 7,
on peut écrire P = ®(s,7) et (s,r) sont les coordonnées de Fermi de P. On a envie d’appeler
projection de P sur «y le point de «y le plus proche de P. Alors s est I’abscisse curviligne de cette
projection. Quant & r, c’est la distance algébrique & la courbe, i.e. r = +dist(P,v) avec + = +1 si
P est & gauche de la courbe v, et £ = —1 si P est a droite de 7.

Corollaire 62 Soit v une courbe plane de classe C*. Sur leur domaine de définition, les coor-
données de Fermi s et v sont de classe C*~1. Leur gradient est donné par les formules suivantes.

Vpr=v(s) et Vps= #H(S)T(s)

ot T et v désignent le vecteur tangent unitaire et le vecteur normal unitaire & v au point X (s),
projection de P sur .

Preuve. Notons €y le rayon d’injectivité normal. Montrons que si P = ®(s,t), |r| < €, alors
le point de la courbe le plus proche de P est X(s). En effet, par compacité, le minimum ¢ de la
distance de P & un point de la courbe est atteint en un point X (s’). Le segment [X (s'), P] est
nécessairement orthogonal a la courbe en X (s’). Par conséquent, il s’écrit u — X (s') + uv(s’) ou
u— X(s') —uv(s’) pour v € [0,6]. Comme || P — X(s)|=|r|] >, § < eg, donc &(s',d) = P.
Comme P est injectif, s = s’ et § = |¢|. On conclut que

dist(®(s,t),y) = |r|

donc la fonction distance algébrique P +— r = *dist(P,7) et la projection P — X(s) sont aussi
régulieres que ®, soit de classe C*~1.
Par définition, r(®(s,t)) = ¢. En dérivant par rapport & s puis par rapport a ¢, on trouve que
si P = ®(s,t),
Vpr-(1—r&(s))r(s) =0, Vpr-v(s)=1

et donc Vpr = v(s), o Q@ = X (s) est la projection de P sur 4. De méme,
Vps-(1—r&(s))r(s) =1, Vpr-v(s)=0
donc Vps = mT(s) =

Exercice 33 Soit v une courbe plane fermée de classe C?, de rayon d’injectivité normal i. Soit
€ < i. Montrer qu’on peut faire glisser deuz disques de rayon € le long de v, un de chaque cété.

Fizons un des cotés de v. A quelle condition (plus faible) peut-on faire glisser un disque de ce coté
¢

Remarque. Une borne sur la courbure seule ne suffit pas & controler le rayon d’injectivité
normal. Néanmoins, on peut estimer le rayon d’injectivité normal au moyen de la courbure si ’arc
est suffisamment court.

Exemple. En mettant bout a bout des arcs de cercles de rayon 1, on peut aisément réaliser une
courbe de classe C! et sans points doubles, en forme de haricot, qui passe deux fois & proximité du
méme point, puis la rendre de classe C? sans altérer ces propriétés. Le rayon d’injectivité normal
peut étre rendu arbitrairement petit en gardant la courbure inférieure a 1 en valeur absolue.

Proposition 63 Soit v une courbe de longueur L. Soit K = sup|k| la borne supérieure de la

1
courbure de y. Si L < T alors le rayon d’injectivité normal de v est au moins égal a % — L.
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Preuve. Soit s — X(s), s € [0, L] une paramétrisation par l’abscisse curviligne de . Soit i le
rayon d’injectivité. Par définition, il existe deux points distincts (s1,71) et (s2,72) € [0, L] x [—i, ]
tels que ®(sq1,71) = P(s2,72). On note P ce point. Remarquer que s; # so. Alors la fonction
s+ f(s) =[] X(s) — P ||* a une dérivée nulle en s; et en sy. D’apres le théoreme de Rolle, sa
dérivée seconde s’annule en un point s €]0, L[. Or

f'(s) =2X'(s) - (X(s) = P),
F(s) =2X"(s)- (X(s) — P)+2X'(s)- X'(s) = 26(5)X'(s) - (X(s) — P) + 2.

Par conséquent

1= —w(s)X"(s) - (X(s) — P) < K(L +1).

1
Comme L < I il vient 6 > I7a —L.=

4.4.6 Congés

Il s’agit d’arrondir les angles. Autrement dit, étant donné une courbe de classe C? par morceaux,
de modifier la courbe au voisinage des sommets, pour la rendre de classe C' et & courbure bornée.
Un moyen classique consiste & insérer un arc de cercle.

Théoréme 14 Soient v et o deux courbes planes de classe C?, de méme longueur L. On suppose
qu’elles se coupent transversalement en leur milieuw P et qu’elle y font un angle o €]0,w[. Soit K
sin «
. ) 2K .
dans chacun des 4 secteurs délimités par 1 et vo un unique cercle de rayon € tangent a la fois a
Y1 et a ya.

un majorant de la courbure de 1 et de v2. On suppose que L < Si e < —Lsina, il existe

Preuve. Soit s; — X;(s;) la paramétrisation par I'abscisse curviligne d’origine P de v;, 7;(s;) le
vecteur tangent et v;(s;) le vecteur unitaire normal.

Montrons que pour s; € [—L/2,L/2], s2 € [-L/2,L/2], vi(s1) - 72(s2) > sina — KL > 0.
Comme v] = —k171,

0
|651V1 72|_

donc |v1(s1) - 2(0) — v1(0) - 72(0)| < KL/2. De méme, |v1(s1) - 12(s2) — v1(s1) - 2(0)| < KL/2,
donc |v1(s1) - 72(s2) — v1(0) - 72(0)] < KL. Or v1(0) - 2(0) = sin a par hypothese, donc

v1(s1) - 12(s2) > sina — KL > %sina.
D’apres la proposition 63, le rayon d’injectivité normal de v, ou 2 est au moins égal a %
donc supérieur a L. Cela signifie que ®; : (s,r) — X(s) + rv;(s) est un difféomorphisme de
| —L/2,L/2[x] — L, L[ sur un ouvert U; du plan. En particulier, les coordonnées de Fermi r;
(distance algébrique & «;) et s; (abscisse de la projection sur 7;) sont de classe C! sur Uy N Us.
Fixons € < 1—12L sin . Soit

U= {Q elUynNnUs ; |T1(Q)| < €, |T2(Q)| < 6}.

On pose F = (ry,r2) : U — R2. Alors F est un difféomorphisme local. En effet, le gradient de 7,
(resp. 72 au point @ est un vecteur de la forme v4(s1) (resp. v2(s2)). Comme le produit scalaire
v1(81) - T2(s2) est non nul, les gradients ne sont pas colinéaires. Les formes linéaires dri et drg
étant linéairement indépendantes, la différentielle dF est un isomorphisme.

Pour tout u €] — €, €[, ensemble de niveau {r; = u} est contenu dans I'image de la courbe
équidistante s1 — X1,4(s1), s1 € [-L/2,L/2]. Le long de cette courbe, la fonction ro est stricte-
ment croissante. En effet

8—51T2(X1’u(81)) =Vry- (1 —uki(s1))m1(s1) = (1 —uki(s1))(v(s2) - 11(s1) > 0.
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Si Q et @' sont des points de U tels que F(Q) = F(Q'), alors 1 (Q) = r1(Q’), donc @ et @’ sont sur
la méme courbe équidistante, Q@ = X1 ,(s) et Q = X1,,(s") olt u = r1(Q). Comme r2(Q) = r2(Q’),
nécessairement QQ = Q’.

Montrons que F est surjective de U sur | — €, €[x] — €, €.

On montre d’abord que 'image de F contient {0} x| — ¢, ¢[. Cela revient & examiner les valeurs
de la fonction r3 le long de v1 N (U; NU2) =1 NUs. Pour s €] — L/2, L/2] tel que X1(s) € Us, on
pose

f(s) =ra(Xai(s)) et g(s) = s2(Xa(s)).
Alors f'(s) = v2(g(s)) - 71(s) donc
1
f(s) > 3 sin «v
tant que X1(s) € Us. De méme

(5) = Vs -1(s) = s mala(a)) (o)

donc |g'(s)| < . < 2. Soit s, la borne supérieure des s < L/2 tels que X;([0, s]) C Us.

1
—(KL/2)
Il vient, pour tout s < sq,

f(s) > %sin(a)s et |g(s)] < 2s.

Supposons 2s,, < L/2. L’inégalité |g(sm)| < 2s,, entraine que Xi(s;n) € Usz. Or 'ensemble des
s tels que X7(s) € Us est un ouvert, cela contredit le choix de s,,. On conclut que s,, > L/4 et
donc que

fsm) > %Lsin(a) > €.

Ceci montre que la fonction ry prend toute valeur comprise entre 0 et € le long de vy, N Uy, i.e.
que l'image F'(U) contient {0} x [0, ¢[. Quitte & changer lorientation de 71, on montre que F(U)
contient {0} x] — ¢, 0].

Fixons u €] — €,€[. On sait qu’il existe un point X;(s1) de 41 N Uz tel que ra2(s1) = u. On
reprend les estimations du paragraphe précédent en remplacant ro par 71 et X; par la courbe
équidistante Xy ,, : s — Xa(s) + ura(s). En gardant les mémes notations, les estimations obtenues
sont cette fois

1+6K<2
1—eK —

1
ffz(lfeK)(sina—KL)zgsina et |g'| <

car eK < % De nouveau, on trouve un nombre s, > L/4 tel que X2,([0,s,]) € Uy NU; et
71 (X2,4(8m) > €. Comme 73 est constant le long de la courbe X3 ,,, ceci montre que F(U) contient
[0, e[x{u}. Quitte & changer 'orientation de 72, on montre que F(U) contient | — €, 0[x{u}.

On conclut que F' est un difféomorphisme de U sur | — ¢, €[2. Pour tout 0 < u < e, les quatre
points F~(u,u), F~Y(—u,u), F~(u,—u), F~Y(—u,—u) sont exactement & distance u de v; et
de 72, donc les disques de rayon u centrés en ces points sont tangents a y; et a o sans empiéter
dessus. Réciproquement, si un disque de rayon u < € touche 7; et 72, son centre P est dans le
domaine des coordonnées de Fermi de 71 et de s et satisfait |r1(P)| = |r2(P)| = u, donc F(P) est
I'un des quatre points (+u, +u). Comme F est bijective, P est 'un des quatre points décrits plus
haut. =

4.5 Convexité

Définition 64 Une courbe plane ~ est dite localement convexe (locally convex) si pour tout
P €, il existe v et un convexe C C B(z,r) tel que

9B(2,nC =N B(z,7r).
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Exemple. Le bord d'un convexe C d’intérieur non vide est une courbe continue. En effet, si P
est un point intérieur de C, 'application Q@ — Q — P/ || @ — P || est un homéomorphisme de 9C
sur le cercle unité.

Par définition, 9C est localement convexe.

Remarque. Une courbe plane fermée localement convexe sans points doubles borde un con-
vexe. On démontrera plus loin une généralisation de ce résultat en toute dimension.

Exemple. La spirale ¢t — exp(—t+it) (notation complexe) est localement convexe, mais ne borde
pas un convexe.

Proposition 65 Une courbe plane de classe C? est localement convexe en tout point si et seule-
ment si sa courbure garde un signe constant.

Preuve. On montre un peu plus : le coté convexe est a gauche si la courbure est positive ou
nulle, & droite sinon.

Premiere étape. Au voisinage de P = X(0), dans le repere (P, 7(0),(0)) ou 7(0) est le vecteur
unitaire tangent et (0) le vecteur unitaire normal en P, la courbe v est définie par une équation
y = f(z) ou f est de classe C?. Notons ¢(s) 'angle entre 7(0) et 7(s). Si X(s) = (z(s),y(s)),
alors f'(z(s)) = tan(¢(s)) donc la dérivée f’ est croissante si et seulement si ¢ est croissante. On
conclut que f est convexe si et seulement si la courbure k(s) = ¢’(s) est positive ou nulle.

Deuxieme étape. Soit f une fonction réelle définie sur un voisinage de 0 dans R, telle que
f(0) = 0. Soit v C R? son graphe. Soit C' un ouvert du plan dont le bord, au voisinage de
P = (0,0), coincide avec . Alors au voisinage de P, C coincide avec 'un des deux ensembles
Ci={y> f(x)} ouC_ ={y < f(x)}. Cela résulte de la connexité de C.

Troisiéme étape. Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I. L’ensemble {(z,y) €
IxR; y> f(x)} est convexe si et seulement si la fonction f est convexe. m

Exercice 34 Soit s — X(s), t € R/LZ, une courbe plane fermée de classe C®, paramétrée par
son abscisse curviligne. Montrer qu’il existe un entier w € Z tel que

1
/ k(s)ds = 2mw.
0

Ce nombre s’appelle nombre d’enroulement (winding number) de la courbe.
Donner pour chaque entier m € Z un exemple de courbe de nombre d’enroulement égal a m.
Montrer que sila courbe X (R/LZ) est strictement conveze (i.e. elle ne contiient pas de segment
de droite et c’est le bord d’un conveze), alors w = £1.

4.5.1 Courbure des courbes B-splines

On utilise des notations du chapitre sur les B-splines. On rappelle la proposition 115.

Proposition 66 Soit v la courbe B-spline de degré k > 2 associée a un vecteur de noeud t tel que
to =+ =t < tgy1 et a un polygone de contréole plan P tel que Py # Py. Notons ¢ la longueur
du coté Py Py et A laire algébrique du triangle de sommets Py, Py et Py. Alors la courbe v a pour
origine Py. Sa tangente en ce point est la demi-droite Py Py et sa courbure en ce point est

k— 1t —tx 24

K= ——————.
k  tipio —tg 3

Remarque. Les résultats (mais pas toujours les preuves) énoncés pour des courbes de classe C2

s’étendent aux courbes de classe C'' mais seulement C? par morceaux. Cela s’applique notamment

aux B-splines de degré 2.
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4.6 Repere de Frenet

Passons aux courbes gauches.

Définition 67 Soit s — X (s) une courbe dans l'espace R3 orienté, paramétrée par son abscisse
curviligne. On note toujours 7(s) = X'(s) le vecteur unitaire tangent. La tangente a la courbe en
X (s) est la droite passant par X (s) et dirigée par 7(s).

Le nombre k(s) =|| X" (s) || s’appelle la courbure (curvature) de la courbe.

On dit que X (s) est un point d’inflexion (inflexion point) de la courbe si X"'(s) = 0. Dans
ce cas, la courbe admet en X (s) un contact d’ordre 2 avec sa tangente. Sinon, on appelle normale
unitaire orientée le vecteur

B X”(S)
V) = XA

et on appelle binormale le vecteur unitaire b(s) tel que (7,v,b) soit une base orthonormée directe.
Autrement dit, b =7 Av. Le repére mobile s — (X (s),7(s),v(s),b(s)) s’appelle le repere de Frenet
(Frenet frame) de la courbe.

Dépendance par rapport aux orientations. La coubure d'une courbe gauche est positive
ou nulle par définition. Par conséquent, elle ne dépend ni de 'orientation de la courbe, ni de celle
de l'espace. Il en est de méme du vecteur unitaire normal orienté v. La binormale ne dépend
pas de lorientation de la courbe. En revanche, la binormale change de signe lorsqu’on change
Iorientation de I’espace ambiant.

Remarque. Une courbe gauche est une droite si et seulement si sa courbure est nulle.

Remarque. Le vecteur unitaire tangent trace une courbe s — 7(s) sur la sphere unité appelée
hodographe. La courbure est la vitesse de parcours de I’hodographe.

Proposition 68 Soit v une courbe dans l’espace.

Soit P un point d’inflexion de . Alors un plan admet un contact d’ordre 2 avec v en P si et
seulement si il contient la tangente en P.

Supposons que P n’est pas un point d’inflexion de . Soit (,v,b) le repére de Frenet en P. Un
et un seul plan admet un contact d’ordre 2 avec la courbe en P, c’est le plan osculateur engendré
par T et v.

Preuve. Soit 7 un plan affine passant par P. Soit v un vecteur unitaire orthogonal & P. Alors
{u- (x — P) = 0} est une équation non dégénérée de 7. Soit s une abscisse curviligne d’origine P.
Du dévéloppement limité de Taylor-Young

1
X(s)=P+st+ 552/% + o(s%),

on tire 1
u-(X(s)—P)=su- -7+ 552nu~y+0(52).

La plan 7 a un contact d’ordre 1 avec la courbe si et seulement si w -7 = 0, i.e. si m contient
la tangente. Si P est un point d’inflexion, x = 0 et tous les plans contenant la tangente ont un
contact d’ordre 2. Sinon, seul le plan tel que u -7 =wu-v = 0, i.e. le plan dirigé par 7 et v, a un
contact d’ordre 2. m

Remarque. Soit v une courbe de classe C? et P un point de y qui n’est pas un point d’inflexion.
Alors il existe exactement un cercle qui a un contact d’ordre 2 avec v en P, c’est le cercle de rayon
r(s)~! centré au point X (s) + k(s) " 1v(s).
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Proposition 69 Soit t — X(t) une courbe dans l'espace munie d’un paramétre quelconque, mais
dont la vitesse ne s’annule pas. Sa courbure est donnée par la formule
dX d?X
el
| e

Si la courbure est non nulle, le plan osculateur est dirigé par X'(t) et X" (t).

Preuve. On rappelle que d—j *|| H On dérive

dX o _ydx dX X aX dX

en
ED¢ X dX , d dX X 9 d2
(e R Tt e e R L R
d’on
dX d2 7” H2 dX d X 7” ”3 dX d?’X
At ode? dt d ds  ds?
et
dX d2 3
1A =1 1 s
E ticuli ik #0 X t d2X t linéai De pl X t
n particulier, si — —— ne son inéaires. mme ———— n
particulier, si & ,2 7 ¢ gz e sont pas colinéaires. De plus, comme — - est une
d X dX
combinaison de — et de —, il engendre avec — le plan osculateur. m
ds ds? dt

4.6.1 Torsion

Définition 70 Soit s — X(s) une courbe dans R3 paramétrée par son abscisse curviligne. On
suppose qu’il n’y a pas de points d’inflexion. On dérive la normale unitaire. La fonction 6(s) =
V'(s)-b(s) s’appelle la torsion de la courbe. Les dérivées des vecteurs du repére de Frenet sont alors
données par

T =kv, V =—kT+0b, b =—-0v

Preuve. Soit A la matrice dont les colonnes sont les composantes dans le repere de Frenet
des dérivées des vecteurs du repere de Frenet. Le fait que A est antisymétrique traduit le fait
que le repere de Frenet est orthonormé. Une matrice antisymétrique n’a que 3 composantes
indépendantes. L’hypothese que 7 = kv donne 2 composantes, c’est la troisiéme qu’on baptise
torsion. m

Exercice 35 La torsion d’une courbe sans point d’inflexion est nulle si et seulement si celle-ci est
contenue dans un plan.

Plus généralement, la torsion mesure le fait que la courbe ne reste pas dans un plan.

Proposition 71 Soit s — X(s) une courbe de classe C* paramétrée par son abscisse curviligne,
sans point d’inflexion. On a le développement limité

+ o(s%).

Autrement dit, la torsion mesure a quelle vitesse la courbe s’éloigne de son plan osculateur.
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Preuve. Comme k # 0, le repere de Frenet est bien défini et on calcule

X" =~k + %u + Kk0b.
0s
Comme X’(0) et X”(0) sont orthogonaux a b(0), le dévéloppement de Taylor-Young de (X(s) —
X(0)) - b(0) est celui annoncé. =

Exercice 36 Une hélice est une courbe qui, dans un repére orthonormé, admet une paramétrisa-
tion de la forme
t — (Rcost, Rsint, at)

ot R >0 et a # 0 sont des constantes. Calculer la courbure et la torsion de cette hélice. Montrer
qu’une courbe a une courbure et une torsion constante si et seulement si c’est un cercle ou une
hélice.

Proposition 72 Soitt — X(t) une courbe munie d’un paramétre quelconque, sans point d’inflexion.
Sa torsion est donnée par la formule

dX d*X d*X

dX | ¢ dX d®°X d3X dX d®X
det dt 7 dt? 7 dt3 )

9: -2 _ ———:_/\—
m ”dt” e(dt’dtQ’dtB) Hdt dt?

17 det(

d
Preuve. On note s I'abscisse curviligne et X', X" les dérivées par rapport a s. On écrit T

ds
=X’
dt d2X d> d d> d
S S S S
- _ 22y _2X//:_X/ 232
dt? dt? +(dt) dt? +(dt) s
BX  dds_,  d*sds d*sds. ., ., ds ., dk ds.5
gy T GEa Pl TG ) T G
Il vient 3
d° X ds ds
_.b:_3 /,b:_?)e.
a3 i (Z)"
Or )
dX d°X ds . 3 ds ds
A = (2P XAX = (2Rt Av = (22)3kb.
a iz () () rmhv=(G) "
On trouve enfin
ds. g o dBX dX d*X dX d*X d3X
—)0R20 = == (B A =) = det(—, ==, —=).
(30" g M) =g g )

Exercice 37 Calculer la courbure et la torsion de la courbe t — X (t) = (t,t2,¢3). Quel est le plan
osculateur ent =0 ? la normale ? la binormale ?

4.6.2 Equation intrinseque

Une courbe gauche est déterminée par sa courbure et sa torsion. Cependant, il n’y a pas de formule
explicite pour une courbe de courbure et de torsion donnée. Cela tient au fait que le groupe SO(3)
des rotations de R?® n’est pas commutatif, alors que le groupe SO(2) des rotations du plan Dest.

Théoréme 15 Soient kg une fonction strictement positive, de classe C' et 0y une fonction con-
tinue sur un intervalle I contenant 0. Soit (P, 19, v, bo) un repére orthonormé direct de R3 orienté.
Il existe une et une seule courbe X de classe C3, paramétrée par son abscisse curviligne s € I,
sans points d’inflexion, telle que

o la courbure (resp. la torsion) de X en X (s) est ko(s) (resp. 0o(s)) ;
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e X(0)=P, X'(0) =79 et X" (0) = ko(0)rp.

Preuve. Notons
0 *I‘io(s) 0
A(s) = | ko(s) 0 —bo(s)
0 90(8) 0
Unicité. Soit s — X(s) est une courbe de classe C3 paramétrée par son abscisse curviligne,
sans points d’inflexion, de courbure k¢ et de torsion 5. Supposons que le repere de Frenet de X en
s =0 est (P, 70,0, bo). Notons M (s) la matrice carrée 3 x 3 dont les colonnes sont les composantes

dans le repere (P, 19, vp,bo) des vecteurs 7(s), v(s) et b(s) du repere de Frenet de X. D’apres la
définition 70, la matrice M satisfait I’équation différentielle linéaire

M'(s) = M(s)A(s).

avec la condition initiale M (0) = I3. Elle est donc uniquement déterminée par les fonctions kg et
Oo. La relation X'(s) = 7(s) et la condition initiale X (0) = P déterminent X uniquement.
Existence. L’équation différentielle M’ = M A admet une unique solution s — M (s) définie sur
I et telle que M (0) soit la matrice unité Is. Comme A est antisymétrique, M (s) est orthogonale.
Par continuité, son déterminant vaut 1. Notons 7(s), v(s) et b(s) les vecteurs colonnes de la matrice

M (s). Ils forment une base orthonormée directe pour tout s. Posons X (s) = P + / 7(u) du.
0
Montrons que la courbe X a les propriétés souhaitées. Comme A est continue, 7 est de classe C'!
donc X est de classe C2. Par construction, X (0) = P, X'(s) = 7(s) donc en particulier X'(0) = 7.
X"(s) =71'(s) = M'(5)(1,0,0) = M(5)(0, ko(s),0) = Ko(s)v(s)

donc X”(0) = ko(0)rp. Comme v(s)-7(s) =0, X" (s) - X'(s) = 0 donc || X'(s) || est constant, il
vaut || 7o ||= 1. Par conséquent, le parametre s est bien I’abscisse curviligne. La courbure de X
est || X" (s) ||= ko(s). Comme la fonction ko ne s’annule pas, le vecteur unitaire normal est v(s).

Comme la fonction g est supposée de classe Ct, X" = kov est de classe C! donc X est de classe
C3. La dérivée

V'(s) = M'(8)(0,1,0) = M(s)(—ro(5),0,00(s)) = —ro(s)7(s) + o (s)b(s)

montre que la torsion vaut 0p(s). =

4.7 Condition de raccord

Théoréme 16 Soient v, et y2 deux courbes de classe C3 d’origine P dans R? (resp. R3). Mettons
ces deux courbes bout a bout de facon compatible avec les orientations.

1. Cas des courbes planes.
o La courbe v obtenue est de classe G si et seulement si les courbes v, et y2 ont en P
méme tangente.

o v est de classe G2 si et seulement si les courbes v, et vo ont en P méme tangente et
méme courbure.

o v est de classe G si et seulement si les courbes vy, et vo ont en P méme tangente, méme
courbure, et méme dérivée de courbure.

2. Cas des courbes gauches (i.e. dans R3).

o La courbe v obtenue est de classe G si et seulement si les courbes vy, et vo ont en P
méme tangente.
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o 7 est de classe G? si et seulement si les courbes vy et 2 ont en P méme tangente, méme
courbure et méme normale orientée.

o Supposons que P n’est pas un point d’inflexion de 1 et de vo. La courbe vy est de classe
G? si et seulement si les courbes v1 et vo ont en P méme tangente, méme courbure,
méme normale orientée, méme dérivée de courbure et méme torsion.

Preuve. Les conditions énoncées sont évidemment nécessaires, puisque les grandeurs évoquées ne
dépendent pas d’un choix de paramétrisation et ne dépendent que des dérivées d’une paramétrisation
jusqu’a 'ordre 2 (resp. 3).

Inversement, supposons que les courbes v; et 2 ont en P méme tangente et méme courbure et
méme normale orientée. Introduisons la paramétrisation s — X(s) de ~ par I'abscisse curviligne
d’origine P. Alors X'(s) est bien définie pour s # 0 et se prolonge par continuité en 0. Cela
suffit pour montrer que X est de classe C1. La dérivée X" (s) = r(s)v(s) se prolonge aussi par
continuité, donc X’ est de classe C! et X est de classe C2.

Supposons de plus que la dérivée de la courbure par rapport a ’abscisse curviligne et la torsion
au point P sont les mémes pour v; et 2. Alors la dérivée troisieme

X" (s) = —k(s)*1(s) + %V(s) + k(8)8(s)7(s) Av(s)

se prolonge par continuité, donc X’ est de classe C! et X est de classe C3. m



Chapter 5

Courbure des surfaces

5.1 Motivation

Cette fois, il s’agit de donner des conditions de raccord G* pour des surfaces. De nouveau, on
commence par attacher & une surface des invariants indépendants d’une paramétrisation : le plan
tangent et la seconde forme fondamentale.

La section 5.2 donne la formule pour le calcul de I'aire d’une surface. La seconde forme fon-
damentale est introduite en section 5.3. Elle joue pour une surface le role que joue la courbure
pour une courbe : elle contient I'information au 2éme ordre, indépendamment de tout choix de
paramétrisation. C’est un objet plus complexe, une forme quadratique sur le plan tangent. On
peut y penser comme & une fonction sur les directions (la courbure des sections par des plans
perpendiculaires au plan tangent). Comme elle est quadratique, elle est en fait déterminée par
un repere orthonormé du plan tangent (les directions principales) et deux nombres, les courbures
principales (ou alternativement par la courbure moyenne et la courbure de Gauss).

La courbure de Gauss et la courbure moyenne ont chacune une interprétation géométrique.
La courbure de Gauss donne laire de I'image de la surface par I'application de Gauss (section
5.4), tandis que la courbure moyenne intervient dans I’aire des surfaces équidistantes (section 5.5).
La positivité de la courbure de Gauss traduit la convexité. L’annulation de la courbure moyenne
caractérise les surfaces minimales, qui modélisent les films de savon. A la différence de la courbure
moyenne, la courbure de Gauss est invariante par déformation isométrique : c’est un invariant
intrinseque de la surface. Borner la courbure d’une surface, c¢’est simplement borner les courbures
principales. Cela joue un réle dans la construction des congés par roulement d’une bille dans la
gouttiere formée par deux surfaces.

Les conditions de raccord G et G? sont enfin obtenues en section 5.6.

5.2 Premiere forme fondamentale

Soit X une surface dans l’espace euclidien R3. Le plan tangent hérite de la structure euclidienne
de l'espace ambiant. Etant donnée une paramétrisation locale (u,v) — X (u,v), si

est un vecteur tangent, sa norme euclidienne est

X X X
219X 12 190K OX L

0X ”2
ou ou Ov '

v

lw|*=a

48
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Sit— c(t) = (u(t),v(t)) est une courbe tracée dans le domaine des parametres, la longueur de la
courbe correspondante — X (u(t), v(t)) tracée sur la surface vaut

0X 90X 0X
I (X )2 2 +2u "(t)? || = |2 dt.
ong (X 00) = [ w1 25 2 sawtaprin B X 4y 2X
La forme quadratique (dépendant du point (u,v))
0X 0X 0X
ds* = =I5~ |\2d +2— - — dudv+ || H2d2
ou Ov
s’appelle parfois la premiere forme fondamentale de la surface X.
X X 0X
On note traditionnellement F =|| 8_ I% G *|| — ||2 _9X 0 .
au v

Elle sert non seulement au calcul des longueurs de courbes, mais aussi a celui des aires.
Définition 73 L’aire (area) d’une surface (u,v) — X (u,v) (u,v) € U, est donnée par l'intégrale

Aire(X /Ha—X/\a—XHddv

L’aire ne dépend pas du choix de paramétrisation. Cela résulte de la formule de changement
de variable dans les intégrales doubles. Remarquer que I'intégrand vaut

0X 0X
15, " 5y IIF VEG - F2.
Exercice 38 On parameétre la sphére unité par la latitude 0 et la longitude ¢. Ecrire cette para-
métrisation. La normale orientée sort elle ou rentre-t-elle dans la sphére ¢ FEcrire la premiére
forme fondamentale. Calculer la longueur d’un paralléle. Calculer laire de la sphére unité.

Exercice 39 Si P et Q sont deux points de la sphére unité de R®, on définit leur distance d(P, Q)
comme la borne inférieure des longueurs des courbes tracées sur la spheére qui relient P a Q.
Montrer que d(P,Q) = Arccos(P - Q), i.e. que la borne inférieure est atteinte par un des arcs du
grand cercle passant par P et Q.

Exercice 40 Calculer l'aire d’une surface de révolution générale, puis dans le cas particulier du
tore de révolution dont la méridienne est un cercle de rayon ro dont le centre est situé a distance
r1 > ro de l'axe.

Noter que le vecteur %—ff A %—)U( est orthogonal au plan tangent, et non nul par hypothese. Il

détermine donc une orientation normale du plan tangent. C’est l'orientation déterminée par la
paramétrisation (u,v) — X (u,v). Le vecteur unitaire normal orienté & X est

DX (u,v)) = W
ou

5.3 Seconde forme fondamentale

La courbure d’une courbe plane en un point P est un nombre indépendant d’un choix de paramé-
trisation. On la définit a partir d’'une paramétrisation canonique, l'abscisse curviligne. Voici une
autre définition possible, reposant sur un autre choix de paramétrisation canonique. Soit 7(P)
le vecteur tangent unitaire et v(P) le vecteur normal unitaire. Dans le repere (P, 7(P),v(P)), la
courbe est un graphe t — (¢, f(t)), ot f(0) = f/(0) = 0. Alors f admet le développement limité &
lordre 2

7(t) = SR(P) + o)

en 0 (exercice du chapitre sur les courbes) et on pourrait partir de ce développement limité pour
définir la courbure en P. La méme idée va nous guider pour définir la courbure d’une surface.
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5.3.1 Courbure d’un graphe

Soit f une fonction sur R? qui s’annule avec ses 2 dérivées partielles en (0,0). Considérons son
graphe (z,y) — (z,y, f(x,y)). C’est une surface dont le plan tangent en P = (0,0,0) est le plan
des coordonnées x et y. f admet un développement limité & 'ordre 2 en (0,0) de la forme

flz,y) = p2® + 2qzy + ry? + o(2® + 7).

La forme quadratique 2(px? + 2gzy + ry?) sur le plan tangent va tenir lieu de courbure du graphe
au point P. La courbure d’une surface n’est pas seulement un nombre, mais une forme quadratique
(3 composantes indépendantes).

5.3.2 Paramétrisation d’une surface par son plan tangent

Soit X une surface normalement orientée. Alors (voir la preuve du théoreme 2) X est le graphe
d’une fonction définie sur son plan tangent en P. Plus précisément, il existe une unique fonction
f sur TpX telle que I’application

TpX — R3 v P+uv+ f(u)I(P)
soit une paramétrisation locale de X.

Définition 74 La partie principale q du développement limité a l’ordre 2 de f en 0 est une forme
quadratique sur TpX, définie indépendamment de tout choix de paramétrage de X. On appelle
II = 2q la seconde forme fondamentale de X en P.

Remarque. Changer I'orientation normale de la surface change le signe de la seconde forme
fondamentale.

Exercice 41 Calculer la seconde forme fondamentale de la sphére unité au péle nord.

Exercice 42 Soit t — c(t) une courbe tracée dans le plan horizontal {z = 0} de R3. Soit C le
cylindre droit sur c, i.e. la réunion des droite verticales coupant la courbe c. Calculer la seconde
forme fondamentale du cylindre C en l'un de ses points.

5.3.3 Courbures principales, directions principales, sections normales

Définition 75 I existe un unique endomorphisme symétrique S du plan tangent TpX tel que
pour tout v € TpX, II(v) = v-S(v). Les valeurs propres ki, ko de S s’appellent les courbures
principales de X en P et les droites propres de S s’appellent les directions principales. Une courbe
tracée sur X dont la vitesse est en chaque point une direction principale s’appelle une ligne de
courbure. La trace de S s’appelle la courbure moyenne (mean curvature) et le déterminant de S
la courbure de Gauss (Gauss curvature).

Soit (e1,e2) une base orthonormée formée de vecteurs propres de S (i.e. de directions princi-
pales). Dans cette base, la forme quadratique IT p s’écrit

II(a1e1 + azes) = aky + a3k
ou k1 et ko sont les courbures principales. Alors
e ]I est non dégénérée si et seulement si les deux courbures principales sont non nulles ;
e I est définie positive si et seulement si k1 > 0 et ko > 0 ;

e ]I possede 2 droites isotropes si et seulement si k1ke < 0 ;
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L’intersection du plan (orienté) passant par P et dirigé par 7 et v est une courbe, et sa courbure
en P vaut par définition IT(7). Si 7(#) fait un angle 6 avec ey, alors

II(7(0)) = k? cos(0)* + k3 sin(6)*.

Par conséquent, les courbures principales sont les valeurs extréemes de la courbure des sections
planes, elles sont atteintes par les directions principales.

La courbure moyenne s’écrit h = tr(S) = ki + ka2, la courbure de Gauss K = det(S) = kiks.
On en donnera plus loin des interprétations géométriques.

5.3.4 Intersection avec le plan tangent

Soit P un point de la surface X. Soit v le vecteur unitaire normal orienté en P.

Si ITp est définie positive (resp. définie négative), il résulte du développement limité que la
fonction f garde un signe constant au voisinage de P, et ne s’annule qu’en P.

Le lieu des zéros (vecteurs isotropes) de la forme quadratique II p dans le plan tangent donne
une idée de l'intersection de la surface X avec son plan tangent. En effet, si IT p est non dégénérée,
le lemme de Morse (voir [MM]) garantit qu’il existe un difféomorphisme local du plan tangent,
fixant l'origine et dont la différentielle & 1'origine est 'identité, envoyant I'intersection TpX N X
sur le cone isotrope de Il p.

Proposition 76 e si IIp est définie positive (resp. définie négative), la surface X est entié-
rement au-dessus (resp. au-dessous) de son plan tangent au voisinage de P ;

e si IIp change de signe, alors TpX N X coincide au voisinage de P avec la réunion de deux
courbes transverses en P, et chacune est tangente a une direction asymptotique de Il p, i.e.
une droite isotrope.

Par conséquent, si la courbure de Gauss est strictement positive, la surface reste d’'un seul coté
de son plan tangent. Si au contraire la courbure de Gauss est strictement négative, la surface
traverse son plan tangent.

En particulier, si X est le bord d’un convexe, alors la courbure de Gauss de X est positive ou
nulle. Sa seconde forme fondamentale relative a la normale sortante est en chaque point une forme
quadratique négative ou nulle.

5.3.5 Courbes tracées sur une surface

Lemme 77 Soit t — Y (t) une courbe tracée sur la surface X. Soit P=Y(0) € X, 7 =Y'(0) €
TpX. Alors IIp(7) est la composante normale a X de laccélération Y (0).

Preuve. Notons c(t) la projection orthogonale de Y (¢) — P sur le plan vectoriel TpX. Ecrivons
X comme le graphe d’une fonction f définie sur son plan tangent. Alors pour tout ¢ proche de 0,

Y(t)=P+c(t)+ flc(t)v =P +tr + gY”(O) + o(t?)

mais aussi )
t
Y(t)=P+tr+ 5(0"(0) + II(T)v) + o(t?)
donc IIp(7) est la composante normale & X de l'accélération. m

Exercice 43 Supposons que la surface X contient la droite D. Montrer que D est une direction
asymptotique de X
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5.3.6 Calcul des courbures principales

Proposition 78 Soit (u,v) — X (u,v) une surface paramétrée. La seconde forme fondamentale
0X

0X
au point X (u,v) est la forme quadratique sur le plan tangent (engendré par a—(u, v) et a—(u, v))
u v

peut se calculer comme suit.

0X 00X o, )
I x v (@ (u,0) + b5 (u,0)) = a? A + 2abB + b°C
01)4 a a 82 a a
_ X X -1 X X X
A= S v) A (u,0) |7 det(55 (u,0), - (u,0), = (u,0),

0X 0X _ 0’°X 0X 0X
B :H %(’U’?U) A %(U,U) || ! det(auav (u,v), %(’U/,’U), %(U,’U)),

X X X X
¢ :” %(u,v) A aa—v(u,’l)) | ! det(aavg (’LL,’U), aa_u(uvv)v aa—v(u,’l}))

Preuve. On considére la courbe t — Y () = X (u + at,v + bt) tracée sur la surface. Ses dérivées
sont

Y'(t) = a%—X(u +at, v+ bt) + vaa—X(u + at,v + bt)
v

u
et 82 82 2
" _ X 2
Y"(0) = a2 o (u,v) + 2ab5uav (u,v) +b 502 (u,v).
Par conséquent
0X 0X B ,

IIX(u,U)(a’%(ua v) + b%(% v)) = I1I(Y'(0))

Y”(0) v

0X 0X 0X 0X

il el —1 " il hatiniel
I 5 () A S () |71 det (Y7 (0), S (u,0), S (,0)
= ayA+ 2abB + bC.

Exercice 44 Soit X le paraboloide hyperbolique d’équation z = xy. Calculer sa seconde forme
fondamentale, ses courbures principales. Quelles sont les directions asymptotiques ? On utilisera
deuzr systémes de coordonnées différents, (u,v) — X(u,v) = (u,v,uv) et (uv',v") — X1 (uv',v") =
(u' /v, v u) et on comparera les résultats obtenus.

Exercice 45 Soit ¢ une courbe tracée dans le plan {z = 0}. Soit V = (0,0,1), soit X le céne de
sommet V et de base c. Calculer sa seconde forme fondamentale. Quelle est sa signature ?

Exercice 46 Soit ¢ une courbe tracée sur la sphére unité. Soit X le cone de sommet [origine et
de base c. Calculer sa seconde forme fondamentale.

Corollaire 79 Soit (u,v) — X(u,v) une surface paramétrée, munie de l'orientation normale
déterminée par la paramétrisation. Notons

Edu®+2F dudv+ Gdv?> et Adu®+ 2Bdudv+ C dv?

0X 0X
la premiere et la seconde forme fondamentales. La matrice dans la base (8_’ 8_) de ’endomorphisme
u’ v

symétrique S qui relie les deux formes quadratiques est le produit

(k&) G o)
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(elle n'est pas nécessairement symétrique). Les courbures principales sont les valeurs propres de
cette matrice et les directions principales ses droites propres. En particulier, la courbure de Gauss
est donnée par la formule

AC — B?
K(X = —.
( (u7 U)) EG _ F2
X X X X
Preuve. Soient w = aa— + ba— et w = a’a— + b’a— deux vecteurs tangents & X au point
ou v ou v

X (u,v). Leur produit scalaire s’écrit au moyen de la premiere forme fondamentale,

com n(E D))

L’endomorphisme symétrique S est défini par la relation

II x () (W', w) = w' - S(w).
Sa matrice M satisfait donc

w'-S(w) = (af b’)( >M(Z)
=@ n(5 2)()
(r 6)u=(5 &)

Comme les valeurs propres d'un endomorphisme se calculent & partir de sa matrice dans n’importe
quelle base, les courbures principales sont les valeurs propres de M.

SRS ESS|
QY

d’ou I’équation matricielle

Enfin A
FE F B
‘F G‘det(M) = ’B c‘
donc AC )
- B

Exercice 47 Soit X la surface de révolution décrite par une courbe plane située dans un plan
vertical (la méridienne) qu’on fait tourner autour de l'axe des z. Paramétrer X, calculer les
courbures principales et les directions principales. Traiter le cas particulier du tore de révolution
de méridienne circulaire.

Exercice 48 Soit ¢ une courbe gauche sans point d’inflexion. Dans le plan affine passant par c(t)
et orthogonal a la tangente a ¢, on trace un cercle de rayon €. Soit X la surface de décrite par ce
cercle. En utilisant le repere de Frenet de c, paramétrer X, calculer l’aire, l’intégrale par rapport
a lélément d’aire de la courbure de Gauss ainsi que de sa valeur absolue, les courbures principales
et les directions principales.

5.3.7 Contact d’ordre 2

Soit X une surface. Parmi tous les plans affines passant par P, le plan 1 = P + TpX est le seul
qui approche le la surface au sens suivant : il existe un difféomorphisme ¢ tel que ¢(P) = P, dp¢
est l'identité et X = ¢(m) au voisinage de P. Ce difféomorphisme est construit dans la preuve du
théoreme 2.
Cela a pour conséquence le fait que le plan 7 épouse la surface : si M € X est voisin de P, il
existe M’ € 7 tel que
| M —M'||< e(| M - P))
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olt la fonction e satisfait lim, oz~ 'e(x) = 0. En effet, comme dp(¢~!) = id, pour M € X voisin
de P,
¢'(M) =P+ (M~ P)+o(| M~ P)

done M’ = ¢ (M) € m et || M — M ||=o(| M — P|)).

L’exemple du plan tangent suggere une notion de contact plus générale.

Définition 80 Deuz surfaces X1 et Xo ont un contact d’ordre k au point P s’il existe un difféo-
morphisme local ¢ envoyant X, and Xo et admettant en P un développement limité de la forme

¢(M) = P +o(| M — P||").

Exemple. Deux surfaces ont un contact d’ordre 1 en P si et seulement si elles contiennent P et
ont méme plan tangent en P.

En effet, la condition de contact & ’ordre 0 est que P € X; N X,. S’il y a contact a U'ordre 1, le
difféomorphisme ¢ a une différentielle en P égale & l'identité, donc TpXo = dpdp(TpX;1) = TpX1.
Inversement, si les surfaces X; et X2 ont méme plan tangent en P, elles ont chacune un contact
d’ordre un avec le méme plan affine, donc elles ont un contact d’ordre 1 entre elles.

Proposition 81 Deux surfaces X1 et Xo ont un contact d’ordre 2 au point P si et seulement si
elles contiennent P, y ont méme plan tangent et méme seconde forme fondamentale.

Preuve. Composer une paramétrisation d’une surface avec un difféomorphisme tangent a l'ordre
2 a l'identité en P ne change pas les dérivées secondes en P, donc ne change pas la seconde forme
fondamentale, proposition 78.

Inversement, supposons que X; et Xo ont méme plan tangent et méme seconde forme fonda-
mentale en P. Choisissons des coordonnées cartésiennes d’origine P et telles que le plan tangent
commun en P ait pour équation {z = 0}. Ecrivons X; et X5 comme des graphes au-dessus de leur
plan tangent commun, i.e. utilisons les paramétrisations

(u,v) — X1 (w) = (u,v, f1(u,v)) et (u,v) — Xao(w) = (u,v, fa(u,v)).

pour X; et Xo. Posons
(b((L‘,y,Z) = (Ly,z—l— fQ(xvy) - fl(‘r7y))

Alors ¢ est un difféomorphisme local de R2 qui fixe P et dont la différentielle en P est 1'identité.
Il envoie X sur Xo. L’égalité des secondes formes fondamentales entraine que le développement
limité a l'ordre 2 de fo — f1 est de la forme

(f2 = fi)(@,y) = o(z® +y°)
donc celui de ¢ est de la forme
P(x,y,2) = (,y,2) +o(z® + y* + 2°).

i.e.

¢(M) =P+ (M~ P)+o(| M~ P|?).

donc il y a contact a 'ordre 2. m

Exercice 49 Montrer qu’une surface a en un point P un contact d’ordre 2 avec un plan si et
seulement si la seconde forme fondamentale Il p est nulle. Montrer qu’une surface a en un point
P un contact d’ordre 2 avec une sphere si et seulement si en P les courbures principales sont égales
et non nulles.



CHAPTER 5. COURBURE DES SURFACES 55

5.4 L’application de Gauss

Définition 82 Soit X wune surface normalement orientée dans R3. L’application de X dans
la sphére unité S? qui & un point P associe le vecteur unitaire normal orienté T'(P) s’appelle
l'application de Gauss (Gauss map).

Remarque. Si X est une surface normalement orientée de classe C*, ’application de Gauss
est de classe C*~1.

5.4.1 Dérivée de 'application de Gauss

Lemme 83 Soit t — c(t) une courbe tracée sur une surface X, telle que ¢(0) = Pet ¢/(0) = 7.
Soit T : X — S? lapplication de Gauss. Alors pour tout vecteur tangent w € TpX,

d

(%F(c(t))) cw = —II(7,w)

ot on a encore noté Il la forme bilinéaire symétrique associée a II. En particulier,

d
EF(C@)) -1 = —II(7).

Preuve. Prolongeons la paramétrisation ¢ — ¢(t) en une paramétrisation locale (¢, u) — X (¢, u)
de X telle que & = w (c’est toujours possible). Notons I'(¢,u) = I'(X(t,u)). Comme pour tout
t, ZX T (t,u) = 0, il vient

' Ou
9X or 92X
& v 2L
o ot Tl gz 7Y
ie.
d 92X ax

—T cw=—G- =-—I(r,—)=-1I
(ST -0 =G S5 = ~I(r, ) = ~ I, w)
d’apres la proposition 78. =

Corollaire 84 La seconde forme fondamentale est la dérivée de l'application de Gauss. Plus
précisément, notons S ’endomorphisme symétrique de l'espace tangent TpX tel que pour tout
vecteur tangent w I p(w) = S(w)-w. Alors Uespace tangent Tr(pyS? =T'(P)* =TpX et S = —dr.

Théoréme 17 L’intégrale de la courbure de Gauss par rapport a Uélément d’aire est l'aire de
ltimage de lapplication de Gauss. En particulier, pour une surface compacte et sans bord, l'intégrale
de la courbure de Gauss est un multiple entier de ’aire de la sphere unité,

/ K dA = 479.
X

Le nombre § (au signe prés) est la moitié de la caractéristique d’Fuler de X, et ne dépend que de
la topologie de X .

Preuve.
Voir [S], Volume III, Chapter 6, Theorem 10, page 428. =

Exercice 50 Soit X une surface et m un plan de R3. Le contour apparent dans X est I’ensemble
des points de X ou la projection orthogonale sur m n’est pas une submersion. Montrer que le contour
apparent dans X est une courbe lisse, sauf peut-étre aux points ot la courbure de Gauss s’annule.
Le contour apparent dans m est la projection dans w du contour apparent dans X. Montrer que
le contour apparent dans 7 est lisse sauf peut-étre aux points ou la normale a4 7 est une direction
asymptotique de X .
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5.4.2 Déformations isométriques

Définition 85 Deuzx surfaces X1 et Xo sont dites isométriques s’il existe un difféomorphisme de
lune sur lautre qui préserve la longueur des courbes. Autrement dit, qui préserve la premiere
forme fondamentale.

Exemple. Un cone, un cylindre et un plan sont localement isométriques. En effet, si C est le
cylindre vertical de section une courbe plane horizontale ¢ paramétrée par son abscisse curviligne,
I’application

R? - C, (u,v)— X(u,v) = (c(u),v)

est isométrique, car la premiere forme fondamentale dans cette paramétrisation se lit du? + dv?.
Pour la méme raison, si K est le cone de sommet 'origine s’appuyant sur une courbe c tracée
sur la sphere unité et paramétrée par son abscisse curviligne, ’application

R? - K, (s,r) rc(s)
est isométrique.

Définition 86 Soit X une surface, soient P et Q) deux points de X. La distance intrinseque entre
P et Q est la borne inférieure des longueurs des courbes tracées sur X reliant P a Q).

Exemple. Si X est la sphere unité, la distance intrinseque est donnée par la formule
dist(P,Q) = Arccos(P - Q).
Voir exercice 39.

Théoréme 18 Soit X une surface, P un point de X. Pour r > 0, notons C. le lieu des points de
X dont la distance intrinséque a P est exactement égale a r. Alors, pour v assez petit, C,. est une
courbe. On a le développement limité

long (Cy) = 27r — gK(P)r?’ + o(r?)
ot, K(P) est la courbure de Gauss en P.

Preuve. Voir [S], Volume III, chapter 2. m

Corollaire 87 Un difféomorphisme isométrique entre deux surfaces préserve la courbure de Gauss.

Exemple. La sphere n’est pas localement isométrique a un plan. On peut montrer que deux
surfaces de méme courbure constante sont toujours localement isométriques.

Géométrie riemannienne. On peut en fait donner une formule pour la courbure de Gauss
en fonction de la premiere forme fondamentale seule, c’est le Theorema Egregium de Gauss. Plus
généralement, ’étude des propriétés intrinséques d’une surface munie d’une premiere forme fonda-
mentale s’appelle la géométrie riemannienne, voir par exemple [GHL].

5.5 Surfaces équidistantes

Définition 88 Soit X une surface normalement orientée. La surface équidistante (offset surface)
X, est le lieu des points de la forme P+ eI'(P) ot T'(P) est le vecteur normal unitaire orienté en
P.
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Lemme 89 Soit (u,v) — X (u,v) une paramétrisation locale d’une surface. Posons
(’U,, U) = Xﬁ(uv U) = X(ua U) + GF(X(U, U))

C’est une paramétrisation locale de la surface équidistante X. tant que le produit de € et des
courbures principales de X reste inférieur a 1.

Soit S l’endomorphisme qui relie la seconde forme fondamentale de X a la premiére. Soit M

sa matrice dans la base (B—X %—f). Alors la premiere forme fondamentale de X. est donnée par la

Ou’
matrice
E, F. FE F
(Fe Ge) =(1—eM)T (F G) (1 —eM).

La seconde forme fondamentale de X. est donnée par la matrice

(5 &)-(5 eJa-an

En particulier, pour € petit,

Aire(X,) = Aire(X) — e/ hdA + 62/ K dA
X X
ou h est la courbure moyenne et K la courbure de Gauss de X. La courbure de Gauss de X. vaut

_ K(P)
~ 1—€h(P)+ 2K (P)

K.(P +€l'(P))

0X 0X
Preuve. Soit w = a—— + b—— un vecteur tangent & X en P. Soit ¢ — ¢(t) une courbe tracée

sur X telle que ¢(0) = Puet c'(O)v: w. La courbe
t — ce(t) = c(t) + el'(c(t))
est tracée sur X.. Sa vitesse en t = 0 vaut
we = ¢(0) + edpT(¢/(0) = w — eS(w)

d’apres le corollaire 84. C’est un vecteur de TpX. On conclut que les plans tangents TpX et
Tpyer(p)Xe coincident, et que les normales sont égales,

T.(P + c[(P)) = T(P).

Soient ky et ko les courbures principales de X en P. Alors les valeurs propres de ’endomorphisme
id—eS de TpX sont 1 —eky et 1 — eko. Sieky < 1 et eko < 1, alors id — €S est inversible donc

0X. 0X oX. 0X
5 —(zd—GS)a—u et 5 = (id — €9) 50

sont linéairement indépendants, X, est une surface au voisinage de P + ¢I'(P).

Par définition,
E. F. a
(i ))

P CORRCON
= 10— eSs)w) P

@-an(3)r (5 ¢)a-an(;)

- e (3 Ba-an(;)

SN
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(1% gi)“fM)T <§ 2) (1-eM).

De méme, d’apres le lemme 83,

donc

I (w.) = f%Fe(ce(t))owe
d
R COE
= II(w,w).

Matriciellement, cela s’écrit
A, B. a
o0 (5 &) ()

@ (5 o)a-an(y).

(5 2)=(5 £)a-an

La densité par rapport a dudv de I'élément d’aire sur X, est

vVEG.—F? = EG — F?det(1 —eM)
= V EG—Fz(l—ekl)(l—ekg)
= VEG - F2(1 —eh+ °K)

ol h est la courbure moyenne de X et K la courbure de Gauss de X en P. La formule pour l'aire
de X, en résulte immédiatement. Celle pour la courbure de Gauss résulte du corollaire 79,

c’est-a-dire,

AC. — B?
E.G. — 2
(AC — B?)det(1 — eM)
(EG — F?)det(1 — eM)det((1 — eM)T)

K (X (u,v)) =

_ K(X(u,v))
det(1 — eM)
K(X(u,v))

1—eh(X(u,v))+ e2K(X(u,v))

5.5.1 Rayon d’injectivité normal

Comme pour une courbe dans le plan, & une surface normalement orientée X de R? est associée
I’application exponentielle normale

Xx]—¢,e[—R3 (Pt)— P+iT(P).

C’est un difféomorphisme pour € > 0 assez petit (méme argument que pour les courbes planes).
Le plus grand € > 0 tel que 'exponentielle normale soit un difféomorphisme s’appelle le rayon
d’injectivité normal de X.

Exemple. Soit ¢ une courbe contenue dans un plan affine 7 et X le tube de rayon € > 0 autour
de ¢ (voir exercice 48). Soit 4 le rayon d’injectivité normal de la courbe plane ¢. Alors le rayon
d’injectivité normal de X est min{e, i — €}.
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Soit X une surface fermée de classe C*. Si i est le rayon d’injectivité normal de X, alors sur
I'ensemble U des points de R? situés a distance de X inférieure & i, la projection sur X est bien
définie et de classe C*~1. De méme, la distance algébrique & X est de classe C*~1. Si0 < e < i, le
lieu des points situés a distance exactement € de X est la réunion des deux surfaces équidistantes
X et X_.. En particulier, on peut faire glisser une sphere de rayon e sur la surface X, d’un coté
ou de I'autre, sans jamais rencontrer d’obstacle.

5.5.2 Congés

Théoréme 19 Soient X1, X et X3 trois surfaces de classe C? se coupant en un point P. On sup-
pose que les normales en P sont linéairement indépendantes, i.e. que o = det(T'1(P),T2(P),T'3(P)) >
0. Soit M un majorant des courbures principales des trois surfaces en tous leurs points. On sup-
pose que les trois surfaces sont contenues dans une boule de centre P et de rayon L < af/2M.
Soit € < aL/8. Alors sur la boule B(P,L/8), la distance algébrique §; a X; est bien définie, et
Uapplication de composantes (81, 62,03) est un difféomorphisme d’un voisinage de P sur ] — e, €[>.
En particulier, le lieu des centres des sphéres de rayon € tangentes a X1 et a Xo est formé de 8
courbes qui s’arrétent aux centres des 8 sphéres tangentes simultanément aux 3 surfaces.

Preuve. C’est le méme argument que pour les courbes. Le seul point nouveau est que si un
point @) de X7 est proche de P, alors il existe une courbe tracée sur X1, reliant P a @), de longueur
approximativement || P — @ ||. On utilise une section plane. =

Soient X; et Xy deux surfaces normalement orientées de classe C'2 qui se coupent transversale-
ment. Leur intersection est une courbe 7 (ayant éventuellement plusieurs composantes connexes).
On note X" la réunion des composantes connexes du lieu des points dont la distance algébrique &
X5 est > 0 qui rencontrent . On définit X~ de la méme facon.

Un congé (fillet) est une surface X de classe G' qui coincide avec (X7 \ X;7) U (X2 \ X3)
en dehors d’un voisinage de 7.

Une méthode classique pour construire un congé consiste a considérer la famille des spheres de
rayon € < L/8, borne donnée dans le théoréme 19. Leur enveloppe est une surface tangente & X
(resp. & X5) le long d’une courbe, la cicatrice. Cette enveloppe, lieu des points situés a distance
€ de la courbe des centres, est un tube (canal surface), voir I'exercice 48. Elle est réunion de
cercles de rayon e, et sa normale est le rayon du cercle. Par conséquent, le long de la cicatrice, le
plan tangent du tube coincide avec celui de la surface donnée, et le raccord est de classe G'. 1l
n’est pas G2 en général.

Une méthode plus générale consiste a faire rouler dans la gouttiére entre deux surfaces une bille
de rayon variable. Le congé est alors ’enveloppe d’une famille de spheres de rayon variable. C’est
a nouveau la réunion de cercles situés dans des plans orthogonaux a la courbe des centres.

5.6 Conditions de raccord

On se donne une courbe v dans R? et deux surfaces orientées X; et X, de classe C?, de méme
bord . On suppose que X; N X2 = . On note X ’ensemble obtenu en recollant X; et X5 le long
de . On va donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que X soit une surface de classe
G! (resp. G?). A Tordre un, il faut la coincidence des espaces tangents le long de v (autrement
dit, annuler une fonction). A lordre 2, il faut la coincidence des secondes formes fondamentales
(on verra que cela revient & annuler une fonction).

On a besoin d’un lemme d’analyse.
Lemme 90 Soit v une courbe plane de classe C', soit P un point de v. Soit f une fonction

continue sur un voisinage U de P, de classe C* sur U \ 7. Supposons que les dérivées partielles
de f se prolongent par continuité a . Alors f est de classe C' sur U.
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Preuve. Quitte & composer f avec un difféomorphisme, on peut supposer que v est 'axe {y = 0}.

0
On note g, et g, les prolongements continus des dérivées partielles 8_f et ——. On écrit
L Y

f(.%‘ + uvv) - f(SC, 0) - uQJE(‘Ta O) - Ugy('rv 0)
- / (g + b, t0) — g (2, 0)) + 0(gy (& + tu, tv) — g, (,0)) dt

= o(Vul+0v?). =

Théoreme 20 L’ensemble X = X U Xy est une surface de classe G' si et seulement si les
orientations induites par X1 et Xo sur v sont opposées, et en tout point de v, les plans tangents a
X, et X5 coincident.

X est une surface de classe G? si et seulement si les orientations induites par X1 et Xo sur
sont opposées, en tout point de vy, les plans tangents a X1 et Xo coincident et les secondes formes
fondamentales de X1 et Xo sur ce plan sont égales.

Preuve.

Les conditions énoncées ne dépendent que des dérivées premieres (resp. premieres et secondes)
d’une paramétrisation de X, donc elles sont nécessaires.

Inversement, supposons que les orientations induites par X; et X5 sur  sont opposées et qu’en
tout point de +, les plans tangents a X; et X5 coincident. Placons nous au voisinage d’un point
P de ~. Quitte a translater, on peut supposer que P = 0. Soit T'=TpX; = TpXs. Au voisinage
de P, la projection orthogonale pr sur 7" est un difféfomorphisme de X; sur un fermé D; dont le
bord est 4" = pr(y). Comme D et Do induisent des orientations opposées sur v, ils sont de part
et d’autre de 4/, i.e. ils recouvrent un voisinage de 0 et leurs intérieurs sont disjoints. Ecrivons X;
comme le graphe d’une fonction f; définie sur D;. Alors fi et f> sont de classe C? et coincident le
long de v'. A elles 2, elles constituent une fonction définie au voisinage de 0 dont le graphe est X
au voisinage de P.

Fixons des coordonnées cartésiennes (x,y, z) telles que I’équation de T soit {z = 0}. Parmi les
vecteurs orthogonaux au plan tangent & X; en (x,y, f(z,v)), il y en a exactement un dont la 3eme
composante vaut 1, il dépend contintiment de x et y. Comme ce vecteur a pour composantes

of Of; 1

(a_a a_ya )7
on conclut que les dérivées partielles de f se prolongent par continuité & 4’. D’apres le lemme 90,
f est de classe C', dont X est de classe G' au voisinage de P..
Supposons de plus que X; et X5 ont méme seconde forme fondamentale en tout point de

~. Notons X (u,v) = (u,v, f(u,v)) dans les coordonnées choisies. On vient de voir que cette
application est de classe C''. Par conséquent, une fonction comme
0X

(u, ’U) — Il(u,v,f(u,u))(%)
est continue au voisinage de 0. Les dérivées secondes de X n’ont qu’une composante non nulle, la
dérivée seconde de f, donc

0°X 0X 090X 0X
T4 AT kel
Ou2 (Oa 07 || ou A v H (u,v,f(u,v))( u ))

. . o ’rX PX .
est continue au voisinage de 0, ainsi que ses soeurs —- et . D’aprés le lemme 90, 2X et 2X
’ ov? Audv T Ou v

sont de classe C1, donc X est de classe C2. =

Corollaire 91 Soit v une courbe de classe C? dans R3. Soient X1 et Xo deux surfaces orientées
de classe C?, de méme bord v et induisant sur v des orientations opposées. On suppose que
X1 N Xy =7. On suppose que pour tout point P de vy, il existe des vecteurs w; € TpX; transverses
a vy et tels que
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1. wy, wy et la tangente T a v sont coplanaires ;

2. les secondes formes fondamentales H}g et HQP des deuz surfaces prenment la méme valeur
sur le vecteur wy.

Alors la réunion X, U Xo est une surface de classe G>.

Preuve.

La condition 1) équivaut a ’égalité des plans tangents en tout point de 7, et entraine donc la
continuité G'.

Montrons que 2 des 3 composantes des secondes formes fondamentales sont alors automa-
tiquement égales. Choisissons une paramétrisation v +— (v) de v et prolongeons la en une

0X
paramétrisation (u,v) — X1 (u,v) de X7 de classe C? telle que X;(0,0) = P et 6—1(07 0) = wy.
u

Notons v le vecteur unitaire normal orienté au plan tangente commun aux deux surfaces le long
de v. Notons 7 le vecteur unitaire tangent a v en P. Alors

0%y v
(1) = w(O) ‘v(P) et Ip(r,w)= —%(0) - wy
d’apres le lemme 83. On peut aussi prolonger la paramétrisagg(n de v en une paramétrisation
(u,v) — Xa(u,v) de X; de classe C? telle que X5(0,0) = P et 6—2(0,0) = wy, et on trouve
U
2
II%(7) = %(0) w(P)=Ip(r) et IIH(t,w) = f%(()) cwy = ITp(T,wy).

Par conséquent, si en plus I1%(w;) = II'h(w1), alors les secondes formes fondamentales IT% et ITh
sont égales. Le théoreme 20 s’applique, et X; U X5 est une surface de classe G2 au voisinage de

L

Corollaire 92 Soient X, et Xy deux surfaces a bord de classe C?, de méme bord v, et telles que
X1 N Xy =v. Pour que la réunion X = X, U Xy soit une surface de classe G2, il faut et il suffit
que par tout point de v, il passe une courbe de classe G2, transverse d v et entiérement contenue
dans X .

Preuve. La condition est clairement nécessaire. Inversement, étant donnée une courbe transverse
a v, de classe G? et contenue dans X; U X, on oriente les surfaces X; et Xo au voisinage de v de
facon compatible, et on applique le corollaire 91 en choisissant pour w; = ws le vecteur vitesse de
la courbe. =

Corollaire 93 Soient X, et Xy deuz surfaces a bord de classe C?, de méme bord v, et telles que
X1 N Xy =7~. On suppose que v n’est pas une ligne asymptotique de X1. Pour que la réunion
X = X, U Xy soit une surface de classe G2, il faut et il suffit que les courbures de Gauss de X, et
de Xo en tout point de v coincident.

Preuve. Soit 7 le vecteur unitaire tangent a ~ et 1 la normale a v dans X;. La matrice de la
seconde forme fondamentale de X; (resp. X2) dans cette base est de la forme

ar b (res az by )
b1 < P by c2

d
ay = II1(7) = —%IVT = II5(7) = ag,

ou

d
by =1I1(r,n) = —Ef-n = II5(1,n) = ba.



CHAPTER 5. COURBURE DES SURFACES 62

Si les courbures de Gauss sont égales et si a1 # 0,
aicy — b? = agCy — b%
entraine que ¢; = co donc les secondes formes fondamentales coincident. m

Exercice 51 Soient ¢y et co deux courbes, soit € > 0 et soient X1, Xo les tubes de rayon € autour
de c1 et co. Montrer que X1 et Xo se raccordent GO si et seulement si les courbes ¢ et ¢y se

raccordent G*. Montrer que les tubes se raccordent G? si et seulement si les courbent se raccordent
G?.



Chapter 6

B-splines

6.1 Motivation

6.1.1 Les besoins du design

Les objets fabriqués par 'industrie comportent des lignes courbes. Les logiciels de CAO proposent
un catalogue de formes simples (segments de droites, arcs de cercles, de coniques...) mais elles ne
suffisent pas. Le designer a besoin d’une famille plus riche de courbes, dépendant de parametres.
Il souhaite

e disposer de suffisamment de parametres pour pouvoir spécifier des conditions aux limites et
autres contraintes ;

e deviner l'effet de chaque parameétre, pour trouver rapidement en les ajustant une courbe qui
correspond a celle qu’il a imaginée.

D’autre part, le calcul de la courbe en fonction des parametres doit étre rapide.

Les B-splines, utilisées en analyse numérique depuis les années 30, possedent les propriétés
voulues. Comme il est impossible de paramétrer exactement un cercle au moyen de B-splines, on
introduit une famille un peu plus large, les B-splines rationnelles (NURBS).

L’objet de ce chapitre est de définir les B-splines et leurs variantes (elles font partie des fonc-
tionnalités de ACIS et CATTA), de décrire les algorithmes nécessaires & leur manipulation, les
parametres en jeu, leur signification et leurs effets.

6.1.2 Construction des B-splines

On se donne une suite de points tg < ... < t,, de la droite réelle, appelés noeuds (knots). Le
vecteur (tg,...,tny) s'appelle le vecteur des noeuds (knot vector). Certains noeuds peuvent étre
confondus. Si r noeuds sont égaux a un réel 7, on dit que 7 est de multiplicité r.

On se donne d’autre part des points Py, ..., P, dans R"™, appelés points de contréle (control
points) qui forment ensemble le polygone de contréle (control polygon). On I'imagine comme
une courbe t — Xo(¢) qui saute d’un point & 'autre aux temps ¢;, i.e.

Xo(t) =P, pour tE€ [t;tiy1].

(Si le noeud ¢; = t;41, le sommet P; est simplement ignoré).

On cherche a approcher cette courbe discontinue par une courbe plus réguliere. Le premiere
étape consiste a faire passer une ligne polygonale par les points P;, i.e. lorsque t varie entre deux
noeuds t; et t;11, X;(t) décrit le segment [P;_1, P;] & vitesse constante. On trouve la formule

t—1; t—1;

Xit)=(1— ——)P;_ —F;.
1() ( ti—i—l_ti) 1+ti+1_ti

63
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(Si t; = tiy1, la courbe saute de P;_; & P; en ¢;). Si les noeuds sont tous distincts, la courbe
obtenue est continue mais non dérivable en général. Ses composantes sont des fonctions linéaires
par morceaux.

L’étape suivante conduit (si les noeuds sont tous distincts) & une courbe X5 de classe C! (mais
non C? en général), au prix d’augmenter le degré : elle est quadratique par morceaux. Elle ne
passe plus par les sommets P;, mais conserve une proximité au polygone en un sens différent : si ¢
est compris entre les noeuds t; et ¢;11, X2(t) est dans I'enveloppe convexe des sommets P;_o, P;_1
et Pz

Comment trouver Xs, et plus généralement, X pour k > 2 7 Supposons les points P; affinement
indépendants. Alors la courbe X1 s’écrit de maniere unique comme combinaison

Xp—1(t) = Z Bik-1(t)P;

ou les fonctions B;j sont positives ou nulles, et leur somme vaut 1. Pour gagner un degré de
différentiabilité, I'idée est de remplacer dans cette formule la suite de points fixés P; par des points
P;(t) mobiles le long du polygone de controle, ot P;(t) se déplace de P;_1 & P; pendant l'intervalle
de temps [t;, ti+x]. Autrement dit, on pose

t—1; t—1;

Xi(t)=)> Bir-1(t)((1 - P+ —"D
(®) ; w10 ti+k—ti) 1+ti+k_ti )

Cela donne pour les fonctions B; j, la relation de récurrence

t—t;
Ltk — 1

t—ti1

B;k(t) = Big—1(t)+(1— )Bit1,k—1(t)

bitk+1 — tit1
qui les détermine uniquement.

Cela une famille de courbes au service du design. Le parametre principal est le polygone de
controle, dont la courbe épouse les formes. La complexité du calcul de la courbe dépend avant tout
du degré de différentiabilité (on s’arréte souvent a k = 3). Le parametre secondaire est le vecteur

des noeuds. On s’en sert avant tout pour s’assurer que la courbe passe par des points prescrits
avec des tangentes prescrites, i.e. pour contréler les raccords.

6.1.3 Plan de la suite du chapitre
1. Définition et propriétés des fonctions splines
2. Courbes splines et courbes de Bézier
3. Algorithmes : calcul du point courant, de la dérivée, ajout d’un point de controle
4. Convexité

o

Courbure et condition de raccord
NURBS

Interpolation

® N>

Surfaces B-splines produits tensoriels

6.1.4 Bibliographie

Ces notes sont tres largement inspirées du livre de J.-J. Risler, [R].

On trouvera dans les ouvrages de G. Farin, [F] et J. Hoschek et D. Lasser; [HL] de nom-
breuses figures, une présentation plus complete de la problématique du design ainsi que des notes
historiques.
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6.2 Définition et propriétés des fonctions B-splines

6.2.1 Définition

On se donne une suite de noeuds tg < --- < t,,, sur la droite réelle.

Notation. Soit j=1,...,m+1—14. Sit; <t;y1, on note

t—1;
wij(t) = ———.
Si ti = tiJrl, on pose wj ; = 0.
Convention. Cette notation illustre une convention qu’on va utiliser partout : Chaque fois

qu’on écrit une fraction dont le dénominateur est nul, il faut Uinterpréter par 0.

Définition 94 On définit par récurrence sur k les fonctions B-splines B;j pour i =0,...,m —
k — 1, par les relations suivantes.

Bio(t)=1 pour te€[titiy1], =0 sinon,
et pour k > 1,
Bik(t) = wik(t)Big—1(t) + (1 = wip1,k(t)) Biv1k-1(1).
Remarque. Les fonctions B-splines constituent une base (parmi d’autres) de I’espace vectoriel

des fonctions définies sur Vintervalle [to,t,m—k], polynomiales de degré inférieur ou égal & k sur
chaque intervalle [t;,¢;11[, de classe C*~" au voisinage de chaque noeud de multiplicité r (voir [R],
paragraphe 1.4). Les mérites particuliers a cette base sont énumérés dans les propositions 99 et
22.

6.2.2 B-splines uniformes
Proposition 95 On pose, pour i € Z, t; =i. Alors pour touti € Z, k> 1 et t € R,
Bi,k(t +1)= Bi—l,k(t) et Bo7k(k +1-1t)= Bo,k(t).

Soient i € Z et t € R. A laide des identités B; o(t + 1) = Bi—1,0(t) et w; k(¢ + 1) = w;—1,1(¢), on
montre aisément par récurrence sur k que B; (t + 1) = B;_1 x(t) pour tout k.

Montrons par récurrence sur k que pour k > 1, By ;(k+ 1 —t) = By x(t). On calcule By 1(t) =
t1p,11+ (2 —1)1}1 9. Cette fonction satisfait By 1(2 —t) = Bo,1(t). Supposons 'identité démontrée
pour la B-spline uniforme de degré k — 1. On remarque que wo j(k +1—t) = HE=L = 1wy 4 (8).
Par I’hypothese de récurrence et I'invariance par translation,

Bo7k_1(k +1-— t) = BO,k—l(t — 1) = Bl,k—l(t)-

Il vient
B()Jc(k +1-— t) = woﬁk(kz +1-— t)Boykfl(k +1-— t) + (1 — wlyk(kz +1-— t))Bkal(k +1-— t)
= (I —wik(t)B1k—1(t) + wok(t)Box—1(t)
= Box(t).

On ne calcule que By 1, les autres fonctions B-splines uniformes s’en déduisent par translation.
La relation de récurrence qui définit les B-splines devient

t k+1-—1

Bok(t) = 1 Boj—1(t) + ————Bos-1(t = 1).

On caleule Bo o = 1j0,1, Boa = t1jo,1(+ (2= t)1j12p Boa = G100+ 24931 o+ B50 11 4,

3 __ 943 2 3_ 2 _ 4— 3
BO,3 — %1[071[_’_ 3t +12é 12t+41[1’2[+ 3t 24t6+60t 441[2’3[4_( Gt) 1[374[. -
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6.2.3 Polynémes de Bernstein

Proposition 96 On posety =t =--- =t =0, tgg1 = -+ = togy1 = 1. Alors, pouri=0,...,k,
Bix(t) = Cit'(1 — )"

pourt € [0,1], B; x(t) = 0 sinon. Les autres fonctions B-splines sont nulles. En particulier,

Bi_ix(t) = Bi k(1 —1t).

Preuve. On calcule w;; = 0 sauf si t; = 0 et t;14 = 1, auquel cas w; , = t. Comme le support
de B; x—1 est lintervalle [t;,t;4x[, constate que pour ¢ € [0, 1], w; k() # 0 & B; x,—1(t) # 0. Par
conséquent, la relation de récurrence devient, pour t < 1,

B; k(t) =tB; k—1(t) + (1 — ) Bij1 k—1(1),

d’ou la formule de I’énoncé résulte aisément. =

6.2.4 Exercices

Entre les deux situations extrémes ci-dessus (noeuds tous simples pour les B-splines uniformes,
noeuds de multiplicités maximale pour les polynémes de Bernstein), il est utile d’étudier les situ-
ations intermédiaires.

Exercice 52 On pose to = t1 =0, to =1, t3 = 2, t4 = 3, etc.. Calculer By pour k < 2 et
0<i<3-—k.

Exercice 53 On posetg =ty =t2=0,t3 =1, t4, =2, t5 = 3, etc..
Calculer B, pour k <2 et0<i<3—k.

Exercice 54 On poseto=t1 =to =1t3=0,t, =1, t5 =2, tg = 3, etc..
Calculer B, pour k <2 et0<i<3—k.

Exercice 55 Onpose tOZO, t1 :1, t2:2, t3:t4:3, t5:4, t6:5, t7:6 6tt8:7.
Calculer B, pour k <2 et 0 <i <5, ainsi que By 3 et By 3.

Montrer que w; k(6 —t) = 1 — wr_k—;x(t). En déduire que (sauf pour t entier si k = 0)
B; (6 —t) = Bo—k—ik(t)-

6.2.5 Graphes de quelques fonctions B-splines

Degré 0

Trois fonctions B-splines uniformes de degré 0
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Degré 1

67

1 2 3 2
t

Trois fonctions B-splines de degré 1 uniformes (resp. relatives au vecteur de noeuds (...

Degré 2

—2,-1,0,0,1,2,...)

1 2 3 4
t

Quatre fonctions B-splines de degré 2 uniformes (resp. relatives au vecteur de noeuds (...

-2

1 2 3 2
t

Quatre fonctions B-splines de degré 2 relatives au vecteur de noeuds (...

Degré 3

—-2,-1,0,0,0,1,2,...)

—-2,-1,0,0,1,2,...))
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A

q fonctions B-splines uniformes (resp. relatives au vecteur de noeuds (

.. —2,-1,0,0,1,2,...) et leur somme

0.8]
M

Cinq fonctions B-splines relatives aux vecteurs de noeuds (—2,-1,0,0,0,1,2,...) et (—1,0,0,0,0,1,2,3..)
6.2.6 Symétries

Toute symétrie du vecteur de noeuds se traduit par des relations entre les fonctions B-splines corre-

spondantes. On ’a vu dans deux cas particuliers (B-splines uniformes et polynémes de Bernstein).
Voici un énoncé général.

Proposition 97 On suppose que le vecteur de noeuds t est périodique, i.e. il existe un entier I
et un réel T tels que pour tout i € Z,

tivr =t +T.
Alors les fonctions B-splines correspondantes satisfont

Bik(t =T) = Biyrk(t)
pour tout i € Z.

Preuve. Par récurrence sur k.

La fonction ¢ +— B, o(t — T') est la fonction caractéristique de lintervalle [t; + T, t;11 + T[=

[tit1,tit1+1[, donc elle coincide avec B,y .
D’autre part,

wik(t = T) = witr,k(t)-
Supposant connu que pour tout ¢ € Z,

Big-1(t =T) = Biy1x-1(t),
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il vient
Biyk(t — T) = wiyk(t — T)Biykfl(t — T) + (1 — W»L'Jrl’k(t — T))Bi+17k,1(t — T)
Wit 1,k () Bir1,k-1(t) + (1 = Wit r41,5(8)) Big 141,51 (1)
= Biyrx(t)

pour tout ¢ € Z. m

Proposition 98 On suppose que le vecteur de noeuds t est symétrique par rapport a un réel a,
i.e. il existe des entiers I et { tels que pour tout i = %(I —0),..., %(I +9),

ﬁ[_i = 2a — ti.
Alors les fonctions B-splines correspondantes satisfont (sauf peut-étre aux noeuds)
B;r(2a —t) = Br—i—k—1,1(t)
pour tout i = $(I —0),...,. (I +0) —k—1.
Preuve. Par récurrence sur k.
Sii=2(I—-1),....,5(I+0) —1,t Bjo(2a —1t) est la fonction caractéristique de I'intervalle
12a — tit1,2a — t;] =]tr—i—1,t1—], qui ne differe de Bj_;_1,0 qu’aux noeuds t;_;—1 et t7_;.

D’autre part,
wiﬁk(2a — t) =1- w[,i,k,k(t).

Supposant connu que pour tout i = $(I —¢),..., 2(I + ) — k — 2,

Bik-1(2a—1t) = Br—i—px-1(t),

il vient
Bi7k(2a — t) = wi7k(2a — t)BM_l(Qa — t) + (1 - wi+17k(2a — t))Bi+17k_1(2a — t)
= (I —wroikx(t)Broicko—1() + wr—i—k—15(t)) Br—i—g—1,k—1(t)
= Br_i—p-1x(t)
pour tout i = 3(I —¢€),...,3(I+4)—k—1.=

6.2.7 Principales propriétés

Proposition 99 Propriété générales des fonctions B-splines.

1. La fonction Bj, est sur chaque intervalle [t;,t; 1] un polynéme de degré < k.

Support :
2. la fonction B, s’annule en dehors de Uintervalle [t;, tivk] ;

3. la fonction B, s’annule aussi en t; sauf si t; = tiy1 = -+ = tigp < tigry1 auquel cas
Bip(ti) =1

4. 0< B i(t) <1 pourt €t tiv] ;

5. sur Uintervalle |t;, tivx[, la fonction By ne prend la valeur 1 que sitiyq1 = --- = ti1y et en
ce point seulement.

Partition de 'unité :
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m—k—1
6. sur Uintervalle [tg, tm—k], Z Bi k

=

1.

Différentiabilité :
7. la fonction B, est C°° a droite de chaque point ;

8. au voisinage d’un noeud de multiplicité r, la fonction B; ) est seulement de classe chkr.

Preuve. Elle se déroule sur plusieurs paragraphes. La propriété de support se démontre aisément
par récurrence sur k.

6.2.8 Partition de 'unité

Démontrons par récurrence la propriété de partition de I'unité.
Elle est clairement vraie pour & = 0. Supposons la établie pour les B-splines de degré < k — 1.
On écrit

m—k—1
Z Bix = worBok—1+ (1—wir)Bir—1+wieBir—1+(1—wog)Bag—1+--+
i=0

Fwm—k—1kBm—k—1,k-1 + (1 = Wim—k k) Bm—k k-1

m—k

(=1 + wo,x)Bo k-1 + Z Bik—1(—1+ Wm—k k) Bm—kk—1-

i=0

D’apres ’hypothese de récurrence, la somme ZZ’:OIC B; ;-1 vaut 1 sur lintervalle [tx_1,tm—k+1[,

donc a fortiori sur [tg, tm—r[. D’apres la propriété de support, la fonction By ;1 est nulle hors

de lintervalle [to, tx[ et Bm—k k—1 est nulle hors de [ty—k, tm[, donc la somme Z::Olcfl B, 1, vaut

identiquement 1 sur l'intervalle [tk, t,,—k[. Ceci acheéve la démonstration par récurrence. m

6.2.9 Continuité

Si f est une fonction sur R qui admet des limites & droite et & gauche, notons f(t+) (resp. f(t—))
ces limites.

Lemme 100 Sit,—1 <t; =tig1 = = tiyr—1 < tigy, alors B;_1,(t£) = 1. Par conséquent,
toutes les fonctions B;, pour k > r sont continues en t;.

Preuve. Montrons par récurrence sur k < r que
Bi_1,(tit) = Bic1r—k(tit) + Bi r—i(tit) + - - + Bici4k,r—k(tiL).

C’est vrai pour k = 0. Supposons ’énoncé démontré pour un entier k. La définition des B-splines
donne, pour tout j =¢—1,...,i — 1+ k,

Bjr—(tit) = wjr—k(ti) Bjr—r-1(tit) + (1 — wjs1,r—k (i) Bjs1,r—k—1(t:iE).

Or wj,—k(t;) = ———2— est nul sauf si j =i — 1, auquel cas il vaut 1. Il vient
7,
Livr—k —t;

Bi_1,-k(tit) = Bi—1p—k—1(tit) + Bir—p—1(t;iL).
etpour j=4,i+1,...,i— 14k,

Bj,—1(ti£) = Bji1,r—k—1(t:i£),
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d’otl1, en sommant et avec 'hypothese de récurrence,
Bi_1,(tix) = Bi—1p—k(tit) + Bip—i(tit) + -+ Bi—1qp,r—k(tiL).

Cela acheve la preuve par récurrence.

Pour k = 0, on vérifie que Bjo(t;+) =0sij=4i—1,...,i+7r—2et Bi1,—10(t;+) =1 donc la
somime Bifl’r(ti+) vaut 1. On vérifie que Bjyo(tif) =0si ] = i, ‘e 77,' +r—1et Biflyo(tif) =1
donc la somme B;_1 ,(t;—) vaut 1. On conclut que B;_1, est continue en ¢;.

Comme les B-splines de degré r sont & valeurs dans [0, 1] et leur somme vaut 1, cela entraine
que toutes ces fonctions sont continues en t; et toutes sauf B;_; , s’annulent en ¢;. La relation de
récurrence qui définit les B-splines montre que les B-splines de degré > r sont aussi continues en
t;. Ceci acheve la preuve du lemme 100. =

6.2.10 Différentiabilité

Lemme 101 Pour tout k > 0, la fonction B, est dérivable a droite, de dérivée
Bi = k(W] xBik—1 = wip1 1 Bit1,p-1)-

i.e.
B k—1(t) Bit1,k-1(t)

L) =k - ’
z,k( ) ( tivk —ti titkt1 — tit1

Preuve. On raisonne par récurrence sur k. C’est vrai si kK = 0. Supposons cette formule établie
pour les B-splines de degré inférieur ou égal & kK — 1. En dérivant la relation de récurrence qui
définit B, j, on obtient

! ! i ! !
By = wi Bik—1 — wig1 p Biv1k—1 +wikBi g1 + (1 —wit16)Biiq g1

Avec ’hypothese de récurrence,

! ! i !
L1 (wi,kBi,k—l + (1 — Wi+1,k)Bi+1,k—1) = wi,kwi,k—1Bi,k—2 - wi,kwi+1,k—lBi+17k—2
! !
(1 = wipk)wity g1 Bivrk—2 — (1 — wiv1 k)wipg g1 Bivak—2.
Or
) t—t; 1 t—t 1 )
Wi kW] o1 = = = Wi k—1W] j»
v tivk —titizk—1 — b tigp—1 —ti gk — 15 -
t; —t 1
/ 1+k+1
(1- wi+1,k)wi+2,k71 =
tivkrr — tiv1 tivka1 — tigo
Livky1 — 1 1
titkt+1 — tiv2 titkt1 — tit1
i
= (1 —witok-1)wWit1k
et

—wikwiz1 1 T (= wit1e)wiyg g,y
ti —t + light1 — 1
(tive = ti)(tipr — tir1)  (Bigrrr — bi1) (bigk — tit1)
tivk —t — (tivk — i) tiv1 —t+ (Ligrp1 — tigr)
(tive = ti)(figk — tir1)  (Bigrrr — bi1) (bigk — tit1)
Livk — 1 tig1 —

(tive = ti)(tipr — tir1)  (Bigrrr — bige1) (bigk — Tit1)
= —wi+17k_1w’i +1,k+ (1 - wi+1,k_1)w’i, k
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d’ou

! / ! !
wikwi g1 Bik—2 — wikwipr g 1Bivik—2 + (1 —wivip)wips g1 Bivik—2 — (1 — wis1k)wiyo k1 Bitok—2

! ! / /
= Wik-1wWj g Bik—2 — wit1 k-1wWitq1 p Biv1k—2 + (1 —wit1x-1)w; p Bit1k—2 — (1 — wiya k—1)w;.

/ /
= wipBir—1 —wip xBiv1k-1-

En additionnant, il vient
! ! /
B = k(wi,kBiykfl - wi+1,kBi+17k71>'

Cela acheve la preuve du lemme 101. =

6.2.11 Fin de la preuve de la proposition 99

Le lemme 101 démontre I'existence de dérivées a droite de tous ordres.

Si ¢ est un noeud de multiplicité r, alors les B-splines de degré r sont continues en t. Avec le
lemme 101, cela entraine que les B-splines de degré r 4+ 1 sont de classe C'! au voisinage de t. Par
récurrence, on montre ainsi que les B-splines de degré k > r sont de classe C*~" au voisinage d'un
noeud de multiplicité r.

Ceci acheve la preuve de la proposition 99. =

6.3 Courbes B-splines et courbes de Bézier

6.3.1 Définition

Définition 102 On se donne un vecteur de noeuds t = (to,...,tm) et des points Py, ..., P, dans
R"™, appelés points de controle (control points) qui forment ensemble le polygone de contréle
(control polygon). La courbe B-spline de degré k associée au vecteur de noeuds t et au polygone
de controle P est

t Xe(t) =Y Bin(t)Pi.

Lorsque le vecteur de noeuds a la forme spéciale (0,0,...,0,1,1,...,1), ot O et 1 apparaissent
chacun k + 1 fois, on parle de courbe de Bézier. Dans ce cas, seuls les k + 1 premiers points de
controle jouent un role.

Les fonctions intervenant dans les courbes de Bézier sont donc les polynémes de Bernstein de
la proposition 96.

Théoréme 21 La k-iéme B-spline t — X (t) a les propriétés suivantes.
1. Les composantes de X (t) sont sur chaque intervalle [t;,t; 1] des polynémes de degré k ;
2. en un noeud de multiplicité r, la courbe est de classe C*~7 ;

3. sit € [ti,tiy1], Xi(t) ne dépend que des points de contrile P;_y,--- , P; et se trouve dans
l’enveloppe convexe de ces points ;

4. sit; est un noeud simple et k > 1, X (t;) ne dépend que des points de controle P;_j, -+ , Pi_1
et se trouve dans ’enveloppe convexe de ces points ;

5. sit; =" =titp < tirk+1 est un noeud de multiplicité k + 1, alors Xy(t;) = P; et X, (t;) =
7(Pi+1 - Pl) ;
Litk+1 — i

6. la construction de la courbe Xy, a partir des points de controle P; est invariante par application

affine.

Wi p(Wik-1Bik—2 + (1 —wip1r—1)Bit1,k—2) — wip1 1 (Wir1,k—1Bit1,k—2 + (1 — wizok—1)Biy
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Preuve. Elle résulte des propriétés des fonctions B-splines, proposition 99. On donne seulement
les détails pour le point 4. Sitg = t; = --- = tp = 0 < tg41, alors pour tout i = 0,...,k,
B, ;—i(0) =1 et Bj,_; =0 pour j # i. En particulier X;(0) = Py et, d’apres le lemme 101,

k

X1.(0) =
1(0) —

(P, — Py).m

6.3.2 Points et tangentes remarquables

Terminologie. On dit qu'une courbe B-spline est vissée aux extrémités (clamped) si elle est de
degré k et si les noeuds extrémes tg et t,,, sont de multiplicité k+1,i.e. tg =t1 =--- =t =0 < tp41
et tyn_ = -+ = ty,. Dans ce cas, le nombre de points de controle effectivement utiles est m —k — 1.

Il résulte du théoreme 21 qu’'une courbe vissée aux extrémités est tangente a son polygone de
controle aux extrémités. Plus précisément

Proposition 103 Soit Xy une courbe B-spline de degré k vissée auz extrémités. Alors X (tog) =
Py et Xp(tmy, = Pm—k—1. Si de plus Py # Py (resp. Ppm_k—2 # Pm—k—1), alors la courbe est
tangente en Py au segment PoPy (resp Pom—k—2Pm—k—1).

Exercice 56 Cubique passant par deux points donnés avec des tangentes orientées donnée Con-
struire un vecteur de noeuds et des points de contrdle (le moins possible) dans le plan de sorte que
la B-spline de degré 3 associée passe par les points M = (1,0) et N = (3,0) avec en ces deuzx points
une tangente dirigée par (1,1).

Proposition 104 Une B-spline de degré 2 relative a un vecteur de noeuds simple est toujours
tangente aux cotés de son polygone de contréle. Si le polygone de contréle posséde trois sommets
consécutifs P;, Pi_1 et P;_o alignés sur une méme droite D, alors la courbe B-spline cubique
correspondante X3 est tangente a D ent =t;41.

Preuve. En t;,1, seules deux fonctions B-splines de degré 2 sont non nulles, B; » et B;_; 2. Par
conséquent Xo(t;+1) est dans enveloppe convexe de P; et P;_1, i.e. sur le segment P;_1 P;. D’apres
le lemme 101, le vecteur vitesse s’écrit

2
Xh(ti1) =y 1 1, Do) (B = Fia).
j J J

or en t;+1, une seule B-spline de degré 1 est non nulle, c’est B; 1, donc le vecteur vitesse est
positivement colinéaire a P;_1 P;, i.e. la courbe est tangente au co6té du polygone de controle.

En t; 11, seules trois fonctions B-splines de degré 3 sont non nulles, B; 3, B;_13 et B;_2 3. Par
conséquent Xs(t;+1) est dans Uenveloppe convexe de P;, P,_1 et P;,_s. Si ces trois points sont
alignés, X3(t;11) est sur la droite qui les porte. D’apres le lemme 101, le vecteur vitesse s’écrit

3
Xj(tip) = ;
J

Bja(tiv1)(Pj — Pj-1).
i+3 —
or en t;11, seulement deux B-splines de degré 2 sont non nulles, ce sont B; 2 et B;_1 2, donc le
vecteur vitesse est une combinaison de P; — P;_1 et de P;_1 — P;_5. Or ces vecteurs sont colinéaires.
On conclut que de nouveau la courbe est tangente au c6té du polygone de controle. m

6.3.3 Périodicité

Proposition 105 Si on se donne un vecteur de moeuds et un polygone de contréle périodiques,
i.e. tels qu’il existe I € N et T € R tels que t;y; =t; +1 et Piy;r = P, alors les courbes B-splines
correspondantes sont périodiques, i.e. pour tout entier k et tout t € R, Xp(t +T) = Xk(t).
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Preuve. D’apres la proposition 97, pour tout t € R,

> Bix(t—T)P;

i€Z

= Y Bik()P
i€Z

= Y Bjx(t)Pi_;
JEZ

= ) _ Bx(t)P
JEZ

= Xk(t).l

Xyt —T)

Exercice 57 Construire une courbe B-spline périodique de classe C? tangente aux cétés du carré
de sommets O = (0,0), P = (2,0), Q@ = (2,2) et R=(0,2). Est-ce un cercle ?
6.3.4 Symétries

Toute symétrie du polygone de controle compatible avec une symétrie du vecteur de noeuds (tou-
jours satisfaite pour les vecteurs de noeuds utilisés par DesignMentor par exemple) se traduit par
une symétrie de la courbe.

Proposition 106 Soit o une symétrie du polygone de contréle qui préserve l'ordre des sommets,
i.e. une transformation affine telle que o(P;) = Piyr. Si le vecteur de noeuds est lui aussi
périodique, i.e tirr =t; + T, alors la courbe B-spline de degré k associée [’est aussi,

o(Xy(t)) = Xi(t +T).

Preuve. D’apres la proposition 97, pour tout t € R,

o(Xk(t) = ;Bi,k(t)o(ﬂ)
= SBj_I,k(t)Pj
= KZZBJ,,C(HT)P]-
= j;kz(HT).-

Exercice 58 Soit X3 la courbe B-spline uniforme périodique de degré 3 ayant le carré unité pour
polygone de controle. Montrer qu’elle est invariante par les rotations d’ordre 4 autour du point
(%, %) En déduire que l'une de ses homothétiques est tangente aux 4 cotés du carré. Est-ce un
cercle ¢

Proposition 107 Soit o une symétrie du polygone de contréle qui renverse l'ordre des sommets,
i.e. une transformation affine telle que o(P;) = Pr—;. Si le vecteur de noeuds est lui aussi
périodique, i.€ tym—; = 2a —t; pour i = 0,....,m, ou m = I + k+ 1, alors la courbe B-spline
de degré k associée l’est aussi,

o(Xg(t)) = Xi(2a — 1)

pour tout t € [tg,tr].
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Preuve. Pourt € [ty, 1],

= Xk(2a — t).

(on a appliqué la proposition 98 avec £ =1). =

Remarque. DesignMentor n’utilise que deux types de vecteurs de noeuds, le vecteur uniforme
(pour les courbes périodiques) ou des vecteurs avec des noeuds simples régulierement espacés a
Pexception des noeuds extrémes de multiplicité k£ + 1 (pour les courbes vissées aux extrémités).
Dans les deux cas, la condition de symétrie demandée est satisfaite.

Exercice 59 On reprend la courbe de Uexercice 58. Montrer qu’elle est symétrique par rapport
aux diagonales et aux médianes du carré. En déduire la position des points Xs5(i), i € Z.

Exercice 60 On reprend la courbe de lexercice 56. Montrer qu’elle admet une symétrie centrale.

6.3.5 Continuité par rapport a I’ensemble des parametres

Proposition 108 Soit V, C R™*! I’ensemble des couples (t,t) ot t est un vecteur de noeud et t
n’est pas un noeud de multiplicité > r. Pour k > r et s < k—r, Uapplication définie sur V, x R™™
qut & un vecteur de noeuds k, un temps t et un polygone de controle P associe la dérivée s-iéme
X,gs)(t) € R" est continue.

Preuve. Comme X lis) (t) dépend linéairement du polygone de controle P, il suffit de montrer que
les coefficients, i.e. les fonctions B-splines et leurs dérivées, dépendent continiiment de (t, ).

La formule 101 pour la dérivée permet de se ramener au cas ot s = 0. En effet, les dénominateurs
figurant dans cette formule ne s’annulent pas sur V..

Désormais s = 0. Soit t%, t*, une suite de vecteurs de noeuds et de temps convergeant vers
(t,t) € V,.. Supposons que t €]ty toy1[ n’est pas un noeud de t. Soit ¢ € {0,...,m} et j < k. Sur
tout segment contenu dans |tg, te11], les fonctions B; jto sont pour a assez grand des polynémes
de degré inférieur ou égal & k, & valeurs dans [0, 1], donc quitte & prendre une sous-suite, on peut
supposer qu’ils convergent uniformément vers une fonction C; ;. On obtient ainsi une famille de
fonctions C; ; qui satisfont aux mémes relations de récurrence que les B-splines. Les fonctions C} g,
limites de fonctions constantes, sont constantes, valent 0 ou 1, une seule vaut 1 (leur somme vaut
1), c’est Cyo. On conclut que C; ; = B; ; est la B-spline associée au vecteur de noeuds t. Ceci
prouve la continuité.

Supposons désormais que ¢ est un noeud de multiplicité ' < r de t, t =ty i1 =+ =ty =
t < tgy1. Sur tout segment [a,b] contenu dans |t to41[, on peut supposer que chaque polynéme
B jto (« assez grand) converge uniformément vers une fonction C; ;. De nouveau, les relations de
récurrence et les conditions initiales sont satisfaites, donc C; ; coincide sur [a,b] avec la B-spline
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B; ; associée au vecteur de noeuds t. La suite de I’argument suit la preuve du lemme 100. Par
hypothese, 7’ noeuds (en comptant les multiplicités) ¢, 415ty et 1% convergent vers t. Comme
en 100, on montre que

By_yr 1 4o (t%) = Bo—prg1,0,60 (t%) — Bo—yprg2,0,a (%) — - - - — By ge (1)

tend vers 0. Or By g ¢« (t%) vaut 0 ou 1. Ceci prouve que By_, o (1) tend vers 1 = By_,s . (t) et
que pour ¢ # £ —1', B; o (1Y) tend vers 0 = B, ,(t). Ceci prouve la continuité de (t,t) — X, (t).
Les relations de récurrence montrent alors que (t,t) — X (¢) est continue pour k > r’. En effet,
les dénominateurs présents dans les formules ne tendent pas vers 0. m

Interprétation. Que se passe-t-il lorsqu’on déforme le vecteur de noeuds ? Si k noeuds se
rapprochent les uns des autres, la courbe va passer de plus en plus pres d’'un point de controle.

6.4 Algorithmes

6.4.1 Algorithme de de Casteljau

Pour calculer et tracer une courbe B-spline, plutt que de calculer symboliquement les fonctions
B-splines, de les évaluer et calculer les combinaisons convexes de points de controle, il est plus
efficace de partir des points de controle et d’effectuer des combinaisons convexes successives avec
des poids linéaires en ¢, comme dans le schéma de Horner.

On se souvient que X (t) coincide avec la valeur en t de la courbe B-spline de degré k — 1
associée au polygone de controle P;(t) = w; 1 (t)Pi—1 + (1 — w; x(t))P;. Clest le point de départ de
I’algorithme attribué a de Casteljau.

Proposition 109 On fize un vecteur de noeuds t et un polygone de contréle P. On cherche a
calculer la courbe B-spline X, de degré k correspondante.
Soit t € [ti,t;11][. On pose PJQ = Pj pour i —k < j <i. Puis, pourr=0,...,k—1, on pose

Pt = wjkr (O] + (1= wjn—r () Pj4

pouri—k+r+1<j<i. Alors PF = Xy(t).

Pratiquement, on peut disposer les points P} en triangle. Par exemple, si k =3 et ¢ € [ta, 5],
on écrit

Py P Ps Py

et chaque valeur de la r 4+ 1-iéme ligne s’obtient en faisant une combinaison convexe des deux
valeurs situées juste au-dessus affectées des poids respectifs 1 —w; k—r(f) (pour celui de gauche) et
wj k—r(t) (pour celui de droite).

Géométriquement, on place les points le sur les cotés du polygone de controle. Cela donne un
nouveau polygone. On place les points Pj2 sur les cootés de ce polygone. Cela donne un troisieme
polygone, sur un co6té duquel on trouve P = X3(t).

Cas des courbes de Bézier. Dans ce cas particulier, les w; x(t) qui interviennent valent tous
t.

En effet, la courbe X}, est paramétrée par U'intervalle [0, 1[= [tg, tg+1[, donc on peut poser i = k.
Pour tout r =0,...,k—=letj=i—k+r+1=r+1,...,4 tjyx—r = let t; =0doncw;s_, =t.
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Exercice 61 Soit to =1 = tg = tg = 0, ty = t5 = tG =iy = 1, PO = (1,0) (2 1),
P, =(2,-1), P3 = (3,0). Au moyen de l'algorithme de de Casteljau, calculer X3(t) pourt € [0,1].
Faire la construction géométrique pourt =1/2 et t = 1/4.

Solution de I’exercice 61. Courbe de Bézier avec deux points et deux tangentes prescrites.
Comme tous les w; 3, valent ¢, il vient

B P P P
(1—-t)Py+tP, (1—-t)P +tP, (1—t)P, +tPs
(1—1)2Py +2t(1 —t)Py +t*°Py (1 —t)*P; +2t(1 — t)Py + t*P3
(1 —1)3Py +3t(1 — t)*P, + 3t>(1 — )Py + t3P3
d’ott
X3(t) = (1—1)34+6t(1—1)2+6t2(1—1)+3t3,3t(1—1)*—3t2(1—t)) = (1+3t—3t>+2t3, 3t —9t>+-61°).

Construction géométrique : elle donne pour X3(1/2) le centre du carré et pour tangente une
médiane du carré.

Exercice 62 Construire une courbe de classe C* reliant P = (—2,0) a Q = (2,0) avec tangente
horizontale aux extrémités, en forme de bosse (resp. de boucle).

6.4.2 Calcul de la dérivée

Proposition 110 On fize un vecteur de noeuds t et un polygone de contréle P. Les dérivées
successives de la courbe B-spline Xk de degré k correspondante s’obtiennent comme suit.
Soit t € [t;,t;11][. On pose QO P; pouri—k < j <i. Puis, pourr=0,...,k—1, on pose
1
Q= (k- 7“)7(@’” j-1)

titk—r —

pouri —k+r+1<j <i (la convention Q;Jrl = 0 si le dénominateur est nul est en vigueur).
Alors la dérivée r-ieme de Xy au point t vaut

(T) ZBJIC ,

Preuve. Par récurrence sur r a partir du lemme 101. =
Une fois calculés les @7, on emploie I'algorithme de de Casteljau pour calculer X Igr)(t).

Exercice 63 Soit to =1t =1 = tg = O, ty = t5 = t6 = t7 = 1, PO = (1,0), P1 = ( ,1),
P, = (2,-1), P; = (3,0). Au moyen de lalgorithme de de Casteljau, calculer la dérivée X4(t)
pour t € [0,1].

Solution de 1’exercice 63. Dérivée de la courbe de Bézier avec deux points et deux tangentes
prescrites.
Il vient Q} = 3(P; — P;_;) Comme tous les wj 3, valent , il vient

3(P, — Py) 3(Py — Pp) 3(P; — P)
—3(1 —t)Py + 3(1 — 2t)P, + 3tP, —3(1—t)Py +3(1 — 2t) P> + 3tPs
—3(1 —t)*Py + 3(1 — 4t + 3t*) Py + 3(2t — 3t*) P, + 3t*P3
Soit
X5(t) = —3(1—1)*(1,0) 4+ 3(1 — 4t + 3t*)(2,1) + 3(2t — 3t?)(2, —1) + 3t*(3,0)
= (3 —6t+6t%,3 — 18t + 18t%).
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6.4.3 Ajout d’un noeud

Ajouter un noeud consiste & se donner un nouveau noeud £ et & calculer un nouveau polygone
de controle qui donne la méme courbe B-spline de degré k. Si 'utilisateur se sent a 1’étroit, cette
procédure met a sa disposition un parametre supplémentaire : le polygone de controle fourni par la
machine comporte un sommet supplémentaire, que 1'utilisateur pourra ensuite déplacer a sa guise.

Proposition 111 Soit t un vecteur de noeud et P un polygone de contréle, soit t — Xi(t) la
courbe B-spline de degré k correspondante. Soit t un noeud supplémentaire, t € [tj,tj+1[- On pose

Py osi ot <1
Pi = (1- Wi,k(f))Pi—l —l—wi,k(f)Pi st t; < t< titk;
= Pi,1 st tAS ti.

Soit Xy, la courbe B-spline de degré k associée au vecteur de noeuds t = (to, . . tj,t7t]+17 cestm)
et au polygone de controle P. Alors pour tout t € R,

Xi(t) = Xi(1)-

Preuve. Fixonst € R. Il suffit de vérifier que I'opération P — P décrite dans 'énoncé commute
avec 'opération P — P! de I’algorithme de de Casteljau. En effet, X (t) (resp. Xk( )) est la
valeur en ¢ de la courbe B-spline de degré k — 1 associée a t et P! (resp atet (P)'). Sion sait
montrer que P! = (Pl)7 une récurrence sur k permet de conclure.

Supposons que t; < t < t; x_1. On se rappelle (et on le fait apparaitre dans la notation) que
P! = P!(t) dépend de t et que l'opération P — P est relative & un degré de B-spline, qui vaut k
quand elle s’applique & P mais k — 1 quand elle s’applique & P!. On doit comparer

(PL1) = (1—wir—1(B))BL(t) +wir1(D)P(t)
= (I—wik1(0)(1 —wim1 k(1) Pis
(1 = wi g1 (E))wim1 k() + (1 — wim1 x(8))wi k-1 (£) Piy

Fw; p—1(t )wz & (t) P

(P)'(t) = (1—@ir()(1 —wi—1 k() Pios
F((1 = @ik () wiz,k () + (1 — wic1 k() @ik (8) Pia
+i k(Hwi k() P,
wmay:ii%?:wmqa>

car on a supposé que t; < t< titk—1. Or

(1= win1 ()1 —wii1p(t)) = ﬁﬁiﬁi“25::ﬂ¢fﬁ

= (1—wir1 (D)1 —wis1x())
= (1= @ir(®)(1 —wim1 k(1))
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(1 —wip 1 ()wicr k() + (1 —wir—1(E)wir(t)
(i1 —E)(t = tio1)
(titk—1 —ti)(tith—1 — ti-1)
(tigr—1 — B)(t = t:)
(tith—1 — i) (tivr — ti)
(tizh—1 — )t —ti_1)
(titk—1 —ti)(tith—1 — ti-1)
(tign—1 — D)t — ;)
(tigh—1 —tic1)(tign—1 —t;)
= (1 —wip1(B)wicrk(B) + (1 = wim1 g (D)win—1(t))
= (1= @ir®)wicrn() + (1 —wior k(6)@ix (D),

(t—t:)(t —t;)
(tigh—1 — ti)(tign — ti)
= wik—1(t)wik(f)

Qi (t)wi g (£).

wi,kq(f)wi,k(t) =

donc . A
(P (1) = (P)'(t)
dans ce cas. On laisse au lecteur le soiin de compléter la vérification dans les cas ou ¢ < ¢; ou
t Z t,H,kfl. L
Construction géométrique.

Ca ressemble a la premiere étape de ’algorithme de de Casteljau. Voir des figures dans les
ouvrages [HL], paragraphe 4.4 page 127 ou [F] page .

6.4.4 Subdivision

On a construit une courbe B-spline X} a partir d’un vecteur de noeuds t et d’une polygone de
controle P. On est satisfait du résultat obtenu sur l'intervalle [to, 7] mais pas sur intervalle [7, t,,].
On voudrait pouvoir modifier la courbe sur le second intervalle, sans intervenir sur le premier.

Recette. On insere le noeud 7 k + 1 fois.

Cela ne change pas la courbe, mais désormais les deux moitiés de courbe sont indépendantes.
En effet, les fonctions B-splines de degré k relatives a un vecteur de noeuds qui comporte un noeud
7 de multiplicité k + 1 ont leur support contenu dans [tg, 7] ou dans [7, t,,].

6.5 Convexité

6.5.1 Diminution de la variation

Soit H un hyperplan de R" d’équation {u - (x — P) = 0}. On appelle variation d’une courbe
t — X(t), t € [a,b], par rapport & H le nombre de changements de signe de la fonction ¢ +—
u- (X(t) — P) sur [a,b]. On la note abusivement #(X N H). La variation d’un polygone P par
rapport a ’hyperplan H est la variation de la courbe affine par morceaux correspondante.

Cette notion s’étend aux courbes (et polygones) périodiques. On compte les changements de
signe dans une période.

Proposition 112 Soit H un hyperplan de R™. Soit Xy la courbe B-spline associée au polygone
de controle P, restreinte & lintervalle [ty, tm—r] (pas de restriction dans le cas d’un polygone et
d’un vecteur de noeuds périodiques). Alors

#(XeNH) <#PNH).



CHAPTER 6. B-SPLINES 80

Preuve.

Insérons un noeud. Le polygone P est remplacé par un nouveau polygone P! tel que #(P! N
H) < #(P N H). En effet, chaque sommet P/ de P! se trouve sur un c6té [P;_1, P;] de P. Si le
coté [P, Pl ] de P! coupe H, nécessairement I'un des segments [P}, P;] ou [P;, P ;] le coupe
aussi. Or P est la réunion de ces paires de segments.

Solent ¢ < sp < -+ < 8 < tm—k des valeurs du parametre telles que les points Xj(s;)
soient de part et d’autre de H. Insérons k noeuds en chacune des valeurs sg,...,s,. On obtient
une courbe B-spline X de degré k qui parametre v, et dont le polygone de contrdle P’ satisfait
#P'NH) <#PnNH). Comme s; est un noeud de multiplciité &, le point X(s;) est un sommet
P;(i) du polygone P’. Comme X ([s;,si+1]) coupe H, la portion de P’ comprise entre ij(i) et

P;(i +1y coupe aussi H. On conclut que

#(YNH)=v<#P'NH) <#PNH). =

6.5.2 Convexité dans le plan

Terminologie. On dira qu’'une courbe plane est conveze si elle est contenue dans le bord d’un
convexe.

Lemme 113 Une courbe plane lisse par morceaur est convexe si et seulement si toute droite
transverse la coupe en au plus deux points.

Preuve. Soit v une courbe plane lisse par morceaux et convexe, i.e. contenue dans le bord d’un
convexe C'. Soit D une droite transverse a vy, i.e. D coupe -y en des points lisses et en ces points,
v n’est pas tangente & D. Alors dp(C' N D) = (0C) N D. Or C N D est convexe, donc c’est un
intervalle de D, et son bord (qui contient v N D) a au plus deux points.

Inversement, soit v une courbe plane lisse par morceaux. Notons C' son enveloppe convexe.
Supposons que toute droite transverse coupe - en au plus deux points. Montrons par ’absurde
que vy est contenu dans le bord de C. Supposons qu’il existe un point M de 7 qui est intérieur a
C. Alors M est barycentre a coefficients strictements positifs de points de -, donc est intérieur a
un triangle dont les sommets P, @) et R sont sur 7. On peut déplacer légerement ces points sur
en conservant le fait que M est & l'intérieur du triangle PQR. On peut donc supposer (voir cours
de topologie) que les droites PQ, QR et RP sont transverses a 7.

Les points P, @ et R délimitent 4 arcs le long de la courbe 7y, et M se trouve ou bien entre
deux des points P, @ et R, ou bien sur I'une des extrémités libres.

Dans le premier cas, convenons que M se trouve sur 'arc délimité par P et (. Par hypothese,
la droite PQ coupe v en au plus deux points, donc en P et en ) seulement. Par conséquent,
Iintérieur de ’arc de courbe de P a ) est du méme c6té de la droite PQ que M, i.e., du méme
cOté que R. Par transversalité, la courbe traverse la droite en P et en @ donc la droite PQ sépare
R des autres arcs délimités sur v par P et Q. Or 'un de ces arcs contient R, contradiction.

Dans le second cas, convenons qu’en parcourant v on rencontre successivement M, P, Q et R.
Comme v ne coupe la droite PR qu’en P et R, 'arc PR de v est d'un seul c6té de la droite PR,
i.e. la droite PR sépare ) de I’arc PR, contradiction.

On conclut que tout point de ~ est sur le bord de C, donc ~y est convexe. =

Corollaire 114 §i le polygone de controle est plan et conveze, alors la courbe B-spline associée
est conveze.

Exercice 64 Montrer qu’aucune courbe convexe ne satisfait les conditions auz limites de ’exercice
56. Construire une solution de l’exercice 56 qui coupe toute droite en au plus 3 points.
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6.6 Courbure et condition de raccord

Proposition 115 Soit v la courbe B-spline de degré k > 2 associée a un vecteur de noeuds t tel
que tg = --- =t < tpy1 et a un polygone de controle P tel que Py # Py. Notons c la longueur du
coté PyPy et A Uaire du triangle de sommets Py, Py et Py (elle a un signe dans le cas des courbes
tracées dans un plan orienté). Alors la courbe v a pour origine Py. Sa tangente en ce point est la
demi-droite Py Py et sa courbure en ce point est

k— 1t —tx 24
k=
ko tipo —ty 3

Si A # 0, le plan osculateur en Py est le plan contenant Py, Py et Ps.
Supposons A # 0 et k > 3. Alors la torsion de la courbe au point Py vaut

k=2t —t 3V

0 = il R
k  tpis — bty 2A2

ou V est le volume du simplexe de sommets Py, P1, P> et Ps.

Preuve. D’apres la proposition 99, comme %y est un noeud de multiplicité k,
By k(to) = B1k-1(to) = B2 x—2(to) = 1

et les autres B¢, { =k —2, k — 1, k sont nulles en ¢3. D’apres la proposition 110,

X (t0) = 3 Bjaer(t0)Q) = @
J

ol Q) = Pj et

1
(k) ——(Q" - Q"
Q] ( T) t_j+k—7' . t] (Q] _]—1)
Il vient Xy (to) = QY = Py,
k
Xi(to) = Q1 = m(Pl L)
et
" 2 k—1 1 1
X (to) = Q3 = ﬁ(@z - Q1)
k+1 2
d’out
I " k-1 1 1
Xip(to) N X} (to) = QN0
tht1 — to
k*(k—1)

B (tt1 — th)? (tkpo — ti) (P — Py) AN (P2 — P1).

Par définition, la courbure vaut
[ X" AX"]
| X"

(pas de norme en dimension 2), donc

k—1tpsr — by || (PL— Po) A (Pa— Py |
ko tiyo —ty | P —Fo?

KR =

et on reconnait dans || (P — Py) A (P2 — P1) || /2 (resp. sans norme en dimension 2) 'expression
de Paire (resp. algébrique) du triangle Py Py Ps.
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Si k > 3, alors Bs —3(to) = 1 et les autres Bj ;_3 sont nulles en to. Par conséquent X} (t9) =
3. 11 vient
3.

det(X} (to), Xi (to), Xi"(to)) = det(Q1,Q3,Q3)

k(k—1)(k—-2
B W det(QY, Q3, Q3)
k(-1 -2) k(k-1) .
- (tht1 —10)2 (L2 —t0)? det(Q7, @2, Q3)
 RE-1D2(k-2) k R
- (tgt1 — t0)3(tkr2 — t0)? tkrs — to det( 1, @2, Q3)
- k2 (k= 1)2(k — 2) o

(tir1 — t0)3(tht2 — t0)?(thes —to)

On termine & 'aide de la formule 30
o — det (X} (to), Xy (to), X;"(t0))
| X (to) A X! (to) |12

du cours sur la courbure des courbes. »

Attention. La formule simple ci-dessus n’est valable qu’aux noeuds de multiplicité k + 1.

Généralisation. Rien n’empéche de calculer la dérivée de la courbure par rapport a ’abscisse
curviligne. Toutefois, la formule n’est pas belle.

Exercice 65 Courbure a l'origine d’une courbe de Bézier Calculer la courbure au point M de la
courbe de Bézier construite dans l’exercice 56.

6.7 NURBS

6.7.1 Courbes rationnelles

Un cercle ne peut pas étre paramétré par des polyndémes. En effet, si P et Q sont des polynémes
non constants, P2 + Q2 est un polynééme non constant.
En revanche, le cercle unité admet une paramétrisation rationnelle

1—t% 2t

t -
ad etk

).

Exercice 66 Une conique est une courbe plane définie par une équation du second degré (i.e. le
liew des zéros d’un polynéme en deux variables de degré total 2). Soit C une conique non vide et
non dégénérée (i.e. non réduite a une ou 2 droites) et P un point de C. En coupant C par les
droites passant par P, montrer que C admet une paramétrisation rationnelle.

Définition 116 Une courbe paramétrée est dite rationnelle par morceaux si sur chaque intervalle
d’une subdivision, chaque coordonnée est donnée par une fraction rationnelle (i.e. le quotient de
deuz polynomes) du paramétre.

6.7.2 Projection centrale

Réalisons 'espace affine R"™ comme I'hyperplan affine d’équation {z¢o = 1} dans 'espace vectoriel
Rt La projection centrale de R"*! privé de I'’hyperplan vectoriel {zg = 0} vers R" est définie
comme suit : la projection d'un vecteur v non nul est 'intersection de la droite engendrée par v
avec I’hyperplan R"™. Analytiquement, elle s’écrit

U1 Un

('UO,...,'Un)l—)(%,...7’UO).
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La projection centrale envoie les segments de droites ne rencontrant pas I’hyperplan {zo = 0} sur
des segments de droites. En particulier, sa restriction au demi-espace {x > 0} envoie segment sur
segment, donc préserve la convexité.

Toute courbe rationnelle dans R™ s’obtient par projection centrale d’une courbe polynomiale
tracée dans R"T!. En effet, quitte & réduire au méme dénominateur, une courbe paramétrée
rationnelle s’écrit

Ql(t) Qn(t)

) QolD)

olu les Y; sont des polynoémes en ¢. Alors X est la projection centrale de la courbe polynomiale

ts X (1) = (Qot). ... Qu(t) € R™1.

tis X (1) = (

6.7.3 Transformations projectives

Par définition, une transformation projective de R™ est une application f définie sur R™ (éventuel-
lement privé d’un hyperplan affine) telle qu’il existe une matrice carrée inversible A de taille n + 1
telle que f(P) soit la projection centrale de A(1, P).

Les bijections affines de R™ sont des transformations projectives particuliéres (prendre pour
A une matrice dont la premiére ligne est (1,0,...,0)). Ce sont exactement les transformations
projectives définies sur R" entier.

Les transformations projectives du plan préservent les coniques.

Il y a beaucoup de transformations projectives. Etant donnés deux quadrilatéres plans non
dégénérés (pas de cotés alignés), il existe une et une seule transformation projective du plan
envoyant 'un sur I'autre.

6.7.4 B-splines rationnelles

Définition 117 Soit t un vecteur de noeuds, soit P un polygone de contréle dans R™ et w; des
poids (weights) attachés a chaque point de controle P;. On suppose que les poids me sont pas
tous nuls. La courbe B-spline rationnelle (NURBS) de degré k associée a ces données est la courbe
paramétrée par

cw; By (1) P
t— X(t) = M
> wiBik(t)
Lorsque le vecteur de noeuds prend la forme spéciale (0,0,...,0,1,1,...,1), on parle de courbe de

Bézier rationnelle.

Autrement dit, la courbe B-spline rationnelle est la projection centrale de la courbe B-spline dans
R™t! associée au vecteur de noeuds t et aux points de contrdle R; = (wi, w; P;) € R, Noter
que le polygone de controle P est la projection centrale du polygone R. D’autre part, multiplier
tous les poids par une méme constante non nulle ne change rien.

Exemple. Le quart de cercle unité comme courbe de Bézier rationnelle quadratique.

On pose Py = (1,0), P, = (1,1) et P, = (0,1), wg = w1 = 1, we = 2. On choisit comme vecteur
de noeuds (0,0,0,1,1,1). Alors la courbe de Bézier rationnelle de degré 2 obtenue est donnée pour
t € [0, 1] par
11—t 2t
1412714 ¢2

Son image est exactement un quart du cercle unité.

tseft) = (

).

Exercice 67 Soit a un réel. Trouver des poids wgy, wy et we de sorte que la courbe de Bézier
rationnelle de degré 2 associée au polygone de controle Py = (1,1), Py = (0,1), Po = (—1,1) et a
ces poids soit le quart de cercle paramétré par

t— e )-

at+1—a
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Exercice 68 Vérifier que la courbe B-spline rationnelle de degré 2 associée au polygone de controle
Py =(1,1), P =(0,1), P = (-1,1), P = (-1,0), P, = (-1,-1), Ps = (0,-1), Ps = (1,-1),
P; = (1,0) et Piys = P;, auz poids Wojt1 = 1, woj = LQ et au vecteur de noeuds toj = tojy1 = J
est une paramétrisation périodique de période 4 du cercle unité.

6.7.5 Propriétés des courbes B-splines rationnelles

Elles se déduisent immédiatement des propriétés des courbes B-splines et de celles de la projection
centrale.

Proposition 118 Soit t un vecteur de noeuds, P un polygone de contréle et w un vecteur de
poids non nul. La courbe B-spline rationnelle Xy de degré k associée a ces données a les propriétés
susvantes.

1. Sur chaque intervalle [t;, ti+1], les coordonnées de X sont des fractions rationnelles de degré
k (i.e. quotients de deux polynomes de degré k).

2. En un noeud de multiplicité r, la courbe X est de classe C*~7.

8. Si le vecteur de noeuds, le polygone de contrile et le vecteur de poids sont périodiques, alors
la courbe est périodique.

4. Sitg=1t1 =... =tk <tpt1 est un noeud de multiplicité k + 1, et si les poids wg et wy sont
non nuls, alors la courbe Xy, est tangente en Py au polygone de controle.

5. Supposons le vecteur de noeud simple. Si k =2, la courbe X5 est tangente a chaque coté du
polygone de controle. Si k = 3 et si trois sommets successifs de P sont sur une méme droite
D, celle-ci est tangente a la courbe X3.

6. Sit € [ti,tig1], le point Xi(t) ne dépend que les points de contrile Py, Pi—k41,...,P; et
des poids wi_j, Wi—k41, - .., w;. Si de plus les poids sont tous positifs ou nuls, X (t) est dans
l’enveloppe conveze des points P;_j, Pi_jy1,...,5;.

7. Si H est un hyperplan affine de R™, alors
#(Xk([tk,tm]) NH<#PNH.
En particulier, si le polygone P est convexe, la courbe X ([tk,tm]) est convexe.

8. Soit f une transformation projective. Alors f(X) est une courbe B-spline rationnelle associée
au vecteur de noeuds t, au polygone de controle f(P) et ¢ un nouveau vecteur de poids w'.

Exercice 69 On fire s € R. Déterminer le point Py et les poids wqg, wy, et wy de sorte que la
courbe de Bézier rationnelle de degré 2 associée au polygone de controle Py = (1,1), wg =7, Py =7,

1—-s2 2
’LU1:?,P2:( 5 5

—— ———), wy =7, soit le secteur circulaire paramétré par
145271+ 52 ), ’

1 — s3¢2 2st
14 5227 1+ s2¢2

t—(

Méme question pour la paramétrisation du secteur opposé,

(2t —1)%2 — 22 2st(2t —1)

t
s mo 2t

).

Exercice 70 Montrer que toute courbe de Bézier rationnelle de degré 2 est contenue dans une
conique.



CHAPTER 6. B-SPLINES 85

6.7.6 Dérivées, courbure

Les formules pour les dérivées successives d’une courbe B-spline rationnelle se déduisent de celles
relatives aux courbes B-splines. On n’énonce que le cas particulier des dérivées aux extrémités.

Proposition 119 Soit t un vecteur de noeuds, P un polygone de contréle et w un vecteur de
poids non nul. Soit k > 2. On note Xy la courbe B-spline rationnelle de degré k associée a ces
données. Supposons que to =t1 = ... =1t < tg41 et que Py # P1. Alors Xi(ty) = Po,

k. w

X]/c(tk): (Plipo)a

tg+1 — Ttk wo
k2(l€ — 1) w1wr
(th1 — tr)?(teyo — th) W

et st wo et wy sont non nuls, la courbure au point Py vaut

Xi(te) A X () = (P — Po) A (P2 — o)

k—1 tk+1 — tk wi1wg 2A

k  tpyo —tk wg c3

KR =

ot A est Uaire (algébrique pour une courbe tracée dans un plan orienté) du triangle PoPiPs et ¢
la longueur du coté PyP;.
Supposons que k > 3, que wy, wy et k sont non nuls. Alors la torsion de la courbe en Py vaut

k—2tg41 — tp, wows 3V

9 =
k tk+3 — tk wi1wg 2A2

out V est le volume du simplexe de sommets Py, Py, Py et Ps.
Il y a un énoncé correspondant a l'autre extrémité t,, : remplacer t; par ty,_;, Wi Par Wy, _k—1—;
et P par Pp_p_1-;.

Preuve. Comme tout est invariant par translation, on peut supposer que Py = 0, de sorte que
X (to) = Py = 0. Si X est la projection centrale d’une courbe Y, alors

Y = (29, 20X), Y' = (z(,20X + 20X’).

Par conséquent wo X, (to) = Z(to) ou Z est la courbe B-spline de degré k de points de controle les
w; P;. La proposition 110 donne

k
Z'(to) = 1 —to (w1 Py —woFy)
o

donc

k w1

X, (to) = -

th1 — to wo
On dérive une seconde fois.
Y" = (xg, 20X + 200X + 20 X")
donne
wg X (to) A XJ (to) = (26X + 20 X") A (2§ X + 220 X" + 20 X") = Z'(to) A Z"(to)

On utilise & nouveau la proposition 110 (voir aussi la preuve de la proposition 115). Comme on a
supposé que Py = 0,

k2(k—1

Z'(to) NZ" (o) = (et — 102 (tnra — fo)

w1 Py AN wa Py
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et enfin )
k*(k—1

L D2 PAP.
(tk+1 - tk) (tk+2 - tk) wy

Supposons que k£ > 3. On dérive une troisieme fois.

X (to) A X} (to) =

Y = (@ 2y X + 32y X + 3y X" + 2o X"

donne
wi det (X} (to), Xi (to), X/ (to)) = det(xhX + 20X’ 2 X 4+ 22) X’ + 20 X",
g X + 3z X' + 3z, X" + xo X"
= det(Z'(to), 2" (to), Z" (to))
Bk —1)2k -2
g ) ( B} ) det(wlPl,wng,w3P3)
(te+1 — t0)? (tkt2 — to)? (tk+s — to)
soit 13k 21
-1 -2
det (X (o), X1 (to), X1 (t0)) = k= D=2 L gy

(tk1 — t0)* (te2 — t0)*(tkts — o) wj

et on conclut avec la formule
B det(X’,X”,X”’)

HX//\X// HQ

Corollaire 120 Soit k > 2. Soient t et t deur vecteurs de moeuds tels que to (resp t., soit de
multiplicité k + 1. Soient P et P deux polygones de contréle dont le premier coté est de longueur
non nulle. Soient w et W deux vecteurs de poids tels que wg, Wy, Wy_k_2 €t Wm_k_1 Sont non
nuls. On note Xy et Xy les courbes B-splines rationnelles de degré k associée d ces données.
Notons «v la courbe obtenue en mettant ces deux NURBS bout d bout. Alors

o La courbe « est de classe GO si et seulement si Py = Pp_jp_1 ;

o v est de classe G' si et seulement si Py = Pn_j_1 et les points P_j_o, Py et Py sont
alignés dans cet ordre sur une droite D ;

o v est de classe G2 si et seulement si Py = pm__k_l, les points P_k_2, Py et Py sont alignés
dans cet ordre sur une droite D, les points Pp,—k—3, Ps et la droite D sont dans un méme
plan 7 et I’équation

tey2 —tywiwe A b — tn—g—2 Wim—p—3Wm—k—2 A

2
tht1 — . w§

— - . il
Aty — tm—k—1 W2 el

est satisfaite, ot A (resp. A) est l'aire algébrique du triangle PoPy Py (resp. Pt 3Pt 2Pm 1)
dans le plan w et ¢ (resp. ¢) la longueur du coté PoPy (resp. Pp—k—oPm—k—1).

Preuve. On combine la proposition 119 avec le théoreme 5 du cours sur la courbure des courbes.
L’hypothese de coplanarité garantit que les NURBS ont la méme normale en Py. L’équation
comporte une égalité de signes. Elle entraine d’une part I’égalité des courbures, et d’autre part le
fait que les normales orientées coincident. m

Remarque. De la méme facon, on peut écrire la condition de raccord G2, en dimension 2 ou
bien en dimension 3 lorsque Py n’est pas un point d’inflexion. La condition d’égalité des dérivées
de courbure est plutoét compliquée.

Remarque. Etant donnés deux polygones de controle satisfaisant aux conditions d’alignement
et de coplanarité du corollaire 120, il est toujours possible d’ajuster les poids pour compléter la
continuité G2.
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Exemple. Partons de la courbe en bosse de l'exercice 62. Tachons de la raccorder a une droite
horizontale en gardant le méme polygone de controle et le méme vecteurs de noeuds. II suffit
d’annuler la courbure, par exemple en introduisant les poids ws = 0, wg = w1 = ws = wy = 1.
La courbe obtenue est un segment de droite. Pour raccorder la courbe en bosse au cercle de rayon
1 de tangente horizontale en (—2,0), situé au-dessus de la courbe en bosse, il suffit de rendre
la courbure égale & 1. Or la courbure vaut initialement 2/3(2 — a)®. On pose wy = wy = 1,
w1 = wy = w3 = 6 — 3a. Pour raccorder la courbe en bosse a 'autre cercle de rayon 1 de tangente

horizontale en (—2,0), il suffit de changer un signe, par exemple celui de ws.

Exercice 71 Sans changer de polygone de contrile, peut on déformer la courbe de Bézier cubique
de lexercice 56 en une courbe de Bezier cubique rationnelle v telle qu’en raccordant v a sa translatée
de vecteur (2,0), on obtienne une courbe de classe G* ?

6.7.7 Effet des poids

On se limite au cas ou les poids sont positifs ou nuls. Clairement, si on décrit un point @ de R"
comme barycentre de points P; avec poids positifs ou nuls w;, lorsque le rapport w;/ Y w; tend
vers l'infini, le point @ se rapproche de P;. Par conséquent, augmenter le poids d'un point de
controle rapproche la courbe de ce point. On trouvera des figures illustrant ce phénomene dans le
livre [HL].

6.7.8 Généralisation

Soient Qq, . .., Q. des points de R™. Considérons la courbe paramétrée

Fo X (1) = 2B

> Bik(t)
Si les poids w; sont tous non nuls, alors X est la courbe B-spline rationnelle associée aux points
de contréle P; = w; 1Q;. Si on autorise que certains poids soient nuls, on obtient une classe plus
large de courbes. Partant d’une vraie NURBS (w; # 0), faisons tendre certains poids (mais pas
tous) vers 0. Les points P; correspondant tendent vers l'infini dans la direction @);. Autrement
dit, les Q; tels que w; = 0 doivent étre considérés comme des vecteurs indiquant qu’'un point de
controle P; est parti & Uinfini. Ce point de vue est développé dans le livre [N] de G. Farin.

6.8 Interpolation

Interpoler une famille de N points (); de R™ par une courbe B-spline, c’est trouver une courbe
B-spline qui passe par ces points. Le probleme se divise en deux phases.

Premiere phase : On se donne un vecteur de noeuds t, N valeurs s; € [to,tn] et on cherche
un polygone de controle P tel que la courbe B-spline X, correspondante satisfasse X (s;) = Q.
L’interpolation se traduit alors par la résolution d’'un systeme linéaire.

Deuxieme phase : on cherche a optimiser le choix des valeurs s; puis du vecteur de noeuds.
C’est typiquement non linéaire.

6.8.1 Le probléme linéaire

Il y a des conditions nécessaires sur les valeurs s;. Par exemple, supposons que k£ = 1 et que 3 des
s; soient dans le méme intervalle [¢;, t;41[. Comme X est affine sur [t;,¢,11[, elle ne peut interpoler
3 points @); que si ces points sont alignés. On va donner une condition nécessaire et suffisante dans
deux situations,

1. lorsquem=N+k, to=---=tpetty,,_pr=-=tn;

2. lorsque N est impair, Qj+n = @, sj+n = s; + 1, tixn = t; + T, on cherche un polygone de
controle fermé P,y ny = P; de sorte que la courbe interpolante soit périodique.
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Le probleme a résoudre s’écrit

N-1

Vji=0,...,N—1, Y Bix(s;,)Pi=Q;.
1=0

Il possede une solution unique si et seulement si la matrice carrée A de coeflicients A; ; = B; x(s;)
est inversible.

Lemme 121 Si la matrice A est inversible, alors ses coefficients diagonauzr Bj(s;) sont non
nuls.

Preuve. Supposons que A;; = B, k(s;) = 0. Alors ou bien s; < t;, ou bien s; > t;yp41. Si
sj < t;, alors pour tout ¢ > j et tout £ < j, s, < t; et donc A,y = B; 1(s¢) = 0. Par conséquent,
les j + 1 premiéres lignes de la matrice A ont leurs N + 1 — j dernieres composantes nulles. Elles
sont nécessairement linéairement dépendantes, et A n’est pas inversible.

De méme, si s; > t;ix+1, alors pour tout ¢ < j et tout £ > j, sp > t; 441 et donc Ay =
B k(s¢) =0, et A n’est pas inversible. pour la méme raison. =

Remarque. D’apres la proposition 99, B;k(s;) # 0 si et seulement si s; €]t;, tirr11] (cas

périodique) avec I'exception sg = tg ou sy—1 = t,, (cas ol les noeuds extrémes sont de multiplicité
k+1.

On va démontrer une réciproque du lemme 121. La preuve repose sur deux faits.
e les fonctions B-splines sont linéairement indépendantes ;

e une amélioration de la propriété de diminution de la variation.

Lemme 122 Sur chaque intervalle [t;, t;11] non vide, les fonctions B-splines de degré k non iden-
tiquement nulles sont linéairement indépendantes.

Preuve. On raisonne par récurrence sur k. Pour £ = 0, il n’y a qu’une fonction B-spline non
nulle par intervalle.

Les fonctions B-splines de degré k non identiquement nulles sur [¢;,t;41[ sont Bi—g ;- - ., Bi k-
Soient P;_g,...,P; des réels tels que la fonction X = ZBj,kPj soit identiquement nulle sur

J
lintervalle [t;,t;41[. D’apres le lemme 101,

: k
Xp= > Bj,k—lm(f’j - Pj_1).
=ik

Cette fonction est nulle sur [t;,¢;41[. D’apreés Phypothese de récurrence, les fonctions B;_g41 5—1,---,
B; 1—1 sont linéairement indépendantes sur cet intervalle, donc pour j =i—k+1,...,%, P;—P;_1 =
0. Autrement dit, P,_y = --- = P;. Il vient

Xy =P( Y Bjx)=P =0
j=i—k

donc Pj_ = --- = P; = 0 et on conclut que les fonctions B;_j,..., B, sont linéairement
indépendantes sur [t;,t;1]. =

Lemme 123 Soient t un vecteur de noeuds et P une suite de réels. On suppose

1. ou bien que les neuds extrémes sont de multiplicité k + 1, to = - =ty ettty = -+ = t,
et on note N =m —k ;
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2. ou bien que le vecteur de noeuds est périodique, t;on =t; + T ;
3. ou bien que Py=---=P,=0et Py_p=---=Px=0;
4. ou un mélange de 1. et 3.

Soit f la fonction déééfinie sur Dy = [to,tm] (resp. sur Dy = R/TZ) par

F6 =3 Bis(t)P.
=0

Notons Z(f) le nombre de composantes connexes de D¢ f~1(0) et Z(P) le nombre correspondant
pour le polygone P. Alors
Z(f) < Z(P).

Preuve.

Pour e réel, notons Pf = P; + ¢. La fonction B-spline correspondante est f¢ = f + €. D’apres
le théoreme de Sard (voir [M]), pour presque tout €, f€ et f~¢ g’annule transversalement donc
change de signe & chacun de ses zéros. Par conséquent, le nombre de zéros de Z(f*¢) est égal & la
variation. D’apres la propriété de diminution de la variation,

Z(fT)< N -1,

Notons v (resp. v, resp v_) est le nombre de composantes de f~1(0) au voisinage desquelles f
change de signe (resp. reste positive ou nulle, resp. reste négative ou nulle).

Cas périodique. Au voisinage d’une composante ot f change de signe (resp. reste positive ou
nulle), f€ posséde au moins 1 (resp. 2) zéros. Par conséquent

vt 20y € Z(f9), v+ 20 < Z(f7)
et ’égalité a lieu pour une fonction affine par morceaux, donc

2Z(f)

20+ 2v4 + 20
Z(f)+2(f7)
V(P) + VPe)
2Z(P).

IAIA

Cas ou les noeuds extrémes sont de multiplicité k£ + 1 ou bien le polygone P a ses sommets
extremes de multiplicité k + 1.

Comme f(to) = Py et f(tm) = Pn—1, leffet de bord (disparition d’un zéro par perturbation)
est le méme pour f et pour P. L’argument ci-dessus donne encore que Z(f) < Z(P). =

Théoréme 22 Soient Qo,...,Qn-1 € R™ des points a interpoler, soit t un vecteur de noeuds,
soient so < --- < sny—1 des réels distincts tels que pour tout j =0,...,N —1, Bjr(s;) # 0. On
suppose

1. ou bien quem =N +k,to=---=t ettt =" =1tm ;
2. ou bien que N est impair, Qjyn = Q;, Sjyn =5; + T, tixn =t +T ;
Il existe un et un seul polygone de contréle P (resp. un polygone fermé) tel que la courbe B-spline

de degré k associée satisfasse pour tout j =0,...,m, Xi(s;) = Q.

Preuve. On peut supposer que n = 1. Dans les deux cas, le nombre Z(P) est au plus égal
a N — 1. Dans le cas ou les noeuds extrémes sont de multiplicité k + 1, c’est évident. Dans le
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cas périodique, on remarque que la variation de P est forcément paire et inférieure ou égale a V.
Comme on a supposé N impair, la variation de P est au plus égale & N — 1, et elle majore Z(P).

D’apres le lemme 123, le nombre de composantes connexes de Z(X}) est au plus égal & N — 1.
Cela signifie que deux des s; sont dans la méme composante connexe de X, 1 (0), i.e. que la fonction

X}, est identiquement nulle sur un intervalle [tg, tg41[. D’apres le lemme 122, Py = --- = P, = 0.
Par conséquent, pour tout 7 =0,...,m,
l—k—1 m

Z Bi,k(Sj)Pi =0 et Z Bi,k(Sj)Pi = 0.

i=0 i=0+1
(resp.

N+e—k—1
Z Bi,k(sj)Pi = 0)
i=0+1

On peut donc raisonner sur les intervalles [to, t¢] et [tet1, tm] (resp. sur [tr11,tn+¢] et conclure que
tous les P; sont nuls. Ceci prouve que la matrice A est inversible. u

6.8.2 Interpolation d’une courbe

Si les points @; & interpoler sont les valeurs en s; d’une courbe paramétrée t — Y (t) € R™, on
souhaite que lorsque le pas max |s,+1—s;| tend vers 0, la courbe B-spline X}, converge uniformément
vers la courbe donnée Y.

On trouve dans [K], Theorem 8.33 page 176 et Theorem 8.34 page 178 les estimations suivantes,
pour un probleme d’interpolation légérement différent (on prescrit une dérivée & chaque extrémité).

Théoréme 23 Soit h = 1/m. On choisit un vecteur de noeuds uniforme périodique t; = ih,
sj =t; 4+ 2h, k= 3. Soit X3 la courbe B-spline de degré 3 telle que X3(s;) =Y (s;).
Si la courbe donnée Y est de classe C?,

1
1Y = X llpeo< ¥ [ Y7 |2 et ||V = Xg [l < AY2 Y 12 -
Si'Y est de classe C*, alors

1
1Y = Xz ze< 1—6h4 1Y@ e

Exemple. Interpolation d’'un polygone régulier a N c6tés par une courbe B-spline cubique
périodique.

Ici, Y (t) = cos(2xt), sin(2xt)), || YD (t) |= (2m), || Y@ || 2= (27)* donc
T \4
N )"
Pour que la courbe approche le cercle & 1078 pres, il suffit de prendre N = 314.

Y — X3 pe<(

6.8.3 Choix du vecteur de noeuds

Soient @; les points qu’on souhaite interpoler. On suppose données les valeurs s; du parametre en
lesquelles imposer les conditions X (s;) = @;. Comment choisir les noeuds ? Il faut s’assurer que
B 1(s;) est le plus grand possible. Un choix simple est

lo="--=1tk = So0;
P T B )
tizszk 2 Szt pour k+1<i<m-—k-—1;
t—k = =tm = Sm—1-

Par construction, Box(so) = Bm—1,k(Sm-1) = l et pour k+1 < i <m—Fk—1,s; > t; et
8j < tjyr+1 donc Bj k(s;) > 0. De plus, dans le cas ot les s; sont uniformément réépartis, ce choix
maximise B; x(s;).

Ce n’est pas toujours le meilleur choix, voir [HL], figures 4.36¢ et 4.36d page 206.
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6.8.4 Choix des valeurs ou imposer la condition d’interpolation

Etant donnés les points Q); a interpoler, quel est le meilleur choix des s; ? Pour éviter que la
dérivée de la courbe interpolantes soient grandes, il vaut mieux que des points Q); et Q1 éloignés
soient interpolés en des valeurs s; et s;11 éloignées. Autrement dit, il faut corréler les espacements
sj+1 — §; avec les distances || Q41 — Q; |-

Un choix simple consiste a poser

sj+1— 85 = Qj+1 — Q| -

Ce choix s’appelle la paramétrisation cordale (chordal parametrization). Elle a pour effet de
produire une courbe interpolante paramétrée a vitesse a peu pres constante.

Lorsque les distances || @11 — Q; || varient brutalement, il y a de meilleurs choix, voir [HL],
figures 4.36a et 4.36b pages 205 et 206.

6.9 Surfaces B-splines produits tensoriels

6.9.1 Définition

On étend naivement a la dimension 2 1'idée des courbes B-splines. Le domaine de variation des
parametres est un rectangle, produit cartésien de deux intervalles. On se donne deux vecteurs de

noeuds ug, ..., Uy, €t vg,...,Vy. On se donne, a la place d’un polygone de controle, un réseau
de controle (control net), i.e. des points P;; indexés par les couples de noeuds ¢ = 0,...,m,
s !/
j=0,...,m".

Définition 124 La surface B-spline de bidegré (k, £) associée auzx vecteurs de noeuds u et v et au
réseau de controle P est la surface paramétrée

’
moom

(’U,, ’U) — Z Z Bi7k(’u)Bjﬁg(’U)Pij.

i=0 j=0

Dans le cas particulier ou les deux vecteurs de noeuds sont de la forme (0,...,0,1,...,1), on parle
de carreau de Bézier (Bézier rectangular patch).

Si on se donne en plus un poids w;; pour chaque point de controle, la surface B-spline rationnelle
de bidegré (k,£) associée a toutes les données est la surface paramétrée

X Xt wisBiw(w)Bje(v) Py
Do 2o Wij Bik(u)Bje(v)

(u, )

Remarque. Noter que la restriction d’une telle surface paramétrée a toute droite du plan
(u,v) parallele & 'un des axes de coordonnées est une courbe B-spline (resp. rationnelle). Ce n’est
pas le cas pour les droites obliques.

Remarque. Il y a des généralisations moins naives des courbes B-splines aux dimensions
supérieures. En effet, il y a une théorie des fonctions B-splines en plusieurs variables, les splines
polyédrales, voir par exemple [R] paragraphe 4.7.

Lemme 125 Soit X ¢ la surface B-spline de bidegré (k,ell) associée auz vecteurs de noeuds u et

v et au réseau de controle P. Supposons que ug = - -+ = uy, est un noeud de multiplicité k+1. En

X 2X
i (ug,v) et 5 ;M (ug,v), coincident
u

tout point (up,v), les dérivées partielles par rapport a u,

avec les valeurs en v de deux courbes B-splines de degré £ associées auz polygones de contrile

k
Rl=— " (P — P,
i Uk+1_UO( 1 — Poj)
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et
k(k—1)
R} = Py — 2Py, + P
T (upr1 —uo) (upga — Uo)( % 15 1)
respectivement.
Preuve.

La courbe u +— X}, ¢(u,v) est la B-spline de degré k associée au polygone de controle
PZ(’U) = ZBJJ(’U)PH.
J

Si ug est un noeud de multiplicité k + 1, sa dérivée est donnée par la proposition 110

0Xko k
’ L =) _pP
B (o, v) . Uo( 1(v) — Po(v))
k
= ) Bjulv)———(Py; — Py),
5 Uk41 — Uo

qui est la valeur en v de la courbe B-spline de degré ¢ associée au polygone de controle

k
Rl=—"  _(p.—Py).
T U —uo( Y 05)

Le mécanisme est le méme pour la dérivée seconde. m

6.9.2 Condition suffisante de raccord pour des surfaces B-splines

Les quantités mises en oeuvre dans le théoreme du cours sur la courbure des surfaces ne sont pas
données par des formules simples (bien que le calcul soit immédiat & 1’aide de 'algorithme de de
Casteljau), car elles sont non linéaires. Néanmoins, on peut donner une condition suffisante, mais
non nécessaire, de raccord.

On se donne deux surfaces B-splines qu’on cherche a recoller le long d’une courbe a u constant.
On donne les conditions pour que les courbes & v constant présentent un raccord G* (resp. G?)
pour tout v.

Proposition 126 Soient u, v et @ des vecteurs de noeuds. Soient P et P des réseaux de contréle.
On suppose que

® Uy ="' =Uk €l Ump—f =+ = Um ;
e pour tout j, Po; = P(m_k_l)j ;
e il existe une constante A > 0 telle que pour tout j,

Plj — POj = A(p(m—k—l)j - p(m_k_Q)j)'

Alors la réunion des deux surfaces B-splines de degré k Xy, (resp. X}.) associées auz noeuds
u et v et au réseau de controle P (resp. aux noeuds @, v et au réseau de contréle P) est
une surface de classe G'. Supposons de plus que

o il existe des constantes 1 > 0 et p' telles que pour tout j,
Py —2P1; + Py; = ,U/(p(mfkfl)j - 2p(mfk72)j + P(mfkfii)j) + :U’/(Plj - Poj);

e pour tout j,
po (Upgo —u0)(Um — Um—p—1)

A? (uk1 — 10) (Um — Um—k—2)
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Alors la réunion Xy U Xkye est une surface de classe G2.

Preuve. Ces conditions linéaires sur les réseaux de controle entrainent pour chaque v, des rela-
tions analogues pour les dérivées

Upt1 — ug OXp e — k-1 OXp ¢

Um _
L au (UO,U) =A k au (Um, ’U)
et
(ugt1 — uo) (Uugt2 — up) 0* Xy e (U = U—pm1) (= Up—p—2) O* X,
k(k— 1) gz (Mov) = p k(k—1) guz ()
JUk+1 — U OX g p
T gy oY)

La premiere entraine I’égalité des tangentes orientées et donc le raccord G, d’apres la proposition
115.
De la seconde, on tire que

(w1 — o) (U2 — uo) OXk e A 0? X0 . (U, — Wp—t—1) (U — Un—r—2) O X0 A 0? X4
k2(k—1) ou ou? K k(k—1) ou ou?

qui entraine 1’égalité des normales orientées. Si de plus

po (uggo — uo)(Um — Um—p—1)

A? (uk+1 — 60) (Um — Um—k—2)’

alors les courbures coincident. Par conséquent, pour chaque v, les courbes u — Xy ¢(u,v) et
u +— X ¢(u,v) satisfont les conditions de raccord G? de la proposition 115. Le corollaire du cours
sur le courbure des surfaces montre alors que les surfaces se raccordent avec régularité G2.

6.9.3 Raccordement le long d’une droite

Les conditions suffisantes de raccord de la proposition 126 ne sont évidemment pas nécessaires.
Par exemple, pour raccorder une surface B-spline a un demi-plan, il suffit que le réseau de controéle
soit contenu dans le plan considéré.

Toutefois, dans le cas particulier ol la courbe de suture est une droite (& l'ordre 2 il faut en
plus que le plan tangent soit constant le long de cette droite, ce qui est le cas pour les cylindres et
les cones), on peut donner une condition suffisante qui est génériquement nécessaire.

Proposition 127 Soient u, 4, v des vecteurs de noeuds. On suppose que ug = --- = uy et
Uk =+ = Upy. Soit P un réseau de contréle tel que la surface B-spline Xk,é correspondante
soit bordée par une droite D. Soit P un autre réseau de contréle, et Xy, la surface B-spline de
bidegré (k,f) correspondante.

e Pour que les surfaces Xy et Xy se raccordent GO, il faut et il suffit que les points Po;
soient sur D.

e Supposons que pour tout j, Po; = P(m_k_l)j. Notons T un vecteur directeur de la droite D
qui borde Xy . Pour que le raccord soit de classe G, il suffit qu’il existe une constante A
telle que pour tout j,

(P1j — Poj) AT = MPn—k—1); — Pin—k—2);) AT,

et c’est génériquement nécessaire.
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o Supposons de plus que le plan tangent @ X ¢ est constant le long du bord, de vecteur normal
I. Pour que le raccord soit de classe G2, il faut et il suffit que pour tout j,

Uk+1 — U0 2 Um — Um—k—1
Ukt — UO( 23 OJ) Uy — ﬁm7k72( (m—k—1)j (m—k 3)])

Preuve. Siles points de controle Py; sont sur D, la courbe B-spline v — X}, ¢(uo,v) est contenue
dans D.

Inversement, notons pr la projection parallelement & D = X}, ¢ sur un plan 7 transverse a D.
S’l y a raccord G°, c’est que la courbe v — Xk,e(ug,v) est contenue dans la droite D, donc sa
projection est constante (mettons, égale 4 0). On a donc pour tout v

Z B; «(v)pr(Po;) = 0.

Comme les fonctions B-splines non nulles sur un intervalle entre deux noeuds sont linéairement
indépendantes (lemme 122), cela entraine que pr(FPp;) = 0 pour tout j, i.e. que les points Py; sont
sur la droite D.

Supposons que pour tout j, Py; = P(m,k,l)j et

(Prj — Poj) AT = MPin—k-1); — Pim—i—2);) A T,
ou A ne dépend pas de j. Alors, comme dans la preuve de la proposition 126, pour tout v,

U — Um—k—1 an,é
k ou

Ukt1 — o OXp g
k ou

(ug, v) AT = A

(T, v) A T.

OXpp

Xio .
: (Tm,v) sont coplanaires, donc les deux sur-

(ug,v) et
faces ont méme plan tangent en chaque point de leur bord, et le raccord est de classe G'!.

La condition que pour tout j, Py; = P(m_k_l)j n’est pas nécessaire mais on la suppose satisfaite,
car c’est seulement dans ce cas que la condition de raccord G est linéaire. Supposons le raccord
de classe G'. Alors pour tout v, les plans tangents en Xk,e(ug,v) aux surfaces XH et Xy 0 sont
égaux, donc les vecteurs

Par conséquent, les vecteurs 7,

_ A(v)
Um mek*l agk’e (ug,v) AT = | B(v)
“ C(v)
et ( )
S Ev
7“1%1/{* 4o _&;(k,e (Um,v) AT = | F(v)
" G(v)

sont colinéaires. Pour un choix générique du réseau de contrdle P, les polynomes A et B (resp. A
et C') sont premiers entre eux, donc I'égalité AF — EB = 0 (resp. AG — EC = 0) entraine que C
divise G, B divise F' et A divise E, donc il existe un polynéme H tel que E = HA, F = HB et
G = HC. Comme les polynoémes en jeu sont de méme degré ¢, nécessairement H = X est constant.
Or

E A
Fl-\|B
G C

est la courbe B-spline de degré ¢ associée au polygone de controle

(Prj = Poj = A(Pm—t—1)j = Plm-r-2)) A T-
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Si elle est identiquement nulle, tous les points de contréle sont nuls, donc pour tout j,
(P1j — Poj — MPim—k-1)j — Pim—r—2);)) A7 =0.

Supposons que le plan tangent & la surface X k¢ le long de D est constant, de vecteur normal T".
Pour toute surface X contenant D et de vecteur normal constant, égal a ', le long de D, la seconde
forme fondamentale en tout point P du bord est dégénérée, avec 7 comme direction principale, de
courbure principale nulle. En effet,

r
Hp(T,w)zg—v-w:0

pour tout vecteur w € TpX. Par conséquent II p(w) ne dépend que de la composante orthogonale
a 7 de w. Soient w et w deux vecteurs orthogonaux a I'; et tels que

wAT=wAT#0.

Alors les surfaces X k.0 et Xi ¢ ont méme seconde forme fondamentale en P si et seulement si
IIp(w) = I p(w).

Au point P = X}, ¢(ug,v), on choisit

ang ané

W = MUy, — Upm—k—1) = (U, v) et w= (ug+1 — uo) = (ug, v).
or X 0?X
I p (=5 (0, ) = T+ =3 (uo, )
et le lemme 125 donne
0? X0 k(k—1)

Pyi — 2Py + Py,
Ug41 — Uo) (Ukto — Uo)( % 15+ Foy)

W(uoa v) = ;qul(

donc 'identité -
IIXk’g(uO,U) ('LD) = I[Xk,g(uO,U) ('LU)

est satisfaite pour tout v si et seulement si pour tout j,
Uk+1 — UQ o Um — Um—k—1, 5 —
————(Py; — Pyj) ' =N—————(P—t—1); — Pin—r—3);) - .
P g P2 = Foi) Ty Lm=k=1)j = Plm—r—3);)

On conclut a ’aide du théoréme du cours sur la courbure des surfaces. m

6.10 Surfaces NURBS

6.10.1 Définition

Définition 128 Une surface NURBS dans R3, c’est la projection centrale d’une surface B-spline
produit tensoriel dans R*. Autrement dit, on se donne deux vecteurs de noeuds, un polyédre de
controle et un poids w;; pour chaque point de contréle P;j, et la surface associée est paramétrée
par
>ij Biw(w) By (v)wi; P

> Bik(w) B (v)wi;

De la sorte, les courbes a u constant et a v constant sont des NURBS.

(u,v) — X (u,v) =
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6.10.2 Surfaces de révolution

Proposition 129 Soit v une NURBS de degré k tracée dans un plan 11 et soit D une droite de
II. La surface de révolution obtenue en faisant tourner v autour de D est une NURBS de bidegré
(2,k).

Preuve. Montrons le pour un quart de cette surface (pour obtenir la totalité de la surface par
une paramétrisation périodique, utiliser I’exercice 68). On va utiliser la paramétrisation rationnelle
d’un quart de cercle,

1—u? 2u

UH(1+u2’1+u2

).
On voit cette courbe comme la projection centrale de la courbe de Bézier quadratique o de R3
donnée par

urs o(u) = (1+u? 1 —u?, 2u).

On peut supposer que la droite D est 'axe Oz et II le plan des = et z. Notons Fy; le polygone de
controle de 7y, woj; les poids et Ro; = (woj;, woj Poj) € R*. Notons v le parametre sur y. On veut qu’a
v constant, u — X (u,v) soit le quart de cercle du plan {z = z(v)} d’origine v(v) = (z(v), 0, z(v))
et d’extrémité (0,y(v), z(v)), paramétré rationnellement. On pose donc

2

*(v) 13
X(u,v) = | 2(v)Fe
z(v)
1—u? 2u
1+u? 1+u? 0

Soit

c(v) = Z Bj (v) Roj

la courbe B-spline dans R* dont la projection centrale est 7. Posons

1+u? 0 0 0
0 1—u? —2u 0
Y(wv) = o 1-wr o |
0 0 0 1+u?

Alors Y (u,v) = (o9 (u)eo(v), oo(uw)eo(v) X (u,v)). Autrement dit, X est la projection centrale de Y.
Il reste & montrer que Y est une surface B-spline produit tensoriel. Décomposons la matrice

1+u2 0 0 0

0 1—u? —2u 0

M (u) = 0 2 1—-u2 0
0 0 0 1+u?

dans la base des polyndémes de Bernstein de degré 2. Il vient
M(u) = (1 —u)*My + 2u(1 — u) My + u* M,

ou

My =

SO o=
o o= O
o= oo
— o O O
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1 0 0 O
01 -1 0

Mi=1o1 1 o|
0 0 0 1
2 0 0 O
0 0 -2 0

M2=10 2 0 o0
00 0 2

11 vient
Y(u,v) = M(u)e(v)

= (Z Bi,2(U)Mi)(Z Bj k(v)Roj)

> Bis(u)Bjk(v)Ry;
i

ol R;; = M;Ry;. On conclut que Y est une surface B-spline produit tensoriel de bidegré (2, k),
donc X est une surface NURBS.

Le polyedre de controle de X s’obtient a partir de celui de v comme suit. Les FPy; sont les
points de controle de . P; est 'image de Py; par la rotation de 90° autour de 'axe Oz, et Py
est I'image de Py; par la rotation de 45° autour de I'axe Oz suivie d'une dilatation d'un facteur
v/2 dans les directions horizontales.

Les poids pour la surface X sont les w;; = wjw; o les w] sont les poids 1, 1 et 2 du quart de
cercle et les w; sont les poids de 7. =

Exercice 72 Déterminer le polyédre de contréle et les poids pour un quart de cylindre droit d’axe
vertical, de hauteur h et de section circulaire de rayon 1 et pour un huitiéme de la sphére unité.

Exercice 73 Soit V un vecteur de R3. Soit v une courbe NURBS dans R3. Déterminer le
polyédre de controle et les poids pour la surface balayée par la translation de v le long de V.

Exercice 74 Soit Q un point de R3. Soit v une courbe NURBS dans R3 ne passant pas par Q.
Déterminer le polyédre de contréle et les poids pour le cone de sommet Q sur vy, i.e. la Téunion
des segments reliant (Q aux point de 7.

6.10.3 Surfaces de balayage
La terminologie de ce paragraphe et du suivant est empruntée a CATTA.

Une surface de balayage (sweep surface) dépend de la donnée de trois courbes
1. La courbe guide(guide) g, dans l'espace.

2. Le profil (profile) p, dans un plan.

3. L’épine dorsale (spine) s, dans I'espace.

Lorsque I’épine dorsale est une droite, I’idée est de translater le profil le long de la guide. La surface
obtenue a pour bord deux translatées de la guide et deux translatées du profil. Plus généralement,
on souhaite, tout en le translatant, faire tourner le plan ou se trouve le profil. Dans le cas général,
I’épine dorsale sert & spécifier un plan mobile via son plan normal. Plus précisément, soit F'(u) la
rotation de l'espace qui amene le repere de la scéne sur le repere de Frenet (ses colonnes sont les
composantes des vecteurs 7, v et b dans le repere fixe). Alors la surface de balayage est obtenu en
appliquant la rotation F'(u)F(0)~! au profil, puis en le translatant de g(u). Noter le parametre u
commun & s et g : on dit que g et s sont couplées.
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~ profil

A
profil

Figure 6.1: Loft servant & raccomoder une surface brisée

Définition 130 FEtant données une courbe plane p et deux courbes gauches g et s couplées, i.e.
paramétrées par le méme parametre, la surface de balayage correspondante est paramétrée par

X (u,v) = g(u) + F(u)F(0)'p(v).

ot F(u) est la matrice dont les colonnes sont les composantes des vecteurs 7, v et b du repére de
Frenet de s dans le repere fize.

Exemple. Une surface de révolution peut étre vue comme une surface de balayage. Le profil est
la méridienne, dans un plan. La guide et 1’épine dorsale sont des cercles dont ’axe est ’axe de
révolution.

Exemple. Un tube est une surface de balayage pour laquelle le profil est un cercle, la guide et
I’épine dorsale coincident.

Exemple. On peut prescrire le bord de la surface, pourvu que deux arétes opposées soient
translatées 'une de 'autre. Par exemple, imaginons qu’on casse une surface en deux le long d’une
courbe g et qu’'on translate une moitié. On construit des raccords plans pour les courbes qui
formaient le bord de la surface initiale. Alors une surface de balayage a spine rectiligne convient
pour raccorder la surface brisée, voir figure 6.1.

Exemple. Les surfaces de balayage, et plus généralement les lofts, ont plus de degrés de liberté
et permettent de traiter des situations plus générales.

Par exemple, pour une surface de balayage, on peut prescrire le bord, a condition qu’il soit
formé de deux translatés de la guide et de deux images du profil par des déplacements. En effet,
soient IT et II’ les plans contenant les deux copies du profil. Soit IT” un plan perpendiculaire & IT
et a IT'. Si la seconde copie est obtenue & partir de la premieére par une rotation d’axe parallele &
I1, toute courbe tracée dans IT” et coupant orthogonalement II et I’ peut servir d’épine dorsale.

Clairement, si g, p et u+— M (u) sont des NURBS, la surface de balayage est rationnelle, donc
c’est une surface NURBS. On décrit deux exemples de surfaces de balayage pour lesquelles ont
peut préciser le réseau de controle.

Proposition 131 Si s est une droite et si g et p sont des NURBS de degrés k et k', la surface
de balayage est une surface NURBS de bidegré (k,k"). Si P; (resp. w;) sont les points de contrile
(resp. les poids) de g et Q; (resp. w}) les points de contréle (resp. les poids) de p, alors le réseau
de contréle de la surface de balayage est P; j = P; + Q; et ses poids sont w; j = w;w}.

Preuve. Lorsque I’épine dorsale est une droite, la surface de balayage est paramétrée par

X(u,v) = g(u)+p(v)
S Biw(ww P 325 Biw (v)w;Q;
> Bik(uw)w; > Bjw (v)w)
>0 Bik(w) By (V)wiw} (P + Q)
>, BB way,
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Remarque. Si I’épine dorsale s est une NURBS, les vecteurs 7, v et b du repere de Frenet, qui
ne dépendent pas linéairement de s, ne sont pas des NURBS en général. Il sera donc nécessaire
de les remplacer par des B-splines obtenue par exemple par interpolation. C’est pourquoi I’énoncé
suivant répond bien aux exigences de la pratique.

Proposition 132 Soit p une courbe NURBS plane de poids w}, de points de contréle @QQ;. Soit
g une courbe B-spline gauche de points de contrdle P;. Soit uw — M(u) une courbe B-spline dans
l’espace des matrices 3 x 3, de points de controle M;. On suppose M couplée a g, avec méme degré
et méme vecteur de noeuds. Alors la surface paramétrée par

X(u,v) = g(u) + M(u)p(v)

est une surface NURBS de poids w; ; = w’; et de réseau de controle P; ; = P; + M;Q;.

Preuve. Par hypothese,

M(u) = Z Bi i (u)M;,

g(u) = Z Bik(u)P;

et
2 Biw (0)wiQ;
R S O

Il vient

X(u,v) = > Biw(u)Bjw (v) }(l/Di + M;Q;)
j

w
> Biw(vw
qui est bien la surface NURBS de poids w; ; = wé et de réseau de controle P; ; = P; + M;Q);. =

Remarque. Sig et M sont des NURBS de degré k, alors la surface de balayage est une surface

NURBS de bidegré (2k, k'), dont le réseau de controle est donné par une formule moins simple.
6.10.4 Surfaces de remplissage
Une surface de remplissage (Loft) est déterminée par

e une courbe guide (guide) g dans 'espace ;

e deux profils (profiles) pg et p; tracés dans un méme plan ;

e une épine dorsale (spine) s dans lespace.

Comme dans le cas de la surface de balayage, la guide sert a translater le premier profil, I’épine
dorsale sert a spécifier une famille de matrices w — M (u). Pour compléter la description, il
faut spécifier un procédé de déformation continu du premier profil au second. Choisissons une
déformation affine

w— (L= u)po(v) + ups(v).

Définition 133 Ftant données deux courbes gauches g et s et deux courbes pg et p1 tracées dans
un meéme plan, la surface de remplissage correspondante est paramétrée par

X (u,v) = g(u) + F(u)F(0) ™ ((1 = w)po(v) + up1(v))

ot F(u) est la matrice dont les colonnes sont les composantes dans le repére fize des vecteurs 7(u),
v(u) et b(u) du repére de Frenet de s.
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Proposition 134 Soient p; et ps deux courbes B-splines couplées, ayant méme degré et méme
vecteur de noeuds, tracées dans un méme plan. Soit g une courbe B-spline dans l’espace. Soient
u— Mo(u) et u— My(u) deuzx courbes B-spline dans Uespace des matrices 3 x 3, couplées a g, de
méme degré et méme vecteur de noeuds. Alors la surface paramétrée par

X(u,v) = g(u) + Mo(u)po(v) + Mi(u)p1(v))
est la surface B-spline (resp. une surface NURBS) de réseau de contréle P; ; = Pi—i—MiOQ?—i—MZ—lQ}.

Preuve. Par hypothese,
M(u) = ZBi,k(U)Mi;

g(u) = Z Bix(u)P;

et

po(v) => Biw(®)QS, pi(v) =) Bjwx)Q;
J J
11 vient

X (u,v) = Bik(u)Bjw (0)w) (P + MPQ) + M} Q}). =
,J

Remarque. A quelle condition une surface de balayage ou de remplissage est-elle réguliere ?
L’expérience semble prouver qu’il vaut mieux choisir la spine la plus simple possible. Lorsque c’est
possible, une droite a des chances de donner le meilleur résultat.

6.11 Appendice: Résolution numérique d’un probleme d’in-
terpolation par une courbe B-spline

On va traiter le cas le plus favorable.

Supposons que k = 3, que le vecteur de noeuds est uniforme ¢; = ¢ et que s; est au maximum de
la fonction B3, i.e. s; =t;+2 et B;3(s;) = 2/3. On se donne un polygone périodique (Qm = Qo)
a interpoler et on cherche un polygone de controle périodique. On peut supposer que n = 1. 1l
s’agit de résoudre le systtme AP = Q pour Q et P € RN et A;; = B;3(s;). Cela s’écrit (les
indices sont modulo N)

1 2 1
8 j71+§ jJrg i1 = Q.
La matrice A est symétrique. Les coefficients non nuls de A se rangent dans au plus 4 diagonales.
De plus (on utilise la structure euclidienne de RY), la matrice A est coercive,

1
App >3 P>

Cela indique que la résolution devrait étre efficace. On applique la méthode du gradient conjugué.

6.11.1 Rappels sur la méthode du gradient conjugué

Soit E un espace de Hilbert et ¢ une forme quadratique définie positive sur E, g(z) = Az - x.
Alors z est solution de I’équation Ax = y si et seulement si x est le minimum de la fonction
z f(z) = %Az -z —y - z. La méthode consiste a chercher les minima x, de la fonction f sur les
sous-espaces vectoriels croissants

E, = vect{y, Ay,...,A"y}.

Alors x, — x,—1 est donné par une formule simple au moyen de produits scalaires. La suite x,
converge vers la solution véritable x.,. En particulier, si E est de dimension N, alors £y = ZToo-
L’expérience prouve que x5 est souvent déja tres proche de r.
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Proposition 135 On définit trois suites x,, v, et e, par xg = 0, vg = y, les relations de récurrence

x -7 €r * Up
r+1 — Lpr — T
Av, - v,
AUT cer1
VUr41 = €r41 — Av v (%N
r* Ur
et
er = Az, — y.

Alors la fonction f:x+— %Am -x —y -z atteint son minimum sur E,. en x,.. La suite x, converge
vers l'unique solution xs de 'équation Ax = y. De plus, on a l’estimation a posteriori

A(Too — Tr) * (Too — @) = € - (Tpg1 — ).
Si A est coercive, i.e. |x]|>?< C Az -, on a lestimation a posteriori

[ 200 — 2, [|[< C || Az —y |-

Preuve. Définissons z,, comme le point de F, ou la restriction de f a F, atteint son minimum.
Il existe et est unique par stricte convexité. Pour la méme raison, si F., est 'adhérence de la
réunion des F,., la fonction uniformément convexe f atteint son minimum sur F., en un unique
point & .

On utilise le produit scalaire associé a la forme quadratique g,

a-ab=Aa-b.

Relativement a cette structure euclidienne, les ensembles de niveau de f sont des sphéres centrées
en Ts.. Les ensembles de niveau de la restriction de f a FE,. sont des sphéres centrées en x,.. Soit
s < r —1. Au point zs; ou f atteint son minimum sur F; cette sphere est tangente & Fg, donc
T, —xs La Fs. En particulier xoo — x5 L 4 Fs.

Posons e, = Az, —y. Alors e, € E.41. Or e, = A(z, — o) L F,, donc en particulier
er-ep._1=0.

Considérons la suite v, définie par vy = y et par la relation de récurrence

Ur *A €r41

Up41 = €p41 — ﬁvr.
T T

Montrons par récurrence sur r que v, € E,.41, v, L4 E, et

€y - Uy
Tpyl = Ty — Aivr.

Ur = Uy
Lorsque r = 0, vg = y € Ey par définition et Fy = {0}.
Supposons connu que v,_1 € B, v,_1 L E,._1 et

€r—1-°Ur—1

Ty = Tpr—1 —
AUT—I *Ur—1

r—1-

On remarque que e, € AE,. C E.y1 donc v, € Epy1.

D’autre part, Too — @ La E,, donc e, = A(voo — 2,) La A7'E,. Or AE,_; C E, donc
er La E._1. Comme v, est un vecteur du plan engendré par e, et v._1, il est orthogonal a F,_1.
Par construction, v, 1L 4 v,._1.

Si v,._1 = 0, alors d’apres '’hypothese de récurrence, x, = x,._1, donc e, = e,_1. Comme
er - er,—1 = O, nécessairement e,_; = 0, donc o, = z,—1. On conclut que z,1 = z,, v, =0 et la
relation de récurrence pour x,,1 est satisfaite.

On peut donc supposer que v,_1 # 0. Alors F,. est engendré par F,._y et v,._1, donc v, L 4 F..

Si v, = 0, alors e, est colinéaire a v,_1. Or e, L E,_;. Nécessairement e, = 0, donc x,41 = x,
et la relation de récurrence pour z,41 est a nouveau satisfaite.
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On peut donc supposer que v, # 0. Alors v, est une base de 'orthogonal de E,_; dans E,.,
donc il existe un réel A tel que z,41 — 2, = Av,. Comme cette valeur de A minimise f(x, + Av,.),
nécessairement
72Er'AUr*y'Ur

A\ =
Ur A Ur
comme annoncé.

Par construction, la distance (mesurée au moyen de 2 — AX - x) de o, au sous-espace E,. est
atteinte en x,. Comme la réunion des E, est dense dans F,, cette distance, égale & A(xoo — ;) -
(oo — r), tend vers 0. Remarquer que les vecteurs x,11 — x, sont deux & deux orthogonaux (ils
sont colinéaires aux vecteurs obtenus en orthonormalisant la base y, Ay,...,A"y...). On a donc

ZA(:Z:TJF:[ — ) (Trp1 — ) = AZoo * Too-
r=0

Enfin,
[2r —2oo [I” < CA®r — 20) - (27 — Too)
= (Az, —y) - (vr — 2)
< Az =yl 2 — 2o ||
d’ou

[Too =2 |<C || Az —y|| . m

6.11.2 Méthode de Jacobi

On peut aussi utiliser la méthode de résolution de Jacobi (voir [K], Theorem 4.2 page 55). Soit D
est la diagonale de A. Alors

Az =y r=-D'A-D)r+D 'y

et on itere la transformation affine z — —D~Y(A — D)z + D~ 1y. Celle-ci est contractante lorsque
R™t! est muni de la norme ¢'. En effet,

¢ =DM (A = D) llp—p=max{|A;| 7" Y|4zl 5 j=0,...,m}
i#)

qui dans le cas présent vaut ¢ = 1/2. Posant 2o = O et
Zys1 =D (A=D)a, + D'y,

on peut affirmer que la solution z satisfait

q” -1
[z -2y [o< —— [[ D7 y|ler -
v 1_q

v
— 2171/

et dans le cas présent
—q
Exemple. Interpolation d'un polygone régulier a m cotés par une courbe B-spline cubique
périodique.
Le polygone a interpoler (la donnée y) est

Q; = (cos(2mj/m),sin(27j/m)).

Munissons (R?)™ de la norme

1Qla=>_11Q;1l-

Jj=1
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Alors 5
m
D™y ||= =
107y I= =
donc apres v itérations, la distance ¢! & la solution vaut au plus 12m/2”. Si m = 10, pour que la
somme des erreurs (distances de la courbe aux points & interpoler) soit inférieure & 1078, il suffit
de 33 itérations. L’estimation

R I el E Ry

indique qu’il suffit de s’arréter lorsque || 2, — 2,1 || < 1078,
Noter que chaque itération nécessite moins de 10m opérations arithmétiques et une capacité de
stockage du méme ordre.
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Solutions des exercices

Solution de I’exercice 1. Hyperboloides.

La différentielle de I’équation de X, est 2zdx + 2ydy — 2zdz qui s’annule a l'origine. Si € # 0,
lorigine n’est pas sur X, donc X, est une surface lisse. Si € = 0, X, n’est pas une surface lisse
au voisinage de 0. En effet, supposons qu’il existe un difféomorphisme ¢ qui redresse Xy sur un
plan vectoriel 7. Alors pour t assez petit, m contient la courbe ¢ — ¢(t,0,t) donc 7 contient son
vecteur vitesse dpd(1,0,0). Pour la méme raison, m contient dp¢(0,1,0) et dp¢(1,1,v/2). Or ces
3 vecteurs forment une base R3, donc aussi leurs images par la différentielle dp@, contradiction. =

Solution de 1’exercice 2. Projection d’une courbe.

La différentielle d’une projection orthogonale est la projection orthogonale sur un plan vecto-
rielle. Par conséquent, la dérivée de t — pr(c(t)) est pr(c/(t)). Ce vecteur s’annule si et seulement
si ¢/ (t) est dans le noyau de pr, i.e. est orthogonale au plan image de la projection. m

Solution de 1’exercice 3. Paramétrisation de la sphere au voisinage des pdles.
Au voisinage du pdle nord N = (0,0,1), on peut par exemple écrire la sphére comme le
graphe d’une fonction f définie au au voisinage de (0,0) dans le plan. Celle-ci doit satisfaire

£(0,0) = 1 et 22 +y? + f(x,9)®> = 1 donc f(z,y) = /1 —22—y2 La paramétrisation est
alors (u,v) — (u,v, V1 —wu?—02). Elle est non dégénérée en chaque point du disque plan D =
{(u,v); u® +0v? < 1}.

Au voisinage du pdle sud, on prend (u,v) — (u,v,—v1 —u? —v2). =

Solution de I’exercice 4. Plan tangent a un paraboloide hyperbolique.

C’est le plan vectoriel orthogonal au gradient de la fonction (z,y,z) — z — zy, son équation
est —vx —uy+ z = 0. C’est aussi le plan engendré par les dérivées partielles de la paramétrisation
(u,v) — (u,v,uv), soit (1,0,v) et (0,1,u). Un vecteur orthogonal & ce plan est le produit vectoriel
(—v, —u, 1) donc on retrouve I’équation —vz —uy + 2z =0. =

Solution de ’exercice 5. Plans verticaux transverses a un tore de révolution.
On calcule les dérivées partielles

— cos(v) sin(u) —sin(v)(2 4 cos(u))
0X , . 0X
ol SH;S;)(ZI)H(U) B cos(v (23 cos(u))

puis un vecteur normal

oxX  0x - cgs(v) cos(u)

Su A 5 = (24 cos(u)) | — 5111(;)1?2)8(@
Le plan d’équation {y = €} est tangent au tore si et seulement si il existe u et v tels que sin(v)(2+
cos(u)) = € et D0 A B0 est colinéaire & (0,1,0). La seconde condition donne sin(u) = 0 puis

104



CHAPTER 7. SOLUTIONS DES EXERCICES 105

cos(v) = 0 ce qui correspond a 4 points du tore,
(0,3,0), (0,1,0), (0,-1,0), (0,-3,0).

Il y a dans la famille de plans considérés exactement 4 plans qui ne sont pas transverses au tore. m

Solution de 1’exercice 7. Lieu des zéros d’une fonction définie sur une surface.

Par hypothese, dp f # 0 donc au voisinage de P, f est I’équation non dégénérée d’une surface
X'. L’ensemble qui nous intéresse est I'intersection X N X’. Or le plan tangent & X’ en P, noyau
de dpf, est distinct de TpX, donc d’apres le théoréme 4, l'intersection X N X’ est une courbe
au voisinage de P, et sa tangente en P est l'intersection des plans tangents, donc le noyau de la
restriction de dpf a TpX. =

Solution de I’exercice 9. Aréte d’'un polyedre curviligne.

D’apres le théoréme 5, quitte a faire un changement de coordonnées curviligne (i.e. & transporter
la figure par un difféomorphisme) on peut supposer que P = 0 et que X; et X5 sont les plans de
coordonnées {x = 0} et {y = 0}.

Soit B une boule ouverte de centre P telle que dF N B C X1 U X5. Comme F' est propre, P
est dans Padhérence de lintérieur de F', donc BNint(F) # (). Soit Q = (u, v, w) un point intérieur
de F voisin de P. Comme l'intérieur de F' n’est pas contenu dans X; U Xo, on peut supposer que
u # 0 et v # 0. Quitte a changer de coordonnées, on peut supposer que u > 0 et v > 0.

Notons Byy = BN{u > 0, v > 0}. C’est un convexe donc il est connexe. Supposons que
FNBiy #0. Comme F est fermé, FN B, est fermé dans By . Comme JF est disjoint de By,
FN Byt =int(F)N By est ouvert dans By. On conclut que FFN By = B4y, i.e. que F contient
Biy.

De la méme fagon, on montre que F N B privé de X; U X5 est la réunion de plusieurs des 4
secteurs B4, intersections de B avec les 4 quadrants ouverts définis par X; et Xs. Il y a donc
4 cas de figure : ou bien F' ne contient qu'un secteur, ou bien il en contient 2 contigus, ou bien 2
opposés, ou bien il contient 3 secteurs. Dans le second cas, F' est une variété a bord au voisinage
de p. Dans le troisieme cas, F' = X; U X5 au voisinage de P. Dans le premier et le dernier cas,
F N X; est un demi-plan, i.e. une surface a bord, au voisinage de P. =

Solution de ’exercice 10. Orientation du bord d’un hémisphére.

D’apres I’énoncé, au point (1,0,0), la normale orientée & H = {P € R?; 2?2 +y?+22 <1, z > 0}
est ' = (1,0,0). La normale sortante au bord de H est A = (0,0, —1). La tangente orientée au
bord est donc 7 = (0,1,0). La paramétrisation s — (coss,sins,0) est compatible avec cette
orientation. m

Solution de 1’exercice 11. Orientations induites sur une aréte par deux faces contigiies.

Par hypothese, il existe un difféomrphisme qui redresse F' au voisinage de P sur le quadrant
Q = {x >0, y > 0} ou son complémentaire (voir exercice 9. Les surfaces X1 et X5 sont redressées
sur les plans {x = 0} et {y = 0} qui délimitent le quadrant ). Si F' coincide localement avec
@, la normale sortante & X7 est I'y = (0,—1,0) et la normale sortante & Xo est I's = (—1,0,0).
La tangente induite par F N X7 sur X; N X3 est 71 = (—1,0,0) alors que la tangente induite par
F N Xy sur X1 N Xy est 2 =(1,0,0). Si F coincide avec le complémentaire de @ au voisinage de
P, toutes les orientations sont renversées. Dans les 2 cas, les orientations induites par les surfaces
a bord FFNX; et FN Xy sur X1 N Xy au voisinage de P sont opposées.

Solution de I’exercice 12. Coarétes.
L’aréte (A, B) fait partie du bord de 4 facettes carrées

F={y=1,0<2<1,0<2z<1}, F,={y=1,0<2z<1,0<z<1}.

L’orientation normale de F; est donnée par (1,0,0) donc une base orthonormée directe du plan
contenant F; est ((0,1,0),(0,0,1)). L’ordre circulaire sur les sommets de F fait donc venir A =
(1,1,1/2) avant B = (1,1,1), et ((A, B), F}) est une coaréte de P.
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L’orientation normale de Fy est donnée par (—1,0,0) donc une base orthonormée directe du
plan contenant F» est ((0,1,0), (0,0,—1)). L’ordre circulaire sur les sommets de F» fait donc venir
A=(1,1,1/2) avant B = (1,1,1), et ((4, B), F2) est une coaréte de P.

L’orientation normale de F5 est donnée par (0,1,0) donc une base orthonormée directe du
plan contenant F3 est ((0,0,1),(1,0,0)). L’ordre circulaire sur les sommets de F3 fait donc venir
B=(1,1,1) avant A = (1,1,1/2), et ((A, B), F3) n’est pas une coaréte de P.

L’orientation normale de Fj est donnée par (0,—1,0) donc une base orthonormée directe du
plan contenant Fy est ((0,0,1),(—1,0,0)). L’ordre circulaire sur les sommets de Fy fait donc venir
B=(1,1,1) avant A = (1,1,1/2), et ((4, B), F4) n’est pas une coaréte de P.

Solution de I’exercice ??. Intersection nettoyées versus réunion.
Montrer que si F' et G sont des fermés propres, (F*NG*)* = FUG.

Solution de ’exercice 13. FEspaces tangents a la bipyramide.

Soit @ le polyedre de R? défini par les inéquations {z; > 0,3 x; < 1}. Soit Q' le polyedre
obtenu en translatant S du vecteur (1/3,1/3,1/3). On pose P = QU Q’. Déterminer pour chaque
point de P son espace tangent.

Solution de ’exercice 14. Facteur euclidien.
Soit C un cone polyédral de sommet 0. Vérifier qu’il existe un cone polyédral C’ C (ToC)=* tel
que C soit le produit de C’ et de I'espace affine TyC.

Solution de ’exercice 15. C(éne tangent a Uintersection d’une boule et d’un cylindre..

Le cone tangent en P & la sphere unité est le demi-espace {z < 1}. Le cdne tangent en P au
cylindre droit d’axe {z = 0; y = 1} et de rayon 1 est le demi-espace {y > 0}. Par conséquent,
le cone tangent au point P = (0,0,1) & F est 'intersection de ces demi-espaces, soit le quadrant
{z <1; y > 0}. L’espace tangent est donc la droite {z = 1; y = 0}.

En chaque point du bord du cylindre, le plan tangent contient le vecteur (1,0,0). Ce vecteur
n’est tangent a la sphere que le long de ’équateur. Or I’équateur ne coupe le cylindre qu’en 2
points du plan {z = 0}. Or sphere et cylindre coupent ce plan suivants 2 cercles transverses,
donc en ces points la sphere et le bord du cylindre sont transverses, et leur intersection ¢ est une
courbe lisse. On conclut que la sphere et le bord du cylindre sont transverses. Par conséquent, la
dimension de l’espace tangent & F' en un point du bord de F vaut 1 le long de c et 2 ailleurs. Il y
a donc une aréte, c, et 2 facettes.

Solution de I’exercice 16. Bord d’un cone.
Vérifier que Ocone (z, L) = cone (x,OL).

Solution de 1’exercice 17. Lien d’un orthant.
Dessiner le sous-ensemble L de la sphere tel que le cone sur L soit un orthant.

Solution de I’exercice 18. Triangle sphérique.

Sur la sphere unité de R3, soit #; = (0,0, 1) le péle nord, soit 2 = (1,0,0) le point de I’équateur
de longitude nulle et soit 83 = (0,1,1/4/2) le point de longitude 90° et de latitude 45°. Dessiner
I’enveloppe convexe de ces trois points sur la sphere.

Solution de ’exercice 19. C(Cénes dans la sphere.

Dans R?, soit § = (0,0,1) le pole nord de la sphere unité. Soit L l'ensemble des points de
I'équateur de longitude multiple de 15°. Soit L’ I’ensemble des points de I’équateur de longitude
comprise entre 0 et 15°. Dessiner le cone de sommet @ et de base L (resp. L').

Solution de I’exercice 20. Faces d’un polyédre sphérique.
Soit L un polyedre sphérique. Vérifier que si F' est une face de F' de dimension k, alors
cone (0, F') est une face de cone (0, L) de dimension k + 1.

Solution de ’exercice 21. Bord d’un lien.
Vérifier que lien(x, 0P) = dlien(z, P).

Solution de 1’exercice 22. Critére local de convexité.
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Montrer qu'un polyedre P est convexe si et seulement si P est connexe et pour tout x € P,
lien(z, P) est contenu dans une hémisphere.

Solution de ’exercice 23. Transversalité de deux cubes.
Soit P le cube unité de R3 et Q, = P + v le cube obtenu en translatant P du vecteur v.
Mountrer que P et @, sont transverses si et seulement si v ¢ 9P.

Solution de 1’exercice 24. Limite pour une courbe de longueur finie.

t b
1X(0) - X(0) - [ X@dul< [ 1 Xw] du
a t
qui tend vers 0 quand ¢ tend vers b.

Solution de 1’exercice 25. Variation d’une fonction le long d’une courbe.
t — f(X(t)) est une courbe de classe C' dans R donc sa longueur est donnée par

b
long (foe) = [ IVACX(®)- X' (0] de

IN

b
[ sy | a

b
[ ixwa
= long(c).

IN

Enfin, la distance entre les extrémités f(X (a)) et f(X (b)) est majorée par la longueur.

Solution de I’exercice 26. Longueur d’une courbe donnée par une équation polaire.
On parametre ¢ par t — f(t)(cos(t),sin(t)). Le vecteur vitesse s’écrit

c(t) = f'(ther + f()eq

ou la base

er(r,0) = (cos(8),sin(h)), eg(r,0) = (—sin(), cos(d))

est orthonormée. Par conséquent || ¢/(t) ||= +/f'(t)2 + f(¢)? et la longueur de la courbe entre ses
points d’angles polaires 6; et 62 vaut

02

ma(e) = |~ /F@7+ 7@ do.

Solution de 1’exercice 27. Abscisse curviligne le long d’une parabole.

On calcule .
1
s:/ V14 u?du= 5(1og(t+\/1+t2)+t\/l+t2). ]
0

Solution de ’exercice 28. Courbure d’un graphe.
On calcule

dX

. dx a2X
Somre, 15

== VIR, = 0.0 @)

d’on
_ "
=—"
VI+f(t)?
La dérivée seconde est égale & la courbure si f'(t) = 0, i.e. si la tangente est horizontale. Elle
donne une bonne idée de la courbure tant que la pente de la tangente n’est pas trop grande. m
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Solution de I’exercice 29. Tangente et courbure d’une courbe donnée par une équation polaire.
On parametre ¢ par t — f(t)(cos(t),sin(t)). Le vecteur vitesse s’écrit

c(t) = f'(t)er + f(t)eq

donc la tangente est la droite de pente f/f’ dans le repére tournant.
L’accélération s’écrit
"(t) = (f"(t) — f'()er +2f'(t)es
donc la courbure vaut

_ 2f/27ff”+f2-.

Solution de I’exercice 30. Caractérisation des cercles.

On peut utiliser la proposition 13. Une fois fixée la position et la vitesse initiale, il y a une
seule courbe de courbure k. Si kK = 0, une droite convient. Sinon, un cercle convient.

Autre solution. Soit  — X (s) une courbe plane paramétree par son abscisse curviligne, de
courbure constante k. Si k =0, X”(s) =0 donc X(s) = X(0) + s7(0) est une droite. Supposons
r # 0. Posons Y(s) = X(s) + 1v(s). Alors Y'(s) = 7(s) + 2(—x7(s)) = 0 donc Y (s) = P est
constant et || X (s) — P||= % est constant, X parameétre le cercle de cercle de centre P et de rayon

r(c(t))

—=.n
K

Solution de 1’exercice 32. Vitesse de la courbe équidistante.
Comme v(s) = J7(s) et J est linéaire et indépendante de s,

V'(s) = J7r'(s) = JX"(s) = J(k(s)v(s)) = —k(s)7T(s).
Il vient
X!(s)=X'(s) —e'(s) = (1 — ex(s))7(s)
puis

long (X,) = /|1 — ek(s)| ds.

I

Si € est assez petit, alors pour tout s, k(s) < 1/e, d’olt

long (X.) = /(1 —ek(s))ds = long (X) — e/n(s) ds. m

I I

Solution de 1’exercice 33. Roulement d’un disque le long d’une courbe.

Les centres décrivent les courbes équidistantes X, et X_.. D’apres la proposition-définition 61,
comme € < i, le long de X, (resp X_.), la distance & 7 vaut e. Cela signifie que le disque de rayon
€ et de centre X.(s) est tangent & v en X (s) mais n’empiete pas sur . =

Solution de ’exercice 34. Nombre d’enroulement.
On pose

o(s) :/ k(u) du.
0
Alors le vecteur vitesse est donné, en notation complexe, par
X'(s) = exp(ie(s)) X' (0).

Comme X est périodique de période L, X'(L) = X'(0) donc exp(i¢(L)) = 1, i.e. ¢(L) est un
multiple entier de 27.

Etant donné m # 0, un cercle parcouru |m| fois dans un sens convenable a pour nombre
d’enroulement m. Cas ot m =0 : on pose, pour t € R/27Z,

1
X(t)= (5 sin 2t, 2v/2sin t).
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Alors || X'(t) ||= 2 cos? t+1 ne s’annulle pas. La longueur de la courbe est L = 4. Par conséquent,
on peut reparamétrer X par son abscisse curviligne. Les symétries de X

Xt+2m)=X(t), X(t+mn) =o0(X(t))
ou o est la symétrie par rapport a 'axe des x, se traduisent en symétries de X1,
1
Xi(s+ L) =X1(s), Xi(s+ §L) = o(X1(s)).
Comme o renverse 'orientation, la courbure satisfait

k(s + %L) = —k(s).

/OL k(s)ds = 0.

Supposons la courbe strictement convexe. Alors la fonction s — ¢é(s), R/LZ — R/2nZ,
est strictement croissante. Par conséquent, elle envoie tout intervalle ouvert assez petit sur un
intervalle ouvert. En particulier, son image est un ouvert de R/27Z. Comme elle est continue et
comme R/LZ est compact, son image est compacte. Par connexité, son image est tout R/27Z,
i.e. tout vecteur unitaire u est la tangente & X en au moins un point X (s), s modulo L. En fait,
I'équation 7(s) = u a au plus 2 solutions distinctes modulo L. En effet, les solutions correspondent
a des tangentes paralleles. Or un compact convexe possede exactement 2 tangentes paralleles
a une direction donnée. Etant donné un vecteur unitaire u, notons sj 4 et sy 4 (resp. si_ et
s2,—) les solutions de I’équation 7(s) = w (resp. 7(s) = —u). Comme exactement 2 des points
X (si,+) sont distincts, nécessairement s1 4 = s 4+ (resp. s1,— = s2._), i.e. la fonction s — ¢(s),
R/LZ — R/27Z, est une bijection. Cela entraine que ¢(L) = ¢(0) £ 27, i.e. que w(X)=+1. =

Par conséquent

Solution de ’exercice 35. Caractérisation des courbes planes.

Supposons la courbe sans point d’inflexion. Alors b’ = —0v.

Si la courbe est contenue dans un plan 7, alors 7w est automatiquement le plan osculateur en
tout point, donc la binormale est constante, et la torsion est nulle.

Inversement, si la torsion est nulle, la binormale b est constante. La dérivée du produit scalaire
X(s)-bvaut 7-b=0 donc X(s)-b est constant, X(s) reste dans un plan orthogonal & b. =

Solution de ’exercice 36. Caractérisation des hélices.

dX
On calcule yrie (—Rsint, Rcost,a) d’ou || »r ll= vV R? + a? est constant. Par conséquent,
l’abscisse curviligne est s = /v R? + a? et
L (“Rsint, Reost,a)
T = ———(—Rsint, Rcost, a).
A /RQ + o?
d’°X
On calcule e (=Rcost,—Rsint,0) d’ou
X"(s) = #(—Rcost —Rsint, 0)
R% 1 a2 ’ e

Le plan osculateur fait donc un angle constant avec la verticale, v = (— cost, —sint),

B R
7R2+Oé2

1
et b=7Av=+vVR?>+a® (asint,—acost,R).

KR

d
On calcule p7id (sint, — cost,0) d’ou

-1
V' =+vR%2+a? (sint,—cost,0)
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et
«

T R2 42’
On constate que courbure et torsion sont constantes.

Réciproquement, supposons que s — X (s) est une courbe paramétrée par son abscisse curviligne,
dont la courbure et la torsion sont constantes. Si k = 0, la courbe est une droite. Sinon, le repere
de Frenet est bien défini et satisfait une équation différentielle linéaire homogene a coefficients
constants I’ = AF ol

0

0 Kk 0
A=|-r 0 0],
0 -6 0

qui se résoud en F(s) = exp(sA)F(0). Il vient 7(s) = exp(sA)7(0) et
X(s)=X'0)+ /OS exp(sA)7(0) ds.

Autrement dit, la courbe X est uniquement déterminée a déplacement pres.

La matrice exp(sA) est celle d’une rotation d’axe 07(0) + xb(0). Par conséquent, le vecteur
07(s) + kb(s) est constant. Choisissons un repere de référence orthonormé direct dont le troisieme
vecteur ez est colinéaire & 07(0) + xb(0). Alors les produits scalaires 7(s) - e3, v(s) - e3 et b(s) - e3
sont constants. En particulier (quitte & déplacer 'origine) X (s) - es = ¢s est une fonction linéaire
de s. Posons Y (s) = X(s) — cses. Alors la courbe Y est plane et sa courbure est constante, donc
c’est un cercle parcouru & vitesse constante (exercice 30). On conclut que X est une hélice.

Solution de 1’exercice 37. Courbure et torsion de la courbe normale.

dX
On trouve || = = V1 +4t2 4+ 9t4. Le plan osculateur a pour équation 3t?x — 3ty + z = 0.

3 3
La courbure vaut 2v/1 + 4¢2 + 9t4 /1 + 9¢2 + 9¢4, 1a torsion vaut —————. La binormale

1+ 9¢2 + 9t4”
-1
b=/1+4t2+9t4 (3t%, -3¢, 1)

vaut

et la normale

1 1
v=bAT=1+42+9t4 V1+924+9t4 (=93 —2¢, —9t* + 1,6t% — 3¢).

En ¢ = 0, le plan osculateur est horizontal, la normale vaut (0, 1,0), la binormale (0,0, 1).

Solution de I’exercice 38. Premiere forme fondamentale de la sphére.

Le point de longitude ¢ = 0 et de latitude 6 € [—7/2,7/2] a pour coordonnées (cos,0,sin@).
Le point de longitude ¢ € R/27Z et de latitude 0 s’obtient en lui appliquant une rotation d’angle
¢ autour de l'axe des z, i.e.

cos¢ —sing 0 cos cos 6 cos ¢
X(0,¢0)=|sing cos¢p O 0 = [ cos@sin ¢
0 0 1 sin 6 sin 0

On calcule
ds* = df* + (cos 0)%de?.

Un parallele est paramétré par ¢ — (0, ¢), ¢ € [0, 27|, donc sa longueur est

2
v/ (cos0)? dp = 2w cos 6.

0

On calcule
0xX 0X

WAa_qs =-X(0,9)
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donc le vecteur unitaire normal orienté est I'(6,¢) = —X (0, ¢), il pointe vers 'intérieur de la
sphere. L’élément d’aire vaut cos 6 df d¢ donc 'aire de la sphere vaut

2 pm/2
/ / cosfdfdp =4m. m
0 —7/2

Solution de I’exercice 39. Distance intrinséque sur la sphére.

On note N = (0,0,1) le pole nord et on utilise les coordonnées # (latitude) et ¢ (longitude). Si
P = X(0, ¢) (voir exercice 38), alors Arccos(P-N) = (w/2)—0. Soit t — (0(t), ¢(¢)), t € [0,1], une
courbe dans le plan reliant (6y, ¢o) & (7/2, ¢1). La longueur de son image sur la sphére satisfait

long (X o¢) = /0 VIO T cos(0) 2 (02 dt

/01 10/ (1)) dt

s
> = =0
> |5~ fl

Y

L’égalité a lieu si ¢’ = 0, i.e. pour un arc de méridien. Par conséquent, parmi toutes les courbes
reliant P = X (0o, ¢p) au pdle nord et qui sont 'image d’une courbe plane par la paramétrisation
X, Parc de méridien a une longueur minimum.

Il reste a voir que toute courbe évitant les poles mais convergeant vers le pole nord est de ce
type. C’est un argument topologique. =

Solution de ’exercice 40. Aire d’une surface de révolution.
On remplace le méridien semi-circulaire

cosf
0 — 0
sin 6

par une courbe quelconque

r(u)

U 0
z(u)
tracée dans le plan {y = 0}. On obtient pour la surface de révolution la paramétrisation

r(u) cosv
(u,v) — X (u,v) = | r(u)sinv

Il vient
X r’(u) cosv X —r(u)sinv X  ox —Z'(u) cosw
e r’(u)sinv | , B = r(u)cosv |, 20\ = (u) | —2'(u)sinv
Z'(u) 0 r’(u)
d’ou
o OX 0X

|50 A S = r P + 2/ (0)?

et enfin, si on considere le secteur de la surface d’angle ¢,

Aire(X) = / /0 ¢T(u) ()2 + 2/ ()2 dv du = /O é(br(s)ds
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ol s est I’abscisse curviligne le long de la méridienne. Si ¢ désigne la longueur de la méridienne, la

valeur moyenne
! / r(s)ds

est la distance du centre de gravité de la méridienne a ’axe. On obtient donc le théoreme de Guldin
: laire d’un secteur d’une surface de révolution est le produit de la longueur de la méridienne par
la longueur du cercle parcouru par le centre de gravité de la méridienne.

Dans le cas d’un tore de révolution, ’aire vaut donc 2mry X 27rs.

Solution de ’exercice 41. Seconde forme fondamentale de la sphere.

Au pole nord P = (0,0,1), le plan tangent est le plan vectoriel horizontal H = {z = 0}, la
normale orientée est le vecteur v = (0,0, —1). Au voisinage du pole nord, la sphere unité est
paramétrée par

H—R?* v P+uv+ fo)l

ou f(v) = —+/1— ||v|?. Le développement limité & l'ordre 2 de f en 0 est

Fw) =5 oI +o(ll o)

donc la seconde forme fondamentale est simplement v +— | v [|2. En fonction des coordonnées x et y
sur H, elle s’écrit (z,y) = 2% + 32 ou bien simplement dz? + dy?. Les courbures principales valent
1. Toute direction est une direction principale, toute courbe est une ligne de courbure.

Solution de ’exercice 42. Seconde forme fondamentale d’un cylindre.

Au point P = (¢(0), 2), le plan tangent au cylindre est engendré par (0,0,1) et par le vecteur
tangent & la courbe 7(0). La normale unitaire est donc la normale v(0) & la courbe. On écrit la
courbe comme un graphe

u— P+ur+ f(u)T,

de sorte que la courbure apparaissent dans le développement limité
1 2 2
flu) = 5%(0)11 + o(u®).
Le cylindre devient un graphe

(u,v) — P +ur + (0,0,v) + f(u)T

avec une fonction qui ne dépend que de u. Le développement limité ci-dessus donne pour la seconde
forme fondamentale du cylindre I’expression

q(u,v) = K(0)u?.
Elle est dégénérée. Les courbures principales valent 1 et x(s). Les directions principales en un
point (c(s), z) sont la droite verticale et la tangente & c¢. Les liignes de courbure sont les droites
verticales (directrices) et les sections par des plans horizontaux.

Solution de ’exercice 43. Les droites contenues dans les surfaces sont des directions asymp-
totiques.

Soit t — Y (t) = P 4 su une paramétrisation affine de D. Alors Y/ = 0 donc en chaque point
IHw)=1I(Y'(t)) =Y"(t) - T'(Y(¢)) = 0 et D est une direction asymptotique.

Solution de ’exercice 44. Seconde forme fondamentale et lignes asymptotiques d’un paraboloide
hyperbolique.
A partir de la paramétrisation (u,v) — X (u,v) = (u,v,uv), on calcule

0X 0X
- = V1I+u? 4 0%

15a 30
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A=C=0et p 5 o2 oxX o
X X X 0X 0X 1
B=[|Z= A= det(5—5-, 5=, 7—) = ——.
ou 0 oudv’ du’ v V1 + u? + 02
donc la seconde forme fondamentale s’écrit
M= —2 quadv.

V14 u2 02

Les droites isotropes de cette forme quadratique sont les axes de coordonnées. On retrouve le fait
que les droites contenues dans la surfaces sont des courbes asymptotiques.
Avec la paramétrisation (u/,v") — X1 (u/,v") = (u' /v, v, ), il vient

0X 0X _
—|=0 Vot 4w 402,

— A
I ou ov
puis A =0,
1
B =
Vo't +u? +0'?
et
2u’
¢= A /U/4 + u/2 + ,U/2
d’ou

1
’ =
(%1’”’1“,) ’U/4 +u/2 +'Ul2

Il s’agit bien de la méme forme quadratique sur le plan tangent. En effet, si on substitue v’ = ww,
v =v, du' =vdu+udv, dv' = dv, on trouve

I

2du’ dvf — 2%
(2du dv Wl ).

2
(%:11}/1“/) - 1/14,,“24,1]2

’
En d’autres termes, un vecteur tangent au point P = (%,v’,u’) = (u, v, uv) peut s’écrire sous deux
formes,

1I dudv = IT(u,v,uv).

X X X X
wzaa—(u,v)—i—b%—(u,v) ou a’a—(u',vl)—l—b'a—(u’,v').
v

ou ou ov

Nécessairement
a =du(w) = (wdu+udv)(w) =va+ub et b =dv'(w)=dv(w)=>.

Alors
1

/'Ul4 +UI2 +’UI2

Solution de 1’exercice 45. Seconde forme fondamentale et lignes asymptotiques du cone sur
une courbe plane.
On suppose ¢ paramétrée par son abscisse curviligne. On utilise la paramétrisation

2ab
VI+tu2+02

/
Ip(w) = (2d'b — 2%1/2) -

(u,v) — X (u,v) = (1 =)V 4+ ue(v) = (uz(v),uy(v),1 — u).
11 vient

150 A S = lul T+ det(c, @)%,

0X 90X 4 ?X 09X 0X —|u|x(v)
| AL ey 22 2y o TR
C=ll 5o N5, I det( 5 55 ) T det(c.0)?

A=B=0et



CHAPTER 7. SOLUTIONS DES EXERCICES 114

La seconde forme fondamentale s’écrit donc

—|ulr(v)
1+ det(e, ¢)?

Elle est dégénérée, du signe de la courbure de c. Le long de la directrice passant par un point de
c ou la courbure de ¢ n’est pas nulle, la droite isotrope est I’axe des u. Par conséquent, lorsque ¢
n’a pas de point d’inflexion, les courbes asymptotiques sont les directrices du cone. Le long de la
directrice passant par un point d’inflexion de ¢, la seconde forme fondamentale est identiquement
nulle.

II = dv?.

Solution de 1’exercice 46. Seconde forme fondamentale et lignes asymptotiques du cone sur
une courbe tracée sur la sphere unité.
On suppose ¢ paramétrée par son abscisse curviligne. On utilise la paramétrisation

(u,v) — X (u,v) = uc(v).
Il vient
12 A2 =
du o 1T
carcd-c=0,A=B=0¢et
0X 0X

T N tT|
C=| 5 A 5 I~ det(

92X 90X 90X
ov?’ Ou’ Ov

) = |u|det(c,c, ).

Autrement dit, C' s’annule si et seulement si le plan osculateur de la courbe ¢ passe par l'origine.
La seconde forme fondamentale s’écrit donc

II = |u|det(c, ¢, ") dv?.

Elle est dégénérée, son signe dépend de la position de l'origine par rapport au plan osculateur de
la courbe c. Le long de la directrice passant par un point de ¢ ou la courbure de ¢ n’est pas nulle,
la droite isotrope est 'axe des u. Par conséquent, lorsque le plan osculateur de ¢ ne passe jamais
par 'origine, les courbes asymptotiques sont les directrices du cone.

Solution de I’exercice 47. Courbures principales, directions principales d’une surface de révolution.
Cas particulier d’un tore de révolution.
On parametre la méridienne par

U 0
z(u)

et la surface entiere en faisant tourner la méridienne autour de ’axe des z, soit

cosv —sinv 0 r(u) r(u) cosv
X(u,v)= | sinv cosv O 0 | = r(u)sinv
0 0 1 z(u) z(u)
11 vient
' (u) cosv —r(u)sinv . [—%(u)cosw
%—X = | 7(u)sinv |, aa—X = | r(u)cosv |, T(X(u,v))=+/1"(u)?+ 2"(u)? ! —Z'(u) sinw
u (1) v 0 ' (u)

La premiere forme fondamentale est donc

(' (w)? + 2 (u)?)du® + r(u)?dv?.
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On calcule ensuite

" (u) cosv —r'(u) sinv —r(u) cosv
%2—)2( = r”((u)) sinv |, 52;( = r’(i))cosv , %2—)2( = —riu)) sinv |,
v 2" (u) uov 0 v 0

4 2 ) + 2 )
PP + 2 (u)?

B=0c¢et ,
oo P
PP 2w

La seconde forme fondamentale s’écrit donc
(=2 (w)r" (u) + 2" (w)r' (u))du® + (r(u)z' (u))dv?
PR T |

IIX(u,v) =

La matrice S qui permet d’exprimer la seconde forme fondamentale par rapport a la premiere est
donc

—z' (wW)r” (u)+2" (uw)r' (u)
s - <T’(u)2 +2'(w)? 0 )1 V()12 (u)? 0
- 0 r(u)2 0 r(u)z'(u)
V(022 (w)?
*2'(u)T”(u)+Z”(u)g'(u) 0
_ /7 (u) 242" ()2 /
0 ' (u)

r(w)/r! (W) 42 (u)?

donc les directions principales sont les axes, les lignes de courbure sont les méridiens et les paralléles,
les courbures principales sont

—2'(w)r" (u) + 2" (u)r' (u)

b () = = S

(c’est la courbure de la méridienne) et

Cas particulier du tore de révolution.

Dans ce cas, la méridienne est un cercle ne rencontrant pas 1’axe de rotation, soit
r(u) =ry +racosu, z(u)=rosinu
ol 0 < ry < ry. Les courbures principales sont

1 cosu
1 ry +rocosu’

La courbure de Gauss change de signe le long des 2 cercles de points ou le plan tangent est
horizontal, elle est positive dans la partie convexe et négative du coté de I’axe, comme il se doit.

Solution de ’exercice 48. Courbures principales d’un tube.

Soit u — ¢(u) une courbe gauche sans point d’inflexion, paramétrée par son abscisse curviligne.
Le plan vectoriel orthogonal a la tangente 7 a c¢ est engendré par la normale unitaire v et la
binormale b. On choisit de paramétrer la surface X balayée par le cercle de rayon e par

(u,v) — c(u) + ecos(v)v(u) + esin(v)b(u).
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On calcule
X X
— = (1 — ek cos(v))T — efsin(v)v + ef cos(v)b, —— = —esin(v)v + € cos(v)d.
ou ov
On note J(u,v) = 1 — ex(u) cos(v) et on suppose que cette quantité est toujours positive. Il vient
X 0X 90X
E=|—P=J"+€0, F=— —=¢%
5 + €0, 50 oy — €9

0X
G:H%lﬁz 62, EG—F2:€2J2.

L 2w
Aire(X) = / / eJ dvdu
o Jo

; /O ’ /0 " (1~ en(u) cos(v)) dv du
2mel

ou L est la longueur de la courbe c.
Le vecteur unitaire normal est

"X (u,v)) = —cos(v)r(u) — sin(v)b(u) = c¢(u) — X (u,v).

On calcule
%T)Q( = e(k(u)f(u)sin(v) — k' (u) cos(v))7(u) + (k(u)J (u,v) — €’ (u) sin(v)
—ef(u)? cos(v))v(u) + (0’ (u) cos(v) — O(u)? sin(v))b(u),
0?X _ .
Sude ek (u) sin(v)T(u) — ef(u) cos(v)v(u) — ef(u) sin(v)b(w),
02X .
52 = € cos(v)v(u) — esin(v)b(u).
d’ou 92x
A= vl (X (u,v)) = —k(u) cos(v)J (u,v) + €d(u)?,
02X
B= 0o T(X(u,v)) = €ed(u),
02X
C= oz (X (u,v)) =e.

Pour la courbure de Gauss, on utilise la formule

AC — B?

EG — F?

—er cos(v)J
e2J?

K(X(u,v)) =

puis on inteégre par rapport a 1’élément d’aire \/ EG — F2 du dv. 11 vient

/KdA - /OL/OQWK(X(u,U))mdudU

_ /O ! /O () cos(v) dudv
0
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et

/|K|dA

/OL /O% r(u)] cos(v)| du dv

4/0 k(w) du.

Pour trouver les courbures principales, on calcule la matrice de 'endomorphisme S au moyen de
la formule

E F\ '(A B 1 €2 —e%0 —kJ cos(v) +€6? €0
F G B C T oe2g2 \ =€ J? 4 €262 €l €

97” cos(v) —e 1

. . . K 1
Les courbures principales sont les valeurs propres de cette matrice, soit —— cos(v) et ¢. Les

directions principales sont {du = 0} (tangent au cercle) et {e(0x cos(v)—eJ)du+(J+ex cos(v))dv =
0}. On constate que les cercles sont des lignes de courbure. u

Solution de ’exercice 50. Contour apparent.

Soit X une surface et 7 un plan de R3. Soit V un vecteur unitaire orthogonal & 7. Soit P € X.
Alors P est sur le contour apparent si et seulement si le plan tangent Tp X contient V. L’équation
du contour apparent est donc {f(P) = 0} ou f(P) = I'(P) - V. La différentielle de f est donnée
par

dpf(’w) = dpr(’u}) -V = 7Sp(w) V= 7][p(’(U,V) = *SP(V) w

d’apres le corollaire 84. La différentielle de f en P s’annule si et seulement si V' est dans le noyau de
Sp, ce qui ne peut se produire que si K = det.S = 0. De plus, dans ce cas IIp(V) = Sp(V)-V =0
donc V est une direction asymptotique.

Supposons que V' € TpX mais que Sp(V) # 0. Alors le contour apparent dans X est lisse au
voisinage de P, ¢’est une courbe dont la tangente en P est la droite orthogonale & Sp(V') dans Tp X.
Sillp(V)=Sp(V) -V # 0, cette droite n’est pas orthogonale au plan 7, donc la composition de la
projection pr et du contour apparent dans X est une courbe dans la vitesse en pr(P) ne s’annule
pas. =

Solution de ’exercice 51. P.

our construire le tube, on n’a besoin que de la direction de la tangente. Par conséquent, des
courbes qui se raccordent G! donnent un tube continu. Le raccord des tubes est alors G, car la
normale en un point du tube ne dépend que de la tangente a la courbe.

Inversement, le raccord G° des tubes forcent les plans normaux & coincider, et donc entraine le
raccord G des courbes.

Si les courbes se raccordent G2, alors le plan osculateur et la courbure sont continus. Or la
courbure de Gauss du tube ne dépend que du plan osculateur et de la courbure de la courbe (voir
exercice 48). Le raccord a lieu le long d’un cercle qui n’est pas une ligne asymptotique (la seconde
forme fondamentale vaut 1/e dans la direction du cercle). D’apres le corollaire 93, le raccord des
surfaces est G2. Inversement, la formule

—ek cos(v)(1 — ex cos(v))

K = 5

€2(1 — ex cos(v))

montre que si la courbure de Gauss est continue, alors la courbure de la courbe et son plan
osculateurs sont continus. On conclut que si les tubes X; et Xy se raccordent G2, alors les
courbent se raccordent G2. m

Solution de ’exercice 52. Cas du vecteur de noeuds (0,0,1,2,3,4,...).
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—t3 — 12t + 54t — 18

| [ i=0 | i=1 [ i=2 [i=3]
Bio 0 1i0.1g 1119 12 3]
Wi, 1 0 t t—1 t—2
1—(4}1'71 1—¢ 2—1 3—1
Bia (1—=1)10,1g t1p0,1[+ (t— 1)1y o+
(2119 (3 —H)1p g
Wi, 2 t f/2 (t—1>/2
1—wie (2—1)/2 3-1)/2
T(A—3t 2
Biz ﬁl[w 271[0,1[
+ OS5 1 o |+ 22
(3-1)?
T Ipg
wi73 t/2 t/3
1—(4}1'73 (3—t)/3
t2(—11t + 18 —t3 — 122 + 54t — 18 3—1)3
et enfin By 3 = ( D ) 0,1+ 9 L1 ( 6 ) 12,3
Solution de I’exercice 53. Cas du vecteur de noeuds (0,0,0,1,2,3,...).
| | i=0 i=1 | i=2 | i=3
Bio 0 0 Lj0.1] 1o
Wi 1 0 0 t t—1
1-— Wi, 1 1 1—-1t 2—1
B;, 0 (1 =110, t1p0,1[+ (t =D)Ly o+
(2119 (3 —H)1pg
Wi, 2 0 t t/2 (t—l)/Q
1—wie 1—t¢ (2—1t)/2 3-1)/2
1—3 2
Biz (1= 1)L | 2 :)21[ art | Slpart
( —2/) 19 —2t -561‘,‘—3 Lo+
(3—t)21
2 (2,3
Wwi,3 t t/? t/3
1—(4}1'73 (2—15)/2 (3—t)/3
. t(7t? — 18t + 12 2 —1t)3 t2(—11t + 18
d’ou By,3 = ( 1 )1[0,1[+( 1 ) 12, Bis = % 0,1+
(3-1)°
6 1[273[.

Solution de 1’exercice 54.

Cas du vecteur de noeuds (0,0,0,0,1,2,...).

12

Lot
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| =0 ] i=1 | i=2 i=3 | i=4
Bi,O 0 0 0 1[0,1[ 1[1,2[
Wi 1 0 0 0 4 t—1
1 — (,di,1 1 1 1 — t 2 — t
B;1 0 0 (1 715)1[071[ t1[0,1[+ (tf 1

(211} 9 (B—1)1p;3
Wi, 2 0 0 t t/2 (t -1 /2
1—w;o 1 1-—t (2—1t)/2 (3—1t)/2
2 t(4=31) t2
B;o 0 (1 —1)"1oq — 21[0,1[+ S0t
— _ 942 _
(2 Qt) 19 2t -5615 31[172[_‘_
(3—t)21
2 [2,3]
wi73 0 t t/2 t/g
1—(4)1',3 1—t (2—t>/2 (3—t)/3
B;3 (1 —1)%1p0,1 wlmgﬁ rleils) (7111;“8) Lo+
— 43 2 _
(2 4t) 1[1,2[ t 12t12+54t 181[172[Jr
(3*t)31
6 [2,3]

Solution de l’exercice 55. Cas du vecteur de noeuds (0,1,2,3,3,4,5,6).

Par définition, B3 g = 0 et les autres B-splines de degré 0 sont les fonctions caractéristiques
d’intervalles [i,7 + 1].

On tabule Wil : W()yl(t) = t, wlyl(t) =1 - 17 (.Ugyl(t) =1 — 27 u)371(t) = 0, W471(t) =1 3,
w571(t) =t— 4, wﬁ,l(ﬁ) =t—5.

Bz1 = (4—t)li34p, Bag = (t = 3)L3a+ (5 —t)1ysp, Bsg = (t —4)1gs+ (6 — )56/, Be1 =
(t—5) 1o+ -

On tabule Wi2. Wwo,2 = %, wie = %, woo =t — 2, w3o =t — 3, Wy = %, wso = %,
we,2 = %
. 2 o2 _ _n2 2 _ _
Il vient B072 = %1[011[ + =267 46t=3 ;6t 31[112[ + (3 2t) 1[273[7 BLQ = %1[172[ + Wlpﬁ[’
2 2
Byp = (t —2)?Lg 3+ (4 — )?134, B3 = wl[u[ + (5—;) s Bio = (t—23) Tt
_9¢2 _ _$)2 _4)2
2071839y oo Oy By = U1
On tabule w; 3. wo 3 = %7 wig =5 wog = %

. 3 _743 2_ —t)(11t—15
Il vient Bog = 511y + —F2L=21491 ) 5 + Bt (ut )1[2,3[,

_1)3 _ k43 2 _+\3
B173 _ (t 41) 1[172[+ 5t +53t4 69t+471[273[+ (4 2t) 1[3’4[.

Comme pour i =0,...,7, t; +t7_; = 6,

6—1t—t;
e ]
B tr_; —t
(6 —tr—p—i) — (6 — t7—)
t—tr kg

tr—i —tr—k—i
= 1-— W77i7k,k(t)-

Montrons par récurrence sur k que B; (6 — t) = Bg_,—; 1 (t) sauf peut-étre pour ¢ entier.
Supposons k = 0. Comme 6 —t; =t7_; et 6 — ;41 = tg_q,

Bi,O(G - t) = 1[ti-,ti+1[(6 - t) = 1]6*ti+176*ti](t) = BG—i,O(t)

si6—t 7£ ti, ti+1.
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Soit t € R et k > 1. Supposons montré que pour tout entier i, B; x—1(6 —t) = Bg_(x—1)—i,x (t)-
Alors

Bin(6—1) = win(6—1Bip1(6—1) + (1 —wis1s1(6—8)Birrp1(6—1)
= (I = wr—p—ik(t)Bo—(k—1)—ik—1(t) + Wr—p—(it1),k—1(E) Bo—(k—1)—(i+1),k—1(t)
= We—k—ik—1(t)Bo—k—ik—1(t) + (I — We—k—it1,k(t)) Bo—k—it+1,k—1(t) +
= Bs_r—ir(t).

Ceci acheve la preuve par récurrence. Si k > 1, les fonctions B; j sont continues, donc la formule
s’étend aux valeurs entieres de .

Solution de ’exercice 57. Construction d’une courbe tangente a son polygone de controle.

On choisit un vecteur de noeuds uniforme. D’apres l'exercice 104, si on place des points de
controle sur les cotés, on aura les tangences voulues. On pose donc Py = O, P, = (1,0), P, = P,
Py =(2,1), P,=0Q, P =(1,2), Ps = R, P = (0,1), Ps = O. On compléte par périodicité de
période 8.

La courbe obtenue n’est certainement pas un cercle. En effet, 'expression || X3(¢) — (1,1)
est sur Pintervalle [0, 1] un polynéme de degré 6 dont le coefficient directeur ne s’annulle pas, car
c’est la somme de deux carrés.

[

Solution de I’exercice 62. Courbe en bosse ou en boucle.

On utilise des B-splines de degré 3. Il faut au moins 5 points de controle. En effet, si on ne prend
que 4 points, ils devront étre alignés pour que la condition sur les tangentes soit satisfaite. La courbe
B-spline correspondante serait contenue dans une droite. On pose donc tg = t; = to = t3 = 0,
ty = 1,t5 = tg = ty = tg = 2. Les points Py = P, P;, P; et P, = @ sont nécessairement
alignés. Pour simplifier, on choisit un polygone de controle symétrique par rapport a la médiatrice
du segment PQ, soit P; = (—a,0), P, = (0,b) et P3 = (a,0). Lorsque b varie, le polygone de
controle se déforme suivant une famille d’affinités (transformations affines fixant la droite PQ et
dilatant la médiatrice). Il en est donc de méme de la courbe B-spline associée. On peut donc fixer
b = 2 sans perdre de généralité. En revanche, le parametre a joue un réle intéressant, alors on le
garde. On calcule les poids wq 3(t) = we2(t) = ws1(t) =t, wa 3(t) = ws 3(t) = ws2(t) = t/2. Pour
t € [0,1[= [ts, ta], il vient

t t
Pl =(1—t)Py+tP, = (=2 +2t+2at,0), Py =(1- 5)P1 +5P = (a(2 —1),1),

Pl =(1- %)P2 + %P3 = (—at,2 — 1),
puis
P} =(1—t)P+tPy = (—2(1 —t)* +a(4t —3t%),0), P =(1— %)Pgl + %Pgl = (2a(1 —1t),2t —t?),
et enfin
X3(t) = P} = (1 —t)P? +tP? = (—=2(1 — t)3 4 3at(2 — 3t + 1), 3% — 2t3).
Si on pose u =t — 1, alors
X3(t) = (—2u® + 3au(l — u?), 1 — 3u? — 2u®).

La partie de la courbe paramétrée par [1,2] s’obtient par symétrie. Comme la coordonnée y(t)
n’est pas une fonction paire de u, la dérivée troisieme est discontinue en ¢ = 1, comme on s’y
attend pour une B-spline de degré 3 en un noeud simple.

On constate que si a # 0, la vitesse en ¢ = 1 est horizontale. Si a > 0, elle est orientée vers
la droite, ce qui suggere une forme en bosse. En fait, lorsque a > 0, les deux coordonnées sont
fonctions strictement croissantes de t.
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Lorsque a < 0, la coordonnée x atteint un maximum strictement positif avant de revenir sur la
médiatrice, d’ou une forme en boucle.

Lorsque a = 0, la courbe a un point de rebroussement en ¢t = 1, avec la médiatrice comme
tangente. On verra ci-dessous qu’il s’agit d’'un phénomeéne général : si 3 points de controole
consécutifs sont alignés, la B-spline de degré 3 est tangente au c6té correspondant du polygone de
controle.

Solution de ’exercice 64. Courbe de variation minimale.

Soit t +— (x(t), y(t)), t € [0, 1], une courbe passant pas M et N, dont le vecteur vitesse en M et
en N est positivement proportionnel & (1,1). La droite M N coupe nécessairement v en 3 points.
En effet, la fonction y (seconde coordonnée) est continue sur [0, 1], s’annule en 0 et en 1. Comme
y'(0) > 0, y prend des valeurs strictement positives au voisinage & droite de 0. Comme y’(1) > 0, y
prend des valeurs strictement positives au voisinage a gauche de 1. D’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires, la fonction y prend la valeur 0 en au moins un point de ]0,1[, d’ou les 3 points
d’intersection avec la droite M N.

La courbe de Bézier décrite dans la solution de l'exercice 56 convient. En effet, le polygone
de controle n’a que 3 segments donc ne peut couper transversalement une droite qu’en au plus 3
points.

Solution de 1’exercice 65. Courbure a l'origine d’une courbe de Bézier.
Comme Py = M = (1,0), P, = (2,1) et P, = (2,—1), l'aire algébrique du triangle PyP; P, vaut

2
—1 et la longueur du cété Py P, vaut v/2 donc la courbure en M de la courbe de Bézier vaut -5

Solution de ’exercice 66. Les coniques sont rationnelles.

Soit f(z,y) = ax? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0 'équation de C. Pour t € R, soit D; la droite
passant par P et de pente ¢, i.e. de vecteur directeur (1,¢). Comme P € C, I’équation du second
degré en A f(P+ A(1,t)) = 0 posséde la solution A =0, donc f(P + A(1,t)) = MQ(t)A + R(t)) ou
Q@ et R sont des polynomes. Comme C' est non dégénérée, le polynéme @ n’est pas nul. Le point

R(t)
X(t)=P+ —=(1,t
(1)=P+ 5B
parcourt la conique C. Inversement, si P’ € C n’est pas sur la droite verticale passant par P, la
droite PP’ a une pente t € R, et P/ = X(t). Autrement dit, la courbe X passe par tous les points
de C avec au plus 2 exceptions.

Solution de ’exercice 67. Reparamétrisation rationnelle d’un quart de cercle.

On cherche des poids wgy, w; et we de sorte que la courbe de Bézier de degré 2 associée
au polygone de contrdle Ry = (wp,wp,0), R1 = (w1, w1,w1), Ra = (w2,0,ws) soit la courbe
paramétrée par

t ((at +1—a)® +1% (at +1 —a)? —t%,2t(at + 1 — a)).

En faisant ¢ = 0, il vient wg = (1 — a)?, en faisant ¢t = 1 il vient wy = 2. En dérivant en ¢t = 0 il
vient wy = 1 — a, et on vérifie que pour tout ¢

(at +1—a)? +t2 (1—a)? l—a 2
(at+1—-a)? =t | =1 -t)*[(1-a)? | +2t(1—t) [1—a | +t* [0
2t(at+1—a) 0 l—a 2

Solution de ’exercice 68. Le cercle unité entier comme courbe B-spline rationnelle quadratique
périodique.
On note R; = (w;, w; P;). On note p la rotation de +m/2 autour de lorigine dans le plan et o
la rotation de R? définie par
o(xo, P) = (o, p(P)).

On constate que R;12 = o(R;) et t;12 =t; + 1. Par conséquent, la courbe B-spline de degré 2
Y associée a t et R satisfait
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En effectuant une projection centrale, on trouve que la courbe B-spline rationnelle de degré 2 X
associée & t, w et P satisfait
X(t+1) = p(X (1)),

Il suffit donc de calculer X (¢) pour ¢ € [0, 1].
Premiere méthode. En revenant a la définition, on calcule les B; 5. Sur lintervalle [0, 1], on
trouve que

B_12(t) = (1 —1t)2, Bya(t) =2t(1 —t), DBia(t) =t

et les autres B; 2 sont nulles. Il vient

1 2 _ o o 2
sz a(t) = (1— 1) E21t(1—t)+t =1+ (V2-2)t+(2—V2)t
et
2 1 2
ZwiBz,g(t)Pi = (1-1)2P, + ﬁ%(l — )Py + 2P,
= (1+(V2-2)t+ (1 —V2)t3, V2t + (1 — V2)t?).
d’ott

1+ (V2 =2)t+ (1 —-2)t? V2t + (1 —V/2)t?
T+(V2=2t+ 2 V212 14+ (V2 -2)t+ (2 - V2)12
L’image X ([0, 1) est exactement le quart du cercle unité situé entre les points P_; et Pj.

Deuxiéme mééthode. On utilise I'algorithme de de Casteljau. Pour ¢ € [0, 1[= [¢1,t2], on part
de

X(t) = ( )-

1 1 1
R,=(1,1,0), Ro=(—%=,—=,—=) et R;=(1,0,1).
1 ( ) 0 — (\/5 5 \/5 1 ( )
Comme pour j =0, 1, wjo =t —t; =t,
Ry =(1—-t)R_1 +tR f(1+(i 1)t 1+(i—1)t it)
o e N RN R
. 1 1 1 1 1 1
Ri=(1—-t)Ry+tRi = (—=+ (1 — —=)t,—= — —=t, —= + (1 — —=)1).

Comme wy 1(t) = t,
Y(t) = R? = (1—t)R}+tR} = (1+(V2—2)t+(2—V2)t?, 1+ (V2-2)t4+ (1—V2)?, V2t + (1—V2)1?)

ce qui donne le méme résultat.

Solution de 1’exercice 69. Tout arc de cercle, petit ou grand, est une NURBS quadratique.
Pour respecter les tangentes aux extrémités, le point P; doit se trouver a l'intersection des
tangentes au cercle en Py et P». Par symétrie, la droite 0P, est orthogonale a la droite PyPs,
laquelle est orthogonale & la droite APy (ot A = (—1,0)), laquelle a pour pente s. Par conséquent
P1 = (1, S)
On cherche des poids de sorte que

Ya(t) = (14 %2, 1 — s%t%, 2st).

En faisant ¢t = 0 et ¢ = 1, on trouve que wo = 1 et wy = 1 + 52, puis que w; = 1 convient.
Ensuite on cherche des poids de sorte que

Ya(t) = ((2t — 1)% 4 522, (2t — 1)? — 5212, 2st(2t — 1)).

En faisant ¢t = 0 et ¢ = 1, on trouve que wo = 1 et wo = 1 + 52, puis que w; = —1 convient.
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Solution de I’exercice 70. Une courbe de Bezier rationnelle quadratique est contenue dans une
conique.

Une telle courbe paramétrée est déterminée par trois points de controle Py, P, et P». Si ces
points sont alignés, la courbe est contenue dans une droite, qui est une conique particuliere. Sinon,
on peut sans perte de généralité supposer que P; = (0,0), Po = (1,0) et P> = (0,1). En effet, tout
triangle est I'image du triangle de référence par une transformation affine, et les transformations
affines préservent les coniques. Notons D(t) = (1 — t)%wq + 2t(1 — t)w; + t2. Les coordonnées de
X (t) = (x(t), y(t)) sont

o) = L5 e )= 2
On calcule
olt)ylt) = (G e et alt) +y(t) =1 - X5
don _— 2
W= (1-=z-y)

ce qui est ’équation d’une conique.

Attention, seul un arc de la conique est parcourue (cf. I'exercice 69).

On voit qu’en variant les poids, on obtient une famille a deux parametres de coniques paramétrées
passant par deux points avec des tangentes prescrites. Or une conique dépend de 5 parametres.
En effet, c’est ’ensemble des solutions d’une équation de la forme

az? + 2bxy + ey’ +dr +ey+ f =0,

et deux équations définissent la méme conique si et seulement si elles sont proportionnelles. La
condition de passer par un point donné se traduit par une équation linéaire sur les coefficients.
De méme, prescrire la tangente en ce point représente encore une équation linéaire. Il ne reste
donc qu'un degré de liberté pour une conique passant par deux points fixés avec des tangentes
prescrites. On conclut qu’en jouant sur les poids, on peut obtenir plusieurs paramétrisations de la
méme conique. C’est effectivement le cas, comme on I'a vu dans ’exercice 67.

Solution de I’exercice 71. Raccord G? obtenu en ajustant des poids.

2
La courbure au point M = (1,0) de la courbe de Bezier 5 vaut f% (exercice 65). Or celle-ci

est symétrique par rapport au point (2,0). Par conséquent, sa courbure au point N = (3,0) vaut

2
5 Si on introduit des poids, la courbure en M devient

\/5 wi1w2

2
3 wg

et la courbure en N devient
\/5 W1 W2

2
3 ws

Pour qu’elles soient égales (condition nécéssaire de raccord G? avec la translatée), il faut que wy = 0,
wy = 0 ou que w§ = —w3. On sort donc du cadre de validité de la formule 119. Néanmoins, le

choix w; = wy = 0 donne un segment de droite horizontal, qui est une solution au probleéme posé.

Solution de 1’exercice 72. Un cylindre de section circulaire, un huitiéme de sphére comme
surface NURBS.

Le cylindre est la surface de révolution balayée par la rotation autour de 'axe Oz du segment
d’extrémités Poo = (1,0,0) et Pyy = (1,0,h). Le segment est une courbe de Bézier de degré 1.
D’apres la proposition 129, le polyedre Pyy = (0,1,0), P21 = (0,1, h) et les poids wg; = wq; = 1,
wg; = 2 conviennent.
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Le huitieme de sphere est la surface de révolution balayée par la rotation autour de 'axe Oz
du quart de cercle d’extrémités Pyp = (1,0,0) et Ppa = (0,0,1). Le quart de cercle est une courbe
de Bézier rationnelle de degré 2, avec un troisiéme point de controle Pp; = (1,0,1) et des poids
w; =1, 1, 2. D’apres la proposition 129, le polyedre Pyy = (0,1,0), P»; = (0,1,1) P2 = (0,0, 1),

Pio=(1,1,0), P11 = (1,1,1), P12 = (0,0, 1) et les poids w;; = wjw; conviennent. Autrement dit,

les points de controle sont certains des sommets du cube unité, et trois d’entre eux sont confondus.
D’ailleurs, la paramétrisation est dégénérée au pole nord.

Solution de I’exercice 73. Extrusion d’une courbe NURBS.
La surface cherchée peut étre paramétrée par

(u,0) = X (u,v) = (1 = u)y(v) + u(y(v) + V).

Or By,1(u) = 1—wet By 1(u) = u sont les polynémes de Bernstein de degré 1. Soit Py; le polygone
de controle et w; les poids de . Posons Pi; = Py; + V. Il vient

> Biw(w)w; Poj > Bik(w)w;(Poj + V)
> Bik(v)w; >, Bir(v)w;
Zi,j Bii(u)Bjk(v)w; Py
> Bjk(v)w;
>ij Bia(w)Bjk(v)w; P
> Bin(w)Bjk(v)w;

donc X est la surface NURBS associée au polygone de controle P;; ot P;; s’obtient en translatant
POj de V, et aux noeuds W;j = Woj-

X(u,v) = Boa(u) By 1 (u)( )

Solution de I’exercice 74. Cone sur une courbe NURBS.
La surface cherchée peut étre paramétrée par

(u,v) — X (u,v) = (1 —u)y(v) + uQ.

Or By,1(u) = 1—wet By1(u) = u sont les polynémes de Bernstein de degré 1. Soit Py; le polygone
de controle et w; les poids de . Posons Pi; = @ pour tout j. Il vient

> Bik(v)w; Poj >, Bik(v)w;Q
>, Bir(v)w; >, Bjr(v)w,
Zi,j Bi 1 (u)Bj i (v)w; Py
>, Biw(v)w;
>ij Bia(w)Bjk(v)w; P
> Bin(w)Bjk(v)w;

donc X est la surface NURBS associée au polygone de controle P;; ou Pj; = @ et aux noeuds
W;5 = Wojy-

X(U,U) = Bo,l(’u) BLl(u)(
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