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Ne en 1918 a Als (Gard), Jacqueline Ferrand est bachelire en 1934. En 1936,
elle entre I’Ecole Normale Suprieure de la rue d’Ulm, o elle passe l'agrgation
(masculine) en 1939. Elle prend immdiatement fonction d’agrge prparatrice
I’Ecole Normale Suprieure de Jeunes Filles. La directrice, Madame Cotton,
convaincue que les filles devaient nourrir les mmes ambitions intellectuelles que
les garcons, comptait sur cette jeune mathmaticienne d’exception pour amener
I’enseignement des mathmatiques Svres au niveau de celui de la rue d’Ulm.
Nous avons de nombreux tmoignages de I'nergie avec laquelle Jacqueline Ferrand
s’acquitte de cette tche, dans les conditions matrielles difficiles de I'poque. Avec
la mme nergie elle se lance dans la recherche, sous la direction lointaine d’ Arnaud
Denjoy. Elle soutient le 12 juin 1942 une thse remarque, qui lui vaudra d’tre
distingue par I'Institut (prix Girbal Barral en 1943) et la Fondation Peccot en
1946. Sa carrire universitaire sera ensuite trs rapide : charge de cours Bordeaux
en 1943, elle est professeur Caen en 1945, Lille en 1948 puis Paris, de 1956
sa retraite en 1984.

1 Premiers travaux

La thse de Jacqueline Ferrand porte sur les valeurs au bord de la reprsentation
conforme d’un domaine plan. Depuis Riemann, Koebe et Poincar, on sait que
tout domaine simplement connexe A du plan admet une reprsentation conforme
f sur le disque D, i.e., une carte gographique dans laquelle les angles sont
conservs. On peut voir f comme une fonction analytique d’une variable dfinie
sur le disque, qui est une bijection du disque sur A. La question se pose de
savoir si f admet une limite en chaque point du bord. La rponse est oui si le
bord de A est suffisamment rgulier, et le problme devient difficile si le bord est
irrgulier.

En 1913, Constantin Carathodory [C] a fait un pas dcisif en introduisant la
notion de bout premier. Carathodory considre des coupures embotes de A. Ce
sont des suites de sous-domaines embots dlimits par des arcs simples reliant deux
points du bord, et dont la longueur tend vers 0. Deux suites de coupures sont
dites quivalentes si chacune peut tre embote dans ’autre. Un bout premier est
une classe d’quivalence de coupures embotes. Cette dfinition, qui fait intervenir
des longueurs, n’est pas videmment invariante par transformation conforme.



Carathodory donne une preuve de I'invariance qui repose sur des proprits fines
des fonctions holomorphes.

Dans sa thse, Jacqueline Ferrand donne une nouvelle preuve de 'invariance
conforme des bouts premiers, qui met en vidence le rle jou par 'aire balaye
par la transformation conforme f dans le contrle de la longueur de I'image de
presque toute courbe par f. D’autre part, le fait que f est ouverte permet de
passer de presque toute courbe toute courbe et donc de majorer le module de
continuit de f, [F2].

Les estimations prcises obtenues conduisent des conditions suffisantes sur le
domaine A pour que la reprsentation conforme ait des limites le long de courbes
contenues dans le disque et ayant un contact d’ordre lev avec le bord du disque.
Sous des hypothses plus fortes, elle montre ’existence de la “drive angulaire”
lim(f(z) — «@)/(z — a) en un point a du bord, [F1].

Pour une bijection conforme (ou holomorphe), I'aire de I'image concide avec
I’intgrale de Dirichlet
of of
/ |87|2 + |87‘2'
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Pour une fonction harmonique h (partie relle d’une fonction holomorphe f),
Iintgrale de Dirichlet remplace ’aire de f et le principe du maximum remplace le
fait que f est ouverte. Les mthodes dveloppes pour les reprsentations conformes
s'tendent donc 1'tude au bord des fonctions harmoniques, et aussi des fonctions
surharmoniques, [F4].

2 Fonctions prholomorphes

L’article [F3] dveloppe une discrtisation de la notion de fonction holomorphe.
1l s’agit, tant donn h > 0, de remplacer le plan C (ou un domaine born A € C)
par le sous-ensemble fini Z;, des points de A dont les parties relle et imaginaire
sont des multiples entiers de h. Classiquement, on dcrte qu’une fonction sur
Zy, est harmonique (J. Ferrand parle de fonctions prharmoniques) si pour tout
FASAN

du(z) =u(z + h) +u(z — h) + u(z +ih) + u(z — ih).

II est moins classique de discrtiser ’quation des fonctions holomorphes. Jacque-
line Ferrand appelle fonction prholomorphe une fonction f valeurs complexes
sur Zp qui satisfait pour tout x € Zj,

f(z+1ih) — f(z4+ h) =i(f(z+ h+ih) — f(z)).

La partie relle et la partie imaginaire d’une fonction prholomorphe sont des
fonctions prharmoniques sur les deux sous-rseaux Z; = {z € Z; | (Re(z) +
Qm(z))/h est pair} et Z) = {z € Z, | (Re(z) + Sm(z))/h est impair}. In-
versement, toute fonction prharmonique sur Zj, est la partie relle d’une fonction
prholomorphe sur Z,. J. Ferrand montre que lorsque h tend vers 0 les fonctions
prholomorphes sur Zj convergent vers des fonctions holomorphes sur A. Les



estimes a priori de module de continuit le long du bord jouent nouveau un rle
essentiel.

Elle en dduit une preuve trs simple du thorme de reprsentation conforme des
domaines non simplement connexes (voir [F5] chapitre V). Soit A un domaine
plan dont le bord possde au moins une composante connexe isole non rduite un
point. Alors il existe une reprsentation conforme essentiellement unique de A
sur un rectangle priv de segments parallles 1’'un de ses cts.

La notion de fonction prholomorphe a donn lieu de nombreux dveloppe-
ments, dont certains trs rcents, voir [M].

3 Actions de groupes

A Toccasion d’un sjour I'Institute for Advanced Study de Princeton, Jacqueline
Ferrand se demande quand une action d’une algbre de Lie sur une varit s’intgre
en une action de groupe. Il en sort une caractrisation d’analyse fonctionnelle de
la compltude d’un champ de vecteurs, [F6].

Soit X un champ de vecteurs localement Lipschitzien, divergence nulle,
sur une varit M munie d’un Iment de volume p. Alors X est complet si et
seulement si 'oprateur diffrentiel i X s’tend en un oprateur autoadjoint de L* ().
Supposons que X engendre un groupe un paramtre d’isomtries de M. Ce groupe
est priodique si et seulement si 'oprateur i X est d’image ferme.

Ce rsultat particulirement lgant n’a pas regu beaucoup d’cho.

4 QOwuvrages d’enseignement

La production mathmatique de Jacqueline Ferrand connat une baisse de rgime
entre 1958 et 1968. A cette poque, Jacqueline Ferrand est mre de quatre jeunes
enfants (ns en 1949, 1951, 1952 et 1958). Elle s’investit dans l’enseignement
I’universit, rdigeant une srie de cours polycopis qui, force de travail, deviennent
des livres. Un cours de gomtrie diffrentielle (second cycle) parat chez Masson
en 1963. Ses cours de premier cycle paraissent chez Armand Colin en 1964,
Dunod en 1967. Dunod publiera au cours des annes 1970 la srie d’ouvrages
avec Jean-Marie Arnaudis qui couvre l’ensemble du programme des premiers
cycles universitaires (cours et exercices), et qui est encore utilise dans les classes
prparatoires.

5 Gomtrie riemannienne

C’est l'issue de cette priode que Jacqueline Ferrand obtient ses rsultats les plus
connus, qui lui vaudront de donner une confrence invite au Congrs International
des Mathmaticiens Vancouver en 1974. Il s’agit de la rsolution d’un problme
de gomtrie riemannienne pos par Andr Lichnrowicz en 1964, [L], et sur lequel
de nombreuses rponses partielles avaient t publies, voir notamment [O] et les
rfrences qui s’y trouvent.



Une transformation conforme d’un ouvert de I'espace euclidien R" est un
diffomorphisme dont la diffrentielle prserve les angles. Cette notion se gnra-
lise aux ouverts de R™ munis d’une mtrique riemannienne, i.e, d’'un produit
scalaire dpendant du point, aux sous-varits de I’espace euclidien, puis aux varits
riemanniennes abstraites. Le prototype d’une varit riemannienne compacte est
la sphre {z € R"*! | 23 + - 4+ 22 = 1}. La projection strographique ralise un
diffomorphisme conforme de la sphre prive d’un point sur ’espace euclidien R™.
Par transport, les similitudes de R™ deviennent des diffomorphismes conformes
de la sphre. On voit ainsi que le groupe des transformations conformes de la
sphre est non compact.

Thorme [F7]. Si une varit riemannienne compacte M a un groupe de trans-
formations conformes non compact, alors M est conforme la sphre.

Il s’agit d’estimer a priori le module de continuit d’une transformation con-
forme, en dimension quelconque cette fois. Utilisons l'invariant conforme de 4
points introduit dans [F8]. La dfinition que nous donnons dans l’espace euclidien
R” s’tend immdiatement aux varits riemanniennes.

Dfinition. Soient Fj, F; deux compacts connexes disjoints de R", La ca-
pacit cap(Fy, F1) est la borne infrieure des intgrales [ |du|™ pour toutes les
fonction lisses u sur R telles que u = 0 sur Fy et u = 1 sur Fy.

Soient z, ¥y, z, t quatre points de R™. L’invariant de Ferrand j(x,y, z,t) est
la borne infrieure des capacits des couples (Fy, F1) de compacts connexes tels
que Fy contient x et z et F} contient y et t.

En utilisant une estimation a priori du module de continuit des fonctions
u qui minimisent [ |du|™ (une gnralisation non linaire et n-dimensionnelle de
[F2]), J. Ferrand montre que cette borne infrieure est non nulle. En fait (voir
[F13]), =z et t fixs, d(z,y) = j(x,y,2,t)"1™" est une distance qui dfinit la
topologie usuelle sur R™ \ {z,t} et qui tend vers 'infini si y fix  tend vers z.

Pour donner une premire ide de I'utilisation faite de I'invariant j, montrons
que, dans une varit riemannienne quelconque, le groupe G des transformations
conformes qui fixent 3 points y, z et ¢ est compact. En effet, G agit par isomtries
pour la mtrique d et fixe le point y, donc toute suite d’lments de G a une sous-
suite qui converge C° vers un homomorphisme. Il reste montrer que la limite
est un diffomorphisme conforme, et que la convergence est C*°. C’est un thorme
de rgularit elliptique non linaire, d F. Gehring et Yu. Reshetnjak dans le cas
euclidien, et tendu par J. Ferrand au cas des varits riemanniennes, [F10].

On peut tirer plus de I'invariant j. Si une suite f; de transformations con-
formes diverge, alors pour toute suite x;, z;, t;, si fz(zz) converge vers z et fz(tz)
converge vers t # z, alors f;(x;) converge vers z ou vers t. Cela signifie qu'’il y
a au plus deux limites possibles z et t. Si z # t, alors, quitte extraire, f; en-
voie le complmentaire de tout voisinage de z dans des voisinages arbitrairement
petit de t. Cela entrane que la varit M est simplement connexe et sa mtrique
conformment plate, donc M est conforme la sphre.



6 Transformations quasiconformes

Comment J. Ferrand a-t-elle dcouvert son invariant de 4 points ?

L’ide d’utiliser une mtrique naturellement invariante sous les transforma-
tions conformes remonte A. Lichnrowicz. Dans [L], A. Lichnrowicz utilise les
mtriques courbure scalaire constante. Dans les annes 60, cette approche tait
limite par le fait que le problme de Yamabe, existence et/ou unicit d’une mtrique
courbure scalaire constante conforme une mtrique riemannienne donne, n’tait
que partiellement rsolu. Le rsultat essentiel obtenu depuis est un pendant ana-
lytique du rsultat de [F7], d R. Schoen, [S].

Soit (M, g) une varit riemannienne compacte non conforme la sphre stan-
dard. Alors I’ensemble des mtriques conformes g, courbure scalaire constante,
est compact.

L’ide de mtrique naturellement invariante a t dveloppe dans la catgorie holo-
morphe par S. Kobayashi, [K], avec un grand succs. S’il est vraisemblable que
[F8] ait t influenc par les travaux de S. Kobayashi, la construction de ce dernier
diffre essentiellement de celle de J. Ferrand. La transcription exacte de la dfi-
nition de la mtrique de Kobayashi la catgorie conforme (ncessairement limite
aux varits conformment plates) est dveloppe dans [KP].

Il faut plutt rechercher 'inspiration de J. Ferrand dans la thorie des trans-
formations quasiconformes inaugure par H. Grtsch [Gr] et L. Ahlfors, [A].

Voici la dfinition que donne L. Ahlfors. Un quadrilatre est un domaine
plan bord par une courbe de Jordan portant 4 points marqus z, z, y, t. Un tel
domaine admet une reprsentation conforme sur un rectangle qui envoie les points
marqus sur les sommets. Ce rectangle est unique similitude prs. Le rapport
de deux cts conscutifs est un invariant conforme du quadrilatre donn, appel
module. Un homomorphisme f entre domaines plans est dit K-quasiconforme
si pour tout quadrilatre @,

K=Y module Q < module f(Q) < K module Q.

Noter que le module d’un rectangle est exactement la moiti de la capacit de
deux cts opposs. En dimension 2, la dfinition de J. Ferrand est donc trs proche
de l'ide de L. Ahlfors.

Un homomorphisme entre domaines plans est quasiconforme si et seulement
si il envoie les petites boules sur des domaines d’excentricit borne, voir par
exemple [V]. Cette notion garde un sens sur un espace mtrique quelconque.

M. Gromov, la suite de G.D. Mostow et G.A. Margulis, a mis en vidence
le rle que jouent les transformations quasiconformes en thorie des groupes : le
bord linfini d’un groupe hyperbolique possde une structure quasiconforme,
[GP]. Ceci motive des travaux rcents, [KR], [H], [HK], o on tudie la rgularit
de transformations quasiconformes sur des espaces mtriques de plus en plus
gnraux. Le point essentiel dans ces travaux reste ’estimation de I'invariant de
Ferrand.

M. Gromov a soulev le problme de savoir ce qu'il restait de la thorie quasicon-
forme en dimension infinie. Cela motive la recherche d’estimations de 'invariant
de Ferrand indpendantes de la dimension, voir [F11].



L’invariant de Ferrand exploite I'invariance conforme de lintgrale [ |du|™.
En un sens qu’on va prciser, ces intgrales dterminent entirement la structure
conforme. A la suite de H. Royden, J. Ferrand attache une famille d’algbres de
Banach une varit riemannienne M. Etant donn p > 1, notons AP (M) 'espace
des fonctions continues bornes sur M dont les drives partielles au sens des distri-
butions sont des fonctions de puissance p-ime intgrable. AP(M) est une algbre
de Banach pour la norme || v ||ooc + || du ||,. Dans [F9], J. Ferrand montre
que, si p = n, tout isomorphisme A"(M) — A™(N) est induit par une trans-
formation quasiconforme M — N. FEn revanche, si p # n, tout isomorphisme
AP(M) — AP(N) est induit par un homomorphisme bilipschitzien M — N. On
trouvera un rsultat qui va dans le mme sens dans [GR].

J. Ferrand va plus loin. Elle caractrise les applications M — N qui envoient
AP(N) dans AP(M), pour p > n. Le cas o p < n a t abord dans [GGR]. Ce
point de vue est dvelopp dans [P].

7 Structures gomtriques de type fini

Le problme de Lichnrowicz a une gnralisation aux varits non compactes. On dit
qu'un groupe G de transformations conformes d’une varit riemannienne (M, g)
est inessentiel s’il prserve une mtrique riemannienne g’ conforme ¢ (i.e. pro-
portionnelle ¢ en chaque point). La question devient : montrer qu’une varit
riemannienne non compacte dont le groupe conforme est essentiel est conforme
I’espace euclidien R™.

D.V. Alekseevski en a publi une solution ds 1972, [Al]. C’est seulement en
1992 que R. Zimmer et K. Gutschera ont trouv une faille importante dans la
preuve de D.V. Alekseevski.

Voici le contexte qui a amen R. Zimmer tudier le problme de Lichnrowicz. R.
Zimmer s’intresse aux actions de groupes non compacts sur des varits compactes,
du point de vue des systmes dynamiques. Si toute varit admet une action
ergodique de R, il semble que seules des varits compactes trs spciales admettent
une action ergodique d’'un groupe de Lie semi-simple, voir par exemple [La]. On
conjecture qu’'une telle varit doit porter une structure gomtrique de type fini,
[Z].

Appelons structure gomtrique d’ordre r sur une varit M la donne d’une
rduction du fibr des repres d’ordre r un sous-groupe algbrique du groupe Glgf)
des r-jets de diffomorphismes fixant 'origine dans R™. Une structure gomtrique
est de type fini si tout automorphisme est dtermin par son jet d’ordre fini. Par
exemple, une mtrique (pseudo)-riemannienne, une structure conforme, projec-
tive est une structure de type fini. Une structure symplectique ou complexe ne
I’est pas.

Un problme passionnant et actuel est I’tude des varits compactes munies
de structures gomtriques de type fini qui admettent un groupe non compact
d’automorphismes. Pour les structures conformes, le problme est entirement
rsolu par [F7]. Dans le cas gnral, un pas important a t accompli par M.



Gromov qui montre que si le pseudo-groupe d’automorphismes locaux a une
orbite dense, alors celle-ci est ouverte, [G]. Les objets cherchs sont donc “ho-
mognes presque partout”. En utilisant ce rsultat, G. d’Ambra a pu montrer que
le groupe d’isomtries d’une varit compacte simplement connexe munie d’une
mtrique lorentzienne analytique relle est toujours compact, [D].

L’assertion de [Al] qui a attir ’attention de R. Zimmer est la suivante. Si
G est un groupe ferm d’automorphismes d’une varit M munie d’une structure
gomtrique de type fini, et si les stabilisateurs de tous les points sont compacts,
alors G agit proprement sur M. Dans cette gnralit, I'nonc est faux. Dans
le cas particulier d’'une structure conforme, il est quivalent la conjecture de
Lichnrowicz gnralise, qui a t rsolue rcemment par Jacqueline Ferrand, [F12],
ainsi que sa version quasiconforme, [F14]. La solution utilise un invariant de 3
points, obtenu partir de I'invariant de 4 points en faisant tendre un point vers
I’infini.

8 Conclusion

Les travaux de Jacqueline Ferrand ont une influence sensible dans plusieurs
branches des mathmatiques. Pourtant, ils sont peu connus en France. Elle n’a
pas cherch fonder une cole. Comme elle le dit avec modestie, elle a hsit entra ner
des jeunes sur des pistes qu’elle jugeait insuffisamment prometteuses. Jacqueline
Ferrand a men quelques collaborations I’tranger, notamment en Finlande o
elle jouit d’une grande considration. Toutefois, son itinraire intellectuel est
principalement solitaire. La valeur de ses travaux n’a t pleinement reconnue
que lorsque l'actualit mathmatique I’a rejointe, ce qui s’est produit en 1942 au
moment de sa thse, en 1969 avec le problme de Lichnrowicz et nouveau en 1996.
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