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COHOMOLOGIE [» DES VARIETES A COURBURE NEGATIVE,
CAS DU DEGRE 1

L’inégalité de Sobolev sur I’espace euclidien IR” s’énonce de la maniére
suivante: pour toute fonction lisse u 3 support compact sur IR” et tout p < n,

A*v ::_F < Q:%:&:__v ;
ou

1 1_1

P g n

En fait une inégalité légérement modifiée reste vraie pour des fonctions dont
le support n’est pas nécessairement compact: pour toute fonction lisse u sur
IR", il existe une constance ¢ = c{u) telle que

(**) Hu — cllg < Ch plldully -

On a une inégalité similaire pour un domaine borné Q de IR", avec une con-
stante qui dépend du diamétre et du volume ([7], chapter 7).

En revanche, il existe des domaines ou cette inégalité est en défaut: soit
0 =1R™ x B*™ C IR™ ol B"™ ™ est une boule; soit « une fonction qui ne
dépend que de la variable angulaire du facteur IR™  Alors du € LP pour p>m
alors que u — ¢ ¢ L9 quelles que soient les constantes ¢g>1letcelR.

Par conséquent, la question de savoir si Pinegalité (**) est vraie dans
un domaine §2 dépend de la géométrie de . En fait, cette question garde un
sens si le domaine @ est remplacé par une variété riemannienne M. Dans ce
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cadre un peu plus général, donnons d’abord deux formulations équivalentes

du probléme

DEFINITION. Soit un ouvert de IR". Une expression de la forme
7
a= Mupiar ey Tn)dT;
i=1

s'appelle une forme différentielle de degré un. Par exemple, si u est une
fonction lisse sur €, sa différentielle totale

=\ du
§=1
est une forme différentielle de degrée un. On dit qu’une 1-forme différentielle

est fermée si, localement, c’est une différentielle totale. Autrement dit, si on

2 mmm _ %Q..
oz; wuﬂ. '

1l se peut dire que cette condition locale ne suffise pas pour que « soit
globalement la différentielle totale d’une fonction. C’est pourquoi on introduit
espace H(£,IR), quotient de I'espace Z'(Q) des 1-formes fermées sur Q par
’espace B°(Q) des différentielles totales de fonctions définies sur €2. Si con-
sidére seulement des formes différentielles et des fonctions & support compact,
on obtient un autre espace H}(22,R).

Ces notions, invariantes par changement des coordonnées, gardent un
sens sur une varitété différentiable abstraite M. L’espace H'(M,IR) (resp.
H!(M,IR)) ne dépend que de la topologie (en fait, du type d’homotopie pour
le premier) de M et s’appelle le premier espace de cohomologie de de Rham
(resp. A supports compacts) de M.

Si M est munie d’une métrique riemannienne, on peut imposer des con-
ditions de décroissance a Vinfini. On peut mesurer la longueur d’une forme
différentielle, intégrer sa puissance p-iéme par rapport au volume riemannien.
On note alors Z) (M) ’espace des 1-formes différentielles fermées a telles que
la| € LP, et BJ(M) ’espace des différentielles totales de fonctions u € LI(M).
L’inégalité (*) n’est pas automatique pour une variété riemannienne. Cepen-
dant, dans de nombreux exemples, on a une inégalité de Sobolev, avec des
exposants p et ¢ qui dépendent de M. Lorsque I’inégalité de Sobolev (*) est
vérifiée, BJ(M) est un sous-espace fermé de Z}(M). On obtient un espace de

cohomologie L+

H) (M) = Z,(M)/BJ(M) .
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Si p > 1, la norme de Z;(M) est uniformément convexe, chaque classe
de cohomologie LP? contient un élément de norme minimum (qui est le seul
point critique de la norme dans cette classe). Celui-ci satisfait 1’équation
d’Euler-Lagrange

div(jaff~%a)=0.

ot div = — « d* en fonction de 'opérateur * de Hodge. Si H}(M,R) = 0, est
la différentielle totale d’une fonction u, qui satisfait 1’équation des fonctions
p-harmoniques

div (|dulf~2du) =0 .

On arrive donc aux deux formulations suivantes:

1. PROPOSITION - Supposons que la varitété M satisfait H'(M,R) = 0, et
qu’elle est munie d’une métrique riemannienne vérifiant (*) avec p > 1,9 > 0.
Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes
a) D'inégalité (**) est vraie sur M;
b) NNMLQS.V =0;
c) toute fonction p—harmonique sur M dont le gradient est dans L? est
constante.

L’espace H, ,(M) contient la cohomologie de de Rham & supports com-
pacts qui ne dépend pas de la métrique — mais est souvent beaucoup plus
grand, c’est véritablement un invariant riemannien. Cependant, c’est un in-
variant plutot grossier: il ne change pas si la métrique riemannienne ¢ est
remplacé par une métrique équivalente ¢’ telle que

Clg<d <Cyg.

En particulier,si N est une variété compacte, et N son revétement universel,
P’espace de Banach H, ,(N) est un invariant différentiable de N. On va voir
que cette grandeur ne dépend en fait que du groupe fondamental.

Graphes et quasiisométries. — La cohomologie L?'? rentre dans le cadre de
la géométrie des groupes, développée par M.Gromov dans [8] et [9]. En effet,
on peut définir la cohomologie LP? pour un graphe I, et donc, a fortiori, pour
un groupe discret de type fini.

I’équivalent d’une 1-forme fermée est un cocycle, i.e., une fonction «
sur ' x T telle que

a(a,c) = a(a,b) + a(b,c) .



98
Sa longueur au point a est

leel (@) = MU ja(a,b)| .

b voisinde @

La différentielle d’une fonction u sur I est
du(a,b) = u(d) — u{a} .

Avec la mesure de comptage, on peut définir Z}(I') et Bg(T'), et, si Vinégalité
(*) est satisfaite, leur quotient Hy  (T).

Une application f entre espaces métriques est une quasiisométrie s’il
existe des constantes L et C telles que I'image de f soit C-dense dans X’ et

que, pour tous z £ v,
i
=C+ pd(z,y) < d(fz,fy) < Ld(z,y) + C -

Si N est compacte, le groupe discret m,(N) et le revétement universel N sont
quasiisométriques. M. Kanai ([11]) a montré que les inégalités de Soboloev
sont des invariants de quasiisométrie. On montre ici

2. THEOREME — Soient ¢ > p > 1 deux réels. La cohomologie L™? est un
invariant de quasiisométries des variétés riemanniennes & rayon d’injectivité
et courbure de Ricci minorés. En particulier, soit N une variété compacte, N
son revétement universel, muni d’une métrique induite, T le graphe de Cayley
du groupe fondamental my(N). Alors les espaces de cohomologie hwmm.%\«v et

H} (T) sont isomorphes.

Dans cet article, on étudie la classe des variétés complétes, simplement

connexes, & courbure sectionelle négative.
Ces variétés sont proches des domaines pour les raisons suivantes:

~ il y a des coordonnées polaires globales;

~ elles satisfont aux inégalités de Sobolev avec ¢ =p ;

— elles ont une sorte de “bord”, la sphére & Uinfini de P. Eberlein et B. O’-
Neill, [6].

La sphére & Dinfini de M est I’ensemble des classes d’équivalence de rayons
géodésiques, v1(t),72(t) étant équivalentes si la distance dist(y1(t),72(t)) est
bornée pour ¢ € IRy. Les coordonnées polaires — globales — permettent d’iden-
tifier la sphére & Uinfini 8M & la sphére unité tangente en un point quelconque.

Comme la croissance du volume est exponentielle, une fonction u dont

- PO o - - e L 1 1 | J U R R o
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(i ) o
géodésique, c’est une sorte de “valeur au bord” u., définie sur M. Inverse-

ment, le résultat suivant, di & R. Strichartz, raméne le calcul de la cohomologie
L? & un théoréme de trace.

3. THEOREME (R. Strichartz, [14]). - Si u, = 0 presque partout, alors
u € LP. Par conséquent, 'espace de cohomologie H, (M) s’identifie & un
sous-espace de fonctions sur 8M modulo les constantes.

On calcule la cohomologie LP pour certains espaces homogeénes & cour-
bure négative. Un tel espace est un groupe de Lie résoluble S muni d’une
métrique invariante & gauche. Le groupe S est le produit semi-direct de IR
et d’un groupe nilpotent N, ot ’action de IR sur N est engendreée par une
dérivation « dont les valeurs propres ont pour partie réelle 0 < A; < ... < Ay_;.
On ne traite ici que le cas ot o est semi-simple. -

4. THEOREME - Soit M un espace homogéne & courbure négative. La
cohomologie LP de M s’annule si et seulement si

e Mt Ay
S

Notons p(M) la valeur de p pour laquelle H]} (M) commence 3 étre non
nulle. 1 faut y penser comme & une sorte de dimension de Hausdorff de oM.
On a linégalité suivante:

5. THEOREME - Si la courbure sectionnelle K est pincée entre —a? et —b?,
alors

(=17 <p(M) < (= 1)}

Exemple. — Soit H" I’espace hyperbolique, i.e., une variété rieman-
nienne simplement connexe & courbure sectionnelle constante. Alors H, (M)
s’identifie & 'espace de Besov .

BYP (R

Cet exemple est typique: on peut généraliser la définition des espaces
de Besov aux groupes nilpotents munis d’automorphismes contractant, et on
a un énoncé similaire (théoréme 5).
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i. Invariance sous quasiisométries

On pose le probléme dans le cadre des espaces métriques munis de me-
sures. L’invariance sous quasiisométries est générale dans ce cadre.

1.1 DEFINITION - Soit X un espace de longueur, dz une mesure sur X. On

suppose que
(1) v(r) = inf{vol B(z,r)|z € X} est positif pour r assez petit,
(2) V(R) = sup{volB(z, R)|z € X} est fini pour R assez grand.

Un noyau est une fonction positive ¢ sur X x X telle que

(i) v est bornée,
(ii) pour tout z € X,

\x b(z,y)dy = \Mﬂ Wy, 2)dy=1,

(iii) il existe des constantes ¢ > 0,6 >0 et R < oo telles que ¢(z,y) > 6
si d(z,y) <&, ¢¥(z,y) =0si d(z,y) > R.
On a une opération de convolution sur les noyaux

¢* $AH. w\v = A\Mvm ﬁﬁ.ﬁ.NvﬁAN.m\v&N .
On note ¢*" le produit de convolution de ¢ avec lui-méme n fois.

1.2 LEMME — Soit X un espace de longueur muni d’une mesure dz satisfaisant
(1), ¢ et ¢ deux noyaux. Alors il existe un entier m et une constante C tels

que
¢ < CYP™™ .

Fixons un r < . Par hypothése, étant donnés deux points z et y, il
existe un z tel que d(z, z) et d(z,y) soient arbitrairement proches de d(z,y)/2.
En particulier, si d(z,y) < 2¢ —2r, il y a une boule de rayon > r de points 2
tels que d(z,2) < € et d(z,y) <&, d'ou ¥ * P(z,y) > §%v(r). Ceci montre que le
rayon de positivité de ¥ = ¢ est au moins le double de celui de ¢. Soit ¢ Ew
autre noyau, & support dans le voisinage de la diagonale de largeur R', note
Tr:. Choisissons m tel que m(e —r) > R'. Alors ¢*™ > §mv(ry™! sur Tr/, donc
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1.3 DEFINITION - Un cocycle sur X .est une fonction o définie sur X x X
qui satisfait, pour tous z,y,z € X,
a(z,y) = a(z,2) + a(z,y) .

Le cobord d’une fonction u est le cocycle du donné par

du(z,y) = u(z) - u(y) .

Etant donné un noyau ¢ et p > 1, on définit une semi-norme N, 4 sur
les cocycles sur X par la formule

Ny (o) = A /. . _%,s_g@.s%%vs n

1.4 LEMME - Les semi-normes N, sont deux 4 deux équivalentes.
Cela résulte du lemme 1.2 et du fait suivant:

Np,ssw < 2|8lloo Np,y + (1900 Np,g) -

1.5 DEFINITION - Soit X un espace de longueur, muni d’une mesure dz.
Soit % un noyau sur X. L’espace de cohomologie grossiére est le quotient

Hpt(X) = 2, (X)/BY(X) ,

ou Z, est ’espace des cocycles dont la norme Npy est finie, et B}(X) le
sous-espace des cobords de fonctions dans LY(X,dz). L’espace de cohomo-

logie grossiére réduite est le quotient NM%C« ) de Z1¥(X) par 'adhérence de

B)(X).

D’aprés le lemme 1.4, ces espaces ne dépendent pas du noyau particulier
choisi.

Un noyau ¢ permet, par convolution, de régulariser une fonction u:

uxP(z) = .\W u(2)Y(z,z)dz .

Plus généralement, on peut régulariser les cocycles. La convolution d’un cocy-
cle a avec un noyau ¢ est définie par

arbe )= [ als )0 e pdz s

XxX
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w. Q 3

et on &
d(ux9) = (du xP .
( ) (dv) pour tous z'# y,

Cette opération est sans effet sur la cohomologie:
1
avolution a + & *  induit lidentité en cohomologie si Aloss il existe d h%a,S <d(fz,fy) < L(d(z,y) + C .
1ste des noyaux ¢,
’ m:&k~mﬂem=ﬁkw
els que T@ﬁ . .
plication
ars (axg)of

1.6 LEMME — T.a co
éduite si ¢ > P

1 cohomologie I

q="; €
Clairement,
Npplo* P) < ZF‘EAQV envoie 7} s.Cﬁ
, ) ) P ) dans Z}¥ ..
IR S e EL S Hyd (%) $¥(X) et induise un isomorphisme de Hyf (X)
Ecrivons Fixons un " i
voisinage de la @va 0 assez petit. Choisissons ¢ > § (re )
(ax§— )@Y = \ 5?5\Q@,@VEN.@%.EN& : vérifie aisément gonale de largeur £ > 3LC + 2r . #2 ) dans un
. nt que r (resp. & > Lr+2C). On
N,
De la relation de cocycle, on tire olt palloxd)o f) < Nyrle)
\.E\AH\ @\ . \.
; ! -
2y - olz:2) » Al )= | e udf(e),a)8 (), )z dy
ors, si le support de ¢ ‘ ”
e ¢ (resp. ¢') est contenu dans le voisinage de 1
e de largeur K

alz, 7))~ ofz,9) = ol
(resp. R) de la diagonale,

I1¥'lleo < 1l'I13,v0l(f 7! B(2', R))

d’ot
axp—Qa= du
ot
u(z) = \x Qﬁa,nv&fav&n . <|I#'I|L V(LR 4 2LC)
‘.\\A&\. y) > B egi? 38 u
Clairement, ) =~ e\?v 66'° des que d(z',y') < e —2r)/L —3C
(il < Np.o() - i ¥(a', ) = 0si d(z',) > LR A
eci montre que f envoie 71 (X +C+2R .
oy e By () dans 27(X),

[° dés que

on remarque qve Y €
ycle o, OR

= p. Lorsque ¢ > Py
En effet, pour tout coc

cles bornés sont denses.

s #) 0 irdz
osly< [ lueiras’ [ (e, re)ie

Ceci suffit lorsque ¢
eeL®. Or les cocy

)
Hee® xlloo S Npx(@) - or la deuxié
euxiéme intégrale est bornée par

e le support de x tend vers ia
est dominé ‘dans

@g

Oﬁooz& e
\lw
ax¢=0a€Hpl ). " i

(X quasiisométrie, 1’ icati
étrie, I'application induite en cohomologi
ogie est un isomorphi
phisme. =

d rendre « continu. Alors woﬁmn.:

y converge presque @@29;
nc converge dans cette espace.
ce en norme Np,y de dL9, donc

On peut d’abor
diagonale, & *
(2, y)dzdy) do

est dans 1’adhéren
ant aul

1.7 pROPOSITION ~ Soient X, X' deux espaces de lon
. X — X' une mcwm:moamam, i.e., il Sa,mx.m Cas des graphes - L’h ,
in graphe, i.e., pour un QS\.%wo;mmm (1) est automatiquement satisfai
-complexe de dimension 1 muni %wfmmw;m pour
une Bmﬁm@ﬂm

conditions (1) et (2) de 1.1. Soit f

gueur satisfais
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de longueur. Sur un graphe, on a une métrique de longueur naturelle, qui
donne une longueur 1 & chaque aréte. L’hypothese (2) équivant 3 une borne
sur le nombre d’arétes partant d’un sommet.

M.Kanai ([11]) a construit des graphes T' qui approchent une variété
riemannienne M. Il montre que, si la courbure de Ricci et le rayon d’injectivité

de M sont bornés inférieurement, I est quasiisométrique & M.

1.0 Cas des variétés riemanniennes — Remarquons que, pour qu’une
variété riemannienne ait les propriétés (1) et (2) de 1.1, 1l suffit
(1’) que son rayon d’injectivité soit borné (voir [2], page 427),
(2') que sa courbure de Ricci soit bornée inférieurement, inégalité de R.
Bishop.
La convolution avec un noyau de classe C! est réellement une régula

- risation.

1.10 LEMME — Soit X un ouvert dans une variété riemannienne M. Si les
dérivées de ¢ sont bornées, il existe un noyau ¢ ne dépendant que de ¢ tel

que
Hd(u * $)lloo < No(du)

d(x = ¥)llp < Ng(du) -
En effet, notons o le cocycle a = du* . Alors, pour tout y € X,

&A.: * »3?& = Raﬁﬁa, m\v
= \. (u(#') — u(2)detb(z, Y)Y v)dz 42’ .
XxX

On choisit y = z. Notant R la largeur du support de v, il vient

(s 9)(@)| < oIl len \ () - u(2)ldzdz’ .

B(z,R)x B(z,R)
En appliquant linégalité de Holder, on conclut aux inégalités annoncées, avec

¥l oo H1lloo
volB(z, R)

lyz,2)<R - ®

#(z, 7)) =

Soit M une variété riemannienne, z € M,y un point qui n’est pas dans
le lieu de coupure (cut locus) de z, de fagon qu’il existe une seule géodésique
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EMEBE@E@ de z & y = exp,(rf). On note O(z,y) la densité de ’élément de
volume de M en coordonnées polaires d’origine z, i.e.,

O(z,y) 'dy = drdf .

1.11 LEMME - Pour presque tous z,y € M, on a
O(z,y) = O(y,z) .

| %o@.ozm UM le fibré unitaire tangent & M, (" le flot géodésique sur UM, x
a projection de UM sur M. L’application exponentielle .
exp: UM xR—>Mx M, (w,t) (m(w),n(('w))

est un difféomorphisme d’un ouvert de UM x IR sur un ouvert de mesure pleine
de M x M. Sur cet ouvert, I’application

A&.Qv = A&\v ...\v = AQ. Hv
se factorise par

(z,9) — (w,t) = exp™ Yz, y) — (W' = Cw,t' = —t) — (¢',¢) =
= exp(w’, ')

au cours de laquelle les mesures deviennent
O(=, SL&& dy — dwdt — du' dt’ — O(a’, w\vl&a\ dt’

on 3 utilisé I’'invariance de la mesure de Li i
; e Liouville dw =
flot géodésique. 1l vient = dedd eur UM par e

O(z,y) Ydzdy = O(y, z)"dy dz ,
et donc O(z,y) = O(y, z) presque partout. =

M..Hm MMZ:SH - .m.o: M un variété riemannienne compléte. Pout toute fonc-
ion u de classe C' sur M, tout p > 1 et tout R > 0, on a I’inégalité

_ - RpH1
‘\%a.evmm lu(2) — u()PO(z,y) " dz dy < wn-y p \2_&:1
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On a

£(w)
\ |u(z) — u(®) PO(z,v) 'z dy = \ %e\. fu(w) — u(¢fw)Pdt
d(z,y)<R UM 0
o #(w) = min{R, longueur de coupure (w)}, or, pour tout w,

() — u(ctoP < [ 1du(@)Pds

d’ou
£(w) re 1w
[ e - wictmpacs T [ e onren
0 (4]
et il vient
~1 RF -1
[ ) - uoPotey) e dv < S |du(y)lPO(z, v)~"dz dy
d(z,y)<R P Jd(z.9)SR
RP RP
=2 PO, ) dzdy = [ ldu()Pdy | uow
P Jd(zy)<R P IM UM
RpH1
< Wp—1 .\‘ |dufp . ®
p M

Supposons de plus que ]a cohomologie de de Rham s’annule, HY(M,R) =
0. Sous ces hypothéses, la cohomologie L? ordinaire et sa version grossiére sont
équivalentes. En effet

1.13 PROPOSITION - Soit M une variété riemannienne compléte 4 rayon
d’injectivité et courbure de Ricci minorés. Soit ¢ un noyau de classe C*.
Supposons que H'(M,IR) = 0. Alors

H) (M) 2 B OH)

La norme Nxy sur les cocycles et la norme L? sur les formes différentielles
induisent des normes équivalentes en cohomologie.

Soit « une 1-forme différentielle fermée sur M. Son intégrale sur un
chemin v ne dépend que des extrémités = et y. On obtient donc un cocycle

a'(z,y) = \.«Q .

Inversement, si o est un cocycle, alors o' * ¥ est une fonction de classe ct
par rapport a la premiére variable. Fixant la seconde variable, on prend la
différentielle extérieure, c’est une 1-forme différentielle fermée .

1

Si a = du, al ! :
o , alors o' = du au sens de la définition 1.3 et réciproquement
reste & comparer les normes de o et o'

N
D’apres le lemme 1.10, il existe un noyau ¢ tel que

lladly < Np.gac) -

Inversement, le lemme 1.12 donne une inégalité du type

Np,p(a) < lledlp

&A&;\v = honma.awun*r@Aﬂvm\vluwuﬁaaa y)<R} 5

our qu i i i
Wocw M M cette fonction soit un noyau, il faut une borne inférieure uniforr
pour , .M; Ewm vogm supérieure uniforme pour ©, sur les petites boules. ]
ure de Ricci donne cette borne, inégalité de R. Bishop, [1] section :. ]
, .

Ceci achéve la preuve d S0
; . u théoréme 2 d = i
I’hypothése d’une inégalité de Sobolev ans le cas ¢ = p. Sinon, on f

Hullg < Caplldull, .

Elle signifie que BJ(M) est fermé, donc

=1

Hp (X)) = mﬁkﬁgv
est invariant par quasiisométrie. ®

1.14 REMARQUE - Pour ¢’
. ur ¢’ ¢ {p,q}, ot p et .
doms Tindgalité de Saboler, o 1o 1 fontles exposants qui fgure

donc
=1
Hp (M)~ Hy¥ (M) .

est un invari ii 8tri
: <w:m=e de quasiisométrie. En revanche, il n’est pas clai |
cohomologie non réduite soit invariante. .
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2. Cas de P’espace hyperbolique

’ L34 H
On va voir que, dans la classe d’exemples étudiée, le calcul de H; (M)
se rameéne a des manipulations élémentaires en coordonnées polaires. Pour

commencer, illustrons la méthode sur un exemple simple.

2.1 PROPOSITION ~ H}' ,(H") = 0 si et seulement si p < n - 1.

Sur l'espace hyperbolique, on a des coordonnés polaires globales
H™ =Ry x S"! ol la métrique s’écrit g = dr? @ sinh(r)2ggsn-1.

Si u est une fonction lisse sur S™~1, son prolongement radial v(r,8) = u(6)
n’est dans aucun L?, mais son gradient est dans L? pour tout p > n — 1, donc
H, (H™) #0 pour p>n—1 et tout g. .

. Inversement, on montre que toute fonction dont le gradient est dans L?
est exponentielle proche d’une fonction radiale. o

On note S(») la sphére de rayon » dans H". Si u est une fonction lisse

sur H", telle que

[ ldup < oo,
on note u, la fonction sur S*~! donnée par

ﬁw.ﬁ%v = :.Aq.‘%v .

Alors w ]
AP = u,|P = sinh(r) «:\ uf |
ol = [ 1l »
lduellp = [ tdurl = sinh(r) "+ [ s )P
sn-t 5(r)
__W: Il H,\ Amgﬂvw A&:E&Ta\ {dulf ,
or 1P Sn~1 or - 5(r)
d’ou
oo H n—-1
*) hally = [ lhulfpsinh(ry =
0
oo : n-1
(**) gl > [ lldurlsin(r)~ar,
1]
*H¥ dullp > e __wwg || sinh(r)*~1dr.
(***) ol > [ 115wl
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Montrons que, lorsque r tend vers +oo, les u, convergent dans LP. Cela résulte
de (**) et de la scholie suivante.

2.2 LEMME - Soit v : Ry — E une courbe dans un Banach. Soit p>1. Sila
dérivée v' est dans L?(sinh(r)*~1dr), alors v converge lorsque r tend vers +oo.
En effet, I’inégalité de Holder donne

A\__e\__eq.v~~~ < A\,:e\zummar?v:uiwv A\.&:EJT:?L%VT_

Comme p > 1, on a [+ sinh(r)"~1-Pdr = +00, donc (**) entraine qu’il existe
une suite de rayons r; — 400 tels que [ldus; ||, tende vers 0. Par semi-continuité
inférieure de la la norme W'*_ on conclut que la limite des u, est une constante.

Retranchons cette constante A la fonction u, de fagon que u, tende vers
0 dans L?. Montrons que la fonction r — |lur|lp est dans LP(sinh(r)"~1dr).

2.3 LEMME - Soit Ry — E une courbe dans un Banach qui tend vers 0 &
Dinfini. II existe une constante Ch,p telle que

__e__hv?:i?valawv < Qa%__c\:he?ir?vsl_&sv .
Appliquer Iinégalité de Sobolev 3 la fonction sur Pespace hyperbolique

u(r,0) = |v(r)|. =

3. Variétés a courbure négative

La discussion de ’espace hyperbolique se généralise aux variétés i cour-
bure variable, grice & des théorémes de comparaison. Soit M une variété
riemannienne simplement connexe 3 courbure sectionnelle négative ou nulle.
Fixons une origine m € M. En coordonnées polaires d’origine m, la métrique
s’écrit

9= dr? ®gr,

et 1’élément de volume sécrit

vol = O(r,0)drdd .
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Posons h = ©’/© (c’est la courbure moyenne des sphéres). D’aprés le théoréme
de comparaison de Rauch, si la courbure sectionnelle K < —b% on a

h>(n-1)b,

d’ou, en particulier,

sinh(br) -t

— .

Mais il y a d’autres variétés pour lesquelles h > const. > 0, par exemple, les
espaces symétriques, & condition d’éviter les directions paralléles & un facteur

o(r,8) 2 (

euclidien.
Soit u une fonction sur M telle que du € L?. Définissons une fonction

u,, sur la sphére unité S"~! de T, M par

Alors

b4

us(0) = u(exp,, 8) .
dr .

+oo fsinh(br) n-t
p =
o> [ (252 g,

Posant v : Ry — LP(S""!),v(r) = u,, on a v’ € LP((sinh(br)/b)"~1dr),
donc v converge (lemme 2.2). On note uc la limite. Inversement, on a

+o0 /ginh(br)\ "
gz [ (SHE) Tt

donc, u € L? entraine u,, = 0. On conclut qu’on a une application bien définie
de H} (M) dans L*(S"71).

l§j
— Uy

or

Montrons que la “valeur au bord” ue, ne dépend pas de I'origine choisie.
On a vu en 1.6 qu’on peut régulariser la fonction u par convolution avec un
noyau % sans changer de classe de cohomologie, don¢ il suffit de vérifier cette
propriété pour u * 1.

3.1 LEMME — Si les dérivées de 1 sont bornées, la fonction régularisée u* ¢
converge “angulairement” vers uo en presque tout point de la sphére a Dinfini,
i.e., si u converge le long d’une géodésique v, alors ux ¢ converge vers la méme
limite dans tout tube {d(-,v) < const.}.

En effet, d’aprés 1.10 (et 'équivalence des normes ||dul| et N ¢(du), 1.13)

la norme C! de u %4 au point z est bornée par la norme L? du u dans une

boule de rayon fixé, quantité qui tend vers 0 & Dinfini. =

11

Par définition, deux géodésique qui définissent le méme point a Pinfi
restent & une distance bornée 'une de ’autre. La limite de u * ¢ est la mén
le long des deux géodésiques, ce qui prouve que la limite u.,, lorsqu’elle exist
ne dépend que du point & Pinfini considéré.

3.2 PROPOSITION (R. Strichartz, [14]) — Soit M une variété riemannien:

simplement connexe & courbure sectionnelle négative ou nulle, satisfaisa
h > (n—1)b. Alors P’application
H} (M) = LP(S*Y)/R, u+ tg
est injective.
On reproduit la démonstration a toutes fins utiles. De I’hypothese

h>(n—1)b,

on tire, pour tout p > 1,r et 4,

400
O(r)"/*~?dr < const. O(r)/1-7 (-

A
Fixons le paramétre angulaire 6. Il s’agit de montrer que, si une fonctic
v sur IRy tend vers 0 a l'infini, et si ‘\c+8 v'(r)PO(r)dr < +o0, alors

+00 +00
‘\o v(r)PO(r) < const. \c v (r)PO(r)dr .

 Par ’inégalité de Holder et (+), on a pour tout r

o(r)? = A \ " %V%Vv
< A \ e E%@S&.v A ,+8 @3:75&1 :

< const. A\’Jroo v (r)? @T.v%.v o(r)t.

On intégre maintenant par parties. Pour tout s,
.\. v(r)PO(r)dr < const. \.
0 0
const. A\o [ (Mfo(r)P~10(r)dr + [u(s)|PO(s) + _cﬁov_wv
3 1/p s p—1/p
const. A \o _Q\S_v@S%V A \ _%v_éi%v
0

+ const. A \ e _13_53%128_& “

s

v(r)?O'(r)dr

IA

IA
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Si on pose A = [y |v(r)|PO(r)dr et B = JiF ()P O(r)dr, il vient
A < const BA?~1/P + const B + const ,

d’oti I'inégalité annoncée. ®

3.3 Preuve du théoreme 5. — Si la courbure sectionnelle est comprise entre
—a? et —b2,b < a, alors H} (M) =0 pour p < (n-1)b/a, et H} (M) # 0 pour
p> (n—1)a/b.

En effet,

sinh(br)\ ' ™" ('sinh(ar) \* \ o
|| du |5 MA B v A . ME_%_ .

Si p < (n—1)b/a, il existe une sous-suite r;, telle que ||du,|i5 tende vers 0. Par
semi-continuité de la norme WP, on a lldueo|lp = 0, i€, uoo est constante.
Inversement, si v est une fonction lisse non constante sur Sn—1, son
prolongement radial n’est dans aucun L7, mais son gradient est dans L? pour
tout p > (n — 1)a/b, donc Hp (M) # 0 pour tout ¢ et tout p> (n—1)a/b. =

3.4 REMARQUE - Les résultats relatifs aux coordonnées polaires s’étendent
sans changement au cas des coordonnées horosphériques (z,t),t € R, z € H
une horosphére, & ceci prés que les u,, et uq, ne sont pas dans LP (H), seulement

dans L§, (H)-

4. Faiscieau H,

Le résultat précédent s’affine dans le cas des espaces homogénes. Ces
espaces possedent un point 3 D'infini spécial, qui, pour certaines valeurs de
p, est responsable 3 lui tout seul de I’annulation de la cohomologie L. Pour

. . . .u_
détecter ce phénomeéne, on est amené 3 localiser la notion de cohomologie L?..

4.1 DEFINITION — Notons X = M UdM. Si U est un ouvert de X, notons
WoP(U) Pespace des fonctions u telles que pour tout compact K de U,

\ [dulP < 400 .
KnM

Notons H,(U) V'espace quotient
Mﬁﬁ.\v = S\hﬂgAqV\S\ww U N\weoz\v :
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On obtient ainsi un faisceau H, sur X, qui est en fait concentré sur M, et
dont les sections globales sur M coincident avec H, ,(M).

Le raisonnement du paragraphe précedent s’étend en fait a I’annullation
du faisceau H,: si la courbure est pincée entre —a® et —b?, le faisceau H, est
nul pour p < (n—1)b/a.

D’aprés E. Heintze [10], tout espace homogéne a courbure sectionnelle
strictement négative est une métrique invariante sur un groupe de Lie résolu
-ble, produit semi-direct d’un groupe de Lie nilpotent N par R, ot IR agit
par une dérivation « dont les valeurs propres ont une partie réelle positive.
Dans cet article, on supposera toujours o« semi-simple.
A < --- < A,y les parties réelles des valeurs propres de a.

La métrique invariante & courbure négative sur le groupe résoluble S =
N x, IR s’écrit

On note toujours

g = exp(ta)* gy @ dt?

ol gy est une métrique invariante & gauche sur le groupe N qui rend ortho-
gonaux les espaces propres

Vi= P ker(a—))

Re(A)=v

de a, et telle que o — diag();) soit antisymétrique.

Les orbites de N sont des horosphéres concentriques, et les orbites de IR
des géodésiques convergeant (lorsque ¢ tend vers —oo ) vers un méme point a
Vinfini, appelé point spécial et noté co.. La sphére & I'infini de S s’identifie a
N U {oo}, voir [13] page 86.

L’élément de volume sur S est

e (tyol(gn ) dt

alors que, si v est une fonction sur N et u(z,t) = v(z) est son prolongement

“hororadial” a S, on a
|du| < e~ [dv] .

On conclut que mm%av # 0 pour tout p > tr(a)/As.

Dans certains cas, on peut construire des fonctions hororadiales u telles
que |du| < e~ pour p < tr(a)/A;.
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4.2 EXEMPLE — Considérons ’espace homogéne M = IR*~! x, IR oll a est
une matrice diagonale

A 0 L 0
0 X ... 0
o = . o . 9
0 0 ... As-q
Si u est une fonction lisse sur IR*~¢, ses prolongements constants en zy,...,z;

et t ont leur gradient dans IP(K x Ry) pour tout p > fr (a)/Ai-1 et tout
compact K de IR", de sorte que H, # 0 pour p > tr (a)/An_1. Noter que |du|
n’est jamais dans LP(S).

Pour généraliser cette construction, il faut une fonction v sur le groupe
nilpotent N dont la différentielle en chaque point soit nulle sur un sous-espace
a-invariant V de Dalgébre de Lie N. Or ceci entraine que v est nulle sur la
sous-algébre de Lie G engendrée par V.

4.3 PROPOSITION - Soit S = N x, IR un espace homogéne avec o semi-
simple. Soit V un sous-espace a-invariant de N, soit G la sous-algebre de Lie
qu’il engendre, et soit W un supplémentaire a-invariant de G dans N'. Notons
A(V), et u(V) la plus grande partie réelle d’une valeur propre de oy, et u(V)
la plus petite partie réelle d’une valeur propre de o)y .

Pour p < tr (a)/A(V), I'espace H,(05\{co}) est formé de fonctions inva-
riantes par le sous-groupe G = exp(G).

Pour p > tr(a)/MV), l'espace H,(85)\{oo}) contient C'(N/G).

On note z la variable dans G et y la variable dans exp (W). Sur S, dans
le systéme de coordonnées globales.

AH,@.S + (zexp (¥),t) ,

I’élément de volume s’écrit
e (Dtdy dydt .

La métrique sur S satisfait
g = dit’ @ exp(ta)*gn = dt® ® exp(ta)* (g9 ® gw) -
Si w e CYN/G),u(z,y,t) = w(y), alors du est nul sur G et

|du] < e7*()|duln/e

donc du € L?(K x IR) pour tout compact K de N et tout p > tr(a)/p(V).

Si v est une fonction lisse sur le groupe G & valeurs dans un Banach E,
on note hv(z) la forme lindaire sur V (& valeurs dans E) obtenu en translatant
4 gauche la différentielle de v en z et en la restreignant a V C G.

Soit u une fonction sur S. Pour t € R et z € G, on note

ui(z,y) = u(zexp(y),t),
c’est une fonction sur N, et
v(z) = u(z,-,t) € E := LP(exp(W)),
c’est une fonction sur G A valeurs dans E := L?(exp(W)). Comme
2AV)

exp(ta)gy <e

on a
|du|s > ml_»c\v_\::_ax

d’ott
__&:__wﬂ\._&a_«.aipvi“&a&@
\ s
N\m?n?vn»?vz&i\ |hu,|P dz dy
R N

- \ =NV |y |1, di .
R

Par conséquent, dés que p < tr (a)/A(V), il existe des ¢ tels que ||hv,, ||, tende
vers 0. Comme LP(exp W) est réflexif, il y a semi-continuité, et on conclut que
hve = 0. Comme V engendre G, cela entraine que v, est constante, i.e., que
us est invariante par les translations de G. =

4.4 COROLLAIRE - Soit S = N x,IR un espace homogeéne avec a semi-simple.

 Pour)> 0, notons Gy la sous-algébre de N engendrée par

@ ker(a —p).

Re(n)<A

L’espace H,(8S\{oo}) change de nature chaque fois que G(ay/p change de
dimension. En particulier, le faisceau H, s’annule si et seulement si p <
tr (a)/Am ol

Am = max{A|Gy £ N} .
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Ceci achéve la preuve du théoréme 4 dans le cas ot A, = Ay, i€, V! engendre
l’algébre de Lie M. Ce cas contient les espaces symétriques de rang un, pour
lesquels N est abélien ou un groupe de Heisenberg, et o =1 sur V1.

Dans le cas général, les faisceaux de cohomologie L? reflétent la filtration
de la sphére & l'infini par les sous-groupes G». Pour terminer la preuve, il
reste & montrer que le faisceau H, n’a pas de sections globales. Or on vient
de voir que ces fonctions sont invariantes sous un groupe non compact, elles
ne peuvent donc pas étre dans un espace (type Besov) défini par une norme

locale.

5. Espaces de Besov

Reprenons les notations du paragraphe 1. Soit % un noyau sur M qui
ne dépend que de la distance entre deux points, soit p > 1, et notons, pour
simplifier, N = Np y.

Soit u une fonction telle que du € L?. Soit v la fonction sur M, constante

sur les géodésiques issues d’un méme point & linfini, qui a méme valeur au

bord que u. On remarque que la preuve du théoréme 3 ne fait intervenir que
la dérivée radiale §%, donc on peut I’appliquer a la fonction u — v, il vient

llu = ollp < const. [idull, -
Comme on a, pour toute fonction w, N(dw) < 2||w||,, il vient
N(dv) < Clidull, -

Projetons tout sur une horosphere H:

N(dv)P = \me #(z, Yluco(z) — veo(y)|Pdx dy

P(exp,(tv(z)), expy (sv(y)))O(z,t)O(y, s)di ds .
RxR

&AH,QV =

Dans cette expression, v est la normale & H et © la densité de 1’élément de

volume en coordonnées exponentielles, normales & H.

Dans le cas homogéne, M = N x, IR, et 'horosphére H s’identifie au
groupe nilpotent N. L’invariance de la norme N sous les isométries de M
entraine que le noyau ¢(z,y) = ¢(z~'y) est invariant & gauche, et homogéne |

de degré —2tra sous le groupe & un parameétre engendré par la dérivation .
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Lorsque la courbure est constante, N = R""!, « = id,et il existe une
constante telle que
CTl(2) < 1272V < C4(2)

d’olt
C7'N(v) < ||l pr:e

n—1/p

< CN(v) .

Autrement dit, H} ,(N") s’identifie & I'espace de Besov Bf?,  (IR"~').

n—1/p
On est donc conduit a la

5.1 DEFINITION - Soit N un groupe de Lie nilpotent, et & une dérivation
dont les valeurs propres ont des parties réelles A; < < A1 positives.

L’espaces de Besov généralisé BE},(N) est le sous-espace de LP(N) défini par
I’une des normes équivalentes

i/q
ltlloppg = A [ ol - é&v

ol u;(z) = u(zz) et ¢ est une fonction positive sur N, homogeéne de degré
=3~ A + A1 8p) sous le groupe & un parameétre engendré par a.

5.2 THEOREME - Pour un espace homogéne i courbure négative M =
N x4 R, avec « semi-simple, H, ,(M) s’identifie a I'espace de Besov généralisé
B N“wQ,w ), ol

= 2N
h= Aip

On peut aussi identifier le faisceau H, a ’espace de Besov local BYY .,
B = tr (a)/A1p; pour un ouvert U C N,BYY(U) est défini par la famille de
semi-normes suivante, ou V décrit les voisinages de 1’élément neutre dans N

et K les compacts de U tels que VK C U,

i/q
[lulla,p.0,0,v. 6 = AA\M\ (2, - ::ﬁ%%v J

ol 9 est une fonction positive sur N, homogéne de degré —(3_; A; + A1fp) sous
le groupe & un paramétre engendré par a.

Un phénomeéne curieux est que I’espace de Besov généralisé local BLY, | .
peut étre non nul pour certains 8 > 1, comme on I’a vu en 4.2. En revanche,
ce n’est jamais vrai pour ’espace global, et ceci achéve la preuve du théoréme
4:



5.3 LEMME — Soit N un groupe nilpotent, et o une dérivation semi-simple

[N

4 valeurs propres de partie réelle positives. Alors

mw..wAZV = Opour tout p > 1et tout g>1.

On a montré en 4.3, que, si p < Y7, Ai/A1, les fonctions de By, sont
invariantes par translation le long du sous-groupe N* engendré par V'. Soit
r une translation & gauche de N1. Soient V un voisinage de lorigine dans N
et K C N tels que les Vr!(K) soient deux & deux disjoints. Alors, pour toute
fonction u € LP(N),

Hulla,p0.0 2 MU Hulla,p,p.0.v,r1 K = MU Hluo t__?m.?u.ﬁw :
ez lez

Si la fonction u est r-invariante et non-nulle, on voit donc que |{ulla,p,p,p = +00
nécessairement. ®

5.4 Retour sur P’invariance sous quasiisométrie. — On a vu au para-
graphe 1 qu’une quasiisométrie agit sur la cohomologie L?. Au paragraphe 3,
on a identifié la cohomologie LP 3 un espace de fonctions sur la sphére a Pinfini.
Or, en courbure strictement négative, une quasiisométrie agit sur la sphére
3 Vinfini, car les quasiisométries préservent les tubes autour des géodésiques.
Avec le lemme 3.1, on conclut

5.5 PROPOSITION - Sous les mémes hypothéses, si f : M — N est une
quasiisométrie, et fo, son prolongement & la sphére 4 Dinfini, et u est une

fonction sur N dont le gradient est dans L?, on a

(¥ 0 floo = teo © fro -

En particulier, on voit que le faisceau de cohomologie H,, est invariant

sous quasiisométrie, lorsque la courbure sectionnelle est strictement négative.
Ce n’est sans doute plus vrai en courbure négative ou nulle.

Comme toute transformation quasiconforme définie sur un voisinage de
0 dans IR"~! s’étend en une quasiisométrie définie dans un voisinage de 0 dans
R ! xR, = H*UJH", 'invariance sous quasiisométrie du faisceau H, a pour

p.p

conséquence I'invariance quasiconforme de l’espace de Besov local BR?, /p"

(1
2
[3]

[4)

(13]
(14]
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