Géométrie Riemannienne : exercices du chapitre 1
Exercice 1 Soit s — (r(s),0, z(s)) une courbe tracée dans un plan vertical. Para-

métrer la surface de révolution engendrée par la rotation de cette courbe, baptisée
méridienne, autour de ’axe Oz.

Solution de ’exercice 1. Paramétrisation d’une surface de révolution.

r(u) cosv —sinv 0
On applique au vecteur 0 la matrice | sinv cosv 0| de la rotation
z(u) 0 0 1
d’angle v autour de 'axe Oz. Il vient
r(u) cos(v)
(u,v) — | r(u)sin(v)
z(u

Exercice 2 Paramétrer la surface d’égale pente o s’appuyant sur une courbe plane.

Solution de I’exercice 2. Paramétrisation de la surface d’égale pente o s’appuy-
ant sur une courbe plane.

Par hypothese, la courbe plane donnée ¢ est contenue dans la surface X cherchée,
donc on peut prendre v = c¢. De plus, comme les plans dont on prend I'enveloppe
sont tangents a ¢, ¢ - v =0, donc o = v = ¢ est solution des équations (?7) et (77).
Supposons ¢ paramétrée par son abscisse curviligne. Le vecteur normal v au plan
IT cherché doit satisfaire

v-es=cosa et v-cd =0.

Il vient
v = cos aez £ sinaes A ¢,
d’ou
V' = ssinaes A" (1)
= Fsinaxd (2)

ou k est la courbure de ¢ dans le plan horizontal orienté par sa normale e3. La droite
D(s) qui engendre X est donc parallele au vecteur

F1

— v AV = Fsinaes + cosaes A .
K sin o

Elle se projette sur la normale a ¢ dans le plan horizontal. On peut donc paramétrer
la surface X par

z(u) — vy'(u) cos
(u,v) — [ y(u) +va'(u) cosa | . (3)
FTvsina



Exercice 3 Soit ¢ une courbe sans point d’inflexion. FEn utilisant le triedre de
Frenet, paramétrer le tube de largeur € autour de c.

Solution de I’exercice 3. Paramétrisation d’un tube.

Soit u +— c¢(u) une courbe gauche sans point d’inflexion, paramétrée par son
abscisse curviligne. Le plan vectoriel orthogonal & la tangente 7 := ¢’ a c est engendré
par la normale unitaire v (colinéaire a ’accélération ¢”) et la binormale b := 7 A v.
On choisit de paramétrer la surface X balayée par le cercle de rayon € par

(u,v) — c(u) + ecos(v)v(u) + esin(v)b(u).

Exercice 4 On parameétre la sphére unité par la latitude 0 et la longitude ¢. FEcrire
cette paramétrisation. La normale orientée sort elle ou rentre-t-elle dans la sphére ?
Ecrire la premiere forme fondamentale. Calculer la longueur d’un parallele. Calculer
laire de la sphére unité.

Solution de ’exercice 4. Premicre forme fondamentale de la spheére.

Le point de longitude ¢ = 0 et de latitude 6 € [—7/2,7/2] a pour coordonnées
(cosf,0,sinf). Le point de longitude ¢ € R/27Z et de latitude 6 s’obtient en lui
appliquant une rotation d’angle ¢ autour de ’axe des z, i.e.

cos¢p —sing 0 cos cos 6 cos ¢
X(0,¢6)=[sing cos¢p 0 0 = | cosfsing
0 0 1 sin sin

On calcule
ds® = df* + (cos 0)*dep*.

Un parallele est paramétré par ¢ — (0, ¢), ¢ € [0, 27|, donc sa longueur est

2m
/ V/ (cos0)?d¢p = 2w cos .
0

On calcule ax  ox
TN~ X(0
5 N =~ X(0.0
donc le vecteur unitaire normal orienté est I'(0,¢) = —X(6,¢), il pointe vers

I'intérieur de la sphere. L’élément d’aire vaut cos#df d¢ donc l'aire de la sphere

vaut
2r  pm/2
/ / cosOdfdp =4r. m
0 —m/2

Exercice 5 Si P et Q sont deuzx points de la sphére unité de R?, on définit leur
distance d(P, Q) comme la borne inférieure des longueurs des courbes tracées sur la
sphére qui relient P a Q. Montrer que d(P,Q) = Arccos(P - Q), i.e. que la borne
inférieure est atteinte par un des arcs du grand cercle passant par P et ().



Solution de ’exercice 5.

Distance intrinseque sur la sphere.

On note N = (0,0, 1) le pole nord et on utilise les coordonnées 6 (latitude) et ¢
(longitude). Si P = X (6, ¢) (voir exercice 4), alors Arccos(P - N) = (7/2) — 6. Soit
t— (0(t),o(t)), t € [0,1], une courbe dans le plan reliant (g, ¢o) a (7/2,¢1). La
longueur de son image sur la sphere satisfait

Long(X o c¢)

_ /0 VOO + cos(00))PF ) dt

> / #(1)] dt

m
> |= — 6.
2~ 6l

L’égalité a lieu si ¢’ = 0, i.e. pour un arc de méridien. Par conséquent, parmi toutes
les courbes reliant P = X(6y, ¢9) au pole nord et qui sont l'image d’une courbe
plane par la paramétrisation X, I'arc de méridien a une longueur minimum. Il reste
a voir que toute courbe évitant les poles mais convergeant vers le pole nord est de
ce type. C’est un argument topologique.

Exercice 6 Calculer ’aire d’une surface de révolution générale, puis dans le cas
particulier du tore de révolution dont la méridienne est un cercle de rayon ro dont
le centre est situé a distance ry > ro de ’aze.

Solution de ’exercice 6.

Aire d’une surface de révolution.

On remplace le méridien semi-circulaire

par une courbe quelconque

cosf
0 — 0
sin 0

r(u)

U — 0

tracée dans le plan {y = 0}. On obtient pour la surface de révolution la paramétri-

sation
r(u) cosv
(u,v) — X (u,v) = | r(u)sinv
z(u)

Il vient
2. A oo T SR VS T2 O QR i
= . = , —NAN—=r(u) | —
au Z/(U/) aU 0 (9u aU T/(u)
don 0X 0X

AN = 1(0\2 TRV

155 A 2 = )T+ 2a)



et enfin, si on considere le secteur de la surface d’angle ¢,

Alre(X // )22+ 2/ (u )2dvdu—/ or(s

ol s est I'abscisse curviligne le long de la méridienne. Si ¢ désigne la longueur de la
méridienne, la valeur moyenne
ot / r(s)ds

est la distance du centre de gravité de la méridienne a ’axe. On obtient donc le
théoreme de Guldin : 'aire d'un secteur d’une surface de révolution est le produit
de la longueur de la méridienne par la longueur du cercle parcouru par le centre
de gravité de la méridienne. Dans le cas d’un tore de révolution, l'aire vaut donc
2mry X 27ry.

Exercice 7 Soit ¢ une courbe sans point d’inflexion. Calculer la premiere forme
fondamentale et l’aire du tube de largeur € autour de c, pour € > 0 assez petit.

Solution de I’exercice 7. Premiere forme fondamentale et aire d’un tube.
Pour dériver la paramétrisation obtenue dans ’exercice 3, on utilise les formules
de Frenet

T 0 & 0 T
V]=|-x 0 —0 v
b 0 6 0 b
ou K :=|| " || est la courbure et 6 := b’ - v est la torsion. Il vient
0X 0X

= (1 — excos(v))T — efsin(v)v + € cos(v)b, —— = —esin(v)v + ecos(v)b.

Ou ov

On note J(u,v) = 1 — ex(u)cos(v) et on suppose que cette quantité est toujours
positive. Il vient

X 0X
+€e%0?, F = 0 8 = €20,

0X ||2
ou v

ou

X
—|\8—H2— €, EG—F*=¢J%

Aire(X) = /0 " /0 " T dvdu
_ E/OL /O%(I—G/f(u) cos(v)) dv du

= 2mel

ou L est la longueur de la courbe c.



Exercice 8 Culculer la seconde forme fondamentale de la sphére unité au pole nord.

Solution de ’exercice 8. Seconde forme fondamentale de la sphere.

Au pole nord P = (0,0,1), le plan tangent est le plan vectoriel horizontal H =
{z = 0}, la normale orientée est le vecteur v = (0,0,—1). Au voisinage du pole
nord, la sphere unité est paramétrée par

Hw—R? v P4+o+ f(u)T

ou f(v) = —y/1— ||v||?. Le développement limité a 'ordre 2 de f en 0 est

fw) =5 oI +olllv|?)

donc la seconde forme fondamentale est simplement v —|| v ||>. En fonction des
coordonnées x et y sur H, elle s’écrit (z,y) = 22 + 4 ou bien simplement dz? + dy?.
Les courbures principales valent 1. Toute direction est une direction principale,
toute courbe est une ligne de courbure.

Exercice 9 Soit t — c(t) une courbe tracée dans le plan horizontal {z = 0} de R?.
Soit C' le cylindre droit sur c, i.e. la réunion des droites verticales coupant la courbe
c. Calculer la seconde forme fondamentale du cylindre C' en ['un de ses points.

Solution de I’exercice 9. Seconde forme fondamentale d’un cylindre.

Au point P = (¢(0), z), le plan tangent au cylindre est engendré par (0,0,1) et
par le vecteur tangent a la courbe 7(0). La normale unitaire est donc la normale
v(0) a la courbe. On écrit la courbe comme un graphe

ur— P+ur+ f(u)l,

de sorte que la courbure apparaissent dans le développement limité
Flu) = (00 +ofus?).
Le cylindre devient un graphe
(u,v) — P +ur +(0,0,v) + f(u)T

avec une fonction qui ne dépend que de u. Le développement limité ci-dessus donne
pour la seconde forme fondamentale du cylindre ’expression

q(u,v) = x(0)u>.
Elle est dégénérée. Les courbures principales valent 1 et k(s). Les directions prin-
cipales en un point (¢(s), z) sont la droite verticale et la tangente & c. Les liignes
de courbure sont les droites verticales (directrices) et les sections par des plans hor-
izontaux.



Exercice 10 Supposons que la surface X contient la droite D. Montrer que D est
une direction asymptotique de X

Solution de ’exercice 10. Les droites contenues dans les surfaces sont des di-
rections asymptotiques.

Soit t — Y (t) = P + su une paramétrisation affine de D. Alors Y = 0 donc
en chaque point [I(u) = II(Y'(t)) = Y"(t) - T'(Y(t)) = 0 et D est une direction
asymptotique.

Exercice 11 Soit X le paraboloide hyperbolique d’équation z = xy. Calculer sa
seconde forme fondamentale, ses courbures principales. Quelles sont les directions
asymptotiques ¢ On utilisera deux systémes de coordonnées différents, (u,v)
X(u,v) = (u,v,uv) et (u',v") — Xy, v') = (W/v, 0 u) et on comparera les
résultats obtenus.

Solution de I’exercice 11. Seconde forme fondamentale et lignes asymptotiques
d’un paraboloide hyperbolique.
A partir de la paramétrisation (u,v) — X (u,v) = (u,v,uv), on calcule

0X 0X
||—u/\—v||—\/1+u2—i—v2

0 0
A=C=0c¢et
B_||6—X 8_X|| 1dt(62X 0X 8X) ;
ou Oudv’ ou’ v V1+u2+02?
donc la seconde forme fondamentale s’écrit
I = ;du dv.

V14+u? 402

Les droites isotropes de cette forme quadratique sont les axes de coordonnées. On
retrouve le fait que les droites contenues dans la surfaces sont des courbes asymp-
totiques. Avec la paramétrisation (u',v") — Xi(u',0v") = (v /v, 0", o), il vient

| =2 A =2 = o AVt w4 0,
u v

puis A =0,

et
2u/

A /1)/4 + u/2 4 1)/2

1
u gy
(U/ ' ul) /,U/4 + u/2 + ,U/Q

6

C:

d’ou

/
11 2du dv’ — 2= dv'?).
v



Il s’agit bien de la méme forme quadratique sur le plan tangent. En effet, si on
substitue v’ = uv, v = v, du’ = vdu + udv, dv’ = dv, on trouve

2
(u/»v ul) "1—|—u2+’02

. ’
En d’autres termes, un vecteur tangent au point P = (%,v",u') = (u,v,uv) peut
Y v ) 9 Y )
s’écrire sous deux formes,

I1 dudv = I (u,v,uv).

00X 0X ,0X1 00Xy, ,
w—a%(u,v)—i—b%(u,v) ou a'—- (W, v+ b (%( u',v').

Nécessairement
a =du(w)=(wdu+udv)(w) =va+ub et V =dv'(w)=dv(w)=">o.

Alors
1 2ab

Exercice 12 Soit ¢ une courbe tracée dans le plan {z = 0}. Soit V = (0,0,1),
soit X le cone de sommet V et de base c. Calculer sa seconde forme fondamentale.
Quelle est sa signature ¢

[IP(UJ) =

Ul 2
(20 = 22H°) =

Solution de ’exercice 12. Seconde forme fondamentale et lignes asymptotiques
du cone sur une courbe plane.
On suppose ¢ paramétrée par son abscisse curviligne. On utilise la paramétrisa-
tion
(u,v) = X(u,v) = (1 =)V +uc(v) = (uz(v),uy(v), 1 — u).

I1 vient ax  8x
||% —||—|u|\/1+detcc
A=B=0c¢t
0X 0X 0?’X 0X 0X —|ulk(v
0= 2R Pt oy X OX 0K i)
du o2’ Ou’ Qv 1 4 det(c, )?

La seconde forme fondamentale s’écrit donc

= ) e
1+ det(c, ¢)?

Elle est dégénérée, du signe de la courbure de c. Le long de la directrice passant
par un point de ¢ ou la courbure de ¢ n’est pas nulle, la droite isotrope est ’axe des
u. Par conséquent, lorsque ¢ n’a pas de point d’inflexion, les courbes asymptotiques
sont les directrices du cone. Le long de la directrice passant par un point d’inflexion
de ¢, la seconde forme fondamentale est identiquement nulle.



Exercice 13 Soit ¢ une courbe tracée sur la sphere unité. Soit X le cone de sommet
lorigine et de base c. Calculer sa seconde forme fondamentale.

Solution de I’exercice 13. Seconde forme fondamentale et lignes asymptotiques
du cone sur une courbe tracée sur la sphére unité.
On suppose ¢ paramétrée par son abscisse curviligne. On utilise la paramétrisa-
tion
(u,v) — X(u,v) = uc(v).

11 vient
[T
ou oy 1T 1
card-c=0,A=B=0c¢et
0X 89X ., . PX X 0X o
C=ll 5y Mgy 7 detlGz 50, = luldet(e, ).

Autrement dit, C' s’annule si et seulement si le plan osculateur de la courbe ¢ passe
par lorigine. La seconde forme fondamentale s’écrit donc

IT = |u|det(c, c, ") dv?.

Elle est dégénérée, son signe dépend de la position de l'origine par rapport au plan
osculateur de la courbe c. Le long de la directrice passant par un point de c ou la
courbure de ¢ n’est pas nulle, la droite isotrope est ’axe des u. Par conséquent,
lorsque le plan osculateur de ¢ ne passe jamais par l'origine, les courbes asympto-
tiques sont les directrices du cone.

Exercice 14 Soit X la surface de révolution décrite par une courbe plane située
dans un plan vertical (la méridienne) qu’on fait tourner autour de l'axe des z.
Paramétrer X, calculer les courbures principales et les directions principales. Traiter
le cas particulier du tore de révolution de méridienne circulaire.

Solution de l’exercice 14. Courbures principales, directions principales d’une
surface de révolution. Cas particulier d’un tore de révolution.
On parametre la méridienne par

U 0

z(u)

et la surface entiere en faisant tourner la méridienne autour de ’axe des z, soit

cosv —sinv 0\ [r(u) r(u) cosv
X(u,v) = | sinv cosv 0 0 | =|{r(u)sinv
0 0 1 2(u) z(u)



11 vient

' (u) cosv —r(u)sinv
68—)5 = | 7 (u)sinv |, 66—); = | r(u)cosv |,
2’ (u) 0
(7 (u)cosv
D(X (4, 0)) = VP2 + 7 (w)? (s

La premiere forme fondamentale est donc
(' (u)? + 2/ (u)?)du® + r(u)dv?.

On calcule ensuite

92X r"(u) cosv 92X —r'(u) sinw 92X —r(u) cosv
Gz r(u)sinv |, i r'(u)cosv |, 50z = —r(u)sinv |,
2" (u) 0 0
_ (AW (w) + 2" (w)r'(u))
VWP + 2 w)?
B=0et

o
V()2 + 2 (u)?
La seconde forme fondamentale s’écrit donc
(=2 (w)r" () + 2" (u)r' (u))du® + (r(u)2' (u))dv?
V' (w)? + 2/ (u)? '
La matrice S qui permet d’exprimer la seconde forme fondamentale par rapport a
la premiere est donc

I[X(u,v) =

o g 1 [ =F @) (w) 42" (w)r (u) 0
¢ - (r (u)* + 2/ (u) 0 ) V(22 (u)? /
0 T(U)2 0 r(u)z’' (u)
W 2
—Z/(U)T”(U)-*-Z”(u)g/(“) 0
_ @ () .
0 r(u)\/r’(u)2+z’(u)2

donc les directions principales sont les axes, les lignes de courbure sont les méridiens
et les paralleles, les courbures principales sont

=2 (u)r"(u) + 2" (u)r'(u)

NGITEEFI e

k(X (u,v)) =

(c’est la courbure de la méridienne) et

o w
() /(w7 + 2P

9

k(X (u, v))




Cas particulier du tore de révolution. Dans ce cas, la méridienne est un cercle
ne rencontrant pas ’axe de rotation, soit

r(u) = ry +rycosu, z(u) =rysinu

ou 0 < 79 < ry. Les courbures principales sont

1 COS U

r 71+ ToCOSU

La courbure de Gauss change de signe le long des 2 cercles de points ou le plan
tangent est horizontal, elle est positive dans la partie convexe et négative du coté
de 'axe, comme il se doit.

Exercice 15 Soit ¢ une courbe gauche sans point d’inflexion. Soit X le tube de
largeur € autour de c. Calculer ’intégrale par rapport a l’élément d’aire de la cour-
bure de Gauss ainsi que de sa valeur absolue, les courbures principales et les direc-
tions principales.

Solution de ’exercice 15. Courbures principales d’un tube.

Soit u +— c¢(u) une courbe gauche sans point d’inflexion, paramétrée par son
abscisse curviligne. Le plan vectoriel orthogonal a la tangente 7 a ¢ est engendré
par la normale unitaire v et la binormale b. On choisit de paramétrer la surface X
balayée par le cercle de rayon € par

(u,v) — c(u) + ecos(v)v(u) + esin(v)b(u).

On calcule

0X 0X

e (1 — excos(v))T — el sin(v)v + €6 cos(v)b, 5y = € sin(v)v + € cos(v)b.

On note J(u,v) = 1 — ex(u)cos(v) et on suppose que cette quantité est toujours
positive. Il vient

0X 0X 0X
E:_2: 2 282 F:——:QQ
| ou "= J"+ €07, ou Ov €Y
0X
G=| = |*’=¢, EG-F*=¢&J.
ov

L 27
Aire(X) = / / eJ dvdu
o Jo

_ E/OL /02ﬂ(1—6/£(u) cos(v)) dv du

= 2mel

10



ou L est la longueur de la courbe c. Le vecteur unitaire normal est

I(X(u,v)) = —cos(v)v(u) — sin(v)b(u) = c¢(u) — X (u,v).

On calcule
T = els{u)0(w) sin(v) — ') cos(u))7(w) + (5(u)J (o, 0) — e/ (w)sinv)
—ef(u)? cos(v))v(u) + (6 (u) cos(v) — O(w)* sin(v))b(w),
0?X B ) / ; )
Sugg — co(w) sin(v)7(u) — €b(u) cos(v)v(u) — ef(u) sin(v)b(u),
*X '
o2 —ecos(v)v(u) — esin(v)b(u).
d’ou x
A= ou (X (u,v)) = —r(u) cos(v)J(u,v) + ed(u)?,
0?X
B = 5ude T(X (u,v)) = €b(u),
C= 86)2( T(X(u,v)) =e.
Pour la courbure de Gauss, on utilise la formule
_ —ercos(v)]
2 J2

puis on integre par rapport a I’élément d’aire v EG — F? dudv. 11 vient

/KdA = /L/%K(X(u,v))mdudv

27
= / / ) cos(v) du dv

/]K|dA —//27r | cos(v)| du dv
= /0 K(u) du.

Pour trouver les courbures principales, on calcule la matrice de I’endomorphisme S
au moyen de la formule

E F\'[A B\ 1 €2 —€%0 —kJ cos(v) + €6* €0
F G B C) = 2 \—€60 J*+ 0* et €

__ kcos(v)
= 7 0y
97’"‘ cos(v) —e 1

11

et



. . . K
Les courbures principales sont les valeurs propres de cette matrice, soit —— cos(v)

et . Les directions principales sont {du = 0} (tangent au cercle) et {e(fr cos(v) —
eJ)du + (J + excos(v))dv = 0}. On constate que les cercles sont des lignes de
courbure.
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