Géométrie Riemannienne : exercices du chapitre 5

Exercice 1 Montrer que le fibré normal de la sphére S™ C R™! est trivial.
Exercice 2 Montrer que l’espace total du fibré v, est un ruban de Mobius.

Exercice 3 Soit & le fibré de rang 1 sur S* obtenu par recollement de deuz fibrés
triviaur au moyen de application f : S® — GI(1,R) = R* définie par f(1) =1 et
f(=1) = —1. Montrer que &; est isomorphe au fibré tautologique ;.

Exercice 4 Soit &; le fibré vectoriel complexe de rang 1 sur S* obtenu par recolle-
ment de deuz fibrés triviauz au moyen de l'application f : S' — GI(1,C) = C*
définie par f(z) = z. Montrer que &; est isomorphe au fibré tautologique vF.

Exercice 5 Soit & un fibré euclidien sur B et n C & un sous-fibré. Vérifier que
lorthogonal n* C & est un sous-fibré.

Exercice 6 Soit N C M une sous-variété. Vérifier que TN @ vN =TM)y.

Exercice 7 Soient £ et n deux fibrés vectoriels sur B. Soit f une section continue
de Hom(&,n). On suppose que le rang des applications linéaires f, est constant sur
B. Vérifier que le noyau kerf est un sous-fibré de £ et que l'image imf est un
sous-fibré de n.

Exercice 8 Montrer que le fibré tangent a CP' est induit du fibré tautologique par
Uapplication z — z%. En déduire que sa classe d’Euler vaut —2h.

Exercice 9 Montrer que fibré tangent d’une sphére de dimension paire n’admet
aucun sous-fibré orientable.

Exercice 10 Pour k entier positif, on note O(k) = (vC)®* la puissance tensorielle
k-ieme du fibré tautologique sur CPY. On note O(0) le fibré trivial, O(—1) le dual
de vC. Enfin, pour k entier négatif, on note O(k) = O(=1)2=*. Montrer que la
famille O(k) contient exactement un représentant de chaque classe d’isomorphisme
de fibrés vectoriels complexes de rang un sur CP*.

Exercice 11 Montrer que le fibré tangent d’une sphere a une classe de Stiefel--
Whitney triviale.

Exercice 12 Montrer que le fibré tautologique v} de ’espace projectif réel RP? a
pour classe de Stiefel-Whitney 1+ a ot a est le générateur de H'(RP?, Z/2Z).

Exercice 13 Montrer que le fibré tangent de l'espace projectif réel RP? a pour
classe de Stiefel-Whitney (1 + a)*L.

Exercice 14 Montrer que pour tout k € Z, le fibré O(k) de l’exercice 10 a pour
classe de Chern 1+ kh.

Exercice 15 Montrer que le fibré tautologique ’y;’c sur l’espace projectif complexe
CP? a pour classe de Chern 1 + h ou h est le dual de Poincaré d’un hyperplan
projectif. De méme, montrer que la classe de Chern de son dual (7615’0)* vaut 1 — h.



