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Dans ce petit cours sur l&guations difrentielles, on vous propose un point de
vue compémentairea celui qui vous &t presené jusqua present.

Dans les semestresgquedents, I'accent @té mis sur le cas important déquations
différentielles likairesa coefficients constants. L'immense majeues systmes phy-
siguestudies conduit cependaatdesquations diferentielles non ligaires qui consti-
tuent I'objet principal du grsent module. A la difrence defquations ligaires,

il n'existe pas de rathodes analytiques sgshatiques pourésoudre leequations
differentielles non ligaires. La &solution quantitative de céxjuations passe donc
par une solution nuarique, telle qu’on peut les mettre en ceuvre avec des ldgicie
comme MatLab ou Mathematica, ou par desthodes appro@&es qui Bcessitent sou-
vent de lourds calculs quigghassent le niveau de ce cours. Si I'on se contente d’'une
information sur le comportement qualitatif des solutiansg autre voie, d’inspiration
géonetrique, peuétre aborée avec peu d’outils.

On presente donc dans ce qui suit une introducétémentaire aux iges sous-
jacentesa ce qu’on appelléa théorie qualitative degquations difrentielles Avant
d’abordera proprement parler ces prebhes non-lidaires, on reconsilera en pre-
mier lieu le cas degquations diérentielles li@aires qui vous sont famgres, mais
sous un angle plusagpnetrique. En particulier, on montrera qu'il existe uréogteur
d’évolution (le propagateur o@solvante), qui relie la solution du sgstea l'instant
initial avec la solution du sy8tnea un instant (uétrieur ou arérieur) quelconque. Ce
propagateur sera congéement caraétise dans les casés fequents degquations
différentielles du second ordre, @&tlaire ce proldme rebattu sous un jour nouveau.
L'analyse qualitative desquations diférentielles sera alors gsenée sur un exemple
simple, et les divers comportements possibles cléssifiaide de la notion deoints
fixes On concluera par une &ve étude de lsstabilite des systmes diferentiels en
dimension 2.

Pour ceux qui veulent aller plus loin, un des rares ouvrageBamcais sur ces
sujets est I'excellent livre :

Equations diérentielles et sysimes dynamiques,
par John Hubbard et Beverly West.
Traduit de I'anglais et adajé par \eronique Gautheron.
Editions Cassini.

Cet ouvrage est abordakdevotre niveau dtudes et contient de nombreuses illustra-
tions graphiques qui le rences attractif.



Chapitre 1

Introduction

Une équation diférentielle est un&quation mettant en jeu une fonction ainsi
gu’'un certain nombre de ses fonctiongrigiees. La forme grérale d’'uneéquation
différentielle d’ordren s’écrit :

f(y7y7 ay(n)at) :Oa

ol y repesente une fonction de la varialfleet v, - - - |y ses @rivees successives.
D’un point de vue formel, le probme se pose donc de la&éme margre que pour
leséquations algbriques, mais avec la déffence essentielle que I'inconnue n’est plus
un nombre (el ou complexe), mais une fonction, c’@stlire unétre matematique
beaucoup plus compligu

L'usage desquations diferentielles pour &crire le comportement des systes
evoluant dans le temps est d’un usage universel dans tagesiences qui utilisent
la moctlisation matbmatique. Cet outil commua plusieurs disciplines ou sous-
disciplines suggre bien souvent d'igressantes analogies entre des domaines a priori
sans relations. Dans ce chapitre, on commence par donriguga&xemples équations
différentielles issues de diffentes disciplines.

M écanique.

La relation fondamentale de lagmaniquegcritea 1 dimension d’espace pour une
particule ponctuelle, fournit une source intarissabkeqdations difrentielles. Dans
un syséme d’'uniés adagites, elle €crit

@ = f(z, 1),

ou x désigne la position de la particulesa cerivee par rapport au temps (la vitesse), et
ou f repesente les forces appliges sur la particule. Cetéguation, du second ordre
enz, est gréralement comglée par desonditions initialesqui sgecifient la position
et la vitessé un instant origine z(0) = x¢, #(0) = vy.

Il est utile de remarquer que cetgquation du second ordre @sjuivalentea un
syseme diférentiel de Z2quations du ler ordre. En effet, introduisons la vitesser,
I’ équation pecedente f£crit aussi :

v,

T =
v o= f(x,v,t).
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Le plan(x,v) est appdd, aussi bien en physique qu’en n&tatique, plan ou plus
géréralemenespace des phases

Dans le cas particulieriof ne cepend pas de : f = f(v,t), par exemple,
dans le cas des mouvement dogésrpar les frottements,&fuation dévolution de
la vitesse ¥ = f(v,t) peutétre Esolue inépendamment de. On obtient ensuite
par inegration de lequation: = v.

Si, a contrario,f ne cepend que de : f = f(x), I'équation obtenue en divisant
les 2équations diferentielles fcrit

dv_ f(z)
dr v’
v(0) = w.

On obtient donc encore ureguation diférentielle du ler ordre, I'inconnustant la
fonctionv(x). Cetteéquation qui estéparable dans les variablegtz conduit direc-
tementa I'existence d’urinvariant (I’ énergie)

% <% v () + W(az)> =0,
ollonapogW(z) = — [* f(z')dx'.

Dynamique des Populations.

De nombreuses meétisations de dynamique des populations ¢egs animales,
diffusion des virus, substances radioactives ou chimiguetete propoges. Parmiles
plus simples, on peut citer celle attréa Malthus (1798) qui traduit la conservation
du nombre d’'individusV d’une esgce sous I'effet des naissandest des éesd :

N = bN —dN,

Lorsqueb = 0, on reconnait dans cetéguation la loi de écroissance exponentielle
des substances radioactived sist interpette comme une constante desthegration.
Dans le casob > d, rien ne vient limiter la croissance de la population, cergest
pas tes galiste. Verhulst (1836) a propgpsn mo@le ptenonénologique non ligaire

(mockle logistique) qui €crit
: N
N = aN(1-—
) ( N1>’

N(0) = No,

ou « et N; sont des constantes positives. Ce gleda un comportementes different
du mockle linéaire de Malthus. On montrera qu'il n’existe plus de sohgiqui conduisent
a l'extinction de I'esgce (la solutionV = 0 est instable), le terme non &aire condui-
santa une stabilisation de la population vers la valeur linite= V.

Une classe de madks plus sophistiggs met en jeu 2 populations : une de proies

(ou d’exploi€s) et une de pdateurs (ou d’exploiteurs). Les hype#ies suivantes sont
vraisembables :
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1. en I'absence de pdateurs, les proies se multiplient proportionnellenaeletur
effectif.

2. en I'abscence de proies, legateurs meurent proportionnellemanieur ef-
fectif.

3. le nombre de rencontres entre les 2 populations est gropoel au produit des
2 populations. Chaque rencontre augmente le nombreé&tafmurs et diminue
le nombre de proies.

Ces hypotkses sont maisees par le sysme non liaire dit de Lokta-\Volterra,
x désigne le nombre de proiesiele nombre de grdateurs

b

T = +ax—bxy:+aa:(1——y),
a

. d

y = —cy+dry=—cyl|ll——2x],
c

etala, b, c etd sont des constantes positives. Les solutions consteht@set (c/d, a/b)
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FiG. 1.1 — Solutions du Magle Linéari€ de Lokta Volterra autour dé, 0).

sont manifestement des solutions du eyst. Lequationdinéariseesautour de ces
points particuliers ont un comportemerggrdifferent ainsi qu’il appaiiasur les figures
(exponentiellement croissante oeadoissante autour dé, 0) et periodique autour de
l'autre point). La solution au voisinage de, () est manifestement instable, et nous
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FIG. 1.2 — Solutions du Magle Linéari€ de Lokta Volterra autour de/d, a/b).

montrerons que la solutiorepodique demeure stable pour le gyae non likaire. Ce
comportement est illugtrsur les portraits de phase (repentation paragétrique des
trajectoires) repoés sur la figure 1.3.
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Fic. 1.3 — Portraits de Phase du M#d de Lokta \olterra : cas l@ari$ autour de
(0,0) (& gauche), autour dg/d, a/b) (au centre) et cas non Baire @& droite), pour
differentes conditions initiales.

Equations aux Derivées Partielles.

Mis a part les prolimes stationnairea 1 dimension d’espace, la plupart des
éguations cdvolution ne sont pas dégjuations diferentielles mais desquations aux
déerivées partiellesc’esta-dire degquations diférentielles pour des fonctions de plu-
sieurs variables. |l appdtacependant que cé&sjuations se raementa deséquations
différentielles lorsqu’on se limit& chercher des solutions sous une fos@garable

Donnons deux exemples simples empesatl’ électromagétisme et la necanique
quantique.

Les solutions de &quation d’HelmHolt#
Np(x,y, 2) + K(a,y,2) = 0

cherclees sous la forme &parable) @ (x,y,z) = X(x)Y(y)Z(z), conduisent au
syseéme déquations difrentielles (le @rifier) :

PX(x)
W +1 X([B) = 0,
d*Y (y) 2

. Tm Y(y) = 0,
d*7Z(z2) 9

Tz Tn Z(z) = 0,

ol [, m,n sont des constantes telles déie- m? + n? = k2.

D’une fagon comparable, cherchons les solutions@guation de Scldingera 1
dimension d’espaceapendant du temps

R 0%(at)
2m  Ox?

OY(x,t)
ot

+ V(z) Y(x,t) =ih

. . . 2 2 a2
'L'opérateur Laplacien eséfini parA = 25 + £ + 2



sous la forme @parable))(x,t) = ¢(x)f(t). On obtient ausdit les 2équations
differentielles (le @rifier)

1 ()

2m  dx?

+V(x)(r) = Eo(x),
ihf'(t) = Ef(t).

ou F est une constante. La solution prend donc la forme bien euu,t) =
¢($)e—iEt/h_
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Chapitre 2

Rappels sur lesequations
diff erentielles

Dans ce chapitre, on rappelle quelguesultats concernant légjuations diférentielles
(linéaires et non ligaires). On insiste sur le fait qteutesleséquations diférentielles
linéaires du ler ordrgy coefficients constants ou pas, sont exactemeagiables.
Ce resultat n’est malheureusement pésagalisable au cas des systes diferentiels
linéaires @ I'on doit se contenter deesultats explicites lorsque le sgsate est coef-
ficients constants. On montégalement dans ce chapitre qu’'un gyse diférentiel
guelcongueet sa condition initiale peuvergtre reformués en une seuléquation
integrale. La preuve de la convergence desaiions successives issues de cette formu-
lation integrale du prolime, conduit au #oeme de Cauchy-Lipschitz, qui garantit
localementl’existence et I'unicié des solutions des sgshes diferentiels lirgaires
sous des hypo#ses assez faibles.

2.1 Terminologie

Un syseme diférentiel lirgaire d’ordren est un systme déquations diférentielles
linéaires de la forme

n(t) = an®y(t) + - an)ya(t) + bi(1),

gn(t) = am()yr(t) + - - ann()yn(t) + 0n(t),

ouy; - - - y,, sont les fonctions inconnuésteterminer, et 0 lesa;; etd; sont supposes
donrees.
Ce syseme diferentiel peut manifestementéesrire comme une seukequation

différentielle dan®™ :

y(t) = A@)y(t) +b(1),
ou A est la matrice des coefficients;, et ai on a introduit les vecteurs d®&* y =
(Y1, Yn), Y = (U1, .-, Un) €b = (by,- - ,b,). L'€quation (ou le systne) est dit
homognesi b = 0, etnon homognelorsqueb # 0 .

Toutes les autres formes pducorrespondent aux cas deguations di#rentielles
non linéaires La majorié desequations direntielles non triviales rencogs dans

9



10 CHAPITRE 2. RAPPELS SUR LEEQUATIONS DIFFERENTIELLES

les applications sont non Eaires. Nous expliquerons plus loin, commeifitiaarisation
de cesquations autour de certains points remarquables peuteddes informations,
au moins locales, sur le comportement des solutions cégoation non ligaire.

Lorsquef ne cepend pas explicitement du temps, mais seulement(tie on dit
gue l'équation diferentielle estutonome Le sysemeétudie est alors invariant par
translation dans le temps : 2 particules partant d’@mma point des instants diéfrents
suivront la néme trajectoire. Autrement dit, g{¢) est solution d’'un@&quation diférentielle
autonome, la solution&take dans le temps dg, y(t — t¢), estégalement solution.
Dans le cas greral desequationsnon autonomeda trajectoire suivie au cours du
temps ne @pend pas seulement de la position initiale, negialement de l'instant de
départ.

Il est possible d’associer ureguation autonome darfi&* ™! a uneéquation non
autonome dang"

Théoreme 2.1 Touteéquation non autonome d’ordre y(t) = f (y(¢),t), peutétre
transformée en unéquation autonome d’ordre + 1 par adjonction d’une variable
suppementairer(t) = t.

En effet, puisque = ¢, I'équationy(¢) = f (y(t),t) estéquivalente :

qui constitue bien unéquation diféerentielle d’ordrex + 1 pour les variablesgy, 7). O

Le prix a payer est donc une augmentation de la dimensiéralisystmeétudi,
ce qui peut consigrablement compliquer la regsentation et la com@hension des
solutions.

2.2 Quelques consguences de la ligarité

Un premier esultat important, parfois ap@grincipe de superpositiofmais c’est
un theoeme!), affirme que toute combinaisondaire de solutions d’unéquation
différentielle lirkaire homogne est aussi une solution. Plugggement :

Théoreme 2.2 Soit A(t) une matricen x n fonction continue de. Siy(t) etys(t)
sont 2 solutions de&quation diférentielle lireaire homogney (t) = A(t)y(¢), alors
toute combinaison ligaire des 2 solutions :

Cry1(t) + Caya(t),

est aussi une solution.

Ce resultatevident est une coaguence directe de la Barie (le \erifier).

Un autre ésultat bien connu affirme que la soluticgngrale d’uneequation diferentielle
linéaire non homogne est obtenue comme la somme d’une solution pasieutie
I'équation non homame et de la solution dedguation homogne assoéke. Soit
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Théoreme 2.3 Soity,(¢) une solution particukre de Iequation non homame

y(t) = A)y(t) + b(t)

y(t) est solution grérale de |équation diférentielle pecedente si et seulement si l'on
a

y(t) = yp(t) + ya(d),
ou y(t) est solution de Bquation homogney (t) = A(t)y(t).

On a d’abord que
Yp(t) +¥n(t) = A)yp(t) +b(t) + A)yn(t) = A(t) (¥p(t) + ynr(t)) + b(t),
et reciproquement, st (t) = y,(t) + yx(t) est solution de Bquation non homane, alors
y(t) = yp(t) = A@)y(t) + b(t) — A(t)yp(t) —b(t) = A(t) (y(t) — yp(t)),
est donc bien solution dedluation homogne. O

Ces 2 sultats tes geréraux ne donnent pas de moyengigtionnels pour&terminer
de facon explicite les solutions deguations difrentielles homognes ou inhomagnes.
Nous verrons au Chapitre 3 qu'il est possiladé¢aide d’outils d’algbre lireaire, d’ob-
tenir des solutions explicites mais seulement dans le easssiinple o la matriceA
ne cepend pas de la variable

2.3 Deux solutions explicites importantes

Dans cette section, on rappelle 2 exemples de solutionscigpl frequemment
rencontées dans les applications.

2.3.1 Equation differentielle linéaire du ler ordre

Un premier cas &s simple a le calcul explicite est possible correspond au cas de
la dimensiom = 1, c’esta-dire au cas d’'une seubgjuation diferentielle lireaire que
I'on écrira sous la forme

y(t) = alt)y(t) + b(t),

dont on cherche la solution avec pour condition initi@le) = ;.
L’ équation homogne esh variables gparables % = a(t)dt, et on en éduit que
la solution grérale de lequation homogne est donge par :

yn(t) = goels .

Une faconélémentaire pour obtenir la solution dédjuation inhomogne consista&
utiliser la méthode dite déa variation de la constanteAutrement dit, on cherche la so-
lution sous la formey(¢) = C(t)els @747, En cerivant, on obtieng(t) = C(t)els a(Mdr4
C(t)a(t)el @ Comme on doit avoir par ailleurg(t) = a(t)y(t) + b(t), on en
deduit que la fonctiont — C/(t) est determirée par lequation diferentielleC(t) =
b(t)e—fcf a()d™ avec la condition initiale” (0) = ;.

On est donc arr& au Esultat suivant :
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Théoreme 2.4 Soitt — a(t) ett — b(t) des fonctions continues, la solutioargrale
de I'équation diférentielle lireaire

y(t) = a(t)y(t) +b(t),

w0 = 90w+ [ t Dar].

est donge par :

g(t) = elo ardr,

Ainsi toutes legquations difrentielles liraires du ler ordre (homeges ou in-
homognes) sont exactementégrables.

Faisant le lien avec leesultat de la section peedente, on pourra remarquer que
g(t) fot b(7)/g(7) dr est une solution partic@re explicite de Bquation non homame
(le vérifier), tandis queyyg(t¢) est la solution grérale de lequation homogne.g(t),
solution de léquation homogne pour la condition initiale particelie ¢(0) = 1, est
appekela résolvantale I'equation diferentielle.

Exemple Consicerons une particule soumiada foisa un champ de forces sintidales
eta une force de frottement proportionnelléa vitesse ; le principe fondamental de la
dynamique £crit

mv = —kv+ Fy+ Fy cos(wt),
v(0) = wy,

k, Fy, F, étant des constantes.
La fonctiong(t) étante=**/™ la solution du prok#ime sécrit

! Fy F
u(t) = e {Uo + / e th/m (—0 + = Cos(cm’)) dT} ,
0

m - m

soit

F;
m (]{} COS(Wt) + mw Sln(wt) _ k.e*kt/m)
mw

F
v(t) = voe’kt/m—i—?o (1- e’kt/m)—i—
On voit donc que la solution oscille autour de la solutiomagtotiquev = Fy /k,
tandis que les premares oscillations appdssent pour un temps caradstique de
I'ordre dem/k. La position de la particule peut ensuétee obtenue par iagration de
I'équationz = v.

Exercice 2.1 N; désignant la concentration d’'un nuwbe ¢ et \; la constante de
désinégration assod@e, le cas d’une filiation radiactive &trit

Ny = =\,

Ny = +MN; — Ao
Les conditions initiales sont telles qig (0) = N, et N,(0) = 0. Résoudre lequation

differentielle asso@ea N;. En céduire 'equation diféerentielle \erifiee par/V, et la
résoudre. On distinguera les cags = A\, et A\ # \s.
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FiG. 2.1 — Solution d& = —2v + 10 — 2 cos(10t), v(0) = 0.

2.3.2 Equations diferentielles du second ordre coefficients constants

Un autre cas irtressant par le nombre de ses applications est cel@giegtions
differentielles du second ordécoefficients constantsa mécanique et Blectromagatisme
fournissent, parmi d’autres domaines, des exemples innomibles de tellesquations.

On peut citer en particulierdquation qui écrit le mouvement d’'une masserappeée
par un ressort ligaire de constante de raiddyren pesence de frottement d’amortis-
sement constant (oscillateur harmonique amoitj si z(¢) désigne le é@placement
par rapport la position dequilibre, on a:

mi(t) + ax(t) + kz(t) = 0.

De méme, la charge(t) circulant dans un circuit RLC&sie alimené par un grérateur
fournissant une tensiof(t) s'écrit

. . 1
Lq(t) + Rq(t) + & a(t) = E(t).
L
L7 ] I’:\—W F,:_;:X
é_/v\uhwl,"%t‘—@; " Elomaie E e
longation c

P
L

0 x x

FIG. 2.2 — Oscillateurs &caniques etlectriques.

Rappelons la @marche habituellement suivie pougtdrminer les solutions de ce
type déquation diferentielle :



14 CHAPITRE 2. RAPPELS SUR LEEQUATIONS DIFFERENTIELLES

Theoreme 2.5 Pour résoudre lequation diférentiellea coefficients constants :
y'(x) +ay(z) +by(x) =0,

on cherche des solutions sous la forg(e) = ¢ ce qui conduita I'équation ca-
ractéristique
r? +ar+b=0.

3 cas sont ensuit& consickrer :

1. L’équation caradristique a 2 racineséellesr; etr,, et la solution grérale
S’écrit :
y(x) =1 € + g ™

2. L'équation caradtristique a 1 racine double, et la solution @rérale secrit :
y(x) =€ (c1 + cax)

3. L’équation caradtristique a 2 racines complexes conjégsa + i3, et la solu-
tion gérérale seécrit :

y(x) = e (¢1 cos Pz + co sinfx).
Les constantes, etc, dependent du choix des conditions initiales.

Au vu de ces ésultats, il est clair que la famille des exponentiellesjon Ble
determinant dans la solution déguations difrentiellesa coefficients constants. On
peut ctja s’en rendre compte @tudiant les exemplesas simples, mais fondamen-
taux, qui suivent.

Exemple Consicerons pour commencegluation diferentiellei(t) = z(t). Quelles
sont les fonctions qui ne sont pas moeks lorsqu’on les @ive 2 fois? Il s’agit
préciment des fonctions exponentielles’, et 'ensemble des solutions de cette
équation diférentielle peut €crire :z(t) = A e + B e7%, ou A et B sont des
constantes arbitraires. Une solutidquivalente est do@e parz(t) = C' cosht +

D sinht.

Quelles sont maintenant les fonctions qui changent de $igsgu’on les érive 2
fois ? C'esta-dire qui satisfont Bquation diferentiellez(¢t) = —xz(¢). Il s’agit encore
de fonctions exponentielles, mais avec un argument imagipar :e**. Les solutions
gérérales fcrivent donc z(t) = A e + B e, oux(t) = C' cost + D sint.

A la différence des 2 casguedents, les fonctions qui s’annulent deux fois lors-
qu’on les erive : i(t) = 0, ne correspondent plusdes solutions de type exponen-
tielle, maisa des fonctions ligaires z(t) = A+ B t.

Exercice 2.2 On consi@re I'equation diférentielle ;& = 2vi — x, avecy € R.
— Quelle est la solution de cetéguation poury = —17?
— Discuter le comportement des racines dgliation caradristique au voisinage
de~ = —1 (on pourra posery = —1 + ¢, avec|e| < 1).

On propose de justifier laédnarche du thoeme 2.5 par une &thode qui n'utilise que
la solution de€quations difrentielles homognes ou non homeéges du ler ordre :
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Exercice 2.3 L' équation diférentiellea coefficients constantg (z)+a v/ (x)+b y(z) =
0, peut sécrire formellement sous la forme :

(D*+aD+0b1)y=0,

ou on a introduit I'operateur de @rivation D = % et l'identité /.
1. Etablir leségalites

V' +ay +by=(D—rI)(D—ryl)y=(D—ryI)(D—rl)y,

ou r, etry sont des constantegelles ou complexes, que I'obtérminera.

2. Pour trouver les solutionségeralesy de I'equation diférentielle, on pose =
(D — rol)y. Les solutions sont donc obtenues par ésolution de€quations
differentielles du ler ordre :

(D—rl)z =
(D=rd)y =

Intégrer successivement ceg@uations direntielles et retrouver les solutions
gérérales de lequation diférentielle annonees plus haut.

La méthode propa=e dans I'exercice poedent revient en faél piesenter quation
différentielle initiale sous la forme d’un sgshe diferentiel dont la matrice est trian-
gulaire. Elle peuttreétendue sans diffici@ta desequations d’ordre pluéleve avec
ou sans second membre ainsi que le montrent les exemplesiguiv

Exercice 2.4 Utilisez une @marche similairea celle de I'exercice gradent pour
montrer que lequation diférentielle :

Y(t) = 3y(t) + 2y(t) = 0,

a pour solution
y(t)=Ae * + Be' +C te,

ou A, B et C sont des constantes arbitraires.
Exercice 2.5 Montrer que la solution grérale de Iequation diférentielle
U'(t) + 34i(t) + 4y(t) + 2y(t) = sin 2t,
est donge par
y(t) = Ae " +e " (Bcost + Csint) — % sin 2t.

On pourra commencer paésoudre lequation sans second membre puis on cherchera
une solution particure de lequation avec second membre.
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Exercice 2.6 Montrer que la solution grérale de leéquation diférentielle écrivant
un oscillateur harmonique fo&c

ij(t) + a*y(t) = sinbt, a,beR
est donge par

1
y(t) = Acosat + Bsinat + —— sinbt,
a

b2

lorsqueb # a, mais par

t
y(t) = Acosat + Bsinat — 55 o8 at,
a

a la résonance (i.e. lorsque= a).

2.4 Syséme déquations differentielles du ler ordre

On a tkja soulige 'avantage qu’il pouvait y avoa remplacer unéquation diférentielle
d’ordreélee par un systme déquations diferentielles d’ordre plus bas. Cette pedare
peutétre rendue syématique, et simplifiea la fois la @monstration des @oemes et
la determination des solutions.

Consicerons par exemple le cas bien connu du penduleepiians un champ de
gravite. L'équation diférentielle non ligaire du second ordrédrivant le mouvement
s’écrit dans un systme d’'uniés ad hoc

T +sinx =0,

ou x repesente une variable angulaire. EBganique, il est naturel d’introduire la va-
riable conjugée: qui repésente la vitesse angulaire, ce qui permetdre I'eéquation
précedente du Zme ordre sous la forme d’'un sgste de 2quations diferentielles
du ler ordre:

Y,
y = —sinxz.
Plus geréralement,

Théoreme 2.6 Touteéquation diférentielle (explicite) d’ordrex (n > 1), linéaire ou
non linéaire, peugtre transfornde en un sysime de: équations diirentielles du ler
ordre.

Soit donc lequation diférentielle explicite d’ordre: :

y(”) = f(y7y7 U 7y(n_1)7t)'

Introduisonsn nouvelles fonctions z; = y,20 = ,--- , 2, = y™ Y ; I'équation diferentielle est
alors équivalente au sysine diférentiel (en gréral non lirgaire) portant sur les nouvelles variables
21y Rne.

21 = Z2,

Zn—1 = Zn,
277, = f(21172’27"' 7Z’n7t)'
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0
On notera que laéciproque n’est pasévifiee : un systme diferentiel arbitraire
den équations diférentielles du ler ordre, ne peut pas, énégal,étre rameé a une
seuleéquation diférentielle d’ordren.

Exemplel’ équation dif€rentielle lireaire :

y ™ (t) = a1(t)y(t) + ax(t)y(t) +--- + an(t)y("_1)7
peut sécrire comme un sysme diferentiel d’ordren assoce a la matrice

0 1 0 e 0

0 0 1 e 0

0 o - 0 1
ai(t) ao(t) -+ an_1(t) au(t)

D’une facon plus syématique, on sera ameaétudier les systmes de, equations
différentielles du ler ordre, que I'omefihira par lesquations

o= [y, e t),

yn = fn(yh aynvt)y
compktees par les conditions initiales

y1<0) = Yo, 7yn(0) = Yon-

Introduisons les vecteurs &' y = (y1,- -+ ,¥n), Yo = (Yo1, - ,Yon), €t la fonc-
tion vectoriellef = (f1,--- , f.). Le syseme diferentiel pecdent peuétreécrit sous
la forme d’une seuléquation diférentielle dan&™

y(t) = f(y().1),
y(0) = Yo,
ou on retiendra qug ety, sont de€lements deR™.

Exercice 2.7 On consi@re le systme diférentiel :

z(t) \ _ [ +y(t)
y(t) —(t)
1. Montrer quer ety satisfont la nlBmeéquation diférentielle du second ordre, et

donner sa solution@rérale en fonction de 2 constantes arbitraires.

2. Les conditions initiales du syshe diférentiel sont:(0) = x( ety(0) = yo.
Avec quelles conditions initiales doiveitte resolues legquations difrentielles
du second ordre em et eny ?

3. Montrer que la solution du sy&he diférentiel peut €crire sous la forme

(5))=ro ()

ou R(t) est une matrice que I'on prisera.
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2.5 Equation intégrale

Un formalisme encore plus compa@unit en une seuléquation inégrale le
syseme diferentielet sa condition initiale :

Théeoreme 2.7 Soitf : U x I — R™ une fonction continue,&linie sur le produit d’'un
ouvertU deR" et d'un intervalle/ deR. L'équation diférentielley(t) = f (y(¢), 1)
qui passe paw, at = 0, estequivalente I’ équation inégralé

y@=m+£ﬂﬂﬂﬂw

La condition initiale est trivialement satisfaite et le ®yme diferentiel est retrou directement par
dérivation (le \erifier). O

Il est alors tentant de substituer I'expressionyde) sous l'inegrale et de grérer
ainsi la suite deapproximations de PicardPartant d’une fonction d’essgi® (¢) (un
choix courant consista prendre la condition initialg®) (¢) = y,), I'it ération d’ordre
(p) est geréréea partir de la pecédente par la relation :

t
YOO =yo+ [ £ () r)dr
0

Le probeme estevidemment de savoir si la suite aing@rgrée converge vers une
fonction solution du sysime diférentieletudeé et si cette solution est unique.

Exemple Cherchons les premiies approximations de Picard deduation dif€rentielle

gt) = 14+4°(1),
y(0) = 0

Partant de/”) () = y(0) = 0, on trouve successivement

t
yI(t) = /(1+02)d72t,
0

t t3
yA() = /(1+72)d7‘:t+§,
0
t 3 t3 2t5 t7
G) = 1 Ty ar=t++2 4+ 1
Y (t) /0(+(7'+3))T tgte T

Cetteequation diferentielle peuétre inegree exactement (elle esvariablesgparables).
On reconnait le @but du @veloppement de la solutiaiit) = tan ¢ dans les prengéres
approximations repoges ci-dessus.

1Plus pécigment, il s’agit d’uneequation ingégrale non ligaire de \olterra.
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2.6 Theoreme d’existence et d'unicié

Dans cette section, on donne l&titme fondamental de Cauchy-Lipschitz qui
garantitlocalement’existence et I'unicié des solutions desquations diférentielles,
eventuellement non lemires, dans des conditions peu contraignanteseirendstration
de ce esultat passe par la preuve de la convergence @estidns de Picard intro-
duites auparavant. Nous en donnons la formulation dansslel'cae seuléequation
différentielle.

Théoreme 2.8Soit f : I x U — R une fonction continue,oU et I sont des in-
tervalles bores deR qui contiennent repectivement les poipts= y, ett = 0. On
suppose en outre quévérifie la condition dite de Lipschitz :

VtE[avxvyEU7 |f(t,$)—f(t,y)|§>\‘$—y‘,

avec\ > 0.

Il existe un intervalle/ C [ sur lequel est &fini 'unique solution de Bquation
differentielley(t) = f(t, y(t)) qui satisfait la condition initialey(0) = yo.

On admettra que ce&oreme admet uneggeralisation au cas d’'un syshe déquations
différentielles.

Hormis la continuig, la condition moins triviale impé® par le tBoeme est la
condition de Lipschitz. Une condition plus parlante qui ligpe I'inégalige de Lip-
schitz, est qué et g—g soient continues dansx U. En effet, les fonctions continues
sur des intervalles boes sont borees. Puis par le #oeme des acroissements finis,
on a pour toutt, y1), (t,y2) € I x U,

0
Pty — Flty)| = ]8—§<c> —

ou ¢ € [y, y2]. La condition de Lipschitzasulte alors du caraate bor@ de la @rivée
partielle.

Il est interessant de constater que si Exidee partielle n’est pas bogm, il peut
exister plusieurs solutions, comme le montre I'exempleasi

Exemple Consicerons Iequation diférentielle

y =y’
avec pour condition initialg(0) = 0. La fonctiony — /3 est continue. En revanche
sa cerivee n’est pas &finie en0. Les conditions du ttoeme ne sont donc pas rem-
plies et on erifiera quey = 0 ety = +./8/27 32 sont solutions de &quation
différentielle.

CommentairesLe theoeme de Cauchy-Lipschitz garantit en particulier I'uréaites
solutions de€quations diférentielles pour une condition initiale darm Autrement
dit, a 2 conditions initiales diffrentes, correspondent 2 solutions &liéintes pour
toutes les valeurs agtieures ou posétieures def. En terme dynamique, 2 trajec-
toires partant de 2 points initiaux déffents ne peuvent se couper oénre se tou-
cher. Cette remarque nous permettra plus loin deesgmter facilement sur unéme
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sclema, diferentes solutions dégjuations diérentielles non ligaires correspondant
a differentes conditions initiales.

L’ équation diferentielleétant @finie poutt € 7, le theoeme de Cauchy-Lipschitz
ne garantit I'existence de solutions (bées), que dans un intervalfeplus petit que .
Le fait que les solutions n’existent dans le césagal que sur un intervalle plus petit
que l'intervalle de éfinition de I'equation diferentielle est assaziau plenonene dit
d’explosionen temps fini de la solution. Donnons un exemple de ce comperte

ExempleOn consigére I'équation diférentielley = y? définie pour toute valeurc R,
avec la condition initiale;(0) = 25 . Cetteéquation diférentielle non ligaire esé
variables gparables et il est facile de trouver I'unique solution :

1
t) = ——.
) = 17553
Il est clair que la solution n’est pagfinie pourt = 1/25. Le domaine d’existence de
la solution est/ =] — oo, 1/25[C R.

Ce ptenonene d’explosion en temps fini des solutions est la signatuire abm-
portement non ligaire. On peut en effeednontrer que Bquation diferentielle lireaire
du typey(t) = a(t)y(t) + b(t) avecy(0) = y, ol a etb sont des fonctions continues
pour toutt € I, admet une unique solutioréfinie dang tout entier.



Chapitre 3

Sysemes Diferentiels Lineaires

Les équations diférentielles lieaires - au moins celled coefficients constants

- sont les seulegquations diférentielles pour lesquelles les solutions peu\éng
formulées d’'une facon syatatique et explicite. Cette formulation s’appuie essen-
tiellement sur desésultats d’algbre lireaire que nous aurons ainsi I'occasion de re-
travailler. Une consquence de I'existence et de I'uniitles solutions des sgshes
differentiels expa=e dans le chapitre @edent, est la possibiéit pour lesequations
linéaires, de relier la solutianl’instant origine, avec la soluticaun instant ultérieur,

au moyen d’'un oprateur dévolution, appe propagateur Ce point de vuea fort
contenu g@onetrique,éclaire le prol@me de la@solution deg€quations diferentielles
SOUS un jour nouveau qui s'@keraégalement utile pour l'intergtation degquations
différentielles non ligaires.

3.1 Exponentielle de matrice

Dans cette section on donne quelquegrdtions et prop@étes qui greralisent aux
matrices desasultats bien connus pour leéments dé&R ou C.

Définition 3.1 Soit A une matricer x n. L'exponentielle deA est t&finie par

2

;k—z At Gt

Soit e un nombre positif tel qué;;| < « pour touts, j variant del an. Manifestement legélements
de A2 qui s‘écriventa;1aij + - - - + ainay; SONt €UX NBMES Majdes pama?, et plus @réralement les
elements ded* sont majoes pam*~'a*. Ainsi chacun deglements de est tel que :

2 nkrfl k
no
| (e ) |<14a+ o o Tt s
ce qui montre que tous I&ements - existent, et donc que” est dfinie. |

Démontrons maintenant 2 proe#s qui auront une importance capitale pour la
suite.

21
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Theoreme 3.1 Soient4 une matricen x n a coefficients constants.

e(s-l—t)A _ esA etA st € R

)

d  ia tA
7 (e ) = Ae”, teR
La premere propréte est @montéea 'aide de la formule du biime :
(si04 = (s ‘H JrA” A" I gn—kyh
e D Z 2w
n=0 n=0 k=
o Angn— k:tk s Am+k mtk sA A
- Z Z i)kl Z Z mlkl e
k=0 n=k k=0 m=0

Pour cemontrer la deuxime propiéte, onécrit la cefinition de la @rivée

d (t+s)A _ _tA sA _ 1
( tA) lim - e lim ¢ =t A
dt s—0 S s—0 s
O
Le cas particulies = 1 ett = —1 montre que l'inverse d@* est la matricee=.

La premere proprete ne doit pagtre geréralig€e aux cas de matriceset B qui ne
commutent pas :
eMB £ el £ eBel | en ceréral.

Exercice 3.1 Montrer que si4 est une matriceg@elle antisyratrique (c’esta dire telle
que AT = —A), alorse!” est une matrice orthogonale (c’estdire quee4 (etA)T —

D).
Indication : calculer4 [etA (etA)T]
3.2 Propagateur

Repartons de la suite des approximations de Picard et tiranti plu fait queA
est incependant dé. On a donc, formellement :

y(t) = yo+/OtAY(T)dT

- rea(fo e f ([ o)

242
= {I—i—AtJr 9] +--~]yo
o An
= Z_|y0:€tAYO
1 n:

Les proprétes némes de I'exponentielle d’'un épateur permettent de retrouver
tres ai€ment ce ésultat.
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Théeoreme 3.2 Soit A une matricen x n a coefficients constants (iedendants de t),
I’ équation diférentielle lireaire homogne

y(t) = Ay(t),
y(0) = o,
admet pour unique solution
y(t) = eyy.

Résultatévident puisqu’on a manifestemerit= I ety () = Ae!‘y, = Ay(t). Lunicité est garantie
par le tteoeme de Cauchy-Lipschitz. O

Ce resultat fondamental met donc en jeu ureieure’” qui permet de passer
de la positiona I'instant initial y, a la positiona 'instantt ; pour cette raison’” est
appeé propagateur

La forme explicite de la solution dans le cas non hoeragest donke par le
théoreme suivant :

Théeoreme 3.3 SoientJ un intervalle deR qui contient le point = 0, A une matrice
n X n qui ne cepend pas deett — b(t) une fonction continue dec J, le syseme
differentiel lineaire non homogne

y(t) = Ay(t)+b(t),
y(0) = o,

admet une solution unique pour taug J.
Cette solution est do@e explicitement par

t
y(t) = eth vo + / e(t_T)Ab(T)dT.
0

SoitG(t) = !4 le propagateur ass@cau systme homogne. La solution de &quation non homame
est obtenue en cherchant une solution sous la fgrte= G(¢)x(t). On a d’'une part

y = Gx+Gx=AGx+ Gx,
et d’autre pary = Ay + b = AGx + b. ll s’ensuit quex satisfait

x(t) = G7(B)b(),
x(0) = yo,

qui admet pour unigue solution

x(t) =yo+ /0/ G~ Y(r)b(r)dr.

O

Ainsi la seule connaissance du propagateur permet donesdedre les sysies
différentiels lircaires avec ou sans second membre. Pour cette raison, Egptepr
estégalement appelkésolvante
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3.3 Calcul pratique du propagateur

Les esultats pecedents, pour concis qu'’ils soient, ne nous dispensent depén
pas de calculer explicitement I'exponentielle d’'urécgteur, ce qui pelétre tout de
méme cklicat, surtout en dimensidrleee.

Sila matriceA est diagonalisable, les choses sont simples.

Théeoreme 3.4 Soit A une matricen x n diagonalisable. Le propagateur deefjuation
differentielle homognea coefficients constantsy(t) = Ay(t) est dong par :

etA — P@tDP_l,

ou D est la matrice diagonale dont |&€ements diagonaux sont les valeurs propres de
A, et ai P est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres de

En effet, siA est diagonalisable, onA~!AP = D. CommeA™ = PD"P~!, avecD" diagonale, on
en ceduit quect? est elle-néme diagonale, avec poatementget?t, . et?»), de sorte que!4 =
PetPp-1, ([l

Dans le cas 0 A n’est pas diagonalisable, on peut s’appuyer suréeidme sui-
vant que nous neéamontrerons pas

Théoreme 3.5 Toute matriced pos&de une dcomposition uniqud = S + N, ou
— S est diagonalisable,
— N est nilpotente (i.e. pout suffisamment grand/* = 0),
— S et N commutent.

CommesS et N commutent, on en&tuit quec’? = eV, S étant diagonalisable,
e'¥ se calcule comme expliguci-dessus, tandis que puisgieest nilpotente, on a,
en appliquant la éfinition de I'exponentielle d’une matricee*V = I + tN + --- +
tk—l

(kfl)!Nkil'

3.4 Equations differentielles en dimension 2

3.4.1 Diagonalisation des matrice2 x 2

Soit A une matrice x 2 quelconque coefficients@els. Lorsqu’il existe un vecteur
v # 0 qui satisfait :
Av = A,

on dit que\ estla valeur proprede A correspondant akecteur proprey. Géonretriquement,
'opérateur lirgaire assoéia la matriceA contracte ou dilate ces vecteurs de I'espace

dans leur propre direction.
a b
=(va)

Posons
1ce theoeme est une coguence du &orme de éductiona la forme normale de Jordan.
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Le sysemeAv = \v estéquivalenta la esolution du systmes dequations :

v\ [ a—A b v\
()= ("l ) () -
gui n’admet de solutions non nulles, que si &atminant est nul, soit :
det(A—A)=(a—A)(d—X) —bc=0.
En introduisant la trace de la matrice (sommeda&lements diagonaux) et [&terminant
de A, on montre aiement que les valeurs propres sont les racinepdlignome ca-
ractéristiqueP(\) suivant :

P(A\) =X — A trA +det A = 0.

Les solutions €crivent

trA £ /(tr4)? — 4det A

A2 = 5
On peut noter que
trA = )\1 + /\2,
det A = )\1/\2.

Les vecteurs propres sont obtenus @sotution du systime lireaire(A — A\ )v = 0.
3 cas sont donc possibles

1. (trA)? — 4det A > 0: 2 valeurs propreselles distinctes.
2. (trA)? —4det A = 0: 1 valeur propre&elle double.
3. (trA)? — 4det A < 0: 2 valeurs propres complexes conjégs.

Exercice 3.2 On consigére le systme diférentiel

(x>:A(I> avecA:(ab)
Y Y c d
Montrer quex (ou y) satisfait 'eéquation diférentielle du 22me ordre :P(D)z = 0,

ou P représente le plynome caradristique etD I’opérateur%.
En deduire quer peutétre obtenu par&solution du syme auxiliaire :

(1)-(z) - (3 1)

ou \; et )\, sont les valeurs propres dé&, etz une variable auxiliaire.
Résoudre le systme pécdent et en@duire les expressions dgouy) en fonction
de\; et\,.
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3.4.2 Forme explicite du propagateur en dimension 2

Dans cette section on utilise le fait que les puissancesesaes d’'une matrice
ne sont pas ingpendantes pour donner une forme explicite compacte aagatgur
e, Le theome de Cayley-Hamilton joue udle fondamental dans cetteduction.
P(X) désignant le plynome cara@ristiqueévoqte plus haut, ce #peme affirme
queP(A) = 0 (le vérifier), soit plus explicitement :

1. Valeurs propres &elles distinctes A; # \,. La matrice A peut sécrire (le
veérifier) :
A:>\1P1+)\2P2,
ou on a introduit les 2 ograteurs de projection

A= AT
DYDY VD W

P

Exercice 3.3SoientP, = (A — X 1)/ (A1 — Ao) etPy = (A — M) /(A — \y),

montrer que

— P, (resp.P,) projette tout vecteuv du plan sur la direction du vecteur propre
v (resp.vy) parallelementa la direction de I'autre vecteur propre; (resp.
Vl).

- PI'= P, etP} = P, pour toutn > 1

Ces 2 ograteurs @rifient en outre, Bgali€é P, + P, = [ (par cefinition), ainsi
queP, P, = P, P, = 0, par application du ttsoeme de Cayley-Hamilton .
CommeP; et P, commutent, on a!4 = et*i1etr22 ) et en utilisant les pro-
prietes des projecteuenon@s plus haut, on trouve

et =eMp e Py

Exercice 3.4 Etablir la relation e!4 = et P, + ™t P;.

On constate donc que I'action de l'egteur sur le vecteur initigl), se ranénea
une projection sur chacun des sous-espaces propres, agdrap’une dilation
ou d’'une contraction dans la direction de ces espaces [@opre

2. Valeurs propres complexes conj@ss :\; » = o £ .
Le theoreme de Cayley-Hamilton &trit :

(A= M)A =XI) =0 (A—al)? = -1,
Soit encore

0 -1
A—al =4+pJ avec J:<+1 0 ),
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FiG. 3.1 — Action du propagateur sur le vecteur inityal dans le cas de 2 valeurs
propres eelles et distinctest; et E, désignent les sous-espaces propres engsndr
par les vecteurs propres etv,. La figure est faite dans le cas > 0 et A, < 0.

puisque/? = —I. Comme par ailleurs,
otA — ptol eitﬁJ7
le propagateur gcrit sous la forme
e = e R(£pt),
ou R(z) est la matrice de rotation

[ +cosx —sinz
R(m)_(—l—sinx +cosx>'

L’'action geonetrique du propagateur dans cette situation se&rendon@ une
rotation qui rapproche oéloigne de I'origine selon le signe de

Exercice 3.5 Soit
J— 0 -1
“\+1 0 ’

ot — ( +cost —sint )
+sint +cost )
Montrer que ce propagateur permet desoudre lequation diférentielley(t) +
y(t) =0.
3. Valeur propre double A; = Ay = .
Le theoeme de Cayley-Hamilton &trit dans ce cas particulier :

(A= A% =0.

En utilisant la @compositionA = A\ + (A — AI) et en remarquant que/ et
(A — AI) commutent, on obtient ausSitla forme Eéduite

e =M [I+t(A— )]

montrer que
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On a donc obtenu leesultat suivant

Théeoreme 3.6 Soit A une matrice2 x 2 a coefficients constants; et )\, les valeurs
propres deA, I'équation diférentielle lireaire homogne

y(t) = Ay(t),
y(0) = Yo,

admet pour solution y(¢) = e'y,, avec

1. 6tA — [6)\1tpl + e)\QtPZ} Si )\1 # )\2 réE”GS
2. etA = 6)‘t [] + t(A - )\])] Si )\1 = )\2 = )\,
3. et = e R(Bt) Si Ao =axif,

ou P, (resp. ) est I'opérateur de projection sur la direction du vecteur propre
(resp.vy) parallelementa la direction de l'autre vecteur propre, (resp.v;), et ai
R(5t) est I'opérateur de rotation de I'angl&t dans le sens trigonogtrique.

Ces Esultats peuveritre utili€s pour esoudre les exercices suivants.
ExempleOn consi@re le systme diférentiel

T = +T7x+4y,
y = —8x—by.

CommetrA = 2 etdet A = —3,0na

24+ VIF12
> -

)\172 = —1,+3.

L'application de la formule correspondant aux cas des valguwpreséelles et diferentes
donne imnédiatement

ga _ €48 44 et (44 4
4 -8 —4 4\ —8 =8

" 9¢3t _ ot o3t _ ot
€T\ 263t 20t Bt 4 9et

La solution pour des conditions initialeg, 3, est donc :

SOit,

z(t) = (2% —e g+ (e — ey,
y(t) = (—2e% 42w + (—e¥ + 27y,

Exercice 3.6 Déterminer le propagateur et les solutions du éys¢ diferentiel

T = +2x+vy,
y = +2.
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L'exercice suivant, montre qu’a contrario, si I'on s@soudre un systne difeérentiel
linéaire, on obtient im@diatement I'exponentielle de I'épateur assoeli

Exercice 3.7 On consi@ére le systme diférentiel du ler ordre suivant :

(1)-G i)

ol a, b etc sont des gels avee # 1.
Résoudre ce sysime gquation pagquation, en commencant paetuation diférentielle
enz, et en @duire I'exponentielle de la matrice asseeiau systme diférentiel.

Dans le cas diagonalisable, on peut obtenir usr@ralisation facile en dimension
guelconque.

Exercice 3.8 Soit A une matricen x n diagonalisable. On note,--- , A, ses va-
leurs propres ev, - - - , v, les vecteurs propres assési \érifier que la solution de
I'équation diférentielley (t) = Ay (t) satisfaisanty(0) = y, est donie par :

n

y(t) = Z cieivy,

i=1

ou les coefficients; sont les composantes gg dans la base des vecteurs propres :
Yo = Z?:l CiVi-

Voici, enfin, un exercice relatél uneéquation diferentielle non homaene.

Exercice 3.9 La trajectoire d’'une particule chaige en pesence d’'un champ magtque
statiqgue et homagne et d’un chamglectrique homogne mais dpendant du temps,
peutétre ramee au systme suivant :

01(t) = Hweva(t) + E(2),
Uo(t) = —wev1(t) + Et),

ou v; etv, représentent les composantes ésiennes de la vitesse dans le plan ortho-
gonal au champ magtique,w. une flequence caraétistique (féquence cyclotron),
E1(t) et & (t) les composantes convenablement norréasdu champlectrique or-
thogonala la direction du champ magique.

Déterminer le propagateur et eréduire la solution du systne diférentiel.
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Chapitre 4

Analyse gqualitative desequations
diff erentielles

On a dongé au Chapitre 2 les #oemes qui garantissent I'existence des solutions
deséquations diférentielles sous des conditions pas trop contraignantesevanche,
ces tleoemes ne donnent pas de moyen explicite pour exprimer cesosuEnN fait,
dans le cas non lemire,a I'exception de quelques cas accidentels, il n’existe gas d
moyen systmatique pour trouver les solutions.

On doit donc abandonner I'espoir d’'une solution explicité germette une esti-
mation quantitative, et se tourner vers des approches phigatives. Ce point de vue
qui peut appai#ére plus limige de prime abord s’est en fait&e extémementécond,
surtout lorsqu’il est appligia des systmes d’ordre asseédee. Au cebut du 2@me
siecle, sous I'impulsion d’Henri Poindayrcette @marche fuk I'origine du renouveau
de I'etude desysemes dynamiquext a dongé naissanca la théorie du chaos

4.1 Exemple

Limitons nous auxequations diférentielles autonomes pour lesquelles la variable
t n’intervient pas explicitement ; on congie donc

y = f(y),
Y(O) = Yo

Les solutiongy de I'équationf(y) = 0 sont des points particuliers pour lesqugls-
0; les solutions qui passent par ces poingsvoluent pas avelc: on dit que ce sont les
solutions déquilibre. Lesy sont appedspoints critiques (ou fixes), (ou &juilibre).
L'importance de I'analyse locale des solutions au voisadgs points critiques tient
au fait qu’elle permet une comginension du comportement global des solutions dans
les cas les plus simples.

Avant de eévelopper ces ks d’'un point de vue pluegeral, consiérons un cas
particulier en dimension 1, par exemple le retadlogistiqueevoqie dans I'introduc-
tion, pour des valeurs particalies des paragtresac et N; (o« = Ny = 1) :

N = N(1-N),
N() = N

31
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Les points fixes sont solutions d€(1 — N) = 0, soit N = 0 et N = 1. La
repesentation dg (N) = N(1 — N) (cf. Fig/4.1) montre clairement qug§N) > 0

-1 -0.5 0.5 1 1.5 2

FIG. 4.1 — Application Logistique f(N)=N(1-N)

pour0 < N < 1;on en eéduit quey > 0 et donc quey est une fonction crois-
sante dans ce @me intervalle. On aboutit la conclusion opp@&® dans les intervalles
compkmentaires. Lesdthes repoées sur la figure indiquent le sens des variations
dey. On dit queN = 0 est unpoint fixe instable puisque toute solution voisine
de ce point fixe ten@ s’enécarter; a contrario, le point fixd = 1 est ditstable
Comme on sait que les trajectoires correspondatifferentes valeurs initiale¥, ne
peuvent se couper, il est facile de trac&vblution qualitative des solutions corres-
pondanta des valeurs initiales plaes de part et d’autre des points fixes (cf./Fig 4.2).
Ce type de ref@sentation g@sentant un ensemble de solutions cémstiques sur un

N

=
a L g N

.=
Nog kO

FIG. 4.2 — Solutions du Magle Logistique

méme scbma, permet de comprendre d’'un coup d’oeil le comportemeslydeéme
étudié. On voit que toutes les solutions telles qMg < 0 explosent en temps fini,
tandis que toutes les solutions positives (les seules ghgsipuisqueV repesente
une population) convergent vers la valeur limig = 1. On notereggalement que les
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solutions stationnaires consituent des ks infranchissables (d’a le tleoeme
de Cauchy-Lipschitz, les solutions ne peuvent se croiset)ex&ample montre claire-
ment que I'analyse locale des points fixes saffiine compghension du comportement
global de ce mogle.

4.2 Classification des points fixes (1 dimension)

La classification des points fixés1 dimension estés simple. Comme on va le
voir on peut en distinguer 3 types qualid’attractifs (ou stables)de répulsifs (ou
instables)ude points selles (ou semistableSpity un point fixe, c’est dire une des

f(y) f(y)

y

f(y)>0 f(y) <0

FIG. 4.3 — Points fixes stablea (Iroite) et instablesi(gauche).

solutions de lequationf(y) = 0. Le comportement local deéfuation diferentielle
est don@ par un éveloppement de Taylor au voisinageydgui conduita I'équation

7=1'y—79) + 0y -9,

ou f'(y) désigne la érivée def par rapporéiy calcuke eny = y. Le développement
de Taylora cet ordre permet de discuter les casft(y) # 0 qui correspond aux cas
des points stables et instables ; le sens de variationgsignak sur la Figure 4.3 par
des feches est@&ermire a partir du signe du produjt (y)(y — v). On remarquera que
la situation renconée dans le magle logistique corresporaun cas de raccordement
des 2 cas repisengs ci-dessus.

Lorsquef'(y) = 0, c’est le signe def”(y) qui permet de discuter les diifents
cas de points selles; les variations gié&tant alors donges par le signe dé¢”(y)
(développement de Taylor au&zne ordre), voire par le signe d&'(y)(y — 4)* si
f"(y) est elle aussi nulle. Les défentes situations sont repees sur la figure 4.4.

Les points selles gisentent une autre particul@rfiar rapport aux deux autres types
de points fixes : ils sondtructurellement instable©n entend pard que la moindre
perturbation (toujours gisente dans les sgshes physiques) peut faire dispame le
point selle au profit de I'apparition d’une paire de pointeéistable-instable. Lorsque
cette transition est obtenue sous I'effet d’'une variatiamgarangtre ;. inhérent au
mockle, on parle déifurcation La figure[ 4.5 illustre une telle bifurcation lorsque
I'effet d’'une variation du paragtre i revienta translater le sé@&ma comprenant le
point selle vers le bas. Un tel effet ne peut se produire darta$ des points fixes
stables ou instables qui sont dits par cangentstructurellement stables
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ty) ) I
\ A AN

.
a7 / \
v y

FIG. 4.4 — Exemples de Points Selles

f(y) / f(y)

s

FIG. 4.5 — Exemple de Bifurcation

Exercice 4.1 La décroissance d’'une population suidedes collisions 2 corps peut
étre moe@lisee par I'equation diférentielle

N(t) = —kN?,

ou N (t) représente le nombre d’individus de la populatétiinstantt, et ai k£ est une
constante positive. On noterg, le nombre d’'individus I'instantz = 0.
— Quel est le type de cetégjuation diférentielle ?
— Aprés avoir ctermireé les points critiques, tracer l'allure qualitative des seol
tions sans aucun calcul.
— Intégrer I'équation diférentielle et donner la forme explicite des solutions.
— Mettre erévidence que la solution diverge en un temps fini.

Exercice 4.2 On consi@re I'équation

v = —g—kolv|,
v(0)

Vo,

ou g représente I'acélération de la pesanteur, la vitesse et: une constante positive.
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— Donner une interggtation physique simple de ceétquation.

— Montrer que ce sy8me n’a qu’un seul point fixe stable, et utiliser cette in-
formation pour repésenter les solutions dans les cas suivantg > 0,vy =
0, —(g/k)"? < vy < 0,u9 < —(g/k)"2.

Exercice 4.3 On consi@re la reaction chimique A + B— C. Les Eactifs A et B sont
en concentration initialel(0) = Ay et B(0) = B,. La vitesse de production du produit
obéit a I'équation diférentielle

C(t) = a (C(t) = Ay) (C(t) = By) ,

ou « est la constante (positive) déaction.
On veutétudier comment la concentration du produit C au cours dytedpend
- qualitativement et quantitativement - de sa concentraiiitiale C'(0) = Cj.
— Deéterminer les points critiques et reégsenter qualitativement I'allure des solu-
tions. On distinguera les 2 cas4, = B, et Ay # By.
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Chapitre 5

Stabilite des systmes differentiels

L’ étude de la stabit des systmes esévidemment éterminante pour les appli-
cations (le sygtme peut-il exister au voisinage d’un point de fonctionnenparticu-
lier en pésence de perturbations ?), magalement irdressante du point de vue des
différents types de comportements globaux que lenystpeut gEsenter. Cette ap-
proche aéte developgee en dimension 1 dans le chapitr&g@dent, et s’appuie sur
une classification des points critiques. La classificaties pbints critiques en dimen-
sion quelconque est un pr@mhe matbmatique ardu qui se rattachda théorie des
singularites des fonctions défentiables

Bien que I'on puisse imaginer toute sorte de matri@&issant un sysme diférentiel
linéaire, on verra qu'’il N’y a qu’un nombre linditde comportements asymptotiques (i.e
aux temps longs) pour les sgstes diferentiels lireaires, qui ne@pendent que des va-
leurs propres de la matrice asgmei On montr&galement qu’une pregrie approche
de la stabilié (locale) des sysmes diferentiels non ligaires peugtre obtenue en
linéarisantle sysemeétudé au voisinage de ses points critiques.

5.1 Stabilite des systmes diferentiels lineaires

L'origine joue un Dle particulier pour les sgimes lirgaires. Le poiny = 0 est en
effet le seul point stationnairg’ (= 0) de I'equation diferentielley = Ay.

Définition 5.1 L’origine est dite asymptotiguement stable si toute sofujidu syséme
linéaire satisfait

On dispose alors diesultat suivant (valable en dimension quelconque) conas ko
nom deCritere de Routh

Théeoreme 5.1 L'origine est asymptotiquement stable si et seulemenusésdes va-
leurs propres ded sont de partie gelle strictementé&gative.

Cela esulte directement en dimension 2 dadieme 3.6. O

Dans le cas de la dimension 2, comme, = det A et \; + A\, = trA, on peut
eégalement dire que l'origine est asymptotiquement stakletsA > 0 ettrA < 0.

37
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5.1.1 Portraits de phase en dimension 2

Introduisons un peu de terminologie et discutons qualiéatient le comportement
des solutions selon le signe des valeurs propres.
1. Si\; et )\, sont toutes 2 @gatives et direntes, on parle deceud asymptoti-
guement stable), ou qmuits
2. Si\; et)\, sonttoutes 2 positives et dififentes, on parle aussi desudinstable),
ou desource

FiGg. 5.1 — Source.

3. Siune des valeurs propres est positive et 'aubgative, il existe au moins une
direction instable et on parle g®int selleou decol.

Selle: A <0 <p

FiG. 5.2 — Point Selle.

4. Dans le cas de valeurs propres identiques, il n’y a qu’uh\sector propré et
on parle denceud impropréstable ou instable).

5. Dans le cas des valeurs propres conpggg les trajectoires sont des spirales
logarithmiques lorsque la partiéelle des valeurs propres= 0 et on parle de
foyers(stable ou instable). Dans le cas® = 0, les trajectoires sonfgpiodiques,

il s’agit decentres

En dimension 2, 'ensemble des comportements [@xg repeseng dans le plan
det A — trA, ce que montre la figure 5.5.

1sauf si la matrice est de la formd, auquel cas, tout vecteur est vecteur propre.
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Nceud impropre:

A=p>0
@EL

FIG. 5.3 — Noeud Impropre Instable.

FiG. 5.4 — Foyer instablea(gauche), et Centrea (roite).

5.2 Stabilité des systmes diferentiels non lineaires

Dans cette section, on se contentera d’abordé&vbment la stabil locale des
sysemes diférentiels non ligaires en dimension 2 par leéthode de ligarisation.

5.2.1 Linéarisation

Le cas @reral des sysimes diferentiels en dimension 2 peugstire

o1 = fi(z1,22),
Ty = fo(w1,22)

Soit(z1, Z2) un point fixe du sygtme. On peut pra@era unelinéarisationdu syseme
autour de ce point fixe par le changement de variables 7, + dx1, x5 = To + dxs.
dx1 etox, decrivent de petites fluctuations autour du point fixe. Engaiit le fait que
f1(z1,22) = f2(Z1, Z2) = 0, les fonctionsf; et f, peuvenétre cecrites localement par
leurs approximations lisaires :

; 0

im<l’1,x2> = (5:{;18—£(9_51,322) +5$28—m;(fl,i‘2),
; 0
%m($1,$2) = 5$18—ﬁ($1,$2) + 551028—2@17%2)-
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Uuﬂuh]::
spiral

I

Unztable

Stable ncede nile

0 tr A

FIG. 5.5 — Portraits de Phases dans le planA — trA

Comme on a bien(s 6z, = i, etdz, = i», on doitétudier le systme diferentiela
coefficients constants suivant

51’1

51’2

o\ _ (g g
o )\ HE
X1 €T (51,52)
On est donc raméra I'étude de la stabiftd’'un sysémea coefficients constants ; cela
permet d'appecier si les fluctuations tendeatcrdtre avec le temps, rendant ainsi le
syseme instable autour du point critig@udg, ou si ces fluctuationggressent au
cours du temps, ce qui correspamth situation stable.
— Remarque —La question se pose bein entendu de savoir dans quelle mesure

I'etude de la stabikt lineéaire nous renseigne sur la stabildu systme lorsque les
termes non-liaires sont pris en compte. Lorsque les 2 valeurs propresnenpar-

tie reelle strictement &gative, la stabilé linéaire implique la stabil@ non-lireaire.
Dans le cas des systhes instables et lorsque les 2 valeurs propres sont degarti
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réelles strictement positives, un $ste qui est instable par stat#litineaire le de-
meure lorsque les contributions nondaires sont pris en compte. En revanche, lors-
gu’au moins une des partieéalles des valeurs propres est nulle, caslire dans
le cas des centres, la prise en compte des termes riairls peut conduira des
résultats diferents de ceux obtenus pardarisation.

— Exemple —On consi@re le systme diférentiel

Y,
Yy = —2y—sinx.

On veutétudier la stabil# du systme au voisinage du point critiqye, 0). La matrice
des erivees premdres secrit
0 1
—cosx —2 )’

(5

CommetrA = -2 < 0 etdet A = +1 > 0, on en @duit que le point critiqu¢0, 0)
est asymptotiquement stable. O

qui vaut en(0,0) :

Exercice 5.1 Le mockle de Lokta-Volterra €crit

= “4ax—buay,
y = —cy+duxy.

ou a, b, c, d sont des constantes positives.
1. Déterminer les points critiques du mald.

2. Déterminer et esoudre les sysimes difrentiels lirearises autour de ces points
fixes. En @duire la nature de ces points fixes.

Exercice 5.2 L’équation de Newton d’un pendule avec frottemerisrg’
0(t) = —w? sinf(t) — p O(t),

ou p est une constante positive.

Les portraits de phase des Systes li@arises autour du point critiqué0, 0) sont
représengs sur la figure suivante pour dgfientes valeurs de et p.

Effectuer les calculs que vous jugexessaires pour une con@trension au moins
qualitative de ces di#rents comportements.
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FIG. 5.6 -0 < p < 2w (a gauche)p > 2w (a droite)

5.2.2 Cycles limites

On a kja discué le comportement des sgstes diferentiels lirgaires aux temps
longs en dimension 2. Parmi les solutiongg@ntant une certaine forme de stabi-
lité, rappelons que nous avons distiagun particulier les solutions asymptotiquement
stables (puits et foyers stables) et les soluticgr$galiques (centres).

Les syseémes diferentiels non ligaires peuverégalement admettre des solutions
asymptotiquement stables, mais pEdEnt un autre type de comportemeatéyique
connu sous le nom dgycles limitesA la difféerence des centresia chaque condition
initiale correspondait une orbite diffente, les cycles limites se comportent comme
desattracteurspour toutes les conditions initiales dans un certain vagn(on parle
debassin d’attractiof du cycle limite.

Un exemple caraétistique de sysime non liaire pesentant un cycle limite est
fourni parl’oscillateur non liréaire de Van der Pdjjui trouve de nombreuses applica-
tions enélectricié et en nécanique. Lequation assoee sécrit :

i+ (®—1)d+z=0.

Cetteéquation écrit une oscillation harmonique pertédopar un terme de frottement,
positif si|xz| > 1, et regatif pourjz| < 1. Sila condition initiale est telle que| < 1, le
mouvement se trouve ampéfpar le terme de frottement, cette amplification diminuant
lorsque I'amplitude tend vers la valeur = 1. A contrario, pour de fortes amplitudes,
c’est-a-dire si la condition initiale est telle que| > 1, l'oscillateur est dissipatif et
ramene donc la solution vers des amplitudes plus faibles. Ladiguivante g¥sente
le plan de phase de I'oscillateur de Van der Pol pour plusieanditions initiales.

Il n’est pas facile de g@voir le nombre et la position des cycles limitegnre en
dimension 2. L'exercice suivantpaun calcul explicite est possible, permet de mieux
comprendre ce comportement cagaidtique des sysmes non ligaires.

Exercice 5.3 On consi@re le sysgtme dynamique suivant :

B = +zp+pa (1] —a3),

. 2 2
Ty = —xl—l—uxg(l—xl—xz),
ou u est un pararatre réel.
1. Montrer que le sysime lirearis est assoéia la matrice

oy
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FIG. 5.7 — Cycle Limite de I'Oscillateur de Van der Pol

Diagonaliser cette matrice et discuter la stal@litlu systme en fonction des
valeurs du pararatre /.

2. Montrer que le changement de variahle = r cosf etz, = rsinf permet de
réécrire le syseme diférentiel non lirgaire sous la forme

= H 7“(1 - Tz)?
= —1

Intégrer ce sysime avec les conditions initiales= rq, ¢ = 6, et montrer qu’il
admet la solution

o(t) = 60—t

3. Discuter la limite de(¢) lorsquet — oo dans les 2 cag > 0 ety < 0. On
distinguera les cas, = 0 etry # 0. Commenter lesasultats obtenus.
Le changement de comportement qualitatif obséwvsque le param@tre . passe
des valeurs @gatives aux valeurs positives est un exemple de bifurcdiie de
Hopf.
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