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par
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Résumé. — Dans ce travail nous établissons, sous certaines hypotheéses, qu’une repré-
sentation p : Gal(Q/Q) — GSp,(Z,) congrue & une représentation provenant d’une forme
modulaire de Siegel est la représentation associée & une forme modulaire p-adique ordinaire.
Sous une hypothese supplémentaire sur les poids de Hodge-Tate de p, cela entraine méme
sa modularité. Nous en déduisons en particulier que certaines surfaces abéliennes définies
sur QQ, ordinaires en p, et résiduellement modulaires sont associées a des formes modulaires
p-adiques ordinaires.
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1. Introduction

Soit T le groupe de Galois Gal(Q/Q) et G le groupe GSp,. Dans ce travail nous
établissons, sous certaines hypotheses, qu’une représentation p : I' — G(Zp) congrue a une
représentation provenant d’une forme modulaire de Siegel est la représentation associée a
une forme modulaire p-adique ordinaire. Ceci signifie en particulier que la représentation
p est limite de représentations modulaires. Sous une hypotheése supplémentaire sur les
poids de Hodge-Tate de p, cela entraine méme sa modularité.

Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 5 - le nombre premier 5 n’est pas ex-
clu par ce travail, mais pour la simplicité de I'introduction nous supposerons p > 7. Soit
N un entier premier a p et K C G(Z) un sous-groupe compact contenant le sous-groupe
de congruence principal de niveau N. Soit f une forme de Siegel cuspidale de genre
2, de poids Kk = (k1,k2), k1 > ko, de niveau K, propre pour les opérateurs de Hecke
d’indice premier & N. Choisissons un plongement i : Q < @p. Soit F' une extension de
Qp contenant les valeurs propres des opérateurs de Hecke, O son anneau d’entiers et F
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le corps résiduel. Si ko > 3, il existe, d’aprés [Weis|, [Tay], [Lau], un homomorphisme
continu

pr: ' — GL4(O)

attaché a f. Cette représentation est non ramifiée hors de Np et le polynéome caracté-
ristique d’un Frobenius géométrique en un nombre premier ¢ ne divisant pas Np est le
polynéme de Hecke de f en £.

Hida a introduit dans [Hi02] lalgebre des formes modulaires p-adiques. Il s’agit de
fonctions sur la tour d’Igusa. Il existe un plongement naturel, d’image dense, du module
des formes modulaires de Siegel cuspidales dans celui des formes modulaires p-adiques
cuspidales. Ce dernier fournit un cadre naturel pour étudier les congruences entre formes
modulaires de Siegel. Un projecteur d’ordinarité permet de définir un facteur direct dans
le module des formes modulaires p-adiques cuspidales. Ce sous-module jouit d’excellentes
propriétés, il controle la famille des formes ordinaires classiques cuspidales de poids
variable et est étudié en détail dans [Hi02] et dans [Pil]. En particulier, toute forme
modulaire p-adique, cuspidale, ordinaire, propre pour l'action de l'algebre de Hecke, est
membre d’une famille de Hida de formes propres, paramétrée par un espace de poids.
L’ensemble des poids classiques (c’est-a-dire I'ensemble des poids ou la spécialisation
de la famille définit une forme modulaire de Siegel) est Zariski-dense dans I’espace des
poids (voir [Pil], thm 1.1 pour un énoncé général, et [Pi2] pour un énoncé plus précis
dans le cas de genre 2). Ceci permet d’associer a toute forme modulaire p-adique f,
cuspidale, ordinaire, propre une pseudo-représentation psz ainsi qu’une représentation
résiduelle (éventuellement non unique) py. Lorsque py est absolument irréductible, elle est
uniquement définie et la pseudo-représentation p];cs provient d'une représentation p; (voir
[Rou] cor. 5.2 pour un énoncé général sur les pseudo-représentations et [T-U], thm. 7.1
pour son application au cas présent).

Soit f une forme modulaire classique cuspidale, propre, de poids x = (ki,k2) avec
k1 > ko quelconque et de niveau K. Dans ce travail, on est conduit a faire trois types
d’hypotheses sur cette forme.

On suppose que la forme f est ordinaire en p. Cela signifie que les racines (o, Bp, Vp, Op)
du polynéme de Hecke en p rangées dans un ordre convenable ont pour valuations
p-adiques respectives 0,ko — 2,k1 — 1,k1 + ko — 3. On fait de plus une hypothese de
distinguabilité modulo p qu’on appelle ordinarité forte. Celle-ci est par exemple vérifiée
si les nombres {a, p2k2 Bp, plfklfyp, p3*k1*k2(5p} sont distincts modulo 'idéal maximal
de O. Sous cette hypothese, la forme f est membre d’une famille de Hida. On peut alors
lui associer (sans faire I’hypothese que ko > 3) une représentation résiduelle p; et une
pseudo-représentation pz}s.

On doit ensuite supposer I'image résiduelle de p; suffisamment grosse. On permet bien
str le cas ou 'image projective contient PSp,(IF) mais aussi d’autres cas intéressants.
Cette hypothese entraine en particulier que la représentation résiduelle py est irréductible
et assure donc l'existence de py. Elle implique aussi que py se factorise a travers G(O).
On fait finalement des hypotheéses de minimalité sur le compact K et la ramification de
la représentation p.

Un triplet (f, K, p) vérifiant les hypotheéses mentionnées ci-dessus est dit admissible (voir
7.1 pour une définition précise). Notre théoréme est alors le suivant :

Théoréme 1.1. — Soit f une forme modulaire de Siegel cuspidale de genre 2, poids
k = (k1,ka) avec k1 > ko quelconque et niveau K premier a p. Supposons le triplet (f, K, p)
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admissible. Soit p: T' — G(O) une représentation.
On suppose que
- Py =p.
— Pour toute place v différente de p, p¢|r, ~ pl1, -
— 1l existe un poids v’ = (ky,ky) tel que p|p, est ordinaire en p de poids 0,2 — kjy, 1 —
ia 3— kﬂ - ké
Alors il existe une forme modulaire p-adique g ordinaire, cuspidale, propre, de niveau K
et poids k' telle que py = p.

Lorsque kj > kb > 3, la représentation p| D, est semi-stable et on conjecture
que la forme g provient d'une forme modulaire classique (peut-étre de niveau Np).
On sait le démontrer sous 'hypothese k1 > ko > 4 (voir [Pi2]). Lorsque k1 > ko = 2
et que de plus la représentation p| D, est semi-stable on conjecture aussi que g est classique.

Lorsque k est dominant, c’est-a-dire que k1 > ko, la forme g provient toujours d’une forme
surconvergente. On rappelle que la situation est cependant légerement différente selon
qu’on suppose le poids paralléle ou non :

Soit Sk — Spec Z[1/N] le schéma de Siegel de dimension 3 associé au niveau K.
Notons Sk une compactification toroidale de Sk. Soit Sy la variété rigide analytique sur

Qp déduite de Sk. On note S3¢ ~ord Pouvert d’ordinarité. Lorsque le poids & est régulier,
c’est a dire que k1 > ko, toute forme modulaire p-adique ordinaire cuspidale provient
d’une section du faisceau modulaire w* au-dessus de Sy~ ~ord ot cette section surconverge
dans un voisinage strict (voir [Pil], thm A.3) .

Lorsque le poids est dominant mais non régulier, c’est-a-dire que k; = ko, une forme
modulaire p-adique ordinaire cuspidale provient d’une section du faisceau modulaire sur

un revétement étale de 5’}?9 ~ord qui est un quotient du premier étage de la tour d’Igusa.

Cette section surconverge dans la variété rigide analytique de Siegel S’Z‘%I(p) qui est un

revétement de 5’}?9 associé au sous-groupe d’Iwahori I en p (voir [Pil], appendice A).

Ceci justifie le raffinement suivant du théoreme 1.1 lorsque le poids est parallele.

Théoréme 1.2. — Soit f une forme modulaire de Siegel cuspidale de genre 2, de poids
k = (k,k) quelconque et de niveau K. Supposons le triplet (f, K,p) admissible. Soit p :
I' = G(O) une représentation.
On suppose que

- pf=p

— Pour toute place v différente de p, p¢|r, ~ pl1, -

— Il existe un poids k' = (K', k) tel que p|p, est ordinaire en p de poids 0,2 — k', 1 —

k', 3 —2K. '

Alors il existe une forme modulaire surconvergente g sur S”;(Zg , ordinaire, cuspidale, propre,
de niveau K et poids K’ telle que pg = p.

La stratégie utilisée pour démontrer ces théoremes est celle des systemes de Taylor-
Wiles. Elle a été mise en oeuvre pour le groupe G par A. Genestier et J. Tilouine dans
[G-T]. Dans [G-T], les auteurs démontrent un théoreme R = T a la fois moins général
et plus précis que le nétre. Leur hypothese sur I'image résiduelle est plus contraignante
et ils supposent py et p ordinaires en p de méme poids de Hodge-Tate, petit par rapport
a p et cohomologique, c’est & dire k; + ko —3 < p — 1 et ko > 3. Sous leurs hypotheses,
ils démontrent toujours (méme lorsque k2 = 3) la modularité de la représentation p. J.
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Tilouine dans [Til] a mis en famille le résultat de [G-T] et a pu s’affranchir de I’hypothese
que ps et p ont les mémes poids de Hodge-Tate, en supposant toujours que le poids de
pyr est petit par rapport a p et cohomologique. Il démontre alors que p est associée a une
forme modulaire p-adique.

Notre travail est motivé par l’application nouvelle suivante. Une conjecture de Yo-
shida [Yos| prédit que toute surface abélienne est associée & une forme de Siegel de poids
(2,2). Le poids (2,2) n’est pas cohomologique et il n’est congru a aucun poids qui soit &
la fois cohomologique et petit par rapport a p. En effet, le plus petit poids cohomologique
congru au poids (2, 2) est le poids (p+1,p+1). On déduit alors de nos théoréemes ’énoncé
suivant :

Corollaire 1.1. — Soit A — Spec Q wune surface abélienne munie d’une polarisation
de degré premier a p. Supposons que A a bonne réduction ordinaire en p. Soit pa, la
représentation symplectique du groupe T sur le module HL,(A, Lp). Sl existe f une forme
modulaire cuspidale propre de poids (ki,ks) et de niveau K telle que le triplet (f, K,p)

soit admissible, py = payp et plr, = paplr, pour toute place v différente de p, alors pa

g
NI(p)’
ordinaire, de poids (2,2) et niveau K. Si on suppose de plus que k1 = kg, alors la forme g

c . . \ arig
surconverge sur la variété de niveau premier a p, SK .

est la représentation associée a une forme surconvergente g sur S;; cuspidale, propre,

On conjecture dans ce cas que la forme g est classique. Pour le démontrer, on peut
chercher & imiter la démarche de [B-T| dans le cas du poids 1 lorsque g = 1. Il faudrait en
particulier établir I'existence de formes compagnons associées a g (voir [Her-T] et [Til1]
pour des conjectures et des résultats dans cette direction). Nous espérons revenir sur ces
questions dans un prochain travail.

Remarquons également que les hypotheses des théoremes 1.1 et 1.2 nous permettent de
travailler avec des représentations résiduelles qui sont le cube symétrique de représentations
a valeur dans GLy - le cube symétrique de la représentation standard de GLg sur Z, se
plonge dans G lorsque p # 3. 1l est difficile d’exhiber des représentations résiduellement
modulaires pour G, mais on sait, d’apres la conjecture de Serre démontrée par Khare
et Wintenberger ([K-W]) et le transfert pour le cube symétrique ([K-S| et [Ram-S)),
que toute représentation I' — G(IF), qui est le cube symétrique d’une représentation I"' —
GL2(F) impaire, est modulaire. Ceci ouvre peut-étre la voie a des théoremes de modularité
plus effectifs.

Donnons a présent une idée de la démonstration. Soit f une forme modulaire, cus-
pidale, propre, de niveau K et poids k. Nous supposons le triplet (f, K,p) admissible.
Nous allons identifier 'anneau universel R des déformations ordinaires de poids de Hodge-
Tate variable, avec ramification auxiliaire controlée, de la représentation résiduelle py avec
une algebre de Hecke T. Cette algébre T est la localisation en 'idéal maximal associé &
(f,p), noté m, de D'algébre de Hecke de niveau premier & Np agissant sur le module Voe*

qui controle les formes modulaires p-adiques ordinaires cuspidales de poids variable et de
niveau K. On démontre précisément :

Théoréme 1.3. — On a un isomorphisme R — T, le schéma Spec T est fini et plat sur
l’espace des poids Spec A, et le module localisé (ngj;’];*)m est libre de rang fini sur T.

Pour montrer ce résultat, on démontre une infinité d’isomorphismes R; —T, ou R;,
est un anneau universel de déformations de poids de Hodge-Tate fixé « et Ty est 'image de
T dans I'anneau d’endomorphismes du module des formes modulaires p-adiques, ordinaires,
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cuspidales, de niveau K et poids x, localisé en m. Ces isomorphismes sont démontrés par
la méthode des systemes de Taylor-Wiles.

La différence majeure avec [G-T] est que nous utilisons des modules de formes modulaires
p-adiques ordinaires cuspidales comme module de controle dans les systemes de Taylor-
Wiles, tandis que dans loc. cit., les auteurs utilisaient des modules de cohomologie étale.
Les modules de cohomologie cohérente sont bien plus simples & étudier que les H3 de
la cohomologie étale. L’absence de torsion est immédiate et, on dispose de théoremes de
relevement des formes modulaires p-adiques de la caractéristique p vers la caractéristique 0
(voir [Pil], thm. 6.2). Ces théorémes de relévement sont 'ingrédient essentiel du théoreme
de controle horizontal qui intervient dans la vérification des propriétés du systeme de
Taylor-Wiles. L’utilisation de tels modules était suggérée dans 'introduction de [Hi02].

Ce travail repose de facon fondamentale sur larticle [G-T], et je tiens & exprimer
ma dette envers A. Genestier et J. Tilouine. Je remercie spécialement J. Tilouine pour ses
conseils avisés et ses encouragements. Enfin, j’exprime ma profonde reconnaissance a H.
Hida qui a relu en détail une version préliminaire du manuscrit.

2. Préliminaires

2.1. Variétés de Siegel analytiques. — Soit G = GSpy le groupe symplectique de
dimension 4 sur Spec Z.
0 1
=1 o)

Soit les matrices
0o S
=% %)

On réalise G comme 'ensemble des matrices X € GL4 vérifiant la relation ' X JX = v(X)J
avec (X) € Gy,. On note G! le noyau du caractere v. Pour tout X € G, posons X7 =

<'g (1)) tx—1 ('(5; (1)> L’application o : X — X7 est un automorphisme de G.

Soit

et

Hy = {2 € My(C), (SQ) = SQ et Im(SQ) > 0}
le demi-plan de Siegel et soit H le sous-ensemble de My (C)
H=HiU-H;4
Le groupe G(R) agit & gauche transitivement sur H par

<é g) Q= (AQ + B)(CQ + D)™

Soit K le stabilisateur du point iS € H'. Concrétement K. = R-gKy ot Ky est le
groupe compact

Koo ={X € GR), 'XX = I}
Ce groupe est la réunion de deux composantes connexes découpées par les valeurs 1 et —1

du facteur de similitude v. On note K o C G!(R) la composante neutre de K.
De fagon explicite, on a

Koo = { <§gg Sf) € GR), A’/A+ B'B=1, A'B= B'A}
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A B

Pour tout g = (C D

) € G(R), on définit J(g,Q2) = (CQ + D). On a la relation de

1-cocycle
J(gh, Q) = J(g, h2)J (h, Q)

L’application
K/, — GLy(C)
g v J(g,iS)

est un morphisme de groupe injectif qui identifie K o au groupe unitaire U(2).

Soit A = R x Ay I'anneau des adeles de Q ou Ay = Q ®z 7 est Panneau des adeles
finis.
On dispose d’un plongement diagonal G(Q) — G(R) x G(Ay). Ceci permet de faire agir
G(Q) par translation a gauche sur G(R) et G(Ay).
Soit N un entier, K(N) = Ker(G(Z) — G(Z/N)) le groupe de congruence adelique de
niveau N et K un sous-groupe compact tel que K(N) C K C G (Z) On note

Sk(C) = GQ)\H x G(Ay)/K
la variété de Siegel analytique de dimension 3 et niveau K. R
Il résulte du théoréme d’approximation forte que Sk (C) = GY(Z)\H, x G(Z)/K.
A tout élément 2 € H,, on associe une surface abélienne principalement polarisée Aq =
C?/(Z? @ SQZ?) munie de la polarisation principale donnée par la forme hermitienne sur
C? de matrice Im(SQ)~!. Comme

1 1
AolN] = (2 © S5, 22)) /(22 & 5972)
on a une structure de niveau principale nq : Z*/NZ* ~ Ag[N].
De méme, a tout couple (2, k) € Hi x G(Z), on associe la surface abélienne principalement
polarisée Agq et la structure de niveau principale nq o k% (ou k opeére a travers son image
dans G(Z/NZ) via la projection naturelle).

Soit v = (é ZB;) € GY(Z) et Q € H,. On a la relation

{CQ+ D)L (S 1) (g ?)t@ g) (g ?):(SVQ 1)

L’application linéaire *(CQ + D)~! : C?> — C? induit donc un isomorphisme
1/17 tAg — -A'yQ
Cet isomorphisme respecte la polarisation et on a la relation

Yy ong =m0’

En résumé, pour tout couple (2, k) € Hy X G(Z), 1., réalise un isomorphisme de la paire
(Aq, nq o k7) vers la paire (A,q,nq 077 .k7).
Ceci explique la proposition classique

Proposition 2.1 ([Lau], I, cor. 3.3). — Les points complezes de Sk (C) sont en bijec-
tion avec les classes d’isomorphismes de surfaces abéliennes sur Spec C, principalement
polarisées, munies d’une structure de niveau K (c’est a dire la K-orbite d’une structure
principale de niveau N ).
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2.2. Formes modulaires. —

2.2.1. Poids. — Soit GLg le groupe linéaire de dimension 2 réalisé comme le groupe des
matrices 2 X 2 inversibles. Soit SLy son groupe dérivé. Notons B le sous-groupe de Borel
triangulaire supérieur, U le radical unipotent et T le tore maximal standard. L’espace
des poids est le groupe des caractéres algébriques du tore, noté X(T). Ce groupe est
isomorphe & Z? via l'application qui au couple x = (ki,k2) € Z? associe le caractere
<tol t02> — t'flté”. On a une involution de X(T), k = (k1, k2) — k% = (—ka, —k1).

On note X (T)* le cone des poids dominants par rapport & B. Il s’identifie au cone de Z2
des couples (ki, ka), k1 > ka. On note X (T)*T le cone des poids réguliers. Il s’identifie au
cone de Z? des couples (ki, k2), k1 > ko. Ces cones sont préservés par l'involution o.
Pour tout couple (k1,k2) € X(T)**, supposons donnés des entiers Ni, _j, € Z. On dit
alors que k = (k1,k2) € X(T)TT est tres régulier si ko > N, _k,. Quand nous utiliserons
cette notion, les entiers Ny, _j, seront non explicites et sous-entendus. Nous abrégerons
fréquemment en disant que k = (k1, k2) est tres réguliers si k; > ko >> 0.

On note X (GL2) le groupe des caracteres de GLy. C’est un sous-groupe de X(T) qui
s’identifie au groupe Z plongé diagonalement dans Z2. Il est préservé par I'involution o.

2.2.2. Formes de Siegel arithmétiques. — Soit K C G(Z) un sous-groupe de congruence
contenant le sous-groupe de congruence principal de niveau N et Sx — Spec Z[1/N] le
champ algébrique de modules paramétrisant les surfaces abéliennes principalement polari-
sées munies d’une structure de niveau K ([F-C], chap I, 4.11). L’espace de module grossier
associé a son analytifié complexe est la variété de Siegel Sk (C) ([F-C], chap I, 6.).

On dispose, au dessus de Sk, du schéma abélien universel A, de section neutre e. Soit
e*Q}4 sy le faisceau conormal de A relativement a Sk. Pour tout poids k = (k1,k2) €

X(T)*, on définit le Og,.-module localement libre de rang fini
W = symkl_k2e*Q}4/SK ® dethe*Qh/SK

Définition 2.1. — Soit M un Z[1/N]-module.

1. Une forme modulaire de Siegel de genre 2, de niveau K, de poids k, a coefficients

dans M est un élément de H°(Sk,w" ®zp1/5) M). On note ce module M(k, K, M),
2. Le sous-module ngsp(SK, Wwr@M) de HO(Sk, W @z /N M) des formes qui s’annulent
auz pointes ou cusps ([F-C]|, IV, 6.6) est le sous-module des formes cuspidales. Il est

noté S(k, K, M).
2.2.3. Formes modulaires p-adiques. — Soit p un nombre premier ne divisant pas N.
A partir de cette partie, nous supposons soit que K est net, soit que p > 7.

Cette hypothese est importante pour la validité des résultats de la théorie de Hida
rappelés plus bas. Le sens de ’hypothese p > 7 lorsque K n’est pas net est le suivant.
On peut dans ce cas trouver un nombre premier r > 3 tel que p ne divise pas le cardinal
du groupe G(F,). Ce groupe fini agissant sur les Z,-modules n’a donc pas de cohomologie
supérieure. On peut donc artificiellement rajouter une structure de niveau principale en r,
ce qui rend le compact net, puis prendre les invariants.

Soit Sk — Spec Z[1/N] une compactification toroidale de Sk associée & une décom-
positon polyédrale (voir [F-C], III, th. 5.7) et G le schéma semi-abélien qui étend le schéma
abélien universel au dessus de Sk. Soit p un nombre premier ne divisant pas N et soit
Seo — Spf Zy, le schéma formel obtenu en complétant Sk le long de I'ouvert ordinaire
de sa fibre spéciale (Sk)r,. Soit 7o = Isomg_(GZ,[p™], G[p™]) la tour d’Igusa. C’est un
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pro-revétement étale de groupe GL2(Z,). On pose Voo = H%(7%, O1..) et on note Veusp,oo
I'idéal des fonctions qui s’annulent aux pointes de 7.

Définition 2.2. — 1. On note VY la sous-algebre de Vo des formes invariantes sous
U(Zy). C’est lalgébre des formes modulaires p-adiques (sous-entendu pour le para-

bolique B). On note chsppo lidéal des formes modulaires p-adiques cuspidales.

2. Pour tout caractére k € X(T), on note VY[—k?] le sous-module de VY des formes
k-variantes pour 'action du tore. C’est le module des formes modulaires p-adiques
de poids k, niveau K. On note également chsp’oo[—n"] le sous-module des formes
modulaires p-adiques de poids k, niveau K et cuspidales.

3. On note V52 la sous-algébre de Vi des formes invariantes sous SLa(Zy). C’est
l’algebre des formes modulaires p-adiques pour le parabolique GLg de GLa. On note

VC%I;,IQ,W lidéal des formes modulaires p-adiques cuspidales pour le parabolique GLs.

4. Pour tout caractére k € X(GLg), on appelle VE¥2[—k°] le module des formes modu-
laires p-adiques pour le parabolique GLa, de poids k, niveau K. On note également
%%%;)700[—/-%0] le sous-module des formes modulaires p-adiques, cupsidales, de poids k
et niveau K pour le parabolique GLs.

Remarque 2.1. — On peut faire le lien avec les notations de [Pil]. Pour GLy, il y a deux
paraboliques standard, qui sont B et GLs. Dans loc. cit., pour tout parabolique standard
P, on considérait son sous-groupe SP. Ici on a simplement SB = U et SGLy = SLs. Notons
aussi que I'involution sur les poids k — k7 était notée x +— ' dans loc. cit..

On a une premiere proposition reliant la théorie des formes modulaires classiques et
celle des formes modulaires p-adiques (voir [Hi02] et [Pil], 4.2.1).

Proposition 2.2. — Pour tout k € X(T)*, il existe un plongement :
O: S(K, K’ Zp) - ‘/cgsp,oo[i’%g]
Lorsque k € X(GLg), le plongement © se factorise de la fagon suivante :
O: S(K/7 K’ Zp) — ‘/;iI;?),oo[_Ho] — chgsp,oo[_"ia]

Considérons le pro-p groupe H = Ker(T(Z,) — T(Z/pZ)). Soit A = Z,[[H]] C
Zp|[T(Zp)]] les algebres de groupe complétées.
Soit aussi le groupe H' = Ker (G, (Zy) — G(Z/pZ)). Soit N = Zy[[H']] C Zp|[Gn(Zy)]]
les algebres de groupe complétées. L'identification X (GLg) ~ Z nous permet d’identifier
Homy (X (GL2), G,,) avec Gy,. Voici le théoreme principal de la théorie de Hida pour le
groupe G :

Théoréme 2.1 ([Hi02] et [Pil], thm 7.1). — 1. Il existe un projecteur d’ordinarité
e, agissant sur chsppo, tel que pour tout poids trés régulier k = (k1,k2) € X(T) on
a:
e@(S(n,K, Zp)) ~ eY/'CESppO[—/-@"]

et pour tout poids k = (k,k) € X(GLg2), k >>0, on a
€O (S(k, K,Zyp)) ~ eVSL2 1k

cusp,00

2. Il existe un Z,[[T(Zp)]]-module VSZ{?,;*, libre de rang fini comme A-module, tel que
pour tout k € X(T)

ng:gj;* ®Zp[[T(Zp)H,n Zp = Homzp (e‘/cgsp,oo[_’%a]v ZP)
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3. 1l existe un Zy|[Gy,(Zp)]]-module VSJ&GLQ’*, libre de rang fini comme A'-module, tel
que pour tout k € X (GLz2)

VobGleX @; (G @o)l Ly = Homz, (eVE2 [—K], Zp)

Définition 2.3. — On note simplement S (k, K, Zy) le module e© (S(k, K, Zy)).

Remarque 2.2. — Dans [Hi02] ou [Pil], on considere un projecteur de B-ordinarité eg,
il est noté simplement e ici. C’ est le produit de deux projecteurs, le projecteur egy,, d’or-
dinarité pour 'opérateur classique U, et le projecteur e’GL2 d’ordinarité pour 'opérateur
de Hecke associé & la matrice diag(1,p,p,p?). Dans le cas des poids paralleles, le projec-
teur eqr,, suffit pour avoir une bonne théorie de Hida. Dans le présent travail, on applique
cependant le projecteur e = ep aux formes de poids paralleles. Les résultats de [Pil],
valables pour le projecteur egr,,, sont a fortiori valables pour le projecteur egp.

La représentation galoisienne associée a une forme de Siegel cuspidale propre pour les
opérateurs de Hecke, GLg-ordinaire en p n’est pas forcément ordinaire (voir [Urb], cor. 1,
ot GLy-ordinaire est appelé ordinaire pour le parabolique de Siegel). Dans notre travail,
nous préférons cependant nous limiter & des représentations ordinaires. Ceci motive donc
I'utilisation de eg = e dans tous les cas.

Remarque 2.3. — Le projecteur e ne stabilise pas le module S(k, K, Z,). En fait, pour
le groupe d’Iwahori en p, I(p), on peut considérer l'espace des formes modulaires cus-
pidales de poids & et niveau K N I(p) que nous notons S(x, K N I(p),Z,). On dispose
d’un plongement naturel S(x, K,Z,) — S(k, K N I(p),Z,). Le projecteur e agit par dé-
finition (voir [Hi02] ou [Pil]) sur I'espace S(k, K N I(p),Zy) et on a donc une inclusion
Sk, K, Z,) — S(k, K N I(p),Z,). L'opération qui & f € S(k, K,Z,) associe e.f est
parfois appelée la p-stabilisation.

Remarque 2.4. — Dans [Pi2], on montre que sous 'hypothese k1 > ko > 4, on a un
isomorphisme e‘/;gsp,oo[_ﬁg] ®Zp Qp = 6S(H, Kn I(p)v Qp)
Remarque 2.5. — On a un théoreme analogue pour des formes modulaires p-adiques

possédant un nebentypus prescrit en une place ne divisant pas p (voir [Pil], thm. 7.2).

2.3. Algebre de Hecke. —

2.3.1. Algébres de Hecke. — Soit £ un nombre premier. Introduisons les matrices sym-
plectiques :
¢ 0 00 1 00 O 1 000
0 ¢ 00 0 ¢ 0 0 0100
fo=1o o ¢o|l P=foo e o] 00 ¢ o0
000 ¢ 00 0 ¢ 000 ¢

N

Soit également K; = G(Z¢) le compact maximal standard de G(Qy), soit II(¢) son sous-
groupe parahorique de Klingen et IT1(¢)" son sous-groupe parahorique de Klingen strict. Il
sont respectivement constitués des matrices M € K telles que

* * *x x 1 « x %

M= * * %] modr et M= T mod ¢
0 * % % 0 * % %
0 0 0 % 0 0 0 %

Soit enfin les monoides T~ (Q;) = {a.3)°.01".052, no,n1,n2 €N, a € T(Zg)} et A, =
(0T~ (Qo)TI(E)*
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Proposition 2.3 (|G-T|, 3.1). — 1. L’ algebre de Hecke sphérique en ¢ a coefficients
dans Z est lalgébre Z[K,\G(Qy)/K/] des fonctions a support compact sur G(Qy), Ky
bi-invariantes, a valeurs dans Z. Elle est munie du produit de convolution. Elle est
commutative et s’identifie a l’algébre de polynomes Z[Ty, Ty, Ty 2] en les indétermi-
nées Ty; = KB Ky , 1 =0,1,2. On la note Hy.

2. L’ algébre de Hecke dilatante pour le parahorique de Klingen strict en £ d coeffi-
cients dans Z est algébre Z[II(0)T\A, /TI(€)*] des fonctions & support compact sur
Ay, I1(¢)" bi-invariantes, a valeurs dans Z. Elle est munie du produit de convolu-
tion. Elle est commutative et s’identifie a l'algébre Z[Uyo, Uy, Upo][(Z/CZ)*] en les
indéterminées Up; = IIT () B;I1T (€). On la note H, .

Définition 2.4. — Pour tout entier N, on note HY le produit tensoriel restreint des
algébres de Hecke sphériques locales Hy aux premiers £ ne divisant pas N.

2.3.2. Action de lalgébre de Hecke. — L’algebre de Hecke HV engendrée par les opéra-
teurs premiers & N agit par correspondances algébriques sur M(k, K, M) et S(k, K, M).
On pourra consulter sur ce sujet [F-CJ, chap 7 ou [S-UJ, 1.1.6 . De méme, si K = [[, K*
avec K* C G(Zy) et si ¢ est un nombre premier tel que K9 = II(g) ou II(¢g)*, on peut faire
agir 'algebre dilatante H, sur S(x, K, M).

Si p est un nombre premier ne divisant pas IV, on a une action par correspondance de
I’algebre de Hecke HNP sur I’algebre Vi, qui respecte Iidéal cuspidal Veusp,oo- Cette ac-
tion commute avec I'action du groupe GL2(Z) et induit en particulier une action sur les
espaces de formes modulaires p-adiques cuspidales de poids &, V(gsppo[—n"] (voir [Pil]).
De méme si g est un premier tel que K¢ = II(q) ou II"(g), on a une action de 1’algebre
dilatante H, .

Le morphisme © de la proposition 2.2 est équivariant pour 'action de l'algebre H™? et de
H, lorsque celle-ci est définie.

2.4. Le point de vue automorphe. — Nous allons maintenant rappeler comment
caractériser les formes modulaires de Siegel a coefficients complexes comme vecteurs des
représentations auomorphes cuspidales pour le groupe G. Nous suivons ici [A-S] qui traite
le cas des formes modulaires de niveau G(Z).

Soit f € HY(Sk(C),w") une forme modulaire & coefficients complexes. Notons
V* = Sym* ~*2St @ det?

la representation plus haut poids x de GL2(C). Les différentiels dzi,dz2 ((21,22) sont
les coordonnées sur C? ) fournissent une trivialisation du faisceau conormal de la variété

abélienne Aqn. A f, on associe la fonction F' : Hi x G(Z) — V* définie par F(Q, k) =
f(Aq,na o k7, (dz1, dzy)).

Proposition 2.4. — L’application f +— F définit un isomorphisme de HO(Sk(C),w")
vers l’ensemble des fonctions sur H4 X G(Z) a valeur dans V*, holomorphes en la premiére
variable et vérifiant

— Pour tout v € GY(Z), F(vQ,vk) = J(v,Q).F(Q, k).

— Pour tout k' € K, F(Q,kk') = F(Q, k).

Soit <, > un produit hermitien sur V*, invariant sous U(2). La formule

<fg >:/ (Im(SQ)2 F(Q, k), Im(SQ) 2 G(Q, k))dQ.dk
GH(Z)\H4xG(Z)/K
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définit accouplement de Petersson sur H?,. (Sk(C),w") (voir [A-S], p. 195).

cusp

D’apres le théoreme d’approximation forte
G(A) = G(Q)GH(R)G(2)
A f, on associe la fonction ®f : G(Q)\G(A) — V* définit par

k1+ko

Or(9) = v(90) 2 J(goo,1S) " F(goo-iS, g7)

olt on a décomposé g € G(A) en gggoogy avec (9o, goos 95) € G(Q) x GT(R) X G(Z) grace au
théoreme d’approximation forte. On vérifie sans peine que la fonction ® 7 est bien définie
en dépit de 'ambiguité dans la décomposition de g. Nous allons maintenant exprimer la
condition d’holomorphie. Soit g I’algebre de Lie de G(R). Soit A une fonction de classe C*°
sur G(R) a valeur dans V* et X € g. La formule

Xh(g) = %‘tzoh(g exp(tX))

définit une action de g sur ’espace fonctionnel C* (G(R), V”). Par C-linéarité, cette action
se prolonge a 'algebre de Lie complexifiée gc.
Soit g! I'algebre de Lie de G!(R). De facon explicite on a

gl — { <é g) EM4(R), tCS:SC’ tBS:SB, tAS: —SD}

L’involution de Cartan ©X = —!'X agit sur g'. L’espace propre pour la valeur propre 1
est l'algebre de Lie 1 o de K1 o

AS SB
Elm:{<s S S

T e A)eMmmﬁAz—AthB}

I’espace propre pour la valeur propre —1 est la sous-algebre de Lie

SAS SB
p={(

La complexifiée pc est la somme de deux sous-algebres de Lie pé,

i {<SAS +iSA

C = 1448 f4>€MMQfA=A}

Les lemmes 5 et 7 de [A-S]| montrent alors

Proposition 2.5. — L’application [ — <i>f définit une bijection de H°(Sg (C),w") vers
Vensemble des fonctions ® : G(Q)\G(A) — V* qui sont de classe C*® par rapport i G(R)
et vérifient :

~ Pour tout ks € K, D(gkoo) = J(koo,15) 1D (g).

— Pour tout k € K, ®(gk) = ®(g).

— Pour tout X € pg, X =0.
De plus, la forme f est cuspidale si et seulement si

/ ®s(ng) dn =0
N(Q@)\N(4)

pour tout g € G(A) et tout radical unipotent N d’un sous-groupe parabolique strict de G.
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Soit LZ(G(Q)\G(A),C) l'espace des formes automorphes cuspidales pour G. Le
groupe G(A) agit par translation sur LZ(G(Q)\G(A), C). Soit K = [], K* un sous-groupe
compact ouvert de G(Z). Soit N le produit des nombres premiers ¢ tel que K # G(Zy).
On a une action de l'algébre de Hecke H”Y sur L2(G(Q)\G(A),C)X . De méme, si ¢ est
un nombre premier tel que K9 = TI(g) ou II(¢)", on a une action de 'algebre H, sur

L§(G(Q\G(A),C)F.

Soit L : V* — C une forme linéaire non nulle. L’application induite
L:V" — Fonct(K. ,C)
v [l{: — L(J(k,iS)flv)}
est un morphisme injectif de K. _-module & droite.

Proposition 2.6 ([A-S], th. 1 et 4.5). — L’application f +— L(®f) = ®f est une iso-
métrie de ngsp(SK((C),w”) vers le sous-espace de L3(G(Q)\G(A),C) constitué des fonc-
tions ® de classe C*° par rapport a G(R), vérifiant :

— Pour tout g € G(A), la fonction @4 : K., — C définie par ®4(k) = ®(gk) appartient

a L(V*F).

— Pour tout k € K, ®(gk) = ®(g).

— Pour tout X € p, X =0.

Cette isométrie est équivariante sous laction de l’algébre de Hecke HY et sous Uaction de
H, lorsque elle est bien définie.

Soit f € ngsp(S k(C),w") propre pour l'action des opérateurs de Hecke de niveau
premier & N. Considérons la sous-représentation 7o, de L3(G(Q)\G(A)) engendrée par
® ;. Cette sous-représentation se décompose en une somme finie de représentations irré-
ductibles. Toutes ces représentations irréductibles ont les mémes parametres de Hecke aux
places finis ne divisant pas le niveau et la méme composante a l'infini ([A-S], 4.4). Si
ko > 3, cette composante a l'infini est la série discréte holomorphe de poids (k1,k2) (
[A-S], 4.5, p. 196). Enfin, toutes ces représentations irréductibles ont le méme caracteére
central. Ce caractére est trivial sur R* et il se factorise donc a travers un caractere de
Diriclet.

3. La représentation galoisienne associée a une forme de Siegel

Soit ™ = e ® T une représentation cuspidale de G(A), de niveau NN, associée a une
forme modulaire cuspidale de Siegel de poids x = (ki, k2) € Z? avec k1 > ko. On suppose
que ko > 3 et on pose (a1, a2) = (k1 — 3,k — 3), c’est le poids cohomologique de 7. Soit
p un nombre premier et ¢, : Q— @p un plongement. Il existe alors, grace aux travaux de
Taylor [Tay], Laumon [Lau] et Weissauer [Weis|, un homomorphisme continu :

pr: T — GL4(Qy)
non ramifié hors de Np et qui vérifie un certain nombre de propriétés que nous allons

détailler.

3.1. Polynémes de Hecke. —

Définition 3.1 ([G-T|, 3.1, p. 196). — Soit £ un nombre premier.

1. On appelle polynéme de Hecke sphérique en £ et on note Qu(X) le polynéme X* —
TraX? + 0(Tyy + (0 + 1)Tp0)X? = BTy 0Ty0X + 0T
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2. On a deuz ploynomes de Hecke dilatants en £. Le polynome étale Qf = X2 Upo X +
LUy et le polynome multiplicatif Q) = K*IU[IIXZQ;(K?’U&OXA).

La composante finie 7 de 7 est le produit de ses composantes locales : 7y = ®my.

Pour tout nombre premier ¢ ne divisant pas N, on a dim wl{{‘ =1 et l’algebre Hy agit sur
cette droite a travers un caractere. L’image du polynome de Hecke Qy par ce caractere est
un polynéme a coefficients dans Q : Qu(X) = (X — ap)(X — Bo)(X — 7)) (X — dy). .

Théoréme 3.1 ([Weis|, th. I). — Pour tout { ne divisant par Np, on a l’identité :
det(1 — XFroby, pr) = Qu(X).

De plus, si m n’est pas CAP, pour tout £ ne divisant pas N les racines de QQp sont des
nombres de Weil de poids w = a1 + as + 3.

3.2. Théorie de Hodge p-adique. — Au poids s nous associons le quadruplet i, =
(0,—ay — 1,—a; — 2, —w) € Z*. La représentation pr|Dp, est de Hodge-Tate. On a de plus

Théoréme 3.2 ([Weis|, th. III). — Supposons que 7 n’est ni CAP, ni faiblement en-
doscopique. Alors les poids de Hodge-Tate de p; sont 0, —as — 1, —a; — 2, —w.

Remarquons que lorsque p, est irréductible, m n’est ni CAP, ni faiblement endosco-
pique et le théoreme s’applique.

Si l'on suppose que p ne divise pas N, pr|p, est cristalline ([Fal]). Le Qp-module
Deris(pr) est muni d’'un isomorphisme de Frobenius ®. Le résultat suivant vient compléter
le théoreme 3.1.

Théoréme 3.3 ([Urb], th. 1). — On a l'identité :
det(l1 — X, Deris(pr)) = Qp(X)

On dit que 7 est ordinaire en p au sens automorphe si 7 est sphérique en p et les
racines du polynome de Hecke en p, rangées dans un ordre convenable, disons o, 8,7, et
dp, ont pour valuations p-adiques respectives 0,a2 +1,a1 + 2,a1 + a2 + 3 = w.

Remarque 3.1. — Si 7 est une représentation automorphe associée a une forme modu-
laire f, cuspidale, de niveau premier a p, propre pour les opérateur de Hecke en p. La
forme automorphe 7 est ordinaire en p si est seulement si 'image de f par la projection
d’ordinarité e est non nulle.

Soit xp : Dy — Z; le caractere cyclotomique p-adique et pour tout a € @p, de
valuation nulle, soit {(«) le caractére non ramifié qui applique le Frobenius géométrique
Sur a.

Théoréme 3.4 ([Urb], cor. 1). — Sin est ordinaire en p et n’est ni CAP, ni faiblement
endoscopique, la restriction de pr a D), est conjuguée a :
§(ap) * * *
Ep~ = 16,)x, 2! * *
E(p M 2y )x, 1 2 *

E(p™0p)x, "

Appelons simplement (g, A1, A2, A3) les caracteres apparaissant sur la diagonale de
(px)|p, en partant du haut. Pour r = 0, ..., 3 notons A, le caractere résiduel.
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Définition 3.2. — On dit que 7 est fortement ordinaire en p si 7 est ordinaire en p et
pour tous v, € {0,1,2,3} avec r > r', les caractéres résiduels )\r)\;l, sont tous distincts
du caractere trivial et du caractere cyclotomique résiduel xp.

3.3. Symplecticité. — Le caractere central de 7 se factorise & travers un caractere fini
wg: Z/NZ* — C*. Notons v : I' — Q; le caractere wrx, .

Proposition 3.1. — La représentation pr est autoduale : pr >~ pk Q@ v.

Ceci implique I'existence d’'une forme bilinéaire non dégénérée i sur l’espace de la
représentation V', pour laquelle p, agit par similitudes.

Certaines hypotheéses sur p, peuvent entrainer l'existence d’une forme symplectique
pour laquelle p, agit par similitude. Commencons par poser la définition :

Définition 3.3. — Soit F un corps fini et G un sous-groupe de GL4(F). On dit que G
est tres symplectique (SYMP) si la propriété suivante est vraie : G préserve une unique
forme bilinéaire non dégénérée a multiplication prés par un scalaire et cette forme est
symplectique.

Soit O I'anneau des entiers d’une extension finie de Q,

Proposition 3.2. — Soit p : I' — GL4(O) une représentation autoduale, résiduellement
irréductible, telle que p soit trés symplectique. Alors il existe une forme bilinéaire symplec-
tique Voo X Vo — O non dégénérée pour laquelle p agit par similitude.

Démonstration. Par hypothese p préserve une forme bilinéaire ¢ : Vo x Voo — O, dont
on peut supposer la réduction modulo mp non nulle. On a une décomposition unique de
1 en la somme d’une forme symplectique et d’une forme orthogonale : ¢ = 9, + 9. Et T’
préserve 1), et 1 & un scalaire pres. La forme bilinéaire résiduelle 1) = 1), + 1), est encore
non dégénérée car p est supposée irréductible. C’est donc que 1, ou v, est non nulle et
non dégénérée. Or il est exclu par (SYMP) que vy soit non dégénérée. O

Corollaire 3.1. — Si p est tres symplectique alors, apres une conjugaison, p se factorise

a travers G(O).

3.4. Mauvaise réduction. —

3.4.1. Quelques matrices nilpotentes. — Introduisons les matrices nilpotentes d’ordre 2 :
010 O 0 00O
10 0 O ¢ 100 10
2Tlooo -1 ® ™T]o o0 0 0
000 O 0000
ainsi que la matrice nilpotente d’ordre 4 :
01 0 O
1001 0
““lo oo -1
0 00 O
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8.4.2. Mauvaise réduction associée au parahorique de Klingen. — Soit ¢ un nombre pre-
mier divisant N. Supposons que p, soit irréductible et symplectique.

Théoréme 3.5 ([G-T], th. 2.2.5. et th. 8.2.1.). — 1. Si m; posséde des wvecteurs
invariants non nuls par le sous-groupe parabolique de Klingen 11(q), l'action du
sous-groupe d’inertie en q est unipotente et le logarithme de monodromie est d’ordre
au plus 2.

2. Si my posséde une droite stable par le parahorique de Klingen sur laquelle il agit a
travers son quotient I1(q) /TL(q)" par un caractére x : Z/qZ* — C* non trivial, pr|p,
est la somme de deux plans totalement isotropes px|p, = Ve @ Vin. Le groupe d’inertie
agit trivialement sur Ve et agit sur Vy, a travers le caractére x.

Congecture 1. — Si m; a une unique droite fize par le parahorique de Klingen, le loga-
rithme de monodromie est €s.

Si my possede des vecteurs non nuls y-variants par le sous-groupe parahorique de

Klingen II(¢) on a dim 77(1; O 1 et l’algebre de Hecke dilatante H, agit par un caractere
sur cette droite. Soit Qf(X) = (X —ag)(X — ;) et Q' (X) = (X —74)(X — ;) les images
respectives des polynéme Qf et Q' par ce caractere.

Théoréme 3.6 (|[G-T], 8.2.1). — On a les identités :
det(1 — XFrob,, V.) = Q°(X) et det(1 — XFroby, Vin(x™1)) = Q™(X)

Nous aurons besoin dans la suite du résultat suivant. Considérons le cas ou 7, possede
un vecteur fixe par II(g). Il resulte du travail de Schmidt et Roberts [R-S] que 7, est un
sous-quotient d’une induite depuis le Borel.

Soit x : T(Q,) — C* un caractere non ramifié du tore. On étend x en un caractere du

Borel opposé B. Introduisons les parametres de Hecke :

aq = X(dlag(1717Q7Q))
By = qx(diag(l,q,1,q))
v, = ¢°x(diag(q,1,q,1))

5, = ¢’x(diag(q,q,1,1))

Considérons l’induite :

Vi ={f:G(Q,) — C, f estlocalement constante et f(gb) = x(b)f(g)}
Le groupe G(Q,) agit & droite.
Proposition 3.3 (|G-T], cor. 3.2.2, prop. 3.2.3 et cor. 3.2.4)

1. Le module V;T(q) est de dimension 4, il porte une action de l’algebre de Hecke H, et
les valeurs propres des opérateurs Uy 1 et Uy o sont respectivement :

q_laqﬂtp q_laq7q> q_lﬁq(sqa q_1’7q5q et ay +Bqa Qq + Vg, ﬁq +5qa Yq + 5(1

2. La représentation V) est irréductible si et seulement si les quotients ab™', a,b €
{ag, Bq:7q, 04} sont tous différents de q. Lorsque c’est le cas, V) est sphérique.

3. Lorsque V) est sphérique et oy, n'appartient pas a l’ensemble {aqvq, Bgdqs Vg0q}s
Uendomorphisme de 79 induit par

Xq = (qUg1 — agvg)(qUg1 — B40¢)(qUqg 1 — 7464)
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réalise un isomorphisme de la droite 7™ sur la droite de 79 sur laquelle qUqn et
Ug,2 ont pour valeurs propres ogf3q et og+ Bq. Lisomorphisme inverse est donné par
Uapplication
-1
Yy x e [(agBy — aqVq)(agBq — Bdq) (@qBq — V40q)] (ac] Z H(Q)wn@))
well(g)\Kq/Ig
ou Ig désigne le sous-groupe d’lwahori de K, des matrices résiduellement triangu-

laires inférieures.

8.4.3. Mauvaise réduction associée au sous-groupe d’ Iwahori. — Soit ¢ un nombre pre-
mier divisant N. Supposons toujours p, symplectique et irréductible. On note I(q) le
sous-groupe d’Iwahori de K; = G(Z,). C’est I'ensemble des matrices M € K, telles que

M = mod ¢

O O O X
O O X
[l S S
R R S

Théoréme 3.7 ([Ge]). — Simy a un vecteur stable par I'Iwahori et par aucun autre pa-
rahorique le contenant strictement alors laction du sous-groupe d’inertie I, est unipotente
et le logarithme de monodromie est €.

3.4.4. Mauvaise réduction associée au parahorique de Siegel. — On note S(q) le sous-
groupe parahorique de Siegel de K. C’est I'ensemble des matrices M € K, telles que

M = mod ¢

O O X
O O X x
b . S o
Ll . I

Conjecture 2 (|G-T], p. 186). — Si m; a une unique droite fize par le parahorique de
Siegel S(q) alors laction du groupe d’inertie I, est unipotente et le logarithme de mono-
dromie est 1.

Des résultats récents [Sor] et [Ar] laissent penser que cette conjecture est sur le point
d’étre démontrée.

4. Enoncé du théoréme, plan de la démonstration

4.1. Théoreme. — Nous présentons ici notre théoreme principal sous une hypothese
de forte admissibilité un peu plus forte que nécessaire mais qui a le mérite de s’énoncer
simplement. Pour des résultats plus généraux, nous renvoyons le lecteur au numero 7.1.
Soit K = [[K* C G(Z) un sous-groupe compact ouvert. Soit N le produit des nombres
premiers £ tels que K¢ # G(Z;). Soit p un nombre premier ne divisant pas N. On suppose
soit que p > 7, soit que K est net et p > 5.

Soit O I'anneau des entiers d'une extension finie de @, de corps résiduel F et soit f €
S(k, K,O) une forme modulaire de Siegel propre pour 'action de 'algebre de Hecke HN
engendrée par les opérateurs d’indice premier a V.

Définition 4.1. — On dit que le triplet (f, K,p) est fortement admissible si :

1. Les racines (ap, Bp, Yp, 0p) du polynome de Hecke en p ont pour valuation p-adique
respectives 0, ko—1,k1—1, k1 +ko—3 et les nombres {ozp,pQ_kQﬂp,pl_klfyp,pg_kl_k2(5p}
sont distincts modulo ’idéal mazimal de O.
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Ceci entraine 'existence d’une pseudo-représentation p};f et d’une représentation ré-
siduelle (peut-étre non unique) py associées a f.
2. Une des deux conditions suivantes est vérifiée :

— Il existe un sous-corps F' de T tel que l'image projective résiduelle ﬁ(}(f‘) est, a
conjugaison pres, un sous-groupe de PGSpy(F') qui contient PSp,(F'). Lorsque
p=>5 et ' =T5, on exige de plus que ki + ko — 3 soit impair.

— Il existe un sous corps F' de I tel que l’image projective résiduelle ﬁ(}(F) est, a
conjugaison prés, un sous-groupe de Sym>PGLy(F') qui contient Sym>3PSLo ()
et il existe dans F' un élément a tel que a'® # 1.

Cette hypothese implique 'unicité de py et I'existence d’une représentation py : I' —
G(O).
3. Pour tout nombre premier £ divisant N, on est dans l'un des cas suivants :

— Soit prl1, >~ exptye pour le caractére modéré résiduel ty, : Iy — F(1) et Ky = I1(¢).

— Soit prlr, ~ exptyes et Ky =1I(0).

~ Soit prlr, = F>®F?(x¢) pour un caractére x¢ : Iy — F* non trivial, Ky = I1(£)"
et £ — 1 est premier a p.

— Soit py|1, est absolument irréductible et 0* — 1 est premier a p.

Théoréme 4.1. — Supposons (f, K,p) fortement admissible. Soit p : T' — G(O) une
représentation telle que :

—- p =~ py modulo mp.

— Pour toute place v {p, p|r, est isomorphe a py|r, .

— p est ordinaire en p de poids i = (0,2 — kb, 1 — k},3 — k| — k) pour un couple

d’entiers k' = (K}, kb).

Il existe alors une forme modulaire p-adique f' ordinaire cuspidale de niveau K et poids
K telle que p = pyr.

De plus, si k = (k, k) est un poids paralléle et si p est ordinaire en p de poids (0,2 —
K, 1—Fk 3—2k") alors il existe une forme modulaire p-adique f" pour le parabolique GLa,
ordinaire, cuspidale, de niveau K et poids k' = (K', k') telle que p = pyr.

Remarque 4.1. — 1. L’hypothese que py|7, =~ p|7, pour une place ¢ différente de p ot
prl1, est absolument irréductible et p { ¢* — 1 est impliquée par la congruence p F=p
(voir le lemme 5.1).

2. Sous la conjecture 2, nous pouvons aussi inclure des premiers de ramification ¢|N
tels que prlr, ~ exptpne et K¢ = S(0).

3. Le sens de 'hypothese 1 dans la condition de forte admissibilité est de contréler 'an-
neau des déformations locales ordinaires en p. C’est un cas particulier de 'hypothése
de forte ordinarité formulée en 5.2.

4. Le sens de I’hypotheése 2 est d’une part de rigidifier suffisamment la situation pour
entrainer I’existence d’une représentations a valeur dans G(Q), d’autre part d’assurer
lexistence de nombres de Taylor-Wiles ayant des bonnes propriétés (voir 5.8).

5. On ne suppose par que les poids de la forme f sont cohomologiques (k2 > 3) ou
petits par rapport a p (k1 + ke —3 <p—1).

4.2. Plan de la démonstration. — Nous allons identifier un anneau universel R
de déformations ordinaires pour des poids de Hodge-Tate variables de la représentation
pf avec une algebre de Hecke T agissant sur une localisation de l'espace des formes
modulaires p-adiques cuspidales. La démonstration se fait en deux étapes. D’abord, nous
construisons une infinité de systemes de Taylor-Wiles pour des poids de Hodge-Tate fixés.
Ensuite, nous mettons ces isomorphismes ensembles pour obtenir un isomorphisme entre
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Ret T.
Rappelons d’abord ce qu’est un systeme de Taylor-Wiles au sens de Fujiwara.

4.2.1. Systéeme de Taylor-Wiles. — Soit (Qm)men une suite d’ensembles de nombres pre-
miers congrus a 1 modulo p. Pour tout nombre premier ¢ congru a 1 modulo p, notons
Aq le p-Sylow de (Z/qZ)*. Pour tout ensemble @, notons Ag,, = [[,cq, D¢ L'an-
neau O[A,,| est une algebre de Hopf local, d’idéal d’augmentation Ig,,. Un systeme de
Taylor-Wiles est une donnée {R, T, M, Tq,., Rq,., Mg,,} ol :
— R est une O-algebre locale complete et Rg,, est une O[Ag,,]-algebre locale complete
telle que R~ Rq,,/1q,,-
— M est un R-module, libre de rang fini comme O-module, et Mg, est un Rg,, -
module, libre comme O[Ag,,]-module, de rang fini indépendant de m.
— T est 'image de R dans I’anneau d’endomorphismes de M et T, est I'image de
Rg,, dans 'anneau d’endomorphismes de Mg, .

Théoréme 4.2 ([Fuj]). — Soit {R,T,M,Tq,,,Rq,., Mq,.} un systéme de Taylor-
Wiles vérifiant :

— Pour tout ¢ € Qm, g =1 mod p™,

-1 =4Qm est indépendant de m,

- Rg,, est engendré par au plus v éléments comme O-algebre compléte,

— Pour tout m, limage de Tq,, dans Endo(Myg,,/1q,,) est isomorphe a T,

— Pour tout m, on a un isomorphisme de Tq,, -modules Mg, /1q,, ~ M.
alors R = T, R est une O-algébre finie d’intersection compléte, et M est un R-module
libre de rang fini.

Remarque 4.2. — Les ensembles (), sont fréquemment appelés ensembles de Taylor-
Wiles.
4.2.2. Schéma de la preuve. — Nous expliquons a présent comment s’organise la démons-

tration du théoréme. Soit (f, K, p) un triplet admissible (voir la définition 6.1, la notion
d’admissibilité raffine celle de forte admissibilité). On définit au numéro 5.4 un anneau R
de déformations ordinaires de poids de Hodge-Tate non fixé de la représentation py. On
a une fibration Spec R — Spec A sur l'espace des poids de Hodge-Tate. Le couple (f,p)
définit un idéal maximal, disons m, de I’algébre de Hecke de niveau premier a Np, agissant
sur le A-module Vg;’g];* qui controéle les formes modulaires p-adiques ordinaires cuspidales.
On définit T comme la localisation de cette algebre de Hecke en 'idéal m (voir le numéro
6.1) et M comme la localisation du module V&Zﬁ,g* en l'idéal m.

Pour tout poids k € Spec A, la fibre de R au dessus de & est un anneau R;. de déforma-
tions ordinaires de poids de Hodge-Tate fixé (voir 5.3).

L’anneau T agit sur la localisation en m de l'espace des formes modulaires p-adiques
cuspidales ordinaires de poids &, de dual M,, = M ®, ,, O. On note T, I'image de T dans
I’anneau d’endomorphismes de M, (voir 6.2).

Dans la partie 5, on montre que sous nos hypotheses sur la représentation résiduelle py,
il existe une suite d’ensembles de Taylor-Wiles (Qm)men de cardinal constant r et des
O[Ag,,]-algebres Rg, engendrées par au plus r éléments (voir 5.7).

Dans la partie 6, pour tout poids x, nous construisons des O[Ag,,]-modules Mg, .
vérifions qu’ils sont libres de rang indépendant de m. Ce sont les duaux de localisations
d’espaces de formes modulaires de poids et niveau strictement inclus dans K. On définit
des algebres de Hecke Tg,, . agissant fidelement sur les modules Mg, ..

Nous vérifions les différentes compatibilités exigées (6.4). Nous montrons entre autre
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lexistence de morphismes R — T, R;, — T, et Rg,, — Tqg,,x grace a l'existence
de représentations galoisiennes a valeurs dans T, T, et T, (6.5 et 6.6) vérifiant les
propriétés locales requises.

La démarche utilisée pour démontrer les résultats ci-dessus est la suivante : on les obtient
d’abord pour des poids tres réguliers (k = (k1, k2), k1 > ko >> 0), on les étend ensuite
a des poids entiers quelconques par un argument de famille. L’avantage de travailler avec
des poids tres réguliers et que les formes modulaires p-adiques ordinaires cuspidales sont
classiques. On peut donc aussi bien utiliser les outils de la théorie des formes p-adiques
de [Hi02] et [Pil] que les outils automorphes (voir 2.4 et prop. 3.3).

Les systemes de Taylor-Wiles ainsi définis nous donnent alors des isomorphismes R;, ~ T,
pour tout poids k congru au poids de f (7.2).

On en déduit des diagrammes commutatifs

Spec T Spec R

| |

Spec T,, — Spec R;,

de schémas sur Spec A pour tout poids K € X(T) congru au poids de f. La encore,
un argument de densité des poids entiers nous permet d’en déduire (7.3) 'isomorphisme
R~T.

5. Déformations

Soit O un anneau d’entiers d'une extension finie de Q,, et soit IF son corps résiduel. Soit

.%ﬁ%\@ la catégorie dont les objets sont les O-algebres locales noethériennes completes A,
d’idéal maximal m 4, telles que le morphisme structural @ — A induise un isomorphisme
des corps résiduels. Ceci nous permet d’identifier A/m4 avec F. Notons ARp la sous-
catégorie pleine des O-algebre artiniennes locales completes.

5.1. Conditions sur la ramification. — Soit £ un nombre premier différent de p et
soit A un objet de AR@. Soit p : I — G(A) une représentation du groupe d’inertie en £.

Définition 5.1. — On dit que la représentation p est ramifiée :

— de type xg, s’il existe un caractére xg : Z/UL* — A* non trivial tel que p soit la
somme de deux plans totalement isotropes, l’un portant une action trivial de I, et
lautre une action de Iy par xp et si de plus £ — 1 est premier a p.

— de type €3, st linertie Iy agit a travers un conjugué de ['unipotent exp €s.

— de type €, si l'inertie Iy agit a travers un conjugué de 'unipotent exp €.

~ de type trés ramifiée (TR), si l'image de Uinertie I, est irréductible et (* — 1 est
premier a p.

Le lemme suivant exprime que les déformations d’une représentation tres ramifiée
sont triviales.

Lemme 5.1 ([G-T] 4.3.6). — Soit p,p' : Iy — G(A) deux représentations. On suppose
que les représentations résiduelles sont trés ramifiées et isomorphes. Alors p et p' sont
isomorphes.

Soit a présent une représentation globale p : I' — G(A). On note S 'ensemble des
places finies de QQ différentes de p auxquelles p est ramifiée.
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Définition 5.2. — On dit que p est bien ramifiée si :
— L’ensemble S est fini.
— Pour tout £ € S, p|, est de type x¢,€2,€ ou TR.

5.2. Conditions en p. — Soit A un objet de AR et soit p: D, — G(A) une repré-
sentation.

Définition 5.3. — On dit que p est ordinaire en p pour des caractéres (Ao, A1, A2, Ag) i :
Ao *x  x %
~ )\1 * *
p= )\2 *
A3

et s’il existe un quadruplet i = (ig,i1,142,i3) € Z* tel que :
Vie{0,1,2,3}, Arlr, = x,, "

Le quadruplet i est appelé un poids de p.
(FOR) On dit que p est fortement ordinaire si de plus, pour tout r, " €{0,1,2,3}, r <1/,
le caractere résiduel /\r)\r_/l n’est ni trivial, ni le caractére cyclotomique résiduel Xp.

Remarque 5.1. — Le poids d’une représentation ordinaire n’est donc pas unique en gé-
néral.

Soit p : D, — G(F) une représentation ordinaire pour des caracteres (Ao, A1, A2, A3).
On appelle poids de Hodge-Tate résiduel de p le quadruplet i = (ig,i1,%2,13) € (Z/(p —
1)Z)* tel que
Vi€ {0,1,2,3}, Al =X, "
Lorsque ip = 0, nous posons & = (2 — iz, 1 —i1) € (Z/(p — 1)Z)?. Par analogie avec le
théoreme 3.2, on dit également que p est de poids résiduel k.

Sip: D, — G(A) est fortement ordinaire (FOR) pour les caracteres (A, A1, A2, A3),
il existe une unique filtration

0=Fil_; C Filg C Fil; C Filp C Fil3 =p

stable sous D, et telle que Fil,/Fil,_; = A, pour r = 0,...,3. On l'appelle la filtration
naturelle.

Remarque 5.2. — Sans 'hypotheése (FOR), une représentation ordinaire peut stabiliser
de nombreux drapeaux comme le montre I’exemple de la représentation triviale.

5.3. Le foncteur de déformation ;. — Soit p : I' — G(F) une représentation irré-
ductible telle que :
— p est résiduellement irréductible
— p est bien ramifiée, on note .S I’ensemble des places différentes de p ou p se ramifie.
— p est fortement ordinaire en p pour des caracteres (5\0, 5\1, 5\2, 5\3).
~ dolp, =1
Soit i = (ig,i1,42,13) € (Z/(p — 1)Z)* le poids de Hodge-Tate résiduel de p. Notons
également & = (2 —i2,1 —i1) € (Z/(p — 1)Z)%.

Soit ¢ € Z* un quadruplet de poids de p relevant le poids résiduel i.

A tout objet A de AR, on associe 'ensemble E(A) des classes d’isomorphismes de
déformations p4 : I' — G(A) de p qui sont non-ramifiées hors de S U {p} et qui vérifient :
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— p4 est bien ramifiée en S de méme type que p : pour tout s € S si p|7, est ramifiée
de type xs (resp. €2, €, TR) alors palr, est aussi ramifiée de type xs (resp. €2, €,
TR).

— pa est ordinaire en p pour des caracteres (A, A1, A2, A3) relevant (X, A1, A2, A3) et
est de poids 1.

Remarque 5.3. — On remarque que tous les éléments de E(A) ont le méme facteur de
similitude a cause des conditions locales fixées.

Ceci permet de définir le foncteur :

D;: ARp — ENS
A~ E(A)

Proposition 5.1 (|G-T}|, 4.1). — Le foncteur D; est pro-représentable

Soit alors un couple (puniv, Ri), ot R; est un objet de .A/R\@, qui représente ;.

5.4. Le foncteur de déformation D. — Rappelons que p est fortement ordinaire pour
des caracteres (Ao, A1, A2, Az). Ceci signifie en particulier que

X *  * x

_ )\1 * *
P|Dp = o x
A3

et que les caracteres {j\r}re[o,?)] sont distincts. On dispose alors d’une unique filtration
naturelle stable sous D,, (voir 5.2),

0=Fil_; C Filp C Fil; C Fil, C Fily = p

telle que Fil, /Fil,_; = ), pour r = 0, ..., 3. Rappelons de plus que 5\0|1p =1.
A tout objet A de ARp, on associe I'ensemble E(A) des classes d’isomorphismes de dé-
formations p4 : I' — G(A) de p qui sont non-ramifiées hors de S U {p} et qui vérifient :
— pa est bien ramifiée en S de méme type que p : pour tout s € S si p|7, est ramifiée
de type xs (resp. €2, €, TR) alors pal7, est aussi ramifiée de type xs (resp. €2, €,
TR).
— 11 existe une filtration (nécessairement unique) {Fil?!} sur p4 relevant la filtration
naturelle {Fil,} et stable sous pa|p, -
— Pour r = 0,...,3 soit Ay, : D, — A le caractere donnant l'action de D, sur
Fil/Fil . On a A, = 1.
Ceci permet de définir le foncteur :

D:ARp — ENS
A ~ E(A)

Proposition 5.2 ([Til], prop. 2.1). — Le foncteur D est pro-représentable

Soit alors un couple (puniv, R), ol R est un objet de J@, qui représente .
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5.5. La structure de A-algébre. — Soit T le tore standard du groupe algébrique
GLy — Spec O. Considérons le pro-p groupe H = Ker(T(Zp) — T(Z/pZ)). Soit A =
O[[H]] lalgebre de groupe complétée. Tout caractere n : T — G,, induit par restriction
un caractere de H et définit un point

P, : Spec O — Spec A

La théorie du corps de classe locale identifie le pro-p Sylow du groupe d’inertie de 'exten-
sion abélienne maximale de Q, avec le groupe Z,. Notons 7 : I, — Z, cette projection.
Considérons le caractere universel

Xum'v:Ip - O[[TH
o — (1+17)"

Soit A : I, — F* un caractere de I,. Considérons le foncteur

Dy: ARop — ENS
A o~ {Aa: L, - A M @A /my = A}
Notons [A] : I, — O le relevement de Teichmuller de A. La proposition suivante est
classique.

Proposition 5.3. — Le couple (Xuniv @ [A], O[[T]]) représente le foncteur Dy.

Les applications Gry et Gra (Gr comme gradué) qui & tout A-point p4 de D associent
respectivement les caracteres

)\;’11®sz];,,an et )\2}2®X§ZIP*>AX
définissent deux morphismes de foncteurs

Gr;:D— ]D)Afl®xp et Grg: D — D/\;@X%

On a donc des morphismes d’algebre Gry : O[[X]] — R et Gry : O[[X]] — R.

L’application qui & Y associe diag(l + p,1) € H et X associe diag(l,1 +p) € H
identifie O[[X]|©0O[[Y]] = O[[X,Y]] & A. Le morphisme Gr;®Cry : A — R définit une
structure de A-algebre sur R.

On rappelle qu’a tout poids k € Z2, on associe le quadruplet i, = (0,2 — ko, 1 — k1,3 —
k1 — k2). La proposition suivante est immédiate.

Proposition 5.4. — Pour tout poids k relevant k, on a un isomorphisme canonique
(Spec R)|p. ~ Spec R,

5.5.0.1. Notation :— Dans la suite de cette partie 5 on fixe un poids k relevant le poids
k. Pour alléger les notations, on note simplement D le foncteur D;, et R l'anneau R;, .

5.6. Les foncteurs de déformation Dg. — Un nombre de Taylor- Wiles est un nombre
premier ¢ qui n’appartient pas a S, qui est congru a 1 modulo p et tel que p(Froby) ait 4
valeurs propres distinctes. Un ensemble de Taylor- Wiles est un ensemble de tels nombres.
Soit ¢ un nombre de Taylor-Wiles et soit ay, Bq, Vg Sq avec o’zng = Bqﬁq les valeurs propres
de Frob,.

On a une décomposition de p|p, en la somme de deux plans isotropes V. ® Vj,, telle que
les valeurs propres de Frob, sur V. (resp. sur V;,) soient &, et 3, (resp. 7, et d;).

Pour tout ¢ € @, soit A, le p-groupe de Sylow de (Z/qZ)*. Posons aussi Ag = quQ A,
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Lemme 5.2 (|G-T], lem. 5.1.1.). — Soit ¢ € Q et A un objet de ARp. Toute défor-
mation Dy — G(A) de p|p, est la somme de quatre caractéres.

A tout objet A de ARp, on associe I'ensemble Eg(A) des classes d’isomorphismes
de déformations pyg : I' — G(A) de p qui sont non ramifiées hors de S U Q U {p} et qui
vérifient :

— pa est bien ramifiée en S de méme type que p.

— Pour tout ¢ € Q, il existe une décomposition de pa|p, en la somme de deux plans

isotropes p4| D, = Ve ® Vp, induisant modulo my la décomposition p|p . = Vo @ Vi,
et de plus V. est non ramifiée et I, agit sur V;,, par un caractere x4 : A, — A*.
— pa est ordinaire en p pour des caracteres (Mg, A1, A2, A3) relevant (Mg, A1, A2, A3) et
de poids 1.
Ceci nous permet de définir le foncteur :

Do: ARo — ENS
A~ Eo(A)

Remarque 5.4. — Le foncteur Dg dépend non seulement de ’ensemble ¢, mais aussi
d’un ordre sur les valeurs propres de p(Froby).

Proposition 5.5 ([G-T|, prop. 5.2.1). — Le foncteur Dg est pro-représentable.

Soit alors un couple (pyniv, RQ), ot Rg est un objet de JTR\O, qui représente D,.

Remarquons que D est un sous-foncteur de D¢, ce qui nous permet d’identifier R a
un quotient de Rgq.

On a un caractere tautologique x4 : Ag — O[Ag]* et le couple (O[Ag], x&™)
représente le foncteur des déformations du caractere trivial de Ag.

On dispose d’un morphisme naturel Spec Ry — Spec O[Ag] qui a un A-point p4 de Dg
associe le caractere ®qu Xq : Ag — A* ou chaque x, est le caractere donnant I’action
de I, sur V;,.

Le caractere trivial de Ag définit un O-point de Spec O[A,]. La fibre du morphisme
Spec Rg — Spec O[Ag] au dessus de ce point est canoniquement isomorphe & Spec R.

5.7. Critere de controle. — L’objet de ce paragraphe et d’établir, sous certaines hypo-
theses sur p, 'existence d’une suite d’ensembles (@, )men de nombres premiers de Taylor-
Wiles tels que :

— (P1) pour tout ¢ € Qum, ¢ =1 mod p™.

— (P2) pour tout m € N, §Qm = r ne dépend pas de m.

— (P3) 'anneau R(,, est un quotient d’une O-algebre de séries formelles en r indé-

terminées.

Posons K, = Q(¢ym) et notons son groupe de Galois absolu I'k, . Soit L,, '’extension
de K, fixée par le noyau de Ad p|I'k, . Soit 'z, son groupe de Galois absolu. Notons
également g l'algebre de Lie de G(F) et b et n les sous-algebres de Lie de g du sous-groupe
de Borel supérieur et de son radical unipotent.

Les hypotheses (H 1), (H 2) et (H 3) sont :
— (H 1) Ly est une extension stricte de Lo ou de maniere équivalente ¢, ¢ Lg.
—~ (H 2) Pour tout m : (H 2 (m)) il existe o € I'g,, tel que p(o) ait 4 valeurs propres
distinctes et tel que Ad p(o) admette la valeur propre 1 sur tout sous-espace irré-
ductible de la représentation Ad p|r. .
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— (H 3) dim H(T, g) = 1 et dim H(T, g(1)) = 0.
Dans la suite de cette section, on démontre :

Proposition 5.6. — Sous les hypothéses (H 1), (H 2), (H 3) il existe une suite d’en-
sembles (Qm)men satisfaisant (P1),(P2),(P3).

Avant cela, nous rappelons certains calculs de cohomologie galoisienne.

5.7.1. Espaces tangents des foncteurs de déformation. — Les espaces tangents des fonc-
teurs D et Dg sont naturellement isomorphes a des sous-groupe de HY(T, g) que nous allons
préciser.
Pour chaque place v nous definissons un groupe L, C H!(D,,g), et pour ¢ | @ nous
définissons de plus un groupe Lg 4 :

— Pour tout £ 1 p soit

Ly =H'(Dy/I1, 9)-
— Pour ¢ | @, rappelons que p|p, est non ramifiée et que les valeurs propres du
Frobenius notées o, 4, 74, 0q sont distinctes. Soit alors p|p, = Vo, V3, &V, © V5,
la décomposition en sous-espaces propres pour le Frobenius . Soit

Lo, ={(c1,c2,d1,ds) € H(D,, EndV,, & EndVs, ® EndV,, & EndVj,)

tels que ¢; + dj = c2 + dy et dy — d; est non ramifié }.
— Posons
L, = Ker(H'(Dp, b) — H'(I,,,b/n))
et définissons L, comme I'image de L; par I'application HY(D,,b) — HY(D,, g).

Proposition 5.7 (|G-T|, prop. 10.2.1). — L’espace tangent du foncteur D est natu-
rellement isomorphe a :

HL(D,g) = Ker<H1(F,g) Lo, Hl(Dy,g)/Lv).

L’espace tangent du foncteur Dg est naturellement isomorphe a :
HI%))Q (Fv g) = Ker (HI(F7 g) - @UJ(Q Hl(Dva g)/LU @Q\Q HI(DIP g)/Lqu) .

5.7.2. Application de la formule de Poitou-Tate. — Pour chaque place v I’accouplement
de dualité :

H' (D, g) x H'(Dy,g(1)) — H*(Dy,F ® pp) = F

nous permet de considérer les orthogonaux Ly et Léy g de Ly et Lo q.
On définit comme précédemment des espaces :

Hp . (1, 8(1)) = Ker(H!(T, g(1)) — @, H'(Dy, g(1))/L7 )

b, 1 (T, g(1)) = Ker (H\(T, 9(1)) = ©iq H'(Dy,0(1)/LE ©4q H'(Dy,0(1)/Lb,)-

Posons h° = dim H°(T, g), h%* = dim H(T, g(1)) et hY = dim H°(D,, g), on dispose alors
de la formule de Poitou-Tate (voir [G-T], thm. 10.3.1) :

Théoréme 5.1. — On a lidentité :
dimHp, (T, g) — dimHp,, | (T,g(1)) = 2° — h%* + ) (dimLq4 — h)) + Y _(dimL, — h)).
aQ Q

Corollaire 5.1. —

dim Hj (T, g) — dim Hp,, | (T, g(1)) < Q.
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Démonstration. D’apres les calculs de [G-T], prop 10.4.1., en invoquant (H 3), on a :
~— h% =5et Lo, =0.
— Pour ¢ | Qonadim Lo, =4et h2:3.
— Pour v {pQ on a dim L, — h) =0
- hY=1et % =0.
— En p on a une inégalité dim L, — hg < 4. En effet, considérons le diagramme exact
suivant :

HY(D,/I,,b) — H'(D,/1,,b/n) — 0

|

Hl(DPa b)

OHHO(D%“)HM Hl(DZU b/l‘l)

Hl (Ipv b/n)
On en déduit l'identité :
dim L;) — h(Dy,b) = h'(Dp/ Iy, b/n) = h°(Dp, b/n) + h'(Dy, 1) — h°(Dp, ).

D'une part hY(Dp/I,,b/n) = h°(D,,b/n) = 3 et dautre part h'(D,,n) —
h%(Dp,n) = dim n + h°(D,,nY(1)). Sous I'hypothese (FOR), h°(Dp,n" (1)) = 0.
On en déduit I'inégalité annoncée.

O

5.7.8. Fin de la démonstration. — Pour démontrer le critere 5.6, il suffit donc de montrer
que pour tout m > 1 il existe un ensemble (),,, de nombres premiers premiers n’appartenant
pas a S, tels que :

- ﬁQm =T.

— Pour tout ¢ € @, p(Frob,) a ses valeurs propres distinctes.

— Pour tout ¢ € @, ¢ =1 mod p™.

- Hﬂl)Q,L(F7g(1>) = 0.

Soit @ un ensemble de Taylor-Wiles. Pour tout ¢ € @, soit (e, e, €3, €4) une base sym-
plectique de p, telle qu’on ait dans cette base p(Frob,) = diag(ay, By, 74, ). Cette base
fixe une énumération des valeurs propres et permet bien de définir Dg. Soit (e; ;) la base
de Ad p(1) naturellement déduite de (e;).

On vérifie sans peine ([G-T], 10.5) que

Hp,, . (T, 9(1)) = ker(Hp, | (T, 8(1)) — @geq H'(Dy/Ig, k e14)).

En vertue du corollaire 5.1, il suffit d’annuler ce dernier groupe, pour des choix convenables
de nombre premiers ¢ de Taylor-Wiles. On se ramene donc a montrer que, pour tout
c € H} | (T, (1)) non nul et pour tout m > 1, il existe un premier ¢, distinct de {p} U S,
tel que7:

— p(Froby) ait ses valeurs propres distinctes.

— ¢=1mod p™.

— 1l existe une base symplectique (e;) dans laquelle p(Frob,) = diag(ay, By, ¥q, 0q) €t

tel que le coefficient (4,4) de la matrice c¢(Frob,) dans la base e; ; soit non nul.
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Gréce au théoreme de Chebotarev, on se ramene a vérifier que, pour tout ¢ € Hj) | (T, g(1))
non nul et pour tout m > 1, il existe un élément o € I' tel que : 7
— p(0o) a ses valeurs propres distinctes.
— o =1sur Q({m) = Kn.
— Si{e;} est une base de vecteurs propres pour p(o) et {e; j} est la base naturellement
induite sur g et si P est la projection de g sur vect(e;;,7 = 1,...,4) parallelement a
vect(e; 5,1 # j), on a P(c(o)) # 0.

Considérons la restriction
r
res : H'(I,g(1)) — (H'(I,,. 8(1)))

Lemme 5.3. — Si Uhypothése (H 1) est satisfaite, Uapplication de restriction ci-dessus
est un isomorphisme.

Démonstration. L’application res est surjective et son noyau vaut H! (Gal(L,,/Q), g(1)).
La suite spectrale de Hochschild-Serre donne alors

0 — H'(L1/Q, (1)) = H' (Limn/Q, g(1)) — H' (Lp /Ly, g(1)) /D — 0
Le membre de droite vaut Homga(z, /q) (Gal(Lm/Ll), g(l)) et il s’injecte dans

Homgai(r, /o) (Gal(Ln/L1), g(1)) = Hom(Gal(Ly,/Ly), g(1) G2 E1/L0))

On a une injection naturelle de Gal(Li/Lg) dans Gal(K;/Q). Par construction le
Gal(L1/Lp)-module g est trivial. Comme par hypothese Gal(Lq/Lg) # {1}, on en déduit
que

H(Gal(L1/Lo), (1)) =0

Le membre de gauche s’insére a nouveau dans une suite exacte

0 — H'(Lo/Q, g(1)%*"1/20)) — HY(L,/Q, 9(1)) — H'(L1/Lo, (1)) /D — 0

Le terme de gauche est nul par les mémes arguments que précédemment. Le membre de
droite s’injecte dans H' (L1 /Lo, g(1)) et ce dernier groupe est nul car Gal(L1/Lo) est un
groupe d’ordre premier a p. ]

Soit donc ¢ € H} | (I',g(1)), non nul. La proposition précédente permet d’identifier

¢ & un élément de (Hl(FLm,g(l)))F et donc aussi de Homgyy(r,,, /k,,)(T'L,,,8(1)). Notons
Ve C g(1) le sous F-espace vectoriel engendré par ¢(I'z,, ). C’est aussi un sous I'k, -module
de g(1). Soit o € I',, satisfaisant a I'hypothese (H 2). Notons {ey1, €2, e3, e4} une base de
vecteurs propres pour p(o). Notons {e; j} la base induite de g(1). Pour tout 7 € I'z,,,, p(7)
est central. Pour terminer la démonstration du critere, il suffit donc de trouver 7 € I'g, |
tel que I'un des coefficients diagonaux de la matrice ¢(7 o o) € g(1) dans la base {e;} soit
non nul.

Décomposons alors ¢(o) = Z” b; je;j. Sil'un des b;; est non nul, o convient et c’est
terminé.

Sinon, d’apres I'hypothese (H 2), Pespace V7 =V N (&; Fe; ;) des invariants de V. sous o
est non nul.

Il existe donc 7 € I',, tel que ¢(7) possede une coordonnée non nulle en I'un des e; ;.
Comme ¢(7 0 0) = ¢(7) + ¢(o) on voit que 7 o o convient.

5.8. Exemples d’images résiduelles permises. — Nous donnons ici des exemples de
représentations résiduelles p : I' — G(F) qui sont trés symplectiques et qui vérifient les
hypotheses (H 1), (H 2) et (H 3). On note p° : I' — PGSp,(F) la projectivisée de p.
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5.8.1. Le cas de grande image. —

Proposition 5.8. — Soit F' un sous-corps de F. Supposons que ﬁO(F) est un sous-groupe
de PGSp,(F') qui contient le sous-groupe PSp,(F'). Sip =5 et F' = F5, supposons de plus
que p°(T') = PGSpy(F"). Alors la représentation p est trés symplectique et vérifie (H 1),
(H2), (H 3).

Démonstration. Soit ¢y =<, > une forme bilinéaire symétrique ou alternée, non dégé-
nérée, préservée 4 un caractére prés par un groupe dont 'image projective est PSp,(F’).
Comme le centre de G(IF) agit par similitude pour toute forme bilinéaire, c¢’est donc que
1) est respectée a un caractere pres par le groupe Spy(F'). Comme Sp,(F') est égal & son
groupe dérivé, la forme 1) est respectée par Sp,(F’). On écrit alors que 9 est respectée par
les matrices unipotentes

0

M = exp et N =exp

oS OO

-1
0

OO OO
OO O -
SO = O
OO = O
O = OO
OO OO

—1

Pour j = 1..4, les relations < Mej,Me; >=< e1,e; > donnent < ej,e; >= 0 si
i = 1...3. De méme, les relations < Mes, Me; >=< ez,e; > donnent < ez, e3 >= 0,
< eg,e3 >=< ej,eq > et < eg,e7 >= — < ej,eg >. Clest donc que 9 est alternée. En
utilisant NV de la méme maniere on trouve finalement que < eo,e4 >=< e3,eq4 >= 0 et
donc v est un multiple de la forme symplectique standard.

On remarque ensuite que comme PSp,(F') C Ad p(I') C PGSp,(F'), 'abélianisé

(Ad ﬁ(F))ab est un groupe d’ordre 1 ou 2. L’hypothese (H 1) est donc vérifiée car p > 5.
Il en résulte aussi que PSp,(F') € Adp(T,,) pour tout m.

L’algebre de Lie g se décompose sous 'action de PSp,(F’') en la somme de deux sous-
espaces irréductibles, son centre gg et g%, 'algebre de Lie du sous-groupe Sp,. Si F' # Fj,
il existe z,y € F'* tels que les éléments {x,y,z =1,y '} soient distincts. Pour tout m soit
om € T tel que p(oy,) = Mdiag(z,y,y~t,27!) avec A € F’*. Si F/ = F5, I’hypothese
supplémentaire entraine que PGSp,(F') = Adp(I'y,) pour tout m. Choisissons o, € 'y,
tel que p(op,) = A.diag(2,1,3,4) avec X € FZ'. L’ élément o0, possede la valeur propre 1
sur les deux sous-espaces irréductible go et g* de g, ce qui montre que (H 2) est vérifiée.
Vérifions maintenant (H 3). On a HO(T',g) = H°(T'1,g) = go. Il en résulte aussitot que
H(T, g(1)) = 0. O

Remarque 5.5. — Si p = 5, p est la représentation résiduelle associée a une forme de
poids x = (ki, k) tel que k1 + ko — 3 est impair et p° est un sous-groupe de PGSp,(F5)
qui contient PSp,(F5), alors p° = PGSp,(F5) d’apres la proposition 3.1.

5.8.2. Le cas du cube symétrique. — Soit V un Z module libre de rang 2. Le module
Sym>®V est libre de rang 4. On peut définir un morphisme Sym?3 : GLy — GLy4 dont le
noyau est isomorphe au groupe ps des racines cubiques de 'unité. Soit (e1, ez) une base
de V et (e}, eles, e1e3,€3) la base de Sym>V qu’elle induit. Dans ces bases, on a :

a’ a?b b%a b3
Sym? (@ b\ 3a%c a’d +2abc b*c+ 2bda  3b3d
y d) = | 3c2a b+ 2acd d*a+2bde 3d%b
3 2d d?c a3
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L’image de Sym? préserve la forme symplectique 1) de matrice

0 0 0 3
0 0 -1 0
0 1 0 0
-3 0 0 O

au facteur de similitude det® pres. Comme p > 5, cette forme est non dégénérée sur Vi.

Soit 7 : T' — GLo(FF) une représentation galoisienne. Formons p = Sym?®7 et notons
aussi 7° la projectivisé de 7. On peut donc plonger (non canoniquement) Sym>7 dans

G(F).

Proposition 5.9. — Soit F' un sous-corps de F. S’il existe dans F'* un élément a tel que
a'? # 1 et si 1°(T') est un sous-groupe de PGLa(F") qui contient PSLo(F') alors p est tres
symplectique et vérifie (H 1), (H 2), (H 3).

Démonstration. Des calculs analogues a ceux de la démonstration 5.8 en remplacant M

et N par
3 (1 1 3(1 0
Sym <0 1 et Sym 11

montrent bien que p est tres symplectique.

Comme PSLy(F') ¢ Ad p(T') € PGLy(F'), Ad p(I')® est un groupe abélien d’ordre 1 ot
2. Par conséquent (H 1) est vraie et pour tout m € N, PSLy(F') C Adp (T'),).

Sous I’action du tore {diag(a®,a,a™t,a=3) = Sym3diag(a,a™"), a € F'*}, g se décompose
en la somme de ses sous-espaces propres :

g=®g(a"), |n|=0,2,4,6.

Précisément :
9(0’0) = {diag(:v,y,z—y,z—x), x,y,zEF}
00 01
6\ 00 0O 6y ¢ 6
0@ = Flo o o ol et o) =g
00 0 O
001 O 0O 0 0 O
I 00 0 -3 4N 0O 0 0 O
sa’) = Flg g of @ 9@)=F| 5 ¢ ¢
00 0 O 0O 1 00
0O 0 O 0O 0 0 O
2N 0 0y O N 3r 0 0 O
g(a) - { 0 0 0 3.73 75[;7:‘/6]1?} et g(a )_{ 0 Y 0 0 ,x,yGF}
0O 0 0 O 0O 0 =z O

Bien sur les caracteéres a — a™ ne sont pas forcément distincts. En utilisant I'action des
unipotents, on trouve que g est comme F[PSLs(F’)]-module la somme de 3 sous-modules
irréductibles :

g=00D 92D g6
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avec
go = Fdiag(1,1,1,1)

32z y 0 0
3x z 2y O

g2 = { 0 2 -2 3y | x,y,z € F} est la représentation de plus haut poids 2.
0 0 =z =3z
z v —w 1
3r —3z —3v 3w . . .
g6 = { 3y -3z 3 3u | t,u,v,w,x,y,z € F} est la représentation de plus haut poids 6.
r -y x —z

Par hypothese, il existe a € ' tel que les nombres {a®,a,a™!, a3} soient tous dis-

tincts. Choisissons o, € Iy, tel que (o) soit égal & A.diag(a,a™!) pour A € F'*. L’endo-
morphisme p(c) a 4 valeurs propres distinctes et son action adjointe sur g(a’) est triviale.
Comme cet espace rencontre les 3 sous-espaces irréductibles de g, nous pouvons conclure.
On vérifie enfin (H 3) comme dans la démonstration de la proposition 5.8. O]

6. Algebres de Hecke

6.1. L’algebre T. — Soit N un entier et p > 5 un nombre premier ne divisant pas
N. Soit K = [[K* c G(Z) un sous-groupe compact, tel que K¢ = G(Z,) pour tout
nombre premier ¢ ne divisant pas IN. On suppose soit que K est net, soit que p > 7. Soit
Sk — Spec O le schéma de Siegel de genre 2, de niveau K. Pour tout poids k = (k1, k2),
soit S(k, K,0) = H(c)usp(SK,w””) I’espace des formes de Siegel de poids x, de niveau K,
cuspidales, a coefficients dans O.

La théorie de Hida (rappelée au numéro 2.2.3) nous fournit un A-module libre de rang
. yjord,x . s 142 N .
fini Veusp qui vérifie la propriété de controle suivante :

Théoréme 6.1 ([Hi02], [Pil]). — Pour tout poids k € X(T) trés régulier, on a
Vardx @p p, O = Homo (S (k, K, 0), O)

cusp

On rappelle que S (k, K, O) = eS(k, K, O) ot e est le projecteur d’ordinarité. L’al-

gebre HNP agit par correspondances algébriques sur le module V;’u;ip* (voir 2.3.2). Notons

T I'image de Dalgébre HVP @7 A dans les endomorphismes de Vggﬁp* C’est une A-algebre

finie et sans-torsion.

Soit m un idéal maximal de T. Quitte & augmenter ’anneau de coefficients @, on peut
supposer que T/m = F. Soit p : I' — GL4(F) la réduction de la représentation associée &
un point tres régulier (donc classique) et cohomologique de T par les résultats de [Tay],
[Lau], [Weis| rappelés dans la partie 3. La semi-simplifiée de la représentation p ne dépend
que de I'idéal m.

On est amené a faire des hypotheses sur la représentation p et le sous-groupe compact

K.

Définition 6.1. — Le couple (m, K) comme ci-dessus est admissible si :

1. p est wrréductible.

2. p est tres symplectique (défi. 3.3), p se factorise donc a travers G(F).

3. p(I") vérifie (H 1), (H 2), (H 3) (voir 5.7).

4. p est bien ramifiée aux places divisant N (défi. 5.1) et pour tout £ divisant N :
~ Si p est ramifiée en £ de type x, alors K* =TI ().
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~ Si p est ramifiée en { de type ez alors K* = TI(¢).
~ Si p est ramifiée en { de type € alors K¢ = I(¢).
5. p est fortement ordinaire en p (défi. 5.2).

Remarque 6.1. — Cette définition est compatible avec la correspondance locale de Lan-
glands.
Remarque 6.2. — On ne met pas de conditions sur le niveau aux premiers ¢ | N ou p
est TR.

On suppose a présent que le couple (m, K) est admissible.

On note % le poids résiduel de p et i, son poids de Hodge-Tate résiduel. On pose
également T = T, et M = (Vcoﬁg];*)m. C’est un T-module fidele.

6.2. L’algebre ZFH et le module M,. — Soit kK = (k1,k2) € 72 un poids relevant &.
On note M, = M ®, , O. Lorsque & est tres régulier, on a

M, = Homp (S (k, K, 0), O)n,
On note T,, 'image de T dans Endp(M,).

6.3. Les algebres Tq et les modules ./\;lq. — Soit ¢ un nombre premier ne divisant pas
N, congru a 1 modulo p et tel que p(Frob,) ait 4 valeurs propres distinctes ag, 84, ¥y, dq-
Par symplecticité, on peut les ordonner telles que aydq = 5474-

Considérons les Sk-schémas de modules Sgnm+(g) et Sknm(g)- Ce sont les espaces
de modules pour les problemes de modules de type Klingen strict : “un point d’ordre
q 7 et Klingen : “un sous-groupe d’ordre ¢ ”. Ce sont des O-schémas lisses et on a des
morphismes finis étales d’oubli naturels :

Skni+(q) — SknIi(g) — Sk

De plus Sknrm+(q) est un revétement étale galoisien de Sgn,) de groupe (Z/qZ)*. On
rappelle que (Z/qZ)* = Ay x Ay, olt Ay est le p-Sylow.

On considere le revétement S+ (q) /Ag — Sknm(q de groupe A, La théorie de

ord,* ot Vord,*

Hida associe & Sgnm+(q)/Aq et Sknm(g) des A-modules libres Vi W7 o) 0,9, cusp

vérifient le théoréme de controle :

qui

Théoréme 6.2 ([Hi02],[Pil]). — Pour tout poids k € X(T) trés régulier, on a
VIt @ap, O = Homo(S7(k, K NITH(g),0)%,0)
Vo @ap. O = Homp (s”(k, K N11(q), 0),0)

0,q,cusp

On déduit facilement du théoréeme de controle horizontal (voir [Pil], thm. 9.1) que

Vf:f’czsp est de plus un A[A,] module libre et que
ord,x __ysord,x
Vl,q,Cusp ®A[Aq},Aq$OX — Y0,q,cusp

Soit I'algébre de Hecke H)Y = H NP1 @ Hy = HNPI[Uy, Uy, Us)[Z/qZ]. Lalgebre

N : L1t ord,x ord,*
H, ®z A agit par correspondances algébriques sur V07q7 cusp €t V17q7 usp®

Tq) I'image de Hév ®z A (resp. HN® ®7 A) dans Palgebre des endomorphismes de V
Ce sont des A-algebres finies et sans torsion.

Notons ’J~I‘q_ (resp.

ord,x
1,q,cusp*
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d . . . .
Veusy ), induisant une application

On a une application de restriction 'ﬁ‘q — End(
’ﬁ‘q — T. On note m, l'idéal maximal de Tq, image inverse de m.
Soit £ € X(T)* un poids dominant et f € S(k, K, ©®) une forme propre pour I’action de T,
de parametres de Hecke oy et 3, en ¢. Soit X = (qU1,q — aqYq)(qU1,qg — B494) (qU1,g —740q)
d’apres la proposition 3.3, la forme X,f € S°%(x, K N1l(g), O) est propre pour I'action
de l'algebre T; et les opérateurs Uy 4 et Uz, ont pour valeurs propres qilaqﬁq et ag + G-
L’idéal m_ de TT;, engendré par {my, Uy, — g + B4, qUsq — @gB4, X — 1} ot X est un
générateur de Z/qZ* est donc maximal.
Soit la localisation

Mq _ (Vord,*

l,q,cusp)mq_

On note T, l'image de T, dans Ends(M,) et T; I'image de T; dans Endy(M,). Pour
tout poids k € X (T) relevant &, on note

Mq,n - Mq ®A7,{ O

et on note Ty . I'image de Tq dans Endp(Mgx). On note enfin T, I'image de Tg dans
Endo(Mg,x).

6.4. Théoreme de contrdle pour les modules M,, et les algéebres T .. —
D’apres le théoreme de controle horizontal (voir [Pil], thm. 9.1), on a la proposition

Proposition 6.1. — Le module M, est libre sur A[A,] et
Mq ®A[Aq],1 A~ (Vord,*

O,q,cusp)mq_

Pour tout poids k relevant R, le module M, est libre sur O[A,], et si le poids est tres
régulier, on a

Mg ®oja 1 O ~ Hom (87 (k, K N1I(q), 0) .-, 0)

—
My

Soit x un poids tres régulier relevant k. On dispose d’une injection naturelle :
P8k, K,0) — Sk, K N1I(q), O)
Soit ay et 3, € O des éléments relevant ¢, et ;. Soit X, 'opérateur de Hecke (qUi 4 —
aqYq)(qU1,q — B40q)(qUr 4 — 7404) introduit & la proposition 3.3. Cet opérateur induit un
projecteur lim,, oo X, C’]! agissant sur S°"%(k, K N1I(q), ©), indépendant du choix des rele-
vements oy et 3;. On considere alors I'opérateur modifié

ig=( lim X")oi

Proposition 6.2. — Le morphisme i, réalise un isomorphisme

STk, K, O)m @ F = 87k, K N1(q),0),,- @ F

Démonstration. L’isomorphisme peut se vérifier apres tensorisation par @p, une cloture
algébrique de F. Fixons un isomorphisme entre @p et C. Soit E; ’ensemble des représen-
tations automorphes cuspidales irréductibles de G, non ramifiées hors de N, ayant tous
leurs parametres de Hecke aux places non divisant Np congrus dans Q, (identifié a C)
aux parametres de Hecke définis par I'idéal maximal m de T, et leur parametre de Hecke
en p ordinaire. Considérons dans L3(G(Q)\G(A)) la sous-représentation @,/cp,m. On
identifie alors S (k, K, O)m @0 Qp aux vecteurs de @/, vérifiant les hypotheses de
la proposition 2.6 pour le compact K et le poids k.

De méme, soit F5 I'ensemble des représentations automorphes cuspidales irréductibles de
G, non ramifiées hors de Ngq, ayant tous leurs parametres de Hecke aux places ne divisant
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pas Npq congrus dans Q, (identifiés & C) aux parametres de Hecke definis par I'idéal
maximal mq de Ty ., leur parametre de Hecke en p ordinaire et possédant des vecteurs
fixes par I1(q).

On identifie alors S°%(k, K N H(q),(’))mg ®o Q, au Qp-espace vectoriel engendré par

I'ensemble des vecteurs v de @,/cp, 7’ vérifiant les hypotheéses de la proposition 2.6 pour

le compact K NTI(q) et le poids &, qui vérifient de plus :

Il existe a;,ﬁé € Qp, relevant a4 et 3, dans Q, tel que v appartienne au sous-espace

caractéristique de qU; 4 pour la valeur propre a;ﬂ(’] et au sous-espace caractéristique de

Us,q pour la valeur aj, + 3.

Soit 7’ € Ej. Soit 7y sa composante locale en q et ay, 5y, 7y, 0, ses paramétres de Hecke.

D’apres la proposition 3.3, 'opérateur X, = (qU1,q — ay,)(qUi,q — B40,)(qU1q — 7%5((’13
q

réalise un isomorphisme entre la droite des vecteurs sphériques de 71'(’1 et la droite de 7,
|

n:
q et

. | 12 .
limy, o0 (X;)™ commutent entre eux et sont congrus modulo I'idéal maximal de I’anneau

sur laquelle Uy, et Us 4 agissent a travers oy 3; et oy 4 (. Les projecteurs limy, .o X,

d’entiers de @p. Ils sont donc _égaux. Il en résulte que l’applicati(zn iqg ® 1 réalise une
injection de S (k, K, O)m ®0 Q, dans S (x, K NTI(q), O)mq— R0 Qp.

Soit 7' = ®m, € FE3 une représentation qui contribue effectivement & S (K, K N

H(q),(’))m; ®o Qp (C’est-d-dire qui possede des vecteurs provenant de Sord(k, K N
11(). 0) . @0 Q).

Comme 71'{] posséde des vecteurs fixes par II(g), c’est un sous-quotient d’une induite.
D’apres la proposition 3.3, et vu le choix de ¢, cette induite est nécessairement irréduc-
tible, c’est donc que 7’ est sphérique en ¢ et appartient & F;. O

Proposition 6.3. — L’application précédente induit un isomorphisme

So?"d(/-i,K, O)m@ F/O = SOT’d(/@KﬂH(q),O)mq_ ® F/O

Démonstration. La surjectivité de cette application découle de la proposition précédente.
Pour montrer l'injectivité, il suffit de montrer I'injectivité de 'application :

Sord</<;, K, O)m @F — Sord(li, KN 1‘[((1)7 O)m; RF

Cette application est équivariante sous l'action de l’algebre T ., son noyau est donc un
Ty x-module M. Supposons M non nul et soit f un vecteur propre non nul pour cette ac-
tion. Il résulte du théoreme de Chebotarev, de 'existence d’une représentation galoisienne
p (non ramifiée en ¢) associée a I'idéal m et des relations d’Eichler-Shimura que f est aussi
propre pour ’action des opérateurs de Hecke sphériques en ¢ et donc pour 'algebre T,;. On
a alors simplement lim, .o X ;‘!( f) = X4(f). Pour 'opérateur Y, définit a la proposition
3.3, on a alors Y, 0i 0 X,(f) = f =0, une contradiction. O

On dispose de méme d’une surjection naturelle :

s Vord,* N Vord,*

0,q9,cusp cusp
s s e . T n! . ord,x
L’opérateur X, définit de nouveau un projecteur p = lim, .o X" agissant sur V.o .
. L. d ~ . ) ~
Corollaire 6.1. — L’application sop: (V(()):],gzsp)m; — M est un isomorphisme de T .-

modules
En particulier, pour tout poids k € X(T) relevant &, on a un isomorphisme de T -
modules

Mk ®oa, )1 O = M,
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et l'image de Ty, dans Endp(M) s’identifie a T.
Démonstration. Pour tout poids « tres régulier, 'application

sop®1: (Vord’* )m; R O = M@y, O

0,q,cusp

est duale de I'application de la proposition précédente. C’est donc un isomorphisme. 11
résulte du lemme de Nakayama que le morphisme (ngqcf’czsp) me
surjectif de A-modules libres. Comme les poids trés réguliers sont Zariski-denses dans
Spec A, on déduit a nouveau de la proposition précédente que c¢’est un isomorphisme. Le
dernier point résulte de Pexistence de représentations galoisiennes pr, : I' — G(T}), non
ramifiées en ¢, établie aux numéros 6.5 et 6.6, du théoreme de Chebotarev et des relations

d’Eichler-Shimura. O

— M est un morphisme

6.5. Les représentations galoisiennes pr, et pr,,. — Fixons un poids x € X(T)
tres régulier, relevant <.

Proposition 6.4 (|G-T|, lem. 4.3.3.). — Pour x = q ou &, il existe une unique Tre-
présentation pr,, : I' — G(Tyy) telle que pour tout idéal premier minimal B de Ty
correspondant a une forme propre f, pr, , ®o Ty /B soit la représentation associée a la

forme f.

Démonstration. L’existence d’'un morphisme pr, , : I' — GL4(T, x) vérifiant la propriété
de I'énoncé se démontre en utilisant la technique des pseudo-représentations ([Rou]). Les
représentations v ® pr\fw et pr, . ont les mémes pseudo-représentations. L’autodualité
de pr,, découle alors d’un résultat de Carayol (voir aussi [Rou]). Enfin, comme PT. ..
vérifie (SYMP), il existe une forme symplectique non dégénérée pour laquelle pr, , agit
par similitude. ]

Pour décrire les propriétés locales de pr, , nous aurons besoin d’un lemme.

Lemme 6.1. — Toute matrice unipotente d’ordre 2 de G(T, ), congrue a exp ez modulo
mo, est conjuguée o expea dans G(Ty ).

Toute matrice unipotente d’ordre 4 de G(T ), congrue a exp e modulo mp, est conjuguée
a expe dans G(T, ).

Démonstration. Comme p > 5, les applications log et exp sont des bijections inverses
entre I'ensemble des matrices unipotentes de G(Ty ) et les matrices nilpotentes de g(T ).
Il suffit donc de montrer ’énoncé correspondant pour les matrices nilpotentes.

Dans le premier cas, c’est le lemme 9.2.1 de [G-T].

Démontrons le second point. Soit N € g(T, ) une matrice nilpotente d’ordre 4 congrue
a e. Dans la base symplectique standard {e1, e2, e3,e4}, le vecteur ey est cyclique et on a
< ey, Ney >€mr, .. Il existe alors 3 € mp, . tel que < ej + BN?e, N(ep + ﬂNQel) >=0.

Posons €] = e; + 3N?e;. Quitte & normaliser €] on peut supposer < e}, N3¢j >= —1 et
on vérifie alors que la base {e}, Ne|, N2e}, —N3e|} est une base symplectique congrue &
la base de départ dans laquelle la matrice de IV vaut e. ]

Proposition 6.5 (|G-T|, prop. 4.3.4, cor. 4.3.7, 9.2, 9.3)
La représentation pr, , vérifie les propriétés suivantes :
~ Soit £ un nombre premier différent de p et x. La représentation pr, . |p, est ramifiée
si est seulement si p|p, est ramifiée. Si c’est le cas, elle est bien ramifiée de méme
type que pz,.
~ La représentation pr, . |p, est ordinaire en p de poids i.
— Six = q, la représentation pr, . |p, est ramifiée de type xq-
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— On les égalités de facteurs de similitude vop =vopr, etvop®@xy=vopr,,.

Démonstration. On a la décomposition

P, Qo F = @Pm
P

ou ‘B parcourt I’ensemble des idéaux premiers minimaux de T, x et py est la représenta-
tion associée a . Il résulte du théoreme I de [Weis| que pr, , est non ramifiée hors de

{PyU{S}U {x}.

Vérifions a présent les conditions locales aux premiers £ € S.

Si p|7, est ramifiée de type ez et K = TI(£), on sait que I'inertie est unipotente d’ordre
au plus 2 (3.5). D’apres le lemme 6.1 , toute matrice unipotente d’ordre 2 de G(T. ),
congrue a exp €z est conjuguée a exp ez dans G(T, ).

Supposons que p|;, est ramifiée de type € et K* = I(£). Soit P un idéal minimal de T, .
Soit 7’ une forme automorphe cuspidale irréductible associée. Par construction 7, possede
des vecteurs fixes par I'Iwahori I(¢). On remarque que 7, ne peut posséder de vecteurs
fixes par le parahorique de Siegel ou de Klingen car sinon l'inertie serait unipotente
d’ordre au plus 2. Un examen de la table A.15 de [R-S] nous apprend alors que 7, possede
un unique vecteur fixe par I'Iwahori. Grace au théoreme 3.7 on en déduit que U'inertie I,
agit sur pr, , a travers un unipotent d’ordre 4. On peut alors appliquer le lemme 6.1.
Supposons que pl;, est ramifiée de type x; et K¢ = II(£)*. Soit P un idéal minimal
de T, . Soit 7 une forme automorphe cuspidale irréductible associée. Par construction
m¢ possede une droite fixe par le parahorique de Klingen II(¢) sur laquelle il agit par le
caractére xj. Si jamais 7y possédait des vecteur fixes par le parahorique de Klingen II(¢),
I'inertie agirait de fagon unipotente (d’apres 3.5) sur la représentation p,s ce qui contredit
la congruence avec p. C’est donc que xj est non trivial. D’aprés le théoréme 3.5, on a la
congruence x; = x¢ mod m et comme p{ ¢ — 1, on a x;, = x,. Comme le caractére x; est
résiduellement non trivial, on a comme T, . [I7]-modules

_ L Tg,xe
P, . lL = PT,, ® p7

*,K

Vérifions la condition d’ordinarité en p. La représentation résiduelle p est fortement ordi-
naire (FOR). Il existe donc une filtration naturelle (voir le numéro 5.2) Fil; sur p. Soit B
un idéal minimal de T, .. D’apres le théoreme 3.4, et 'hypothese (FOR), la représentation
PT, . @0 Ty /P est ordinaire en p de poids i, et il existe une filtration naturelle Fil;p
relevant la filtration Elj. Par unicité, les filtrations naturelles définis sur pr, , au-dessus
de chaque composante irréductible de Spec T, ,; se recollent, ce qui démontre I'ordinarité.
Soit ¢ un nombre premier de Taylor-Wiles. Soit {@y, B4, 74,04} les valeurs propres de
p(Frobg). Soit o un relevement dans D, de Frob,. Soit {e1,ez,es,e4} un base symplec-
tique pour pr,, dans laquelle pr, (o) s’écrit diag(cy, By, Vg, 0q) ( avec ag, By, Vg, 6¢ des
relevements respectifs de @q,ﬁq,”yq,gq). Soit P un idéal premier minimal de T, , et 7’
une forme automorphe, cuspidale, irréductible associée. On sait que 77(’1 possede des vec-
teurs invariants par le parabolique de Klingen strict II(g)". Si elle possede des vecteurs
invariants par le parabolique de Klingen II(g), il résulte du choix de ¢ ( ¢ = 1 mod p
et ag, Bqﬁq,gq distincts) et de la proposition 3.3 que 7rf1 est sphérique. Sinon, le parabo-
lique II(q) stabilise une unique droite et agit sur celle-ci & travers un caractere non trivial
Xq @ Z/qZ* — C*. Les opérateurs de Hecke dilatants qU; et Us agissent sur cette droite
avec les valeurs propres oy, et ag + (4. 1l resulte alors des théorémes 3.5 et 3.6 que le
plan lagrangien T, /P e1 @ Ty /B ez est stable par Dy, non ramifié et que Frob, y agit
avec les valeurs propres g et ;. Le plan Ty /B e3 @ Ty /B e est stable, I'inertie y agit
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a travers le caractere x, qui se factorise nécessairement par A, car pr, . est non ramifiée
en g. On a donc une décomposition en somme de plans lagrangiens

qu,N|Dq = (Tq,n e1 &® Tq,/-c 62) @ (Tq,fi e3 @D Tq,/i €4>

Le premier plan est non ramifié et sur le second plan, 'inertie agit a travers son quotient
A, par un caractere x,.

Les relations sur les facteurs de similitudes résultent alors des calculs locaux qui précédent.
O

On dispose également d'un caractere x; : A, — (T, ,)* induit par l'inclusion
O[Ag] — HY. Soit i : Tq — T, I'injection canonique. On vient de vérifier

Proposition 6.6. — Le caractére i o x4 : Ay — (T,;,_,b)X est égal au caractére sz et
lingection i est un isomorphisme.

6.6. Les représentations p; et Pi,s La technique des pseudo-représentations
([Rou], [T-U], thm. 7.1) permet de construire des représentations
pp: T — G(T)
pr, T — G(T,)
telle que pour tout poids & tres régulier relevant &, on a p7.®@T, = pr,, et qu®T,W = PTrq
Grace a la densité des points P, dans Spec A pour x tres régulier relevant %, on vérifie
(comme dans [T1il]) que :
— La représentation pg est non ramifiée en dehors de Np, la représentation P, est
non ramifiée hors de Npq.
— Pour x = @ ou ¢, et pour tout premier ¢ divisant N, pT*| 1, est bien ramifiée de
méme type que p|r,.
— Pour x = @ ou g, il existe une filtration {Fil;} sur pg |p, relevant la filtration
naturelle {Fil;}.
— Sur le gradué Filp/Fil_; l'inertie I, agit trivialement.
~ Sur le gradué Fil; /Fily elle agit par le caractere x, ® X, @ Ip — O[[T]]* — A%
(voir le numéro 5.5 pour la notation).
— Sur le gradué Fily/Fil; elle agit par le caractere x3 @ oo+ Ip = O[[T']]* — A*
(voir 5.5).
— La représentation P, |p, est ramifiée de type x4, et le caractere x4 : Ay — T, g qu
est le caractere déduit de I'inclusion O[A,] — HY;.

L’existence et les propriétés de la représentation p4 entrainent l'isomorphisme T, ~
q

T,.

Pour x = & ou ¢, on déduit par spécialisation de la représentation pg , pour tout
poids k relevant k, une représentation pr,, : I' — G(A), vérifiant les propriétés de la
proposition 6.5.

7. Théoréme de modularité

7.1. Théoréme. — Soit N un entier, p > 5 un nombre premier ne divisant pas N et
K un sous-groupe compact de G(Z) contenant K (N). On suppose soit que K net, soit
que p > 7. Soit f une forme modulaire cuspidale, ordinaire en p, de niveau K D K(N),

de poids quelconque k% = (k?,k9). Soit pr : I' = GL4(F) une représentation résiduelle
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associée a f.
On suppose que le triplet (f, K, p) est admissible. Ceci signifie que :
1. py est irréductible.
Ceci entraine 'unicité de py et Uexistence d’une représentation py : I' — GL4(O)
associée a f.
2. py est tres symplectique (déf. 3.3), p; se factorise donc a travers G(O).
pr(I') vérifie (H 1), (H 2), (H 3) (voir 5.7).
4. py est bien ramifiée aux places divisant N (déf. 5.1) et pour tout £ divisant N :
— Si py est ramifiée en ¢ de type x; alors Kf=17%(0) .

w

— Si py est ramifiée en ¢ de type ez alors K = II(¢).
— Si py est ramifiée en ¢ de type € alors K* = I(£).
5. f est fortement ordinaire en p (déf. 3.2).
La représentation p; définit un ideal maximal m de I'algebre de Hecke T agissant sur le
A-module Vg{;g];* qui controle les formes modulaires p-adiques ordinaires. Le couple (m, K)
est admissible. Rappelons qu’on a noté T =Tynet M = (V&I?,;*)m. Soit également R
I'anneau universel de déformation de la représentation p,y définit en 5.4. Par propriété

universel (voir 6.6), on dispose d’un morphisme R — T de A-algebres.
Le théoreme qui suit correspond au théoréme 1.1 de l'introduction :

Théoreme 7.1. — Le morphisme R — T est un isomorphisme, la A-algébre T est plate
et le module M est un T-module libre. De plus, pour tout poids k € X(T) relevant &, le
morphisme T ®@p . O — Ty est un isomorphisme.

En particulier, soit p : T' — G(QO) une représentation telle que :
- p = py modulo mp.
— Pour toute place v { p, p|1, est isomorphe a py|r, .
— p est ordinaire en p poids i,y = (0,2—kb, 1 —k}, 33—k} —k) pour un couple d’entiers
K = (K, k).
Il existe alors une forme modulaire p-adique ordinaire f' de niveau K et poids k' telle que
p=ps.

Pour démontrer ce théoréme, nous suivons dans les sections qui suivent le schéma
de la preuve esquissé au numéro 4.2.2. Elle s’organise en deux temps. On construit des
systemes de Taylor-Wiles en des poids fixés grace aux résultats des parties 5 et 6. On met
ensuite en famille. On explique enfin dans une derniere partie comment obtenir la variante
du théoreme 1.1, le théoréeme 1.2 de I'introduction, par une modification des arguments
précédents.

7.2. Construction d’un systéme de Taylor-Wiles pour un poids k. — Soit x un
poids relevant le poids résiduel & de py. En appliquant les résultats de la partie 5 a la
représentation résiduelle py (ol ps est la représentation associée a f) avec le poids i, = 1,
on obtient un anneau R;, = R de déformation. Comme py vérifie les hypotheses (H 1), (H
2), (H 3), on dispose d’apres la proposition 5.6 :

— de (Qm)men une suite d’ensembles de Taylor-Wiles.

— des O[Aq,,]-algebres de déformations Rg,, vérifiant (P1), (P2), (P3).

— d’isomorphismes canoniques : Rq,, ®o[a,] O = R.

D’apres les résultats de la partie 6, on dispose d'une algebre de Hecke T, et d’'une
représentation galoisienne pr,_. D’apres les propositions 6.4 et 6.5 et le numéro 6.6, cette
représentation définit un unique morphisme &, : R — T.

Pour chaque nombre de Taylor-Wiles ¢, on a construit une algebre de Hecke T ,; et étudié
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ses propriétés. Une récurrence immédiate permet de généraliser nos résultats a un en-
semble @, de nombres de Taylor-Wiles. On dispose donc d’algebres de Hecke Tq,, » et
de représentations pr,, . Il résulte des propositions 6.4 et 6.5 et du numéro 6.6 que ces
représentations induisent des morphismes : Rg,, — Tq,, » qui sont surjectifs.

On dispose aussi de Tg,, ,-modules fideles Mg, ., libres sur O[Ag, ], de rang
indépendant de m (résultats de la partie 6.4). Ces modules héritent d’une action de R,
et donc d’une seconde action de O[Ag,,]. Cette action coincide avec la premiere d’apres
la proposition 6.6. On a établi le théoreme de contréle suivant (corollaire 6.1) :

L’image de Tq,, » dans End(Mg,, » ®o[a,] O) est canoniquement isomorphe & Ty et on
a un isomorphisme de Ty, ,-modules : Mg, /10, ~ M.

Les données {R, T, Rg,,. Tg,,, Mq,,} forment un systeme de Taylor-Wiles (voir 4.2.1).
Les différentes propriétés vérifiées par ce systéme entrainent, grace au théoreme de [Fuj]
rappelé au numéro 4.2.1,

Théoréeme 7.2. — L’application
®, R, — Ty

est un isomorphisme. L’anneau R;, est d’intersection compléte sur O. En particulier il est
un O-module libre de rang fini. Le module M, est un T -module libre.

7.3. Mise en famille. — On dispose donc d’un morphisme de A-algebres

®:R—T
Il résulte de l'existence de la représentation galoisienne p; et des relations d’Eichler-
Shimura que ce morphisme est surjectif. Pour tout poids « relevant , I'anneau R;, =
R ®p, O est un O-module libre de rang fini indépendant de x. Il résulte du lemme de
Nakayama et de la densité des poids entiers dans Spec A, que la A-algebre R est libre de

rang fini. Notons J le noyau du morphisme ®. Pour tout poids & relevant &, le morphisme
® induit un isomorphisme :

@K:RiKHT@)A,,{(’)HTH

On en déduit que T @A O =Ty et que T C P.R. Comme Ny, relevant PR = 0, on en
déduit I'isomorphisme. On montre de la méme maniere que M est un R-module libre.

7.4. Le cas d’un poids parallele. — Lorsque le poids est parallele, on a énoncé dans
I'introduction un théoreme 1.2 qui est une variante du théoréeme 1.1. Indiquons les modi-
fications a effectuer dans la preuve précédente pour I'obtenir.

On remplace les formes modulaires p-adiques ordinaires cuspidales (sous entendu pour
le Borel de GLg) par les formes modulaires p-adiques cuspidales pour le parabolique GLg
de GLg, ordinaires pour les deux opérateurs de Hecke (voir 2.2.3). On substitut la notion
de GLo-tres régulier a celle de tres régulier.

Comme précédemment, K désigne un sous-groupe compact de G(Z)7 maximal aux
places ne divisant pas N. Soit T lalgebre de Hecke agissant sur le A’-module VE&?;,GL%*
(voir 2.2.3). Soit m’ un idéal maximal de T'. On note T' = ']Nl”:n, et M' = (Vgﬂg;;GL2’*) - On

suppose le couple (m', K) admissible. On dispose alors d’une représentation p : I' — G(IF).

Soit S I’ensemble des places divisant N. Soit R* 'anneau de déformation universel de
p dont les A-points (pour tout objet A de ARp) sont les déformations pq : I' — G(A) de
p qui sont non-ramifiées hors de S U {p} et qui vérifient :
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— p4 est bien ramifiée en S de méme type que p : pour tout s € S si p|7, est ramifiée
de type xs (resp. €2, €, TR) alors pal;, est aussi ramifiée de type xs (resp. €2, €,
TR).

— 1l existe une filtration (nécessairement unique) {Fil2} sur p4 relevant la filtration
naturelle {Fil,} et stable sous pa|p, .

— Pour r = 0,...,3 soit A, : D, — A* le caractere donnant l'action de D, sur
Fil!/Fil/L . On a Aaolr, =1 et Aag ® Y = xp-

Comme au numéro 5.5, on montre qu’il existe une structure de A’-algebre naturelle
sur R'. Comme en 6.6, on construit une représentation modulaire universelle sur T' et un
morphisme ® : R* — T'. Les résultats de contrdle de la partie 6 s’adaptent sans probleme
aux poids paralleles, a condition d’appliquer le théoreme de controle horizontal pour les
poids paralleles ([Pil], thm. 9.1, appliqué avec g = 2 et P = GLg).

On construit donc des systemes de Taylor-Wiles en tout poids parallele (k, k) relevant le
poids résiduel de p.
Finalement, on met en famille au dessus de l'algébre A’. Le théoréme est donc :

Théoreme 7.3. — On a un isomorphisme R — T de A-algébres finies et plates. Le
module M’ est libre de rang fini sur R’ .

En particulier, soit f une forme modulaire cuspidale propre de niveau K et de poids
diagonal (k,k) définissant un idéal premier de T . Soit p : T — G(O) une représentation
telle que :

— p=py modulo mp.

— Pour toute place v { p, p|1, est isomorphe a p¢|r, .

— p est ordinaire en p poids i,y = (0,2 — k', 1 —k',3—2k") pour un poids v’ = (k' k).
Il existe alors une forme modulaire p-adique f' pour le parabolique GLs, ordinaire, cuspi-
dale, de niveau K et poids K/, telle que p = pyr.
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