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Faisceaux equivariants sur P! et faisceaux
automorphes *)

VINCENT PiLront ()

RESUME. — Inspiré par le travail de Pan, on définit et étudie un foncteur qui
associe a des faisceaux équivariants sur la droite projective des faisceaux automorphes
sur les courbes modulaires. Ce point de vue nous permet d’utiliser des techniques de
théorie des représentations pour étudier les vecteurs localement analytiques dans la
cohomologie complétée ainsi que sa structure de Hodge—Tate.

ABSTRACT. — Inspired by the work of Pan, we define and study a functor which
attaches to equivariant sheaves on the projective line automorphic sheaves on modu-
lar curves. This point of view allows us to use representation theory techniques in the
study of the locally analytic vectors in completed cohomology and its Hodge—Tate
structure.

1. Introduction

Cette note est inspirée par le travail [17]. Dans ce travail, Lue Pan uti-
lise la méthode de Sen (et sa généralisation par Berger—Colmez [3, 4]) pour
décrire le sous-faisceau des vecteurs localement analytiques du faisceau struc-
tural des courbes modulaires perfectoides.

Dans cet article, on introduit un foncteur qui associe a des faisceaux
équivariants pour 'action infinitésimale de GLy sur des ouverts de P! (qui
est 'espace des périodes de Hodge-Tate pour les courbes modulaires) des
faisceaux sur la tour de courbes modulaires. Ce foncteur envoie les faisceaux
équivariants cohérents de rang 1 sur P! sur les faisceaux des formes modu-
laires classiques. Il envoie les faisceaux équivariants cohérents de rang 1 sur
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les strates de Bruhat sur les faisceaux de formes modulaires surconvergentes
([1, 5, 6, 18]). En dérivant le foncteur, on obtient « naturellement » la dé-
composition de Hodge—Tate de la cohomologie étale des courbes modulaires.

En appliquant ce foncteur au faisceau dual du faisceau des opérateurs
différentiels étendus sur P!, on obtient le faisceau des vecteurs localement
analytiques dans le faisceau structural de la courbe modulaire perfectoide. Ce
foncteur permet finalement de ramener ’ensemble des calculs de cohomologie
sur le faisceau des vecteurs localement analytiques faits dans la section 5
de [17] & des questions simples de théorie des représentations.

Introduisons quelques notations. Soit G = GLo, T' C B un tore maximal
inclus dans un Borel. On pose U le radical unipotent de B. On note enfin
FL = B\G = P!. On fixe un sous-groupe compact ouvert K? C G(A%).
Pour tout sous-groupe compact ouvert K, C G(Q,), on note X K,Kp —
Spa(C,, Oc, ) la courbe modulaire compactifiée de niveau K, K?, vue comme
espace adique sur C,. On note Xg» = limg, X x» la courbe perfectoide
de niveau modéré KP construite dans [22]. On considére alors le diagramme
(ot 'application mx, est la projection vers un niveau fini, et 'application
mrT est application des périodes de Hodge—Tate) :

X
Y

XK, Kp FL

Pour tout ouvert U de FL, on note Cohg(U) la catégorie des faisceaux
cohérents g-équivariants sur U, ou g est I’algebre de Lie de G.

Soit n® C b° C 07, ®c, ¢ les sous-algebres de Lie nilpotentes et de Borel
universelles. Pour tout objet .# € Cohy(U), on possede par définition un
morphisme g — Endc, (%) et celui-ci induit un morphisme b° — End, (7).
La cohomologie de n°, notée H*(n?,.%), est la cohomologie du complexe placé
en dégré O et 1 :

F — F Koy neY.
On note Cohg(U)“O C Cohgy(U) la sous-catégorie pleine des objets vérifiant
H(n®, #) = Z. Les objets de Cohg(U)”0 sont d’ailleurs exactement les
objets de Cohg4(U) tels que P’action infinitésimale de G s’étend en une action
de lalgebre des opérateurs différentiels étendus (voir [2]) :

D = Or; ®c, U(g) /0’ Or, @c, Ug).

On note & = (THT)«Ox ep - Clest un faisceau G(Qp)-équivariant. On note
0°™ C 0 le sous-faisceau des vecteurs lisses pour l'action de G(Q,), il admet
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la description suivante :
O™ = colimg, Ok,, ou Ok, = (WHT)*(WKP)_lﬁXKPKp.
On introduit alors le foncteur :
VB : Cohg(U) — Mod(0°™|y)

F s colimg, (F@a, O|v) "

Explicitons la définition. La colimite porte sur les sous-groupes ouverts com-
pacts de G(Q,). Pour tout ouvert V affinoide de U, on a

VB(Z)(V) = colimg, H(K,, (V)6 ,, (V).

On montre que 'action de K, diagonale est bien définie pour tout K, suffi-
samment petit.

THEOREME 1.1. —

(1) Pour tout # € Cohy(U), VB(F) est un faisceau localement libre
de rang fini de O°*™|y-modules.
(2) Pour tout F € Cohgy(U)™, on posséde un isomorphisme canonique

VB(?)@ﬁsm‘Uﬁhj — y@@hﬁhj

et le foncteur VB restreint a la catégorie Cohg(U)no est exact.
(3) Le foncteur VB est dérivable, et pour tout # € Cohg(U), on a
R{VB(Z) = VB(H!(n", %#)).
Remarque 1.2. — Vu le point (2) du théoréme, on pense donc a la condi-
tion d’étre annulé par n® comme & une condition d’admissibilité.

Remarque 1.3. — Soit .F € Cohg(U)". Il possede une action du Cartan
horizontal h = H°(FL,6°/n’). Supposons que .Z soit défini sur une exten-
sion finie L de Q,. On voit que VB(.%) possede une action semi-linéaire de
Gal(L/L). On posséde un opérateur de Sen arithmétique O ., associé i cette
action semi-linéaire. Il a la propriété que Oe,, = 0 si et seulement si VB(.F)
descend en un faisceau sur la tour de courbes modulaires définie sur L. Par
fonctorialité, le Cartan horizontal b agit sur VB(.#) et on a (théoreme 3.9)
(1,0) € b = Oyen.

Ezemple 1.4 (formes modulaires classiques, 3.5.1). — Tout caractere al-
gébrique k du tore T' de G fournit un faisceau G-équivariant sur FL£ que nous
notons 0% .. On peut le voir comme un objet de la catégorie Cohg (]—'ﬁ)“0
et on note w2 = VB(0% ). Cest un faisceau G(Qp)-équivariant sur FL.
On vérifie qu’on posséde un isomorphisme de G(Q,)-représentations :

P K,sm . P
HY(FL,w7,") = colimp, H'(Xk, kr, wi, )
ou ce dernier groupe est la limite inductive des cohomologies des faisceaux

des formes modulaires de poids  sur les courbes modulaires X, rcr.
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Ezemple 1.5 (formes modulaires surconvergentes, 3.5.3). — Considérons
la décomposition de Bruhat FL = U,, U {oo}, ou Uy, = B\BwyB pour
wo un générateur du groupe de Weyl, et co = B\B. A tout caracteére

k € X*(T)c,, on peut associer un faisceau inversible Oy ., dans la caté-
gorie Cohg(Uyy, ), qui est B(Q,)-équivariant. On note wf,sm = VB(0y, )-
Le groupe de cohomologie

He (Uug, wi7™)

est une représentation de B(Q,) qui se relie & I'espace de cohomologie locale
qui est considéré dans la théorie de Coleman supérieure pour le H! (voir [5]).

De méme, on peut construire un faisceau 0%, inversible dans la catégo-
rie Cohg(Or, ) (la limite des catégories Cohg(U) pour U parcourant les
voisinages de 00) qui est B(Q,)-équivariant. On note w*™ = VB(O%). Le
groupe de cohomologie

HY ({00}, wie™™)

est une représentation de B(Q,). Cet espace se relie a I'espace des formes
surconvergentes de poids k (et donc a la théorie de Coleman pour le HY).
Si k € X*(T), on posseéde une suite longue reliant cohomologie locale et
cohomologie classique :

0 — HY(FL,wi™) — H({oo}, w™™)

— He(Uug, wipy") — HY(FL wE™) — 0

Ezemple 1.6 (systémes locauz, section 3.5.2). — Le point (3) du théo-
réme couplé au théoreme de comparaison primitif de [21] implique la dé-
composition de Hodge-Tate de la cohomologie étale des courbes modulaires
avec coefficients. Soit Vj; la représentation irréductible du groupe G de plus

haut poids k, et Vi K, et 1o faisceau associé sur le site pro-Kummer-étale de
XKP Kp. On a

VB(Orr @ V) = wgy™™
R'VB(Orp @ V) = wyt?"™
et on trouve la suite exacte de Hodge—Tate :
0 — HY(FL,wp™ ™) — colimg, (Hp, et (XK, k7, Vi pret) @, Cp)
— HY(FL,W5t2™) — 0.
Passons a présent a la description des vecteurs localement analytiques

o'e C 0. Pour tout n > 0, on note G, le sous-groupe affinoide des éléments
de G qui se réduisent sur 1 modulo p™ et ¢, son anneau de fonctions. C’est
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un G,-bi-module. Pour tout f € Og, et g € G, on pose

g* f(=)=flg7'-),
g*2 f(=) = f(—9).

On considere le faisceau O, @O 7. On possede une action 3 de G sur Or.
Munis de Paction 1 3 (composée des x1 et *3), le faisceau ﬁgn@)ﬁ}-[; est un
faisceau G,,-équivariant. Il possede une seconde action xo de GG,, qui est Ox -
linéaire. Pour tout f € ﬁgn®ﬁfg (vu comme une fonction G,, — Orr), on a

gr13 f(=)=gf(g7"=), VgeG,,
g*Qf(i):f(fg)a ngGn

L’action %1 3 se dérive et induit une action de g et donc une action (Or,-
linéaire)
n’ — End,_, (g, ®0Fc)

On définit C"~ " = HO(n®, Og, ®C7,). La fibre du faisceau C*~%" en un
point x € FL est une certaine complétion (dépendant de n) du dual du
module de Verma universel C, ®y(n,) U(g). Ce faisceau est stable sous les
actions xj 3 et x2 considérées précédemment. L’action %; 3 induit aussi une
action *p., du Cartan horizontal h — b° /no. En passant a la limite, on
définit I'espace des germes de fonctions analytiques au voisinagede 1 : ¢ 1 =
colim,, Og,, , et on définit le faisceau

C'* = colim, C"*" = H%(ng, Oc,1®¢, OFc).

Le formule h x123 f( ) = hf(h™ — h) définit une action de G(Q,) sur
les faisceaux Og, 1®<C Orr et C'® La formule définissant le foncteur VB
s’étend naturellement a tous les faisceaux G,-équivariants, et par passage ala
limite & O¢, 1®c Oxr et C'*. Par définition, 0'¢ = colimg, (Og, 1®C ﬁ)KP =
VB(ﬁGJ@Cp Oxr). Le théoréme qui suit est une formulation agréable de
certains résultats de la section 4 de [17]. Cette formulation est inspirée par
la section 6 de [4] et est implicite dans [17]. On peut le voir comme une
généralisation du théoréme 1.1 pour un faisceau non-cohérent.

THEOREME 1.7. — On a 0'* = VB(C!®) et on posséde un isomorphisme
canonique, O-linéaire, g et G(Qy)-équivariant :

U: 6"Rpom O — C®p,, 0

Expliquons comment est deﬁnle I’application W. On posséde une appli-
cation orbite : ' — Oga, 1®<C o qui & une section localement analytique

fe o , associe un germe de fonction analytique g — ¢f. Le théoreme af-
firme donc que cette application orbite se factorise a travers le sous-espace
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C“‘@@t - 0 et que le linéarisé de I'application orbite, pris au dessus des vec-
teurs lisses, induit un isomorphisme sur C! “®ﬁ;gﬁ

Ce théoréme a pour corollaire (voir le lemme 4.6) :
COROLLAIRE 1.8 ([17]). — Le faisceau n® C Oz ® g agit trivialement

sur O,

Passons maintenant a la théorie d’Eichler-Shimura. Soit H! =
Hzl)met(X k»,Qp) la cohomologie complétée rationelle. Soit H® le sous-
espace des vecteurs localement analytiques pour 'action de G(Q,,). D’apres
[17, thm. 4.4.6], HY(FL, 0'*) = ﬁl’l“@)Qp(Cp. Soit Vj, la représentation irré-
ductible de plus haut poids x du groupe G. D’apres [10], on a :

Homgy (Vi ﬁl’l“) = colimg, Hzl,mket(XKpr , V,X’Kp,et).
On reformule donc la suite exacte de Hodge—Tate classique comme :
0 — HY(FL,wzp™™) — Homy(V,, H'(FL, 6'))
— HO(FL,wypormt?0smy 0.

ott HY(FL,w72*™) a poids wor((1,0)) et HO(FL,wre2 75™) a poids
k((1,0)) + 1.

Soit maintenant y € X*(T')c, un caractere de b. Pan calcule la structure
de Hodge Tate de Homy(x, H'(FL, 0'%)) qui fait intervenir les espaces de
formes surconvergentes.

THEOREME 1.9 ([17], voir le thm 5.12). — Soit x € X*(T)c, .
(1) Six((1,-1)) ¢ Z>p U — Liouv U {—2}, on a une suite exacte :
0 — He (U, wyp ™) — Homy (x, H' (FL, 6'))
— H({oo}, wwoxt2msmy
(2) Six e X*(T) et x((1,—1)) = —2, on a une suite exacte :
0 — HE (Uug, wyp ™) — Homy (x, H'(FL, 6')) — K — 0
et
0 — (HO({o0], w0 XH207) /HO(F Lo 74200
— K — HO(}'E,w}ZDX“”’m) —0
(3) Six e X*(T) et x((1,-1)) =0, on a :
0 — HY(FL,wzF™™) — Homg(x, H(FL, 6'7))
— HO({oo}, wd X205 @ (H? ({0}, wlX) /H (FL,wrp ™)) — 0
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(4) Six e X*(T) et x((1,-1)) € Z>1, on a :

0 — HY(FL,wzF"™) — Homy (x, H (FL, 6'))

— H({oo}, wxg"ox™205m) & HY ({00}, wiX) — 0

(5) Hi(UwO,wI;f(;sm), HY(FL,wzF"™) et HO({oo},w3X) ont poids de
Hodge-Tate wox((1,0)).

(6) HO({oo},wzoxt2esmy et HO(FL,wreXT>P5™) ont poids de
Hodge-Tate x((1,0)) + 1.

Dans la section 5, on donne une preuve de ce résultat. La preuve repose
sur le calcul de la cohomologie Exty(y, ©'*). On raméne ces calculs & ceux
de Extp(x,C') et donc & un probléme de théorie des représentations.

Lorsque le poids est singulier (par définition x((1,—1)) = -1 ou
woX = X + 2p), la structure de Hodge-Tate dégénere : Hi(UwO,wEf(;sm) et

HO({oo}, wox+20:5m) ont méme poids. L’opérateur de Sen n’est alors
pas semi-simple et le théoréme suivant décrit le sous-espace de
Homy (x, HY(FL, 0'%))% C Homg(x, H'(FL, 0'%)) ot I'opérateur de Sen est
semi-simple.

THEOREME 1.10 ([17], voir le théoréme 6.1). — On posséde un dia-
gramme commutatif :

0 0
HE (U 0™ s HY (U0 ™)

Homy +, (x, HY(FL, 0'1%))s —— Homy 4, (x, HY (FL, 0'%))

HO(]:E, w;_zvox-‘r?lhsm) , HO({OO}, wgowox+2p,sm)

Dans la section 6, on donne une preuve de ce résultat en utilisant la
théorie des représentations.
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1.1. Le travail de Juan Esteban Rodriguez

Juan Esteban Rodriguez a étudié le cas des variétés de Shimura générales
dans [19]. Le théoréme 1.1 est un cas trés particulier de [19, thm. 4.2.5 et
thm. 4.3.1] et le théoréme 1.7 est un cas trés particulier de [19, cor. 4.3.5].
Enfin [19, thm. 5.2.1] généralise d’une bonne partie du théoréme 1.9. Nous
utilisons [19, thm. 4.2.5] pour justifier certains calculs de cohomologie dans
la section 5.

1.2. Remerciements

Ce texte est une version détaillée d’'un exposé donné lors d’un groupe de
travail a 'ENS de Lyon sur le travail de Lue Pan. Je remercie les participants
au groupe de travail, et particulierement A. Bode, G. Boxer, G. Dospinescu,
Joaquin Rodrigues, Juan-Esteban Rodriguez et Olivier Taibi. Je remercie
également Michael Harris et Yuanyang Jiang pour leurs commentaires.

2. Faisceaux équivariants sur FL
2.1. Notations

Soit k£ un corps complet de caractéristique 0 pour une valuation de rang 1
étendant la valuation p-adique. Soit Oy son anneau de valuation. On utilise
la théorie des espaces adiques de Huber ([13]).

Soit G = GLg le groupe analytique sur Spa(k,Oy) défini par
G(Spa(R,R")) = GL2(R). Soit B son Borel supérieur, B le Borel opposé,
T le tore diagonal, et U le radical unipotent de B. Soit Z le centre de
G. Soit G = SL, le groupe derivé et T9" le tore maximal diagonal du
groupe dérivé. Soit G = G/G*" I'abélianisé de G. On posséde une iso-
génie Z — G donnée par le determinant. On a un morphisme surjectif
T4 x Z — T de noyau p. On note X*(T) le groupe des caractéres de 7.
On identifie X*(T') a I'’ensemble des couples (k;w) € Z2, k = w mod 2, via
(2t,t712) > tk2*. On note X*(T)T = {(k;w) € X*(T),k > 0} le cone des
caracteéres dominants pour B. Soit wg le générateur du groupe de Weyl. On
note g = Lie(G), b = Lie(B), n = Lie(U), b = Lie(T), h4" = Lie(T4"),
g% = Lie(G®) = Lie(Z) = ;.

On pose FL = B\G. Le groupe G agit a droite sur F£. On note 7 :
G — FL la projection et on appelle oo le point m(1) et Uy, = w(wol). La
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décomposition en cellules de Bruhat est FL = {00} [[ Uy,. Pour tout point
x € FL, on note B, = Stabg(x). On a B, = 27 !B% pour 7 € 7~ !(z). On
pose U, le radical unipotent de B,, T, = B,/U,. On pose b, = Lie(B,),
n, = Lie(U,), b, = Lie(T}).

2.2. Faisceaux équivariants

2.2.1. Faisceaux cohérents

Voir [23, def. 01BV]. Soit (X, Ox) un espace annelé. Un faisceau .# de
O'x-modules est cohérent si :

(1) il est de type fini,
(2) pour tout i € Zsg, pour tout ouvert U C X, et tout morphisme
¢: 0 — F|u, le faisceau Ker(¢) est de type fini.

Si Ox lui-méme est cohérent, alors un faisceau de &x-modules est co-
hérent si et seulement si il est de présentation finie ([23, lem. 01BZ et
lem. 01BW]).

On note Coh(@x) la catégorie abélienne des &x-modules cohérents. Si
X est un espace adique et Ox est le faisceau structural on note aussi cette
catégorie Coh(X).

2.2.2. Faisceaux équivariants

Soit S un espace adique localement de type fini sur Spa(k, Q). Soit H
un S-espace adique en groupes localement de type fini, agissant a droite sur
un S-espace adique X. On note m : H xg X — X lactionet p: H xg X —
X la seconde projection. Un faisceau cohérent H-équivariant sur X est un
faisceau cohérent % munit d’un isomorphisme act : m*.# — p*.% vérifiant
les propriétés suivantes.

(1) (L’identité agit trivialement) Soit e : S — H la section neutre. On
a (e x Idx)*act =1d .

(2) (L’action est associative) Pour ¢ = 1,2,3, on définit des applica-
tions m; : H xg H xg X — H xg X par m1((g1, 92, 7)) = (9192, ),
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ma((g1,92,%)) = (g2,2g1) and m3((g1,92,%)) = (g1,2). Le dia-
gramme suivant est commutatif :

mjact

mim*F mip*F
* * m;aCt * ok O * * m;act * ok
mim*F —— mip* F ——= mim*.F —— mip*F

On note Cohp(S) la catégorie des faisceaux cohérents H-équivariants
sur S.

2.2.3. Faisceaux G-équivariants sur FL

Le groupe G agit sur lui-méme a droite par translation a gauche via
(g,h) — g*1 h = g~ 'h et translation a droite par (g, h) — g %2 h = hg. Ces
actions induisent deux structures de faisceaux G-équivariant sur Og.

Notons Rep(B) la catégorie des représentations de B sur les k-espaces
vectoriels de dimension fini. On définit un foncteur F' : Rep(B) — Cohg(FL)
qui envoie une représentation (V,p) sur le faisceau V donné par V =
(1, OaRV)B*1€P (c’est & dire qu'on prend les invariants sous l'action dia-
gonale de B). L’action %2 sur O¢ induit la structure G-équivariante sur V.
Notons is : {00} = FL linclusion. Comme B est le stabilisateur du point
00, on définit un foncteur %, : Cohg(FL) — Rep(B) qui envoie .7 sur i%,.Z.

PROPOSITION 2.1. — Le foncteur
i% : Cohg(FL) — Rep(B)
F— i F

est une équivalence de catégorie. Un quasi-inverse est donné par le foncteur
F:V—=V.

Démonstration. — Soit .# un objet de Cohg(FL). La restriction de l'iso-
morphisme d’action m*%# = p*%# a G x {oo} fournit un isomorphisme
T*F = Og Q i%,-%. On affirme que Z est le faisceau G-equivariant associé
a la représentation i% .# de B. Considérons l'action x1 3 : G X (G x X) —
(G x X), (h,(g,7)) — (h~tg,zh). Le morphisme m : G x X — X est un
G-torseur pour I'action x; 3 de G. Ainsi,

F = (mym*(F)) 2
= (nu*(#)) 0l
= (W*ﬁg Rk i;oy)*l’?"B
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ou l'action 1 3 de B dans la derniere formule est ’action diagonale. De méme
on vérifie que l'action G-equivariante sur % est induite par 'action x de G
sur O¢g dans la derniére formule. O

LEMME 2.2. — Si V € Rep(G), on posséde un isomorphisme de fais-
ceaur G-equivariants V = VQgOrp ot laction de G est diagonale sur le
second membre de l’égalité.

Démonstration. — Considérons I’application 7, 0cRV — m,0c®V don-
née par f(g) — p(g)~1f(g). Cette application échange I'action x; ® p et
l'action x; ® Id de B. (]

2.2.4. Exemples

(1) Pour tout caractere algébrique k = (k;w) € X*(T'), on note 0%, =
F(wok) le faisceau associé a la représentation wgr de dimension 1
de B. C’est un faisceau de degré k. Si k € X*(T)7,

HY(FL, O%) = {f : G — A1, f(bg) = wor(b)f(9)}

est la représentation de plus haut poids  de G.

(2) On note g° = F(g), le faisceau associé & g muni de la représentation
adjointe. D’apres le lemme 2.2, g° = 07, ® g.

(3) Onnote n® = F(n), b = F(b). Onan® C b° C g°. Pour tout ouvert
Ude FL, f € g°(U) est une section de b°(U) (resp. n°(U)) si et
seulement si pour tout « € U, f(z) € b, (resp. ny).

(4) On a un isomorphisme h = HO(FL,6%/n%). L’'image de h — b°/n°
est appelé Cartan horizontal. Ce morphisme se décrit concrétement
comme I'application qui envoie h € b sur la fonction z — Z~1hZ, ol
x € FL et T € G est un relevement de x.

(5) Le faisceau localement libre g°/b° s’identifie canoniquement au fais-
ceau tangent Tr,. En effet, Tr, est un faisceau G-equivariant de
fibre en infini g/b. On peut également procéder plus directement.
On posséde un morphisme g — Tx, qui s’obtient en dérivant ’action
de G sur O (voir la section 2.2.8). On peut I'étendre linéairement
en un morphisme g® — 7x,. Ce morphisme passe au quotient en un
isomorphisme de faisceaux G-équivariants g°/b° — Tx,.

(6) Soit St la representation standard de dimension 2 de G. Comme B-
representation, on a une suite exacte 0 — (1; 1)k — St — (—1; 1)k —
0. En appliquant le foncteur F' on retrouve la suite exacte fonda-
mentale sur FL :

0— 0 — 07, 0, St — 65D — 0.
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2.2.5. Faisceaux H-équivariants

On considére maintenant un sous-groupe ouvert H de G. Si U est un ou-
vert de FL stable sous H, on posséde une catégorie Cohy (U) dont les objets
sont les faisceaux cohérents, H-équivariants sur U. Supposons qu’on possede
un point € U(k) tel que le morphisme H — U induise un isomorphisme
x.Staby(z)\H — U. Notons i, : x — U linclusion. Dans cette situation
ona :

PROPOSITION 2.3. — Le foncteur Cohy(U) — Rep(Stabgy(z)), donné
par F — i5.F est une équivalence de catégorie.

Démonstration. — C’est identique a la preuve de la proposition 2.1. O

2.2.6. Faisceaux g-équivariants

On note G la complétion formelle de G en la section neutre. Si I dé-
signe I'idéal d’augmentation de Og, alors Op = lim, Og/I". Notons g =
Homy (I/12, k) I'algebre le lie de G et U(g) P'algebre enveloppante de g. Elle
s’'identifie a 1’algebre des operateurs differentiels invariants a gauche sur G
(voir [15, I, 7.10]). On possede un isomorphisme &y = Homy (U(g), k).

On peut considérer la catégorie Cohy(U) des faisceaux cohérents qui sont
g-équivariants. Un objet de cette catégorie est un faisceau coherent %, muni
d'un morphisme d’action act : .F — .F ®y O (vérifiant les conditions dé-
duites de celles de la section 2.2). Par dualité, on posséde un morphisme
U(g)®.F — F qui est déterminé par sa restriction & g. Un objet de Cohg(U)
est donc simplement la donnée d’un faisceau cohérent .# équipé d’un mor-
phisme g — End (%), vérifiant :

(1) Pour tout ouvert V' de U, pour tout z,y € g, et toute section f €
F(V), ona: wyf —yof = [v,yf,

(2) Pour tout ouvert V de U, pour tout = € g, toute section f € Z(V),
et toute section h € Oz, (V), on a z(hf) = z(h)f + ha(f)™D).

LEMME 2.4. — Tout objet de Cohgy(U) est un faisceau localement libre
de rang fini sur U.

Démonstration. — Soit .F € Cohg(U). Soit F' le sous-faisceau de
torsion. Comme F L est une courbe lisse, il suffit de voir que .#t"¢ = (. Soit
V = Spa(A, AT) un ouvert affinoide de U. Le A-module .Z%"5(V) est de
type fini et de torsion. Soit I C A son idéal annulateur. Pour tout g € g,

(1) 2(h) est défini & la section 2.2.4 (5)

— 12 —
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feFtors(Vyetielonag(if)=g(i)f+ig(f). Appliquant cette identité
a i € I?, on voit que g(f) est de torsion. Appliquant ceci & i € I, on déduit
que ¢(4).f = 0. On voit donc que 'idéal I de A est non nul, et stable sous
les dérivations de A. C’est donc que I = A et Ft°ms(V) = 0. O

Soit .Z# € Cohg(U). On peut étendre 'action de g en une action de Oy @y g
et le sous-faisceau b agit lindairement d’apres 2.2.4(5). On posséde donc un
morphisme g-équivariant b® — End,, (7).

DEFINITION 2.5. — On dit qu’'un objet F de Cohgy(U) est de poids x €
X*(T) si le morphisme précédent se factorise en un morphisme b%/n% —
End,, (F) et si le Cartan horizontal by agit par a travers le caractére x.

Ezemple 2.6. — Le faisceau 0% est de poids wor. En effet, dans les no-
tations des exemples 2.2.4(1) et (4), on a f(gg~'bg) = f(bg) = wor(b)f(g).
De fagon équivalente, si k € X*(T') est une représentation de B de dimen-
sion 1, F(k) est de poids k.

Remarque 2.7. — Les objets de poids nul de Cohy(U) sont les fibrés a
connexion intégrable. En effet, dans ce cas le morphism 0y ® g — End, (%)
se factorise en un morphisme : 7y — End, (.%). Les conditions (1) et (2)
assurent que ce morphisme est équivalent a la donnée d’une connexion inté-
grable V: 7 — F @6, Qpy .-

2.2.7. Cohomologie de I’algebre de Lie nilpotente

On note Cohg(U)“O la sous-catégorie de Cohg(U) des faisceaux tués par
n°. On dispose de foncteurs :

Cohy(U) —» Cohg (U)™
F—s FV =H' (0", F)
F +— Fyo = coker(F — F @ (n°)Y) = H'(n°, 7)

2.2.8. Faisceaux H-équivariants et faisceaux g-équivariants

Pour tout sous-groupe ouvert H de G et tout ouvert U qui est H-stable,
on possede un foncteur : Cohg (U) — Cohy(U) obtenu en « dérivant » I'ac-
tion de H. A tout objet %, muni de son action H-équivariante, on associe
I'objet .7 muni du morphisme . — .7 ® Oy — % ® O, déduit de 'applica-
tion Oy — Op. On déduit au passage que le foncteur Cohy (U) — Cohg(U)
est fidele dés que H est connexe.

- 13 -
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Remarque 2.8. — Voici une autre maniere de décrire ’action de g sur un
faisceau .# qui est H-équivariant. On note H(") le fermé de H défini par le
carré de l'idéal d’augmentation I%. On a Oya) = k @ eg¥. On restreint le
morphisme my en un morphisme mgqa) : HW x U — U et la projection pg
en une projection pya) : HM x U — U Considérons le morphisme composé
F = myuF = 0o F = F +eg’ @ F. La projection sur g¥ @ F fournit
une action de g sur .%.

2.2.9. Integration de I’action infinitésimale

On va maintenant montrer qu’on peut toujours « intégrer » une action
infinitesimale sur un ouvert quasi-compact. Commengons par quelques pré-
liminaires. Soit g*© = My(Oy) l'algebre de Lie du groupe GLjy /Oj. Pour
tout n > 0, on défini un sous-groupe G,, — G dont les points sont les
matrices entieres de reductions triviale modulo p™. Le spectre formel de
ﬁgn est un schéma formel p-adique en groupes lisse. Concretement, on a

ﬁgn = Or(Xi;,1,j € {1,2}) et la matrice universelle vaut
n{X11 Xi2
1+ : 2)
P (X2,1 X2,2)
On voit que si n > 1, la fibre spéciale de Spf ﬁ’gn est un groupe additif. Soit
I¢ Tidéal d’augmentation de & (engendré par les {X;;,i,5 € {1,2}}).
On note g} = Hom(Izgn/(Ign)Q, O)). On posséde un morphisme g — g
qui induit un isomorphisme g7 = p™g*. Notons U(g,") — U(g) l'algebre
enveloppante sur Oy de g;'. C’est la sous Op-algebre de U(g) engendrée par
gt . Notons Dist(0f, ) = colim,, Homo, (64, /(I& )™, O). Pour n > 1, il

resulte de [15, 1, 7.8] que c’est la sous Og-algebre de U(g) engendrée par les
éléments

Im
{ mGZ;O,xegf{}.

m!’
On possede alors la suite d’inclusions pour tout n > 1 :

U(g)) — Dist(0F ) — U(gt_,).

ProPOSITION 2.9. — Soit U un ouvert quasi-compact, et soit F €
Cohy(U). Alors il existe un sous-groupe ouvert H de G tel que F soit dans
Uimage du foncteur Cohp (U) — Cohg(U).

Démonstration. — On va trouver H de la forme G,, pour n € Z3,. Vue
la fidélité de Cohy(U) — Cohgy(U) pour H connexe, on peut supposer que
U = Spa(4, A") est affinoide. On pose M = .Z(U). On fixe un sous A*-
module ouvert et borné Mt de M. On affirme qu'’il existe n € Z> tel que
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le morphisme g — End(M) induise un morphisme p"g" — Endg, (MT).
En effet, on commence par trouver ng tel que p™gT(A*) C AT (ce qui est
possible car AT est topologiquement de type fini sur Ok). Puis, on peut
trouver n > ng tel que pour une famille finie génératrice M d’éléments de
M comme A*-module, on ait p"gT (M) C MT. On posséde alors un mor-
phisme Mt — M+ ®p, Home, (U(p"g"), Ok). On posséde des morphismes
Homoe, (U(p"g"), Ok) — limy ﬁgnﬂ/lénﬂ — ﬁénH. Ceci induit donc un
morphisme M — M ® Og O

n+2°
2.2.10. Faisceaux (g, M)-équivariants

Soit M un sous-groupe localement profini de G(Q,). Soit U un ouvert
stable sous M. Soit my; : M x U — U la projection, et pps : M x U — U
laction. Soit .# un objet de Cohg(U). On suppose que .# est aussi M-
équivariant : on possede un isomorphisme actys : mjy;.F = py;-# qui vérifie
la condition de cocycle de la section 2.2. Considérons maintenant les deux
conditions de compatibilité suivantes entre les actions de g et de M. Pour
tout ouvert V de U, on a (fonctoriellement en V) :

(1) Pour tout (f,g,m) € F(V)xgx M, avecmV CV onaAd,(9)f =
m(g(m=1f).

(2) Si V est quasi-compact, il existe un sous-groupe ouvert H C G tel
que laction de g sur 7|y s’intégre en une action acty de H et tel
que les actions acty et acty; coincident sur M N H.

DEFINITION 2.10. — On dit que le faisceau F est (g, M)-équivariant,
si les actions de g et M vérifient la condition (1). On note Cohy ar)(U) la
catégorie des faisceaux (g, M )-équivariants.

On dit que le faisceau F est (g, M)-fortement équivariant, si les actions
de g et M wvérifient les conditions (1) et (2). On note Cohg apys(U) la caté-
gorie des faisceauz (g, M )-fortement équivariants.

Remarque 2.11. — La condition (1) signifie que le morphisme d’action
g ®r F — F est M-équivariant (ot l'action de M est celle sur les deux
facteurs dans le terme de gauche).

Remarque 2.12. — La condition (2) signifie que action de M est locale-
ment analytique, et que ’action infinitesimale de M est induite par celle de
g. Méme si cette condition est naturelle, nous allons rencontrer des exemples
ou elle n’est pas satisfaite.

Remarque 2.13. — Soit H un sous-groupe ouvert de G et M un sous-
groupe localement profini de H N G(Q)). On possede alors un foncteur na-
turel : Cohg (U) — Cohg apys (U).
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2.3. Faisceaux inversibles g-équivariants

On se propose de déterminer les faisceaux inversibles g-équivariants sur
FL, FL\ {o0}, et au voisinage du point {oc}.

2.3.1. Faisceaux inversibles g-équivariants sur FL

Soit Z le centre de G' et T le tore maximal diagonal du groupe dérivé
de G. Soit G I’abélianisé de G. On possede une isogénie Z — G* donnée
par le determinant. On a un morphisme surjectif 79¢" x Z — T de noyau ps.
On a donc X*(T) < X*(T%") x X*(Z) et le conoyau de ce morphisme est
un groupe d’ordre 2. Ce morphisme induit un isomorphisme h = h4¢” @ g?°.

Pour tout caractere k € X*(T), on possede un faisceau inversible 0%,
(voir la section 2.2.4(1)). Pour tout p € X*(Z), vu comme un caracteére
w:g— k, on note k(u) le k-espace vectoriel de dimension 1, avec action de
g par pi.

Soit k € X*(T%") x X*(Z)r — X*(T)i. Ecrivons k = k' + u avec
K € X*(T) et p € X*(Z)y. On définit 0%, = 6%, @y, k().

LEMME 2.14. — Le faisceau g-équivariant O'%, ne dépend que de K
(comme la notation lindique), et pas de la décomposition k = k' + p.

Démonstration. — Supposons que k = k' + u = k" + p/. Supposons que
O%r @ k() =~ 0%, @ k(i) comme faisceaux g-equivariants. Quitte a
tordre, on peut supposer k” = ' = 0. Comme ﬁj%lc ®k k(1) est le faisceau
constant de degré nul, cela signifie que k' € X*(G) (c’est-a-dire que x’ est
un caractere de G tout entier). L’action de g sur HO(FL, ﬁ}lﬁ ®r k(n)) ~k
se fait via k' + p et donc k' + u = 0. O

LEMME 2.15. — Tout faisceau g-équivariant inversible sur FL est iso-
morphe d un faisceau 0%, pour un unique k € X*(Tyer) X X*(Z)k.

Démonstration. — Soit .# un faisceau g-équivariant inversible. En tor-
dant par un faisceau convenable 0% ., k € X*(T'), on se rameéne au cas ol
le faisceau sous-jacent a .# est le faisceau structural Oz,. L’action de g sur
HO(FL, O.) se fait via un caractére p: g — k. O

On détermine & présent les objets inversibles de Coh 4 ¢ (q,))(FL). Pour
tout k € X*(T'), le faisceau 0%, est G-equivariant et définit donc un objet
de Cohq (g, ))s (FL) par la remarque 2.13.

Soit u € X*(Z)r et x : G(Qp) — k* un caractére continu. On note
k(w, x) le k-espace vectoriel de dimension 1, muni des action de g via u
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et de G(Q,) via x. On note que ces actions sont compatibles au sens ol
Adg(h).e = ghg™'.e pour g € G(Q,), h € g, € € k(p, X)-

Pour tout K € X*(T'), p € X*(2)i et x : G(Qp) — k>, on possede donc
un faisceau (g, G(Qp))-équivariants 0%, @y k(1, x)-

LEMME 2.16. — Tout faisceau inversible (g, G(Qp))-équivariant est iso-
morphe & un faisceau 0%, Qy k(p, x) pour (k,p,x) € X*(T) x X*(2Z)y x
Hom(G(Qp), k). On posséde un isomorphisme de faisceauz (g, G(Qp)) équi-
variants 0%, @, k(p, X) = O%, @k k(1 X') si et seulement si :

(1) k—K' =6 € X*(G®),

(2) p=p"+9,
3) x =x"+9.
Démonstration. — Soit F un faisceau (g, G(Q,))-équivariant inversible.

En tordant par un faisceau 0%, pour k € X*(T), on se rameéne au cas
ott le faisceau sous-jacent est Ox,. On a alors HO(FL, #) = k(u,x). On
vérifie facilement que (k, u,x) est unique modulo la relation d’équivalence
décrite. a

2.3.2. Faisceaux inversibles g-équivariants sur 7L\ {oo}

On veut maintenant détérminer les faisceaux inversibles g-équivariants

sur Vouvert B\BwoB = Uy, = E\Eon

Commengons par décrire deux constructions.

(1) Considérons le morphisme :
T U’\EwOU — B\\Eon.
Pour tout k € X*(T')x, on pose :
o5, (V) ={f: 77 (V) — A", f(bg) = wor(b) f(g) ¥ be B}.

wo

L’action par translation a droite de G fournit une structure g-
équivariante.

(2) Soit & € Qlljwo/k. On note Oy, [€] le faisceau trivial muni de la
connection V donnée par V(1) = £. La connexion définit, via le
morphisme g € g — Vg, une structure g-équivariante. Voir la re-
marque 2.7.

On note o7, €] = 00, ®6u,, O, €.
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LEMME 2.17. —

(1) Le faisceau ﬁ{}wo [€] est de poids wok,

(2) Tout objet de rang 1 de Cohy(U.,,) est isomorphe d un faisceau
ﬁ(’}wo [€] pour un unique k et une forme différentielle & unique a un
scalaire pres.

Démonstration. — Le premier point résulte de 'exemple 2.6 et de la re-
marque 2.7. Passons au second point. Soit .# un objet de Cohgy(U,,). Rap-
pelons pour commencer que tout faisceau inversible sur Uy, est trivial ([16,
thm. 4]). On posséde un morphisme g-équivariant b° — Efndﬁuw0 (F) =
Oy, - Le morphisme n' — Ou,, est nul car le faisceau nY est de poids 2p.
Le morphisme b°/n% — ou,,
ractere k € X*(T),. En tordant par ﬁgjﬁ:’” on peut supposer que K = 0.

est g-équivariant et donc induit par un ca-

L’action de g sur .% induit donc un morphism : 7y, ® F — F (par la re-

marque 2.7) ou de fagon équivalente, une connexion V : % — .7 ®g4,, QlU /K
wo

Il en résulte que le faisceau .7 est isomorphe a 0 [¢].

On s’intéresse a présent aux objets de Coh (g p(q,))(Uw,)- Pour tout x €
X*(T)g, on peut définir une structure (g, B(Q,))-équivariante sur le faisceau
ﬁ[’}wu de la facon suivante. Pour toute section f de ﬁﬁwo (vue comme une

fonction f(bwou) pour b € B et u € U), on pose :

(1) o' f(bwou) = k(D) f (bwour') pour tout v’ € U(Qy),
(2) tf(bwou) = f(bwot~ut) pour tout t € T(Q,).

Pour tout caractére continu A : T(Q,) — k*, on note k(\) le k-espace
vectoriel munit de l'action de B(Q,) par A.

PROPOSITION 2.18. — Tout objet inversible de Coh(q p(q,))(Uw,) est
isomorphe a un faisceau ﬁ{}wo ®k k() pour un unique k € X*(T)i, et un
unique A : T(Qp) — k*.

Démonstration. — Soit .# un objet de Coh(q p(q,))(Uw,) de rang 1.
Quitte a tordre, on peut le supposer de poids 0. On peut aussi fixer un
isomorphisme % ~ oy, - Pour tout m € B(Qp) onam.l = f,.1o0u f,, est
une fonction inversible sur Uy, , donc une constante (en considérant le poly-
gone de Newton de f,, on voit que si f,, est non constante, elle possede un
zéro). 11 en résulte que action de B(Q,) sur 1 est donnée par un caractére
A B(Q,) — k*. L’action de g est donnée par une connection V. La com-
patibilité entre 'action de B(Q,) et I’action de g signifie que le morphisme
V:F>FQ wao /i st B(Qp)-équivariant (voir la remarque 2.11). Soit z
la coordonnée naturelle sur U,,,. Posons V(1) = £(z) = f(z)dz. L’invariance
par 'action de B(Q,) signifie que f(z)dz = bf(z)dbz pour tout b € B(Q,). Si
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on lapplique & la matrice unipotente standard, on trouve que f(z+1) = f(z),
donc ¢ = rdz avec r € k. Si on applique & t = diag(¢, 1) € B(Q,), on trouve
que rdz = trdz. Il en résulte que 7 = 0. Ainsi, les objets inversibles de poids
zero de Coh(g, (q,))(Uw,) sont bien de la forme 0y, @i k()\), ce qui termine
la démonstration. O

Remarque 2.19. — Soit £ € X*(T). D’apres les résultats de la

section 2.3.1, on possede un faisceau fortement (g, G(Q,))-équivariant

% et on vérifie qu’on posseéde un isomorphisme canonique de faisceaux
(9, B(Qyp))-équivariants :

O%clv,, = OF,, O k(x).

2.3.3. Faisceaux inversibles g-équivariants au voisinage de 1’infini

Notons Cohy(Orr, ) la limite inductive des catégories Cohgy(U) ou U
parcourt les voisinages du point oo.

Commencons par une construction sur 'ouvert B\ BwyBwy = U;. Consi-
dérons le morphisme :

T ﬁ\EwOUwO — E\éonu}o.
Pour tout k € X*(T')x, on pose :

o5, (V) = {f : 771 (V) — A, f(bg) = wor(b) f(g) Vb€ B}.

L’action par translation a droite de G fournit une structure g-équivariante
K
sur OF, .

Remarque 2.20. — On a donc construit des faisceaux g-équivariants, 07,
et 0, pour tout k£ € X *(T)g. Ces deux faisceaux se recollent en le faisceau

O%p stk € X*(T4) x X*(Z)y.

On note Orr o lanneau local de FL en oo. Soit io : {00} — FL
I'inclusion. Pour tout faisceau .# sur FL, on note i '.% ou Z la tige
du faisceau .Z en le point co(?). Ainsi, OFr.oo = ing Orr. On pose O =
i (OF) = 0p C’est un objet de Cohgy(Or, ).

) Uy,00°

(2) On ne confondra pas le foncteur i;ol avec le foncteur % qui est définit pour les
faisceaux de O ,-modules.
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LEMME 2.21. —

(1) Le faisceau O est de poids wok.
2) Tout objet de rang 1 de Cohy(Orr ) est isomorphe & un unique
g :
faisceau OF .

Démonstration. — Le premier point est évident. Pour le second point,
soit .# un objet de rang 1 de Cohy(Orf ). Le morphisme nd —
Endg,, (F) est g-équivariant, donc nul. On possede donc un morphisme
(69/n%)o — Endg,, . (F) qui est g-equivariant, et donc le Cartan hori-
zontal b agit & travers un caractére y € X*(T);. Quitte & tordre, on peut
supposer que x = 0. D’apres la remarque 2.7, .% est un fibré & connection
de rang 1 sur Orr . On vérifie sans peine que & posseéde un générateur
horizontal et donc .Z ~ Orp o). O

Le groupe B(Q,) stabilise le point co et agit sur ’ensemble des voisinages
U de oo. Notons Cohy p(q,))(0Fc,) la catégorie dont les objets sont des
modules de types finis sur 0z, o, munis d’une action de g et d’une action
de B(Q,) compatibles au sens des points (1) et (2) de la section 2.2.10. On
définit une structure B(Q,)-équivariante sur 0% . Pour toute section f de
0% (vue comme une fonction f(bwouwo) pour b € B et u € U arbitrairement
proche de 1), on pose :

(1) o' f(bwouwg) = f(bwouweu') pour tout v’ € U(Q,),
(2) tf(bwouwg) = (bt~ wouwet) pour tout t € T(Q,).

On vérifie immédiatement que &%, est bien un objet de Coh 4 p(q,)) (O FL,00)-

Rappelons que pour tout caractére continu A : T(Q,) — k*, on note k(\)
le k-espace vectoriel muni de Paction de B(Q,) par A.

LEMME 2.22. —  Tout objet de rang 1 de Coh(y p(q,))(OFc.c0) est
isomorphe d un faisceau OF ®j k(X) pour un unique k € X*(T) et
A T(Qp) — K*.

Démonstration. — Soit # un objet de rang 1 de Coh 4 p(q,))(OFc,c0)-
Quitte a tordre, on peut supposer que % est de poids nul donc isomorphe
& Orr.o (et Paction de g correspond & la connection triviale). L’action de
b € B(Qp) est donnée par la multiplication par une fonction f, € Or, et la
compatibilité entre 'action de g et de B(Q)) entraine que d(f) = bd(1) = 0.
Ainsi, f, est constante, et 'action de B(Q),) est bien donnée par un caractére
continu A : T(Q,) — k*. O

(3) Soit z la coordonnée au voisinage de Dinfini. Supposons que V(1) = f(2)dz. On
cherche & résoudre l'equation dg(z) + g(z) f(z)dz. Soit F(z) un primitive de f(z). On voit
que g(z) = exp(—F(z)) est une section horizontale
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Remarque 2.23. — Soit k € X*(T). D’aprés les résultats de la
section 2.3.1, on possede un faisceau fortement (g, G(Q,))-équivariant
% et on vérifie qu’on posseéde un isomorphisme canonique de faisceaux

(9, B(Qyp))-équivariants :
OF 100 = 0%, @, k(wok).

3. Faisceaux automorphes
3.1. Catégories de faisceaux cohérents sur les courbes modulaires
3.1.1. Courbes modulaires perfectoides

Soit KP un sous-groupe ouvert compact de G (A?). Soit K, un sous-
groupe ouvert compact de G(Qy). Soit X, x» la courbe modulaire adique de
niveau K, K? sur Spa(C,, Oc, ). Soit Xx» = limg, Xk, x» la courbe modu-
laire perfectoide ([22]). Soit mx, : Xx» — Xk, k» la projection vers la courbe
modulaire de niveau K, KP. Si U est un ouvert quasi-compact de X » alors
U est de la forme w}i (U Kp) ou Uk, est un ouvert quasi-compact de X, k»
pour tout K, assez petit. On note 0% = colimg, 7r;(11j OX ¢, kv - L complé-
tion du faisceau ﬁs’?{p est le faisceau structural Ox,., de Xg». On possede

S

. s
une morphisme d’espaces annelés 75" : (Xkor, P ) = (XK, kv, ﬁXKpKP )
(ne pas confondre avec 7k, !). On a donc un foncteur

(mi)* + Coh(Xk, kv) — Coh(O%):,)

F =1 F O, o,

“to
X
Kp " XKpKP

L’énoncé qui suit exprime entre autre que la catégorie Coh(0%" ) est la
limite inductive des catégories Coh(Xxk, kv ).

PROPOSITION 3.1. —

(1) Le faisceau OF7., est cohérent dans Mod (0% ).

(2) Soit U = limg, Uk, un ouvert quasz—compact de Xk, et F €
Coh(o%%, |v). Alors il em’ste un sous-groupe ouvert compact K,
est Fg, € Coh(Uk,) tel que F = (7i")* Tk, .

(3) Soit ¢ : F — & un morphisme dans Coh( o |u). Alors il existe
un sous-groupe ouvert compact K, et un morphisme ¢k, : Fx, —+
Yk, dans Coh(Uk,) tel que ¢ = (73")* ¢k,
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(4) Soit ¢ : F — ¢4 un morphisme dans Coh(O%". |v). Alors ¢ est
un isomorphisme si et seulement si, pour tout Cp,-point x de U,
bp + Fu — G, est un isomorphisme.

Démonstration. — Montrons que le faisceau OY" = est cohérent (voir la
section 2.2). Le premier point de la définition est évident. Pour le second
point, on peut supposer que l'ouvert U C X  est quasi-compact. Soit

$1,...,8 € OY~, (U). Alors il existe un sous-groupe ouvert compact K,
et un ouvert Ug, de X kv tel que U = wi}i(UKp) et tel que sq,...,s; €

ﬁXKpr (Uk,). Le noyau du morphisme ﬁ(i]K — Ouy, est de type fini
P .

comme Oy, -module. Le noyau du morphisme (&7/)" — O™ est donc de
type fini. Le reste resulte du lemme 01ZR de [23] (énoncé pour des schémas).
Le dernier point, se déduit du résultat analogue dans Coh(& X, wp)- |

3.1.2. Application des périodes de Hodge—Tate

Soit
0 — Lie(E)(1) — T, E® Ox,., — wgt — 0
la décomposition de Hodge-Tate relative du module de Tate du schéma

semi-abélien universel. Soit 7y : Xg» — FL application des périodes de
Hodge—-Tate ([22]). Par construction,

w0 — 655 — O5p @4 St — 08D — 0)

=0— Lie(E)(l) — T, E® ﬁXKp —> wgt — 0.
On rappelle que 'image inverse d’un ouvert affinoide standard® de F£ via
mgr est affinoide.

910 note Ok, = (WHT)*WI_(Z)(ﬁXKP), O™ = (1) O, = colimg, Ok,
et 0 = ('/THT)*ﬁXKp'

On considére le morphisme d’espaces annelés w37 @ (Xko, jgzp) —
(FL,0°™) (ne pas confondre avec mgr!). On posséde donc un foncteur
(mar)x = (maT)s : Coh(OF7 ) — Coh(0°™) et un foncteur

(mgr)* : Coh(0°™) — Coh(O%:,)

—1 sm
eg. — WHTy ®7T;1’11"ﬁsm' ﬁX

KP

(4) Les ouverts affinoides standards sont les boules de rayon 1 et de centre oo et cowg.
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PROPOSITION 3.2. —

(1) Le faisceau O°™ est cohérent dans Mod(&*™),

(2) Les foncteurs (mur)« et (737)* induisent des équivalences entre les
catégories Coh(OY" ) et Coh(0°™).

(3) Pour tout F € Coh(O0%" ), on a R (wgr)F =0 pour tout i > 0.

(4) Soit F € Coh(0°™). Soit U un ouvert rationnel d’un affinoide stan-
dard de FL. On a H (U, Z) = 0 pour tout i > 0.

Démonstration. — Soit . un objet de Coh(O%" ). Soit U un ouvert
affinoide de Xg»r. Il résulte de la proposition 3.1 et du théoréme 2.5 de [13]
que HY(U,.#) = 0 pour i > 1 et que pour tout ouvert rationnel V de U,
FV)=FU) oy W) 0%, (V)

Inversement, si M est un OY" (U)-module de présentation fini, il existe
un unique faisceau cohérent M sur U tel que M(V) = M&eoyn ()0, (V).
On posséde une base d’ouverts affinoides U de FL tel que mpmn(U) =
limg, Uk, ott Uk, est un ouvert affinoide de Xk, x»r pour tout sous-groupe
compact ouvert K, assez petit. Soit # € Coh(£*™). On déduit donc que
(ﬂ%”%)*fh;T(U) est le faisceau associé au module .Z (U). On déduit égale-
ment que le morphisme (wgy7), est exact et que les morphismes d’adjonc-
tion (m5/%)* (mar)x — Id et Id — (wgr)«(73)* sont des isomorphismes.
Vérifions la cohérence de &°™. Soit s1,...,s; € O*™(U). Considérons le
morphisme ¢ : O™}, — O°™|y. On déduit que (75%)* Ker(¢) est de
type fini, et donc Ker(¢) est de type fini. Vérifions le dernier point. On
a Hi(U,F) = H(U, (rr). (vif3)"F) = H(mb(U), (733)*%). On a vu
que H (7 (U), (m572)* F) = 0 si i > 0. O

3.2. Le foncteur VB sur la catégorie Cohy(U)

Soit U un ouvert de FL. On définit un foncteur :
VB : Cohg(U) — Mod(0°™ )
F +— colimg (F@e, Oly)K

Explicitons la définition. Pour tout ouvert affinoide V' de U, on a
VB(.F7)(V) = colimg, HY(K,, #(V)®6, ., 0 (V)). On observe que 'action
de K, diagonale est bien défini pour tout K, suffisamment petit. En effet,

d’apres le lemme 2.4, action de G sur Z (V) est induite par laction d’un
sous-groupe ouvert H de G, qui contient un sous-groupe ouvert de G(Qp).
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THEOREME 3.3. —

(1) Pour tout # € Cohy(U), VB(F) est un faisceau localement libre
de rang fini.

(2) St U est quasi-compact, et F € Cohg(U), il existe un sous-groupe
compact ouvert K, et un faisceau localement libre canonique de
(Ok,)|lu-modules, noté VBg,(F), et un isomorphisme VB(.F) =
VB, (7) Dok, v oMy

(3) Pour tout F € Cohy(U)™, on posséde un isomorphisme canonique

VB(F)®gem|, Olu — FR6,0\v
et le foncteur VB restreint a la catégorie Cohg(U)"o est exact.
(4) Le foncteur VB est dérivable, et pour tout # & Cohy(U), on a

RiVB(F) = VB(H! (1", 7)).

La preuve du théoreme 3.3 se fait en deux temps. Dans la section suivante
on énonce le théoreme 3.7. Le lemme 3.8 établit que le théoreme 3.7 implique
le théoréme 3.3. Dans la section 3.6, on prouve le théoreme 3.7.

Remarque 3.4. — Si U est quasi-compact, et K, est suffisamment petit
comme au (2), I'isomorphisme du point (3) précédent s’écrit

VBi,(F)® (0,110 Ol — FR0,0\u.

On peut de plus supposer que ’action de G sur .7 induit une action de K,
(quitte & rapetisser K,). On peut alors supposer que Iisomorphisme est K,-
équivariant pour 'action de K, sur o |y sur le membre de gauche, et 'action
de K, diagonale sur le membre de droite.

Remarque 3.5. — Soit M un sous-groupe localement profini qui stabilise
U et F € Cohgan(U), alors VB(F) est un faisceau M-équivariant®). 11 en
résulte que les groupes de cohomologie H (U, R’ VB(.%)) sont des représen-
tations de M.

LEMME 3.6. — Soit U un ouvert quasi-compact de FL. Si F €
Cohg arys (U), alors H (U, R VB(F)) est une representation lisse de M.

Démonstration. — Tout d’abord, on remarque que H'(n° .#) ¢
Cohg aryr(U) (car n° € Cohgapys(U)). 1 suffit donc de considerer
H!(U, VB(Z)). Soit V un ouvert quasi-compact de U. Soit My un sous-
groupe ouvert de M qui stabilise V. On affirme que VB(.#)(V) est une
représentation lisse de My . En effet,

VB(.Z)(V) = colimg, H(K,, Z (V)@ 6., (V).

(5) En effet, FRey aU est M-équivariant, et le sous faisceau VB(.%) hérite d’une
structure M-équivariante
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La forte équivariance implique l'existence d'un compact ouvert K, tel que
les action de My N K, déduite par restriction de l'action de K, ou de

o~

My sur F(V)®g,,(v)0(V) sont les mémes. D’apres la proposition 3.2 (4),
HY(U, VB(.7)) se calcule & l'aide d’un recouvrement de Chech fini par des
ouverts affinoides quasi-compacts de U, il en résulte que H' (U, VB(.%)) est
une représentation lisse. O

3.3. Le foncteur VB

Il est parfois plus simple de travailler sur Xg». On définit donc une
variante du foncteur précédent :

VB : Cohg(U) — Mod(OX2, |v)
. —1 a
F — colimp, (WHTy®ngTgU OX e |7r;11T(U)) ’
THEOREME 3.7. —

(1) Pour tout F € Cohy(U), VB(.F) est un faisceau localement libre de
rang fini de O |v-modules.

(2) Supposons que U est quasi-compact. Soit F € Cohg(U), il existe un
sous-groupe compact ouvert K, et un ouvert UK,, C Xk, Kkr tel que
ﬁl}i(UKp) = 1 (U), et un faisceau localement libre canonique de

Ouy, -modules, noté I,/\BKP(Q’) muni d’un isomorphisme canonique
VB(F) = VB, (F) ®0u,, ox.., |7T§1T(U)'
(3) Pour tout F € Cohy(U)™, on a
VB('¢>®@§{;{ |U6)XKP ‘U = ﬂ’]}%—‘yég‘ﬂ';;ﬁ[jﬁXKP'U
et le foncteur VB restreint d la catégorie Cohg(U)no est ezxact.
(4) Le foncteur VB est dérivable, et pour tout F € Cohy(U), on a
RVB(Z) = VB(H!(n°, 7)).
Ce théoreme sera démontré dans la section 3.6.
LEMME 3.8. — Le théoréme 3.7 implique le théoréme 5.5.

Démonstration. — On démontre que VB(.F) = (WHT)*@(Q). En effet,
on trouve que

. - K

(mrr)« colimg, (TirF @1 g, Oxen s 1)

. — K,
= cothp ((WHT)*(WH;Q(@W;;T@U ﬁXK}, |7rI_{1A,,(U)))
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et la formule de projection donne un isomorphisme
—1 =
(WHT)*(WHTﬂ\@w;IlTﬁU OX o ‘ﬂ;T(U)) » FQo, Olu

qui induit un isomorphisme (WHT)*@(ﬁ) = VB(Z). Soit Z € Cohy(U)™".
Appliquons le foncteur (mgr), a lidentité

VB(£)®@§{;{ \UﬁXKP|U :W;I;ﬂy(gﬂ}_[l],ﬁyﬁXKp‘U'
p

Comme @(ﬁ)®@§n}z o Oxerlo = Tir VB(F) @, 1 gamy, OXier U 1 for-
mule de projection implique que :
(rum) VB(F)S o5 1 Oxics o = VB(F)@pem), Ol
Il en résulte que
VB(F)®gem|, Olu — FR6,0\v
est un isomorphisme.

On voit similairement que (ﬂHT)*@Kp(ﬁ ) = VBk,(#). Le dernier
point suit de lexactitude de (7g7)x- O

3.4. Rationalité et opérateur de Sen arithmétique

On a pour Uinstant considéré la variété de drapeau et les courbes mo-
dulaires sur Spa(C,, Oc, ). Comme le corps reflexe de la variété de Shimura
est Q, on peut travailler au dessus d’une extension finie L de Q,. Notons
G = Gal(L/L). On note FLy, la variété de drapeaux sur Spa(L,Or).
On note Xg,k» 1 la courbe modulaire sur Spa(L,Or). On note Xg» 1 =
limg, Xr, kv 1 la courbe modulaire perfectoide. Notons que Iaccouplement
de Weil fournit un morphisme structural Xg» 1, — Spa(L%¥, Opeyer). On
a Xgr = limp Xg» . Il en résulte que O et Ox,» possedent une action
semi-linéaire de Gg,, qui commute avec I'action de G(Q,).

Soit U un ouvert de FLy, et soit .# € Cohg(U). Par construction, VB(.#)
et @(35 ) ont une action semi-linéaire de Gp. D’apres le théoréme 3.7,
@(ﬁ) provient d’un faisceau localement libre @Kp (#) sur X, gr. On
peut donc appliquer la théorie de Sen « classique » de [4] au morphisme
profini étale Xf k» — X kv 1 de groupe de Galois G, et on possede un

opérateur O, € Endgy (I,/\BKP(,?)) En poussant via mg7, on écrit
P
aussi abusivement O, € Endgsm (VB(F)). Si .F € Cohg(U)"O, on possede

une action du Cartan horizontal h — Ende ., (%) qui induit par fonctorialité
un action sur VB(%).
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THEOREME 3.9. — Soit U un ouvert de FLy, et soit F € Cohg(U)“U.
On posséde une action du Cartan horizontal ) — Endpsm (VB(%)). Alors
(1,0) € b s’envoie sur Ogepn € Endpsm (VB(.F)).

Ce théoréme est prouvé dans la section 3.6 (voir le lemme 3.37).
Remarque 8.10. — Si O, = 0, alors le faisceau @(ﬁ) descend en un
faisceau VB(F ), sur Xko» [

Remarque 3.11. — Ce théoréme est a rapprocher de [17, thm. 5.5.1]. 1l
faut noter que dans cette référence la représentation standard de GLo cor-
respond & T, EV. Cela explique pourquoi l'opérateur de Sen arithmétique ne
correspond pas au méme élément de §.

3.5. Exemples

On va illustrer ces théorémes dans quelques exemples simples.

3.5.1. Fibrés vectoriels automorphes

On note Tar,k, — Xk, kr le T-torseur des trivialisations de wg: Lie(E).
On note Tyr = U\G — FL le T-torseur canonique sur F£L. L’isomorphisme

(0 — 655 — Orp @, St — 68— 0)
=0 — Lie(E)(1) — T,E® Ox,, —> wgt — 0.
induit un isomorphisme G(Q))-équivariant de T-torseurs sur Xg»p :
Tar K, XXk, kv Xk» = ToT XFL XKv
Remarque 3.12. — L’isomorphisme
Tar,K, XX, k0 Xxr = Tar XFe Xir

n’est pas Gg,-équivariant, a cause du twist de Tate dans la suite exacte de
Hodge-Tate. On note u le cocaractére de Hodge, donné par u(t) = diag(t, 1).
On considere le Z)-torsor Z,(1). On a un isomorphisme G(Q,) x Goq,-
équivariant :

7:1R7Kp XXK,,KP XKP = Zp(l) XM’Z; THT XFL XKP(())

(6) On fait agir Z;f via p sur Tg. On note Zp(1) ><“’Zlf>’< TaT le quotient de Zp (1) X T
par l'action diagonale de Zf;.
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Le T-torseur T4r, x, induit une application

X*(T) — COh(XKpr)

K
R — (JJKP
normalisée par la formule
K — K
Wk, ®ﬁXKpr Oxyp = OFp @05 Oxyen-

Remarque 5.13. — Ainsi wi est « le faisceau des formes modulaires de
poids x » sur Xk, k». Plus précisément, soit wg le faisceau conormal du

, . /1: . 1;—1 .
schéma semi-abélien universel sur Xg kr. On a wg = w% ) et w%k =
P

(k;—k)
wi

Notons w"™*™ = colimf, w}%p. On déduit :

COROLLAIRE 3.14. — On a VB(0%,) = w™™.
On note aussi VB(O%,) = wy" = (mgr)w™*™. On possede alors un
isomorphisme G(Qp)-équivariant :

HY(FL,w™) = colimg, H (X, kv, i) = H (Xgw, w™™).

3.5.2. Systémes locaux et décomposition de Hodge—Tate

Soit k € X*(T)" un poids B-dominant. Soit V, la représentation de
G de plus haut poids k. Notons Vy g, le systéme local dans la topologie

pro-Kummer étale induit sur Xy, x». Notons V, le systeme local sur Xgo».
On a

colimp, RI'(Kp, RL proket (X v, Vi) = colimg, R proket (XK, k75 Vi, 1)-
On voit facilement que :
(Vi ®q, Orp)" = 0"
(Vi ®g, OFc)w = 0" @ (n°)".
On rappelle 'isomorphisme de Kodaira—Spencer :
KS: @((no)\/) = colimg, Q}XKPKP (log(cusp)).
Donc VB(0*0%) = w=orsm VB(6% @ (n)Y) = wrs™ @ VB((n%)V).
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On observe que

colimg, (RTproket (XK, k7, Vic,et) ®q, Cp)
= colimg, RI'(K,, RT proket (X kv, Vi) @q, Cp)
= colimg, RI'(Kp, Rl proket (X kv, Vi ®0, Oxyer))
= colimg, RI'(Kp, Rl 4n(Xkr, Vi ®q, Oxyep))

d’aprés le théoréme de comparaison primitif de [21]. On a donc :
colimg, RT'(Kp, Rl 4n (X kv, Vi ®q, Ox,»)) = RI(FL,RVB(V, ®q, OFcr))

et il résulte du théoreme 4.4.1 de [12] et du théoréme 3.7 qu’on posseéde une
suite exacte (de Hodge—Tate) :

0— }I1 (XKp, wwoﬁ,SWL) — COlipr (Hgljroket (XKpr, VH,K,,) ®QP (Cp)
— HO(Xgr, ™™ @ VB((n°)¥)) — 0.

Remarque 3.15. — Si k = (k;w) € X*(T)*, il résulte du théoréme 3.9
que HY (X gr,wW0r5™) a poids de Hodge-Tate —@ et HO(Xg»p,w™ ™ @
VB((n°)")) a poids de Hodge Tate 1 + 2=k (7).

3.5.3. Formes modulaires surconvergentes

D’apres la section 2.3.2, pour tout caractere x € X*(T')c,, on possede un
anLisceau 0, € Cohg pq,)) (Uw,) et un faiscean %, € Cohg,p(q,)) (OFL.00)-
n note :

Wt = VB, )
WS = VB(OR).

S

K,5m

LEMME 3.16. — Les groupes de cohomologie H}:(Uwo,waO) et

HO({oo}, wfs™) sont des représentations localement analytiques de B(Q,)
de poids respectifs —k et —wok (c’est a dire que laction de b se factorise d

travers les caractéres —k et —wok ).

Démonstration. — Fixons un caratere x : T(Q,) — C; de differentielle
dx = k € X*(T). On voit d’apres la remarque 2.19 que ﬁl’}wo ®c, Cp(x) est
un objet fortement (g, B(Qp))-équivariant et donc sa cohomologie est une
représentation lisse d’apres le lemme 3.6. Il en va de méme pour 0% ®c,

Cp(wox) O

(7) Par convention, le caractére cyclotomique a poids de Hodge—Tate —1.
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Nous allons maintenant faire le lien avec les espaces de formes surconver-
gentes classiques de [7]. Prenons K, le sous-groupe d’Iwahori. Soit XfogdKZf
le lieu ordinaire-multiplicatif de X g, r». Soit x un caractere T'(Z,) — (C;

3 e ord,m,T N . 3 }
Sur l'espace dagger X K, k» > On possede un faisceau des formes surconver-

gentes de poids x ([1, 18]) : w}gj On note M} = HO(XO”Z ot Wi M), Pespace
des formes surconvergentes de poids . Cet espace est muni d’un opérateur

Up. On peut étendre x en un caractére de T(Q,) en posant x(diag(p,1)) =
x(diag(1,p)) = 1. Posons x = dy € X*(T)c,

PROPOSITION 3.17. — On a
K,8M B ZP
(HO({oo}, w™™) ®c, Cplwox)) " = M
et U, = B(Z,) diag(1,p~)B(Z,).

1l

Démonstration. — Le faisceau wx provient d’un faisceau inversible w K,

sur un voisinage strict Uk, de X}?dK",f On rappelle que 7x, (75p({00})) =

X}’(’"dK”; C Uk, et que M;Q = HO(X;’(TdK'Z,wK ). Par construction, on posséde
un 1somorphisme B(Qp)-équivarlant

X sm __ K,sm sm
Wk, ®6UKP ox., |"§1T(00) = w2 ®c, Cp(wox) @esm osr, 0

det R .
Sur l'espace dagger X;’(T I’(ep’T, on possede un faisceau des formes surcon-

vergentes de poids x : wi! T (voir [5]). On note N = Hl(X})ng(eﬁ WX ) Cet
espace est muni d’un operateur U, qui est compact Utlhsons 1’exposant fs
pour désigner la partie de pente finie pour 'opérateur U,,.

PROPOSITION 3.18. — On posséde un isomorphisme :
(He (Uug, ™) @, Cp(x))PENTS — NI
et U, = B(Z,) diag(1,p~')B(Z,).

Démonstration. — On a mg, (Uw,) = Xk, kr \X;fd[gf On posséde un

.. . ord,et
voisinage strict Vi, de X K, Kk €t un faisceau pr sur Vi, tel que
n,sm sm
wK ®ﬁVK ﬁXKP' VK ) T Uu)O ®c, (CP(X) ®gsm ﬁXKP |7r;(11)(VKp)'

On possede donc un morphlsme Nj — Hi(VKp,w}‘(p) — Hl(mew('jsm)
) e,
C,(x))B%») . Notons K, le sous-groupe de K,, des éléments qui sont dans
le Borel modulo p". Notons Vi, , l’image inverse de Vi, dans X, , ir.

On voit que le morphisme : colimn c(Vic, s K )= (Hl(Uwo,wf,jm) ®c,

et il est clair que ce morphisme se factorise a travers (HE(U,,wp ™™

(Cp(x))B(ZP) est un isomorphisme sur la partie de pente finie en utilisant
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un argument de prolongement analytique. On voit que le morphisme
Hi(VKp,w}gp) — colim,, Hi(Vprn,w}%pm) est un isomorphisme sur la partie
de pente finie (en utilisant que U, décroit le niveau en p). On voit finalement
que N; — Hi(VKp,w}%p) induit un isomorphisme sur la partie de pente finie
en utilisant un argument de prolongement analytique. O

3.6. Preuve du théoréme

Cette section est dédiée a la preuve du théoréeme 3.7. On fixe donc %, un
objet de Cohg(U).

3.6.1. Un lemme préliminaire

LEMME 3.19. — Pour tout ouvert affinoide V- = Spa(C,CT) de U tel que
Flv soit libre, il existe un sous CT-module libre et ouvert F(V)* C Z(V),
et un sous-groupe ouvert Hy de G tel que l'action de G s’étende en une
action p : F(V) = F(V)&c,On,, et telle que plzaye + F (V)T —
F(V)tec, ﬁgv, De plus, il existe un sous-groupe compact ouvert K, C
Hy(Q,) dépendant uniquement de Hy tel que laction de K, sur
F(V)T pF (V)T soit triviale.

Démonstration. — Soit V' = Spa(C, C*) un ouvert affinoide de U. Posons
F = %#(V), c’est un C-module libre. D’apres la proposition 2.9, il existe un
sous-groupe ouvert affinoide H de G tel que F' est un H-comodule. Pour
fixer les idées, on va supposer que H = G,, pour m € Z3; et donc Og,, =
Cp(p™™X1,p " X2, p" " X3, p”™Xy) (ou I'élément universel de G, est 1 +
(§; §j )) On possede donc pour tout r > m des morphisms pp, : F' —
F®c,0g, qui sont compatibles avec le morphisme pc, : C — C®c, Og, (et
tous induits par le morphisme pg.., ). On observe que pc,,, (CH) C C’+®ﬁ’§m
Considérons une base v1,...,v; du C-module F' et notons F* = @@ CT ;.
Pour tout v € F,on a pgm(v) = Z(i’j’k’l)eziovi,j’k,lp_m(i‘*‘j‘*‘k*‘l)X{XgX;in

ol vp,0,00 = v et il existe s, = 0 tel que v; j,; € p~**F*. On déduit
donc qu’il existe 7 > m tel que pp,(FT) C F+®@CP ﬁa (par exemple 7 =
m+max{s,,,¢ = 1,...,t}). De plus, on voit que si on prend K, = G,4+1(Q,)
alors Daction de K, sur Z (V)" /p.# (V)" est triviale. O
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3.6.2. Le méthode de Sen

Soit K, un sous-groupe ouvert compact. Soit Wy, = Spa(Bx,, B;gp) —
Xk, ke un ouvert. Pour tout K{Q C K, on pose WKL = Spa(BK;,B},) =
p
WKp XXKPKP XK;)KP.

On suppose que By, est petit. Cela signifie :

(1) Dans le cas ou Wk, ne rencontre pas de pointes, on possede un
morphisme C,(T*!) — B, qui est un composé de morphismes
finis étales et d’inclusion d’ouverts rationnels.

(2) Dans le cas ot Wk, rencontre les pointes, on posséde un morphisme
Cp(T') — Bk, qui est un composé de morphismes finis étales et
d’inclusion d’ouverts rationnels tel que 7' = 0 soit le diviseur des
pointes dans W .

On vérifie sans peine que X, x» possede une base d’ouverts affinoides petits.
On rappelle maintenant la construction de la double tour {Bg; .} de [17,
§3.2].

On note R, = C,(T*" ") dans le cas 1) et R, = C,(T? ") dans le
cas 2) et Ry = Cp(T*P 7)) dans le cas 1) et Ro, = C,(T? ~ ) dans le
cas 2). On note I' = Z,(1). Le groupe I' agit naturellement sur R, via
(Cpn ). THP" = ¢ TY/P" . On fixe un isomorphisme Z, ~T.

Pour tout K; C K,, on construit BK;”,“ le normalisé de BKI/)@RORn
(dans le cas 1) le produit tensoriel est déja normal) et B, oo est la com-
plétion de colim,, B K},n pour la norme spectrale. Cela signifie que B K}00 =
colim,, B}/ mp[l/p]. On pose B, la completion de colimKé Bk et B la
Completioﬁ) de colim,,, K, B Ki\n (pour la norme spectrale). D’apres le lemme
d’Abhyankar ([8, lem. 4.2.2, 4.2.3]), Bk, ,cc — DBkj,cc est finie étale, et

B,, = By, (pour m > n) est aussi finie étale.

On note B, le sous-anneau de By, des éléments & puissance bornée. Les
anneaux BY et By sont munis d’une action de K, x T

PROPOSITION 3.20. — Soit 0 < ¢ < 1. Soit M un B, module libre de
rang fini, muni d’une action semi-linéaire de K, xI'. On suppose qu’il existe
un base (f1,...,fn) de M telle que of; — f; € pM pour tout o € K, x T.
Alors il existe une constante n(Kp,c) (qui ne dépend pas de M mais qui
dépend de la double tour {Bky n}ti;n) tels que pour tout n = n(Kp,c), on
posséde un unique B;gp)n-module libre D1+<,,7n(M>7 qui est un sous-module de
M et tel que :
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(1) D}pm(M) est invariant sous K, et stable sous Uaction de T,

(2) Le morphisme BY ®B;p,n D}"(mn(M) — M est un isomorphisme
K, x I'-équivariant,

(3) il existe une base B de D}Ep’n(M) tel que (y—1)(B) C pCD}pyn(M)
pour tout y € I'.

Démonstration. — La tour {BK;W} K}n vérifie les conditions de
Tate-Sen ([3, def. 3.1.3]) d’apres [17, §3.2]. On peut donc appliquer [3,
prop. 3.2.6]. |

Pour K, C K, et m > n,ona Dltl’,,m(M) = D}pyn(M)(@B;p,nB};’m. On
pose Dgs (M) = DF, m(M)[1/p]. L’action de I' est localement analytique

sur Dk, n(M) d’apres le point (3) de la proposition 3.20. On note Oy €
Endg,, ,(Dk,n(M)) Vopérateur de Sen donné par la formule ©p(f) =

lim, o va_f . C’est un endomorphisme qui commute a l’action de I'.

3.6.3. Application de la théorie de Sen a .%

Soit V = Spa(C,CT) C U C FL un ouvert quasi-compact qui est stable
sous 'action d’un sous-groupe ouvert H de G. Posons F' = .%(V), c’est un
C-modules. Quitte a rapetisser V', on peut supposer F' libre. Il résulte du
lemme 3.19 qu’on posséde un sous CT-module libre '™ de F' qui engendre
F et un sous-groupe compact ouvert K, assez petit qui preserve F' et
qui agit trivialement sur F*/pF*. Considérons un ouvert quasi-compact
W = Spa(B,B™) C WI};(V) qui est affinoide perfectoide. Quitte a rapetisser
K,, on peut supposer que W = W}i(WKp) avec Wk, = Spa(BKp,B}p).
Pour tout K}, C K, on pose Wk, = Spa(BK;J,BItI,)) = 7, (W). On peut
supposer (en remplagant Wy, par un ouvert rationnel) que By, est petit.

On peut appliquer la théorie de Sen rappelée a la section 3.6.2 a la re-
présentation semi-linéaire de K, x I' : BY ®c+F*.

LEMME 3.21. — Flizons une constante 0 < ¢ < 1. Pour tout n >
n(K,,c), on posséde un unique B}pm—module libre D}}p,n(F), qui est un
sous-module de Bo @c F' et tel que

(1) D;p’n(F) est fixé par K, et stable sous T,
(2) Le morphisme BY, Rpt D;p’n(F) — Bt ®@c+ FT est un isomor-

phisme K, x I'-équivariant,
(3) il existe une base B de D}pn(F) tel que (v —1)(B) C p°Dj;

(F)
T
pour tout v € T, !
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Démonstration. — On applique la proposition 3.20 & M = Bf®c+F*
et on pose D}pyn(F) = D};p,n(M) dans les notations de la proposition. O

L’action de T est localement analytique, donc on possede un opérateur de

Sen Of € Endp,, ,,(Dk,n(F)) (et par extension dans Endg, . (Di,m (F))

pour tout n’ > n) qui commute avec ’action de I'. Etudions d’avantage 1’opé-
rateur Op. Ona O € Endp, (D, n(M)) = Endp_ (Bx ®c F). Comme
O commute avec 'action de I' x K, on peut aussi voir

Or € (B®c F®c FY)kr,

COROLLAIRE 3.22. — La méthode de Sen nous permet de construire un
recouvrement ouvert W;I}Z«(U) = |UW; et pour chaque W;, un opérateur de

Sen ©; € VB(Z @ FV)(W)).

A la proposition 3.34 on va déterminer 'opérateur de Sen.
LEMME 3.23. — On a H(K,,B®c F) = HO(F,Hi(GF,DKp7n/(F))).

Démonstration. — On va montrer la suite d’isomorphismes (pour tout n’

assez grand) :
H(K,, B®c F)=H ' x K,, B ®c F)

=H'(I', (Bo ®c F)7)
=H'(T, Dk, (F))
=H(I,H'(OF, D, (F))
L’isomorphisme H'(K,, B ®c F) = HY(T x K,, B ®c F) se déduite de
HY(',Bs) = 0si i > 0 et H'(T', B,,) = B qui résulte de la presque pu-
reté ([20]) appliquée & B — Bo. L’isomorphisme HY(I' x K, By ®c F) =
HY(T, (Bao ®c F)Er) résulte de H (K, Boo ®c F) = 0 si i > 0 qui résulte
de la presque pureté pour l'extension By, o — Boo. On montre I'isomor-
phisme H'(T', (Bs ®@¢ F)%r) = HY(T', Dk, n(F)) en suivant la méthode du
lemme 3.6.6 de [17]. On a (Bs ®c F)%» = Bg, @B, Drcyn(F). 11
existe m > 1 tel que (y — 1)”D;§p’n(F) - pD}p’n(F). On possede des
traces de Tate : Tr,, : Bk, — Bk, n pour tout n' assez grand qui ont

K2

la propriété que v — 1 est inversible sur Ker(Tr,/) et |(y — 1)~} < pzm.
Il suffit de démontrer que H'(TI',Ker(Trn) ®py, , Dk, n(F)) = 0. Soit
a € Ker(Tr, ) N B?(pm. Soit b € D;gpn(F) Soit ¢ = (7 — 1)~ pa. On vérifie
que la série Y0, (v = 1)~¥(c)®(y—1)(b) converge vers un élément x dans
Ker(Trp )®py, . Dx,.n(F) et que (y—1)z = pa®b. On a HY(T, Dy, n (F)) =
H(I',H(©p, Dk, » (F)) car le foncteur des T-invariants est exact sur la ca-
tégorie des représentations lisses de I'. O
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3.6.4. Fonctorialité du module de Sen

Etudions la fonctorialité en I'ouvert W. Soit W’ = Spa(B’, (B’)*) C W
un ouvert rationnel.

OnaW = (WK;)*l(WI’(,) = Spa(BY., (B}, )") pour tout compact ou-
P P P
vert K, C K, assez petit. On définit B}%’n, B;(,’),oo’ B! comme précédem-

ment. On posséde une constante n'(K,c) et pour tout n > n'(K,,c) un
module D/K;,n(F) C Bl ®cF.

LEMME 3.24. — Pour n > max{n(K,,c),n'(K,,c)}, le morphisme na-
turel
B}(;),n ®BKpm, Dvan(F) — D/I(Z/),n(F)
est un isomorphisme.

Démonstration. — Cela résulte de 'unicité dans le lemme 3.21. O

COROLLAIRE 3.25. — Les faisceaux @(9) et Rlﬁ(f) sont cohérents.

Démonstration. — Avec les notations précédentes, on a @(9 V) =
colimg, H'(T', D, (F)®7) et R'VB(Z)(V) = colimg, H (', Dk, n(F)e,).
Le morphisme By, ,, — B, ,, est plat, donc I'isomorphisme

>

B}(z'w" ®BKp,n DKp,n(F) — DK;,,n(F)
induit des isomorphismes
Bis n @B, o B(OF, D, n(F)) — H(Op, Di, ,(F))-
Le corollaire en résulte facilement. |

Etudions la fonctorialité en le faisceau .%. On travaille toujours sur un
ouvert W de X k» comme dans la section 3.6.3. On se donne deux faisceaux
F et & dans Cohy(U) et pour K, assez petit, et n > n(Kp,c) on possede
leurs modules de Sen respectifs (sur 'ouvert W), Dk, »(F) et Dk, »(G).

LEMME 3.26. —

(1) Supposons qu’on a un morphisme F — 4 dans Cohg(U). Alors,
pour tout K, assez petit et n > n(K,,c), on posséde un morphisme
naturel Dy, n(F') — Dr, n(G) qui est K, x I'-équivariant.

(2) Supposons qu’on a deux objets F et 9 dans Cohy(U). Alors, pour
tout K, assez petit et n > n(Kp,c), on posséde un isomorphisme
naturel Drc, n(F)®py, ,, Di,n(G) = D, n(F@G) qui est K xI'-
équivariant. Si O et Og sont les opérateurs de Sen sur DKp,n(F)
et Dk, n(G), alors O @ 1 +1 ® O¢ est l'opérateur de Sen sur
Dg,n(F® F').
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Démonstration. — Par construction®, le module de Sen est fonctoriel
en le morphisme % — ¥. Le second point résulte de l'unicité dans le
lemme 3.21. ]

3.6.5. Objets de rang 1

On étudie maintenant le foncteur VB pour des objets de rang 1. On note
Tar,x, — XKk,k» le T-torseur des trivialisations de wg: @ Lie(£). On note
Tur = U\G — FL le T-torseur tautologique. On a vu & la section 3.5.1 et
la remarque 3.12 qu’on posseéde un isomorphisme G(Q,) x Gg,-équivariant :

LY
Tar K, X Xrepip Xgr = Zp(1) x5 Tar XFr Xko.

Soit & un point classique de FL (c’est & dire un point de corps résiduel
C,p). Soit n > 0. On rappelle qu'on posseéde un sous-groupe G, de G des
élements qui se réduisent sur 1 modulo p™. On note By, = B, NGy, Uy, =
U, NGy, Ty = T NGy Soit 2B, ,\Gy, =V, un voisinage du point x (c’est
la Gp-orbite de z). On posséde un Ty ,-torseur qui est G,-équivariant :
2Uy n\Gr, = Vy. Notons le Tyr zn. Cest une réduction de structure du
torseur Tur|v,.

Il existe un ouvert Ux, € Xk, k» tel qu'on ait ﬂ,}}(Vw) = W}i(UKP)
pour K, assez petit (il suffit K, C G,(Qp)).
LEMME 3.27. — Le torseur %R,Kp‘UKp possede une réduction de struc-
ture a un unique Ty ,-torseur ERpr’n — Uk, tel que l’isomorphisme
X
771R,Kp XXKpr XKgr = Zp<1) XH’Zp Tur Xrr XKp
induise un isomorphisme G, (Qp) X G, (¢,n)-€quivariant :
Tar sy XU, Trrp (V) = Zp(1) xH 50 Ty gy v, m (V)
Démonstration. — On posséde un ouvert (topologique)
Tar e xv, Tp(Ve)l — | Tar i, Xvie, 7 (Va)l:

Comme cet ouvert est K,-invariant, il provient d’'un ouvert |Tqr, Kp,n| —
‘ER,KAUK,, |. On note T4r k,n I'espace adique associé a cette ouvert. On
vérifie alors que cet espace est stable sous l’action de T, ,, et que le morphisme
Ty X Tar, i, n — Tar, Kk, n X Tir K, n est un isomorphisme. Pour le vérifier
on peut changer de base & Xg»r et c’est évident. O

(8) en effet, Dy, n(F) est le sous-module de Boc ®¢ I des vecteurs Kp-invariants et
p"T-analytiques
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COROLLAIRE 3.28. — Soit % € Cohg, (V) un objet de rang 1. Alors
VB(.F) est un faisceau inversible de or, |W;I1T(Vw)-m0dules. De plus, les opé-
rateurs de Sen du corollaire 3.22 associés a .F sont triviaux. L’opérateur de
Sen arithmétique (voir la section 3.4) est donné par (1,0) € b, agissant sur
VB(F).

Démonstration. — Le faisceau inversible % est associé, par la propo-
sition 2.3, & une représentation de B, , de rang 1 qui se factorise en un
caractere x : Ty, — GJ'. En utilisant le torseur T4r k,.n, On peut associer
a tout character x de T}, un faisceau inversible de ﬁUK,, -modules .7, g, et
le lemme précédent implique qu’on possede un isomorphisme

7 _.—1 g
I xKp ®6UKP OX v ‘wle(vz) =Tgr? ®7r;{1TﬁVm ﬁXKp ‘”EIT(VI)

qui est Kp-équivariant. Il en résulte que .7, r, = @Kp (&). 11 est aussi

évident que l'action de T' sur les modules de Sen du corollaire 3.22 associés

a .7 est triviale (car le module de Sen est essentiellement VB, (.7)). On
Xeyel

note x o p le composé de Gg,((pr) —— 1+ p"Z, 5 Tom X C,. Soit C

'extension de Q, engendrée par I'image de x o . On note C((yopu)™!) le C-

espace vectoriel de dimension 1 avec action linéaire de Gg, ((pn) via (xop) ™t

Le faisceau VB k,(F) ®q, C((x o p)~") descend en un faisceau inversible de
ﬁXKpr acm) O C-modules. Ainsi, 'opérateur de Sen arithmétique O,
’ P

de VB, (.#) est donné par la dx o pu(1) = dx(1,0). On remarque finalement
que dx donne l’action du Cartan horizontal. g

3.6.6. L’extension de Faltings

L’extension de Faltings FE ([11, thm. 2 (ii)]) est une suite exacte G(Qp)-
équivariante(®) :

0— ﬁXKp — FE — Ox,, ® QkK o (log(cusp)) — 0.
P
En prenant la cohomologie de K,, on récupere un isomorphisme :
w}(Kpr (log(cusp)) — Hl(Kp, (MK, )5 OX e )-
Notons St la représentation standard de dimension 2 de G. On posséde
également la suite exacte (voir 2.2.4(6)) :

0— 05 — 05 09, St — 68 — 0

) On a FE = gr! OIBEZ{R(ﬁXKP).
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On remarque que
05 = (O ©g, S,
o ® nov = (ﬁ]:g X, St)no.
En tirant en arriere via wgr, on obtient une suite exacte :
(=1;1) (1;1)
0 —wp, " ®Oxy — Oxyp @, St —w " — 0

(1,-1)

et en tordant par wy , on trouve une extension :
P

0 — Oxyp — Ox,p, ®q, St ®w§§:1) N w%}) ®w%:1) .0

THEOREME 3.29 ([11, thm. 5]; [17, thm. 4.4.2]). — L”inverse de l’iso-
morphisme de Kodaira—Spencer —K S : wg[l)@wg:) — Q% (log(cusp))
induit un isomorphisme de suite exactes :

—1)

Oxer Dg, St W™ — FE.

COROLLAIRE 3.30. — On a
@(ﬁ}-g ®q, St) = w(~1i1),sm
et R'WB((Orc ®q, 5t) = 0B @ VB((n%)Y).

Démonstration. — Cela résulte du calcul de la cohomologie de 'extension
de Faltings rappelé plus haut. O

On rappelle qu’on a g = g%"®g*®. On posséde un morphisme g-équivariant

n’ — Or, ®g, g% 1l induit un morphisme VB(n®) = VB(Or ®q, g%°").

COROLLAIRE 3.31. — Le morphisme @(no) — @(ﬁfg ®q, 9%7) est
un isomorphisme.

Démonstration. — On posséde une filtration n® C (bd”)0 C Orc®q, ger
et on déduit du théoréme 3.29 que :

Thr((077)°) = VB(n’) @ggn  FE,
7Tl»;[T((gder)O/nO) — FE.

On déduit facilement du calcul de la cohomologie de 'extension de Faltings
que VB(n®) = VB(Or, ®q, g7°") est un isomorphisme. O

Pour tout ouvert W assez petit de Xk, on a construit un opérateur de

Sen O € @(ﬁ}‘g ®q, §)(W) associé¢ au faisceau Or, ® St (voir le corol-
laire 3.22).

LEMME 3.32. — L’opérateur de Sen © appartient d
VB(OF. ®q, a%")(W).
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Démonstration. — On considere le morphisme det : St ® St — det de
G-représentations. Soit © un opérateur de Sen pour Or, ®q, St. Alors © ®
1+ 1® O est un opérateur de Sen pour Or; ®q, St ® St et Tr(0) est un
opérateur de Sen pour Oz, ® det, donc Tr(©) = 0 (par exemple d’apres le
corollaire 3.28). 1l en résulte que © appartient a VB(Or ®q, g9")(W). O

PROPOSITION 3.33. — L’opérateur de Sen © € @(ﬁfg ®q, %) (W) =
VB(n®) (W) engendre VB(n®)(W).
Démonstration. — On a
R'VB((0Fc ®g, St) = colimg, wig) ® 0, er (l0g)
par le corollaire 3.30. D’apres la théorie de Sen, on a
RYWB(Or, ®q, St)(W) = HY (T, colimg, , H'(0, D, »(S1))),
et par descente étale, pour K, suffisament petit,
Bk, n ®5,, (H'(0, Dk, n(S)" = H'(O, Dk, n(St))

Ceci montre que H' (0, Dk, ,,(St)) est un faisceau localement libre de rang 1,
et donc que I'opérateur © est non nul en tout point de W (puisque D, ,(St)
est de rang 2). Il en résulte que O est un générateur du module projectif de

rang 1, @(no)(W). O

3.6.7. Fin de la démonstration

On posséde un morphisme n’ — % ®4,, #" qui induit un morphisme
VB(n®) = VB(F ®¢,, F).

PROPOSITION 3.34. — Le conoyau du morphisme @(no) — T’/\B(ﬁ(@ﬁfﬁ

FV) est un faisceau localement libre et donc l’image du faisceau VB(n®) —

@(ﬁ ®er. FV) est un faisceau localement libre de rang 0 ou 1 qui est loca-
lement engendré par un opérateur de Sen de F (donné par corollaire 3.22).

Démonstration. — 1l suffit de démontrer tous les énoncés au voisinage des
points classiques d’apres la proposition 3.1. On consideére un point classique
x € U et un ouvert de la forme V, = 2B, ;\Gy 5. Il en résulte que F|y,
est décrit par une représentation de dimension finie p de By, (voir la pro-
position 2.3). On peut la supposer irréductible. On a donc p = x ® Symk St
pour un caractere x du tore Ty, de By . On a donc & = 7, @ Fgypr L
opérateur de Sen pour .F est de la forme 1 ® © ol © est un opérateur de
Sen pour Sym” St lequel est déterminé par une combinaison du lemme 3.26
et du calcul pour St (donné dans la proposition 3.33). Il en résulte bien que
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le morphisme @(no)(ﬁHT(V ) — VB(? R6ye FV) (Vi) a une image
localement libre de rang 0 (si k = 0) ou 1 (si k # 0) et qu’il est engendré
par un opérateur de Sen. |

On déduit maintenant le théoreme 3.7 comme conséquence des deux
lemmes suivants. Soit .# € Cohg(U).

LEMME 3.35. — Si % € Cohg(U)"™, alors 17];(9) est un faisceau loca-
lement libre et VB(.F )®ﬁ€m 1o OxnlU = Wﬁ%ﬂ\@ﬂ;;ﬁuﬁxm\u

Démonstration. — On reprend les notations du lemme 3.23. On a
H(K,, BocF)=H(I',H (Op, Dk, (F))). D’apres la proposition 3.34, on
a ©p = 0. Par descente finie étale et le lemme 3.21, on déduit que Dy, s (F)F
est localement libre de rang fini et que Dy, ,/(F)" ®By, B=B®cF. 0O

LEMME 3.36. — On a R'VB(Z) = VB(H!(n°, 7).

Démonstration. — On reprend les notations du lemme 3.23. On doit
montrer que H (K,,B ®@c F) = HY(K,,H(Op,B ®c F)). D’apres le
lemme 3.23, on a HY(K,, B ®c F) = HO(F,Hi(GF,DKP)n/(F))). 11 résulte
de la proposition précédente que Hi(GF,DKmn/ (F)) est un B, n--module
projectif, facteur direct de D, ,,(F'). On déduit que

HY(D,HY(OF, Dk, (F))) = H' (T x Kp, H(Op, Dic, e (F)) @B, s Boo)
= H(I'x K, H' (O, Di, ' (F) @8, , Boo))
= H(K,,H(Op, F ®¢c B)) O

On démontre a présent le théoreme 3.9.

LEMME 3.37. — Soit U un ouvert de FLj et soit F € Cohg(U)
On posséde une action du Cartan horizontal b — Endpsm (VB(F)). Alors
(1,0) € b s’envoie sur Ogep € Endpsm (VB(.ZF)).

Démonstration. — 11 suffit de démontrer que les deux opérateurs O, et
(1,0) sont égaux sur un ouvert de U. On considére un point classique z € U.
Quitte & considérer une extension finie de L, on peut supposer x € U(L).
On prend un ouvert de la forme V, = 2B,, ;\G,, » pour n assez grand. Il en
résulte que Z |y, est décrit par une représentation de dimension finie p de
By (voir la proposition 2.3). On peut la supposer irréductible. On a donc
p = x ® Sym” St pour un caractére y du tore Tyn de By . Comme F €
Cohy(U )"O, on déduit que k = 0. On applique alors le corollaire 3.28. g
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4. Vecteurs localement analytiques

Dans cette section on explique certains résultats de la section 3 et sec-
tion 4 de [17] d’apres le point de vue de cet article. Le but est d’obtenir une
description du faisceau €' C € des vecteurs localement analytiques.

Notons €49 I'algebre des fonctions sur le schéma (GLg)*9 — Spec C,,.
ey . al
Elle admet la description (comme G-bimodule) 57 = @y crrepc) VOV
ot IrrRep(G) désigne les classes d’isomorphisme de représentations irréduc-
tibles de dimension finie de G.

Pour tout n > 0, on note Og, l'espace des fonctions analytiques sur
G, le sous-groupe des éléments G qui se réduisent sur 1 modulo p™. On
posséde un morphisme ﬁglg — Og, et Og, est la complétion de ﬁglg pour
une norme |—|, (la norme spectrale sur fg, ). On remarque que Og, est un
Gp-bi-module. Pour tout f € O¢, et g € G, on pose

gx f(=)=flg7"-)
g*2 f(—) = f(—9)

On consideére le faisceau ﬁgn@ﬁ}-,c. On note x3 'action de G sur Or,.
Munis de P’action *; 3 (composée des *; et *3), le faisceau ﬁgn@@ﬁ}-[; est
un faisceau G,-équivariant. Il possede une seconde action xo de G, qui est
Or-linéaire. Pour tout f € Og, @0 x, (vu comme un fonction G,, — Ox,),

on a
gx3f(=)=gf(g7'=), VgeG,
g*2 f(=) = f(=9), VgeG,
L’action %1 3 se dérive et induit une action de g et donc une action (Or -
linéaire)
IIO — Endﬁfﬁ(ﬁgn(g)ﬁ]:[;)

On définit C"~" = H'(n°, 0%, ®0Or,). Ce faisceau est stable sous les actions
*1,3, *2. L’action % 3 induit aussi une action *po. du Cartan horizontal
h < b°/n".

En passant a la limite, on définit ’espace des germes de fonctions analy-
tiques Og 1 = colim,, Og, et on définit le faisceau

C'* = colim, C"~*" = H%(ng, Oc,1®¢, OFc).
La formule h 1 93 f(=) = hf(h~! — h) définit une action de G.

La formule définissant le foncteur VB s’étend naturellement a tous
les faisceaux G-équivariants et par passage & la limite a C'®. Par
définition, le sous-faisceau de & des vecteurs localement analytique est
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ol = colipr(ﬁGJ@Cp 5’\)1(? = VB(ﬁGJ@CPﬁ;L). Le théoréme qui suit
est une formulation agréable de certains résultats de la section 4 de [17].

THEOREME 4.1. — On a 0'* = VB(C'®) et on posséde un isomorphisme
canonique, O-linéaire, g et G(Q,)-équivariant :

U: 0" Rpm O =C®yp,, 0.

4.0.1. Démonstration du théoréme 4.1

PROPOSITION 4.2. — Il existe Kp(n) assez petit et un faisceau
VBk,(n)(0G, @ Orr) sur X, (nykxv tel que :

@Kp(n) (Og, ® ﬁ]—'lj)@ﬁxKT}(n)Kp Oxp = Cn—an@ﬁfﬁ Oxrr

Démonstration. — Pour tout sous-ensemble fini S C IrrRep(G), on note
Vs =@yegV.Ona (’)gg = colimg Vs ® V. On applique la théorie de Sen
(lem 3.21) simultanément aux faisceaux G-équivariants Vg ® V¢’ ®c, OFc-
Plus précisément, on équipe chaque représentation Vg ® Vg de la norme
|—|n. La boule unité est une représentation Vg ® Véy T et on voit que
Gnt1(Q,) = K,, agit trivialement sur V¥ @ V" /p (I'action est celle sur
le second facteur Vg/’+). On a adopte les notations du lemme 3.21. On note
D}p)n(S ) le module de Sen associé & la représentation Vg™ @ Vg Pour tout
S, on posséde un isomorphisme (pour n’ > n(K,,c)) :

BY Dpt Dy (8) — BL ®oc, Vi ® vy

N

En passant & la limite inductive sur S C IrrRep(G) et en complétant p-
adiquement, on obtient un isomorphisme :

BL®p+ Dy, w(0c,) — Bl®o,0f,
P

En inversant p, on obtient :
Bx®py, . Drc,(Oc,) — BxBr, O,

On possede des actions commutant entre elles de K, I" et © sur ces modules.
On a

VB, (0a,50F)(Spa(B,, B, ) = H'(T, Di, v (Og,))
= H[)(Fa HO((E)’ DKp,n' (OGn))

En prenant les invariants par O, puis I'; on trouve un isomorphisme :

B&p, H(T,H°(©, Dk, w(0c,)) — B&H"(0,0¢, &¢,C).
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De plus, © est un générateur de n’ d’apres la proposition 3.34. On déduit
donc que

@Kp(n)(ﬁGn & ﬁ}'g)@ﬁXKP( OXrp = C”*an@)ﬁ}_a Ox 1on - O

n)KP
On décrit a présent sur chaque ouvert standard affinoide V' — FL, le
faisceau VBg, (n)(Oc, ® ﬁfﬁ)@ﬁx;{p(mm Ox,., - Pour fixer les idées, suppo-

sons que V est la boule unité de rayon 1 au voisinage de 'infini. On pose
z =1.(19) la coordonnée sur V (et donc |z| < 1). Si g € UTU C G, on

pose
92@ u<1g>) (tlépo tz(()g)) <u(19> (1))

Voyons une section de C*~*" comme une fonction analytique f(g,z) ot g €
G, et f(ngg,z) = f(g,x) pour tout n, € U,, = x 'U,z. On définit les
fonctions Xo(g,z) = u(zgz~1), X1(g,z) = t1(zgr™1) et Xo = ta(zgz~1) €
Cn—an(V).

LEMME 4.3. — On posséde un isomorphisme
Xo1-X; 1-X
Cnan|Vﬁv<7?a n 1? n 2>'
p p p

Démonstration. — On construit un isomorphisme : C"~ 9|, —
Oy,\G, @0y en envoyant f(g,x) sur f(x~lgx,x). Via cet isomorphisme,
Xo s’envoie sur @, X sur t; et Xy sur to. Comme Oy, \g, est I'algebre de

Tate engendrée par ﬁ, L

;fl et 1;%, on conclut. O

On note 755(V) = WI_(,I,(VKP) pour tout sous-groupe ouvert compact
K, C G(Q,) assez petit.

LEMME 4.4. — Il existe un sous-groupe ouvert compact K,(n) C K,(n)
tel qu’on posséde un isomorphisme :

D > roo
VBKp(n)(ﬁGn (39 ﬁ]:[;)@ﬁpr(n)Kp ﬁVKp(n)’ = ﬁVK,,(n)’ <£L’0,1'1,{E2>

Démonstration. — On posséde un isomorphisme
Xo 1-X; 1-X, —~ ~
ﬁﬂHT(V)<pn7 pn o opn > —>VBKP(”)(ﬁa"®ﬁ}—£)®ﬁxkp(n)xp ﬁ”EIT(V)

qui est ﬁﬂ;{lT (V)—linéaire et K,(n)-équivariant. L’idée est d’approximer les
variables %, 1;51, 1;52

/
groupe ouvert compact K,(n)".

par des variables qui sont stables pour un sous-

Considérons le Ty-torseur V = Up\Go — By\Gog = V. On pose T =

(% ioz ) Délement universel qui donne des coordonnées sur V. On note

(1
X(g9,2) = u(zg), X1(9,7) = t1(Zg), Xi(g,T) = t2(Tg). Ce sont des sections
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de C”’“”(V) qui sont Gy, -invariantes pour l'action x1 3. On vérifie que X =
X +X07 X{(g7§) = ile(gax) et Xé(gag) = 52)(2(9a‘r)'

Rappelons que colimg, HO(VKp,ﬁXKpr) est dense dans ﬁ’A(V) On
possede (voir la section 3.6.5) un isomorphisme G(Qp)-equivariant
%Rva XXKPKP XKp = THT XFL XKp. Sur I'ouvert V, le torseur THT|V
posséde une section s (donné par T; = T = 1). En utilisant 'approxima-
tion d’Elkik ([9, thm. 2]), on voit qu’il existe un sous-groupe ouvert com-
pact Kp(n)" (dépendant de n), et une section sk (ny de 7ZIR¢Kp(n)/|VKp<ny
telle que sk, (ny = ts pour t € Tn(m}lT(V)). Il en résulte que le mor-
phisme g7 : (V) — V se reléve en un morphisme K, (n)-équivariant
THT : W;I;«(V) — V. Quitte & rapetisser K,(n)', on peut aussi trouver
y € ﬁK}g(n)(V) tel que |y — x| < p~™. On peut alors considérer les sec-

—1 A o~ -1 ’ o~ =1 ’
L{W:x@,”#ﬁ:xﬁet”%ﬁzxéquiap—
partiennent donc & 5@@FLC”_‘I"(V). Il est clair que ﬁ@@fﬁcn_“”(V) =
O(V){z, x}, xh) et que les sections x(), z} et x4 sont stables par 'action %1 3

de Kp(n)'. O

tions

Quitte & rapetisser K,(n) on peut supposer que K,(n) = K,(n). Po-
sons alors (7a7)«VBk, (n)(Oc, ® OFr) = ﬁ?(;(“;) La formule de projection
montre qu’on posseéde un isomorphisme :

~

\:Dn : ﬁ?{;(an’r;@ﬁKp(n) ﬁ = Cnian@ﬁ}'ﬁ ﬁ'

Le morphisme ¥ du théoréme 4.1 s’obtient par passage a la limite sur n.

Vérifions & présent 1’équivariance pour G(Q,) et g. Pour tout h € G(Q,),
f section locale de C" ™" et k € K, assez petit, on a

h*l,g’g k *1,3 f = (hk}h_l) *1)3 .h *1,2,3 f

Il en résulte qu'on posséde une action de G(Q,) sur VB(C!4) = €' et le
morphisme : 0/ — C1*®g,, 0 est G(Qyp)-équivariant. On possede aussi un
morphisme d’évaluation en 1 (déduit de 'augmentation g — C,) :

eV Cla@)ﬁnﬁ — ﬁGJ@Cpﬁ — ﬁ

qui est G(Q,)-équivariant (pour I’action % 2 3 sur la source). Comme ev, 0¥ :

0'* — O est I'inclusion naturelle, on déduit que l'action de G (Qyp) construite
sur O via le foncteur VB est bien celle déduite de V'inclusion &' C ©.

LEMME 4.5. — Le morphisme 0'* — Cla®@’}_ﬁ 0 induit un morphisme g-

equivariant ou g agit sur 0' en dérivant Uaction de G(Q,) et sur Cl®p,, o
via l'action *g.
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Démonstration. — Sur C"~%", laction *; 23 de K, C G,, se décompose
en le composé des actions 13 et x3. Il en résulte que l'action ;23 de K,
sur VB(C™ ") se décompose en le composé d’une action lisse *; 3 (donc de
dérivée nulle!) et de laction *s. O

On posséde une action %, du Cartan horizontal b sur C*¢. Celle-ci induit
une action p,o, de b sur VB(C!*) = o'

LEMME 4.6. — L’action de g sur 0'® obtenue en dérivant laction de
G(Qp) induit une action de g° qui se factorise en une action de g°/n°.
L’action induite de b — g°/n% est égale a —*por.

Démoristmti(ln. — Considérons le morphisme d’évaluation en 1, evy :
ﬁ’GJ@Cpﬁ — 0. Pour tout section f € ﬁGJ@Cpﬁ et tout g € g, on a
evi(gx1 f) = —evi (g2 f). On linéarise pour en déduire que pour tout g € g°,
on a evy(g*1 f) = —evi(g*2 f). Soit f € €'%, on obtient ev; (g, V(f)) =
—ev1(g %2 U(f)) = —evy 0o ¥U(g.f). On déduit donc que si g € n°, g.f = 0,
puis que P'action induite de b est —*pop-. O

5. Théorie d’Eichler—Shimura

Dans cette section, on reprend les calculs de la section 5 de [17]. On
commence par faire des calculs de cohomologie sur le faisceau C!¢, puis on
transfere ces calculs au faisceau €' a I'aide du théoréme 4.1.

Si M est un Cp[n]-module, la cohomologie Ext,(1, M) de n agissant sur
M est représentée par le complexe :

M— MenV.

On note Extl (1, M) = M™ et Ext, (1, M) = My. Si M est un C,[b]-module,
et x € X*(T')c,, on cherchera a calculer Extp(x, M). On a la formule :

Extp(x, M) = Exty (x, Exta (1, M)).

On rappelle qu'on a j : FL\ {0} = Uy, <= FL et in : {00} < FL. On
posseéde une suite exacte :

0 — j1j*Cl* — C' — (ino)xi C'* — 0.

5.1. Calcul de la b-cohomologie de j*C!®

Soit BY — G x FL le sous-groupe de Borel universel. Notons U° C B°
le radical unipotent universel et T° = U%\BY. Soit e : FL£ — B° la section
neutre. On note Opo 1 = e '0po. Cest le faisceau des germes de fonctions
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analytiques sur B au voisinage de la section neutre. On définit de méme
Oyo 1 et Oro 1. On note aussi Oy le Cp-espace vectoriel des germes de
fonctions analytiques en I'identité sur U.

LEMME 5.1. — Le morphisme de FL-espaces adiques :

UO xB—G XSpa(C

(u®,b) — u’b

y FL

p;ocp

induit sur l'ouvert Uy, un isomorphisme :

Oc.®c,0u,, = (Opo1®c,081)|u.,

Démonstration. — En tout point, x € U,,, le morphisme n, ® b — g est
un isomorphisme. O

PROPOSITION 5.2. —

(1) On a Ext,, (1,5C') =0 sii> 0.

(2) Sur Extgyfz(l,j*cl“) = j*C'*", on a hxy (=) = —woh *por (—).
(3) On a Exty,,(x,5*C'%) =0 sii>0 et Exty ,(x,j*C'*) = Oy .

Remarque 5.3. — Ainsi, j*C'*™ met en famille les faisceau ﬁlijo'

Démonstration. — D’aprés le lemme 5.1, on a j*C'* = j*ﬁuw()@ﬁT’l@
Oy, . Par ailleurs, on a une suite exacte : 0 — C, — 0Op, Y Op1 ®
n¥ — 0. On déduit donc que j*C'*™ ~ j*Oy, ®O7; et j*Ci* = 0. Po-
sons r = wo((l)“f). Un calcul direct montre que pour tout h € h on a
woh — 7 hx € n. 1l en résulte que h *por (—) = —woh *2 (—) dans j*C'*",
Comme Extg (X, Or1) = xCp et Extih()(7 Or,) = 0sii> 0, on déduit que
Extg (x,5*C'*) est un fibré inversible. Comme il est de poids —wypY, il résulte
de la proposition 2.18, que Ext{(x, j*C'*) ~ ﬁ(}fo ® Cp(A) comme faisceau
(9, B(Qp))-équivariant (pour un caractere A : T(Qy,) — CJ). Vérifions que
A = 1. Il suffit de calculer 'action de T(Q,) en la fibre en wy de Ext} (x, j*C*)
et de voir qu’elle est triviale. Une section de Extg(x, §*C') est une fonction
f(g,z) tel que f(b;lg,l') = —woX(hz)f(g,z) et f(gn,z) = f(g,x) pour by =
hyng € By, n € U, g € G arbitrairement proches de 1. Soit t € T(Q,). On a
t.f(g,wo) = f(t~tgt,wp). PoSONS g = Uy, tw,t avec by, = Uwytw, € Buw, et
u € U. On voit alors que f(t71gt,wo) = f(t ™ tw,t, wo) = f(g,wo). O
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5.2. Calcul de la b-cohomologie de i !1C®

Un élément de U\G au voisinage de 1 peut étre uniquement représenté

par un produit de matrices :
a 0 1 0
0 d)\z 1

et on voit un élément de Opn\ ;1 comme une série formelle en les variables
(a—1),(d—1),z dont le rayon de convergence est strictement positif. On a
un action xg¢ par translation a droite de G et une action *, par translation
a gauche de T'. On possede une action par conjugaison de %49 de B et donc
B(Q,). Dans ces coordonnées, laction par translation & droite de U est
donnée par :

G660 (7 wln) (i )

On fixe le générateur standard n € n. On vérifie alors
n.f(a,d,x) = (—axdy f + dxdy — 20,).f
Il en résulte que n.a*1d*2x* = ((ky — k1) — k3)a* d*22*+1. On note h =
diag(1, —1) le générateur de h%" et z = diag(1,1) le générateur de 3. On a :
h.f(a,d,z) = (a0 f — dO4 + 220;).f
z.fla,d,z) = (auf + dOg).f

Ona:
h.a®td*2 ks = (ky — ky + 2ks)a® d*2 2k

z.akrdF gk = (k1 + kg)akldk?xl€3

On rappelle aussi la définition suivante :

DEFINITION 5.4. — Un nombre complexe p-adique o € C,, est un nombre
de Liouville si :
1
liminf |+ n|» =0
n—oo

On note Liouv ’ensemble des nombres de Liouville, et — Liouv son op-
posé.

LEMME 5.5. — Soit x € X*(T)c,.

P

(1) 8ix((1,-1)) ¢ Zzo, Exty (X, Ovrg1) = 0.
(2) Six((1,-1)) € Zxy, dimExtgy*d(X, Oung,1) = 1 et laction %, de b
se fait a travers —wgx sur cet espace.
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(3) Six((1,-1)) ¢ Zxo U — Liouv, dimc, Extév*d(x7 Ou\aa) =1, lVac-
tion x4 de by se fait a travers le caractére —x — 2p et l'action %12 de
B(Qp) se fait a travers le caractére —2p.

(4) Six((1,-1)) € Z>y, Ext},y*d(x, Oung,1) = 1 et Uaction x4 de by est
semi-simple et se fait & travers les caractéres —wox et —x — 2p,
Vaction x4q de B(Qp) se fait a travers les caractéres x — wox et
—2p.

Démonstration. — La n-cohomologie Ext,(1,0y\g,1) est représentée
par le complexe : Op\g1 — Opvaa @ nY. Comme Exté(x,ﬁU\G,l) =
Extf]()(7 Ounga @nY) = 0sii > 0, on déduit que Exty(x, Opng,1) = 0
est représentée par le complexe :

Eth (x, ﬁGJ) — Eth (x, ﬁU\G,l ® nv).

Soit x(a,d) € Or; une primitive de x. On déduit que Extg (X, Ong)
possede comme base topologique les fonctions {xz"a "d"},>0 et
Extg (X Omngy @ nY) possede comme base topologique les fonctions
{xz"*'a="d"},>_1. La matrice de n dans ces bases est sous-diagonale avec
coefficients x((1,—1)), x((1,—1))—1, x((1,—1))—2,.... Le point (1) est clair.
Dans le cas (2), on voit que

Ext?, (x, Oinga) = X D)g (=) gx((1,-1)

et que laction %, de b est via —wgy. Dans le cas (3) le conoyau est en-

gendré par yad~!. Dans le cas (4), le conyau est engendré par xad ' et
X (=1 +1y 4 =x((1=1)) gx((1,=1)) O

LEMME 5.6. — On posséde un isomorphisme naturel :

i C®p,.  Ong1 — Ongi®c, Ou\ci-

Cet isomorphisme entrelace les actions suivantes de g :

® %13 ®*q et Id ®x*g,
o %o ®Id et x4 ®Id.

Cet isomorphisme entrelace les actions suivantes de by :

o xpor ®1d et x5 ®1d,
o Id®x%, et x4 ® *g.

Cet isomorphisme entrelace les actions 1,23 ® *gq €t xgqa @ *gq de B(Qp).

Démonstration. — Voyons une section de C'* comme une fonction f(g, )
avec g € G et © € FL et voyons donc une section de i'C!® ®brr.0 On\Gi1
comme une fonction f(g,z) avec g € G, z € U\G arbitrairement proches
de 1. Au voisinage de 1 € U\G, on peut relever x en un élément de G
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tel que z(1) = 1 (on vérifiera que I'application que nous allons définir ne
dépend pas du choix d'un tel relévement). On définit alors 'application
f(g, ) — f(zg,z). On voit que cette application réalise un isomorphisme
i tC! ‘1®@>FL ~Ouna1 — O, 1®<c Oung,1- et la compatibilité aux diffé-
rentes actions est un simple exercice. O
PROPOSITION 5.7. — Soit x € X*(T)c,,-
(1) Si X((L_l)) ¢ Z>0; Eth *2(X7 —1cla) =
(2) Six((1,-1)) € Zo, Exty (i Cl) = ﬁo_o et laction xpor de b
se fait a travers —wgx.

(3) Six((1,~1)) ¢ ZzoU— Liouv, Ext} , (x,i51C1%) = 0500%+ % @nY,
laction *per de b se fait a travers le camctere —-X — 2p
(4) Six((1,-1)) € Zzo, Exty,, (X, i C'*) = O @n’ P OX @

Cp(x —wox). L'action *pop dely est semi- szmple et se fait @ travers
les caractéres —y — 2p et —wgX.

Démonstration. — D’apres le lemme 5.6, on possede un isomorphisme
.1 = =
il — (ﬁT,1®(CpﬁU\G,1)h*g®*g 0
et donc tous les calculs se ramenent a ceux du lemme 5.5. O

Remarque 5.8. — On possede un morphisme de restriction naturel
Ou\Gg,1 — Or,1, déduit de l'inclusion T' — U\G.. On définit un morphisme
surjectif

i C"R0rr. . Onga — Ovngi®c, Otng1 — Ora®c, Ona,

Ce morphisme entrelace les actions x1 3 ® x4 et Id @ x4 de g, et les actions
%o ®1d et ¥ ® Id de h. Il entrelace les actions %123 ® %44 €t xgq @ *gq de
B(Q,). L’action de  donnée par *po, ® Id devient *, @ Id. Enfin les actions
Id ®x4 et x4 ® %4 de b se correspondent aussi.

On en déduit un morphisme surjectif de faisceaux (g, B(Q)))-équivariants :

ittt — (ﬁTq@«:p ﬁU\GJ)h*“’@*g:O

On note iZ!Cle = (i~°°)*(ﬁT71®(C” Ong,1)"®*=%. On voit que le mor-
phisme i!C'* — i !C'® induit par passage au quotient un morphisme
i 2Cl — i 1Cl*@nY. Le faisceau i1 C!*®@n" interpole les faisceaux 0 “oX®
nY et six((1,—1)) ¢ Z>oULiouv on a un isomorphisme Extp ,, (x, *1Cl“) =
Ext) ,, (x, 1510 @ nY)[=1] = 0500 @[],
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5.3. La b-cohomologie de &'¢

On possede des suites exactes :

0 — jij 0" — 0" — (i) 4il 0" — 0.

On commence par calculer la b-cohomologie de j*0'¢ et i1 0", comme
faisceau B(Q,)-équivariant.

PROPOSITION 5.9. — Soit x € X*(T)c, -

P

Si X((L _1)) ¢ ZZOf EXt([:,*z (Xvigolﬁla) =0.

Si x((1,-1)) € Zxy, Ext‘g&(x,i;}ﬁl“) = w3 XM et laction *por
de by se fait a travers —wgx.

Six((1,-1)) ¢ Z>oU— Liouv, Extllw2 (x, 1L 0') = wwoxt2esm g
nY, laction xno, de b se fait d travers le caractére —x — 2p.

Si x((1,-1)) € Zzo, Exty,, (x, i 0') = w32’ @ nY G w X @
Cp(x —woX). L'action e, de by est semi-simple et se fait a travers
les caractéres x + 2p et wox.

On a Extlfw2 (x,it0") =0 sii > 1.

On a Extj,, (x,j*0'*) =0 sii>0 et Ext} , (x,j*0') = wy

Démonstration. — On prétend que

VB(Extp x, (X,j*Cla)) = Extp ., (X,j*ﬁla)).

Pour justifier cette assertion, nous utilisons [19, thm. 4.2.5] qui étend le
théoréme 3.3 aux faisceaux Exty,, (x,7*C'*)). On possede ainsi la suite
d’égalités :

VB(Extg 4, (X, 5*C'*)) = RVB(Extp +, (X, j*0c1OFL)))
= Extp v, (X, RVB(j*Oc10FL))
= Eth,*z (X7j*ﬁla)).

On montre de méme que VB(Extp +, (X, i< C!?)) = Extp +, (X, 0'%)). On
se ramene donc aux propositions 5.2 et 5.7. O

COROLLAIRE 5.10. — Soit x € X*(T)c, -

(1)

Six((1,-1)) ¢ Z>o U — Liouv,

Exty (x, RT ({00}, i 0'%)) = HO({oo}, w X *205m) @ n¥ [-1].

(2)
(3)

Si x((1,-1)) € Zzo, Exty (x, H({oo}, iz} ")) = H ({o0}, wzgv™™).
Six((1,=1)) € Zzo,

Exty (x, HO({oo}, i 0'%))

= HO({oc},wi2™) @ HO({oo}, wH20m) @ n.
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(4) Exty(x, RCe(Uug, *60')) = HY (U, w20 [1].
Démonstration. — On a :
Exty(x, RD({o0},i} 0'*)) = RT'({oc}, Exty(x, i 0'%))
Exty (X, RLe(Uwy, 5*0'*)) = RTe(Uny, Exty (x, 5*6')).
On peut donc appliquer la proposition 5.9 O

5.4. La b-cohomologie de H'(FL, 0'%)

On commence par calculer la b-cohomologie de HO(FL, 6'?)

PROPOSITION 5.11. — Soit x € X*(T)c,. On a des isomorphismes de
B(Q,)-modules :

(1) Six e X*(T) et x((1,-1)) =0,

‘ HO —X;sm i—0.1
Extg, (x, H(FL, 6')) :{ (FLwpr™) ©Cplx) sii=0,1,
0 sii > 1.
(2) Six e X*(T) et x((1,-1)) = -2,

Exty (x, HO(FL, 6')) = {I(:I"(fﬁ,w;‘z’“”””m) @ Cy(x) Z ;;_L 2
(3) Six((1,-1)) # 0, -2, Exty(x, H'(FL, 0'%)) = 0.
Démonstration. — On rappelle que
HY(FL, 6'") = C'*(Z,Cp) ®c, B (XGLo(2,) K7 OXiryiyyir)-
Ainsi, I'action de g sur HO(FL, 6'?) se factorise & travers g®®. On a
Ext,(1,H°(FL, 0'%)) = H*(FL, 0')0] ® HY(FL, 0'*) @ nV[-1].

Si x(1,-1) #0,
Exty (x, H*(FL, 6'*)) = 0.

Si X(L 71) # 727

Exty (x, H*(FL, 0') @ nY) = 0.
Six € X*(T) et x(1,—1) =0, alors

Extg(x, 0') = wrp ™" @ Cp(x).
On déduit facilement que

Exty (x, H(FL, 6')) = Exty (x, H(FL,wz5"™) @ Cp(x)).
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De méme si x(1,—1) = —2, alors
Ext)(y, 6 @ 1Y) = wzl """ @ Cp(x).
On déduit facilement que
Exty (x, HO(FL, 0') @ nV) = Exty (x, H(FL, wzE 27" @ Cp(x))-
On remarque enfin que —x — 2p = —wox + 2p. O

THEOREME 5.12 ([17, thm. 5.4.2, 5.4.6]). — Soit x € X*(T)c,. On a
les suites exactes de B(Q,)-modules :

(1) Six((1,-1)) ¢ Z>o U — Liouv U{—2}, on a une suite exacte :
0 — Hg (U, wyp 0™™) — Exty(x, B (FL, 6'%))
— H({oo}, w3 oxt275m) @ n¥ — 0
(2) Six e X*(T) et x((1,—1)) = —2, on a une suite ezacte :
0 — He (U, gy ™) — Bxty(x, HY(FL, 6')) — K — 0
et
0 — (H'({oo}, waa X275y @ n¥) /(HY(FL,wr X @ Cy (X))
— K —H (H,w;%“"“’”m) ®Cp(x) — 0
(3) Six e X*(T) et x((1,-1)) =0, on a :
0 — HY(FL,wrf*™) ® Cy(x) — Homy (x, HY(FL, 6'"))
— H({oo}, wioXF205™) @ n¥ @ (H ({00}, wilX)
®c, Cp(x — wox))/(H(FL,wz*™) @ Cp(x)) — 0
(4) Six e X*(T) et x((1,-1)) € Z>p, on a :
0 — HY(FL,w ™) @ Cp(x) — Exty(x, H'(FL, 0'))
— H({oo}, wioXt205m) @ n¥ @ H ({00}, wiX) ®c, Cp(x — wox) — 0

(5) Hl(UwO,w_XOsm) YFL,wzE™™) et HO({oo},w3X) ont poids de
Hodge—Tate wox((1,0)).

(6) HO({oo}, woxt205m) et HO(FL,wreoX 275 ont  poids de
Hodge-Tate x((1,0)) + 1

Démonstration. — On considére la suite exacte :

0 — jij* 0" — 0" — (in),i 10" — 0
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En prenant la cohomologie, on obtient une suite exacte :
0 — HY(FL,6') — HO({oo}, i} 0')
— HY(Uy,, 0'*) — HY(FL, 0'*) — 0

Dans le cas (1), Extp(x, H*(FL, 6'%)) = 0 d’aprés la proposition 5.11, et
Ext(x, H'({oc}, i 0'*)) = 0 d’aprés le corollaire 5.10, donc on obtient un
suite exacte :

0 — Ext{(x, H (Uy,, 0'*)) — Exty (x, HL (Uy,, 0'))
— Exty (x, H({o0}, i 6'*)) — 0

et on peut appliquer le corollaire 5.10. Les autres cas sont similaires et laissés
au lecteur. ]

5.5. Théorie de Harish—Chandra

D’apres le théoréme 5.12, sur la partie y-isotypique pour I'action de b, le
Cartan horizontal vérifie '’équation quadratique (h+(x+2p)(h))(h+wox(h)).
C’est en fait une conséquence de la théorie de Harish—Chandra que nous
rappelons ici. Soit Z(g) le centre de U(g). On posséde un morphisme HC' :
Z(g) — U(h) dont voici la définition : dans le module de Verma universel
U(g) ®u(p) U(h) on a

2®1=1® HC(z).
D’apres [14], 1.10. Le morphisme HC' induit un isomorphisme Z(g) —
UBH)W o W,. est l'action tordue du groupe de Weyl (qui induit I’action
w.x = w(x + p) — p sur X*(T)c, = Spec U(h)).

On note D = Or, @ U(g)/n°(Orz @ U(g)) le faisceau des opérateurs
différentiels tordus sur FL.

Le morphisme h — g%/n® induit un morphisme U(h) — D. On posséde
de plus un morphisme Z(g) — U(g) — D. On montre que le morphisme
Z(g) — D se factorise a travers U(h). On possede donc un second morphisme
HC' : Z(g) — U(B).

LEMME 5.13. — Le diagramme suivant est commutatif 19 :

Z(g) 5 U(n)

(10) Ot wp : U(h) — U(h) est Paction non tordue de wo
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Démonstration. — On a i, D = U(h) @y p)U(g) et on a par specialization
la formule 1® z = HC'(z) ® 1. La transposition suivie de la conjugaison par
wo induit un isomorphisme : U(g) @y ) U(h) — U(h) Rye) U(g). Cette
opération envoie z ® 1 = 1 ® HC(z) sur 1 ® z = woHC(2) ® 1 car la
transposition agit trivialement sur Z(g) (voir [14], 1.10, exercice). O

6. Poids singuliers

Un poids x est singulier si wgx = x + 2p, si x(1,—1) = —1. Dans le point
1 du théoréme 5.12, on a une suite exacte
0 — H (U, w0 ™™) — Exty(x, H'(FL, 6'%))
— HO({oo}, wwoxt2esmy

et l'action du Cartan horizontal se fait a travers le caractere —wgyx sur
Hi(UwO,w[}i‘ésm) et sur HO({oo}, wwox+2,:5m)  Cet action est non semi-
simple (en général) et le théoréme suivant décrit le sous-espace de
Ext} (x, H'(FL, 6'%)) sur lequel I’action est semi-simple.

THEOREME 6.1. — Soit x € X*(T). Supposons que x((1,—1)) = —1.
On posséde un diagramme commutatif :
0 0
Hi(UwU , w[;jfogm) Hi(Uwo’ waii;sm)

EXt?b,*g)@(h,*ho,,,)(X D —Wo X, Hl (]:['7 ﬁla)) — Eth,*z (Xa Hl(f['a ﬁla))

HY(FL,wrp™™) @ Cp(x) HO ({00}, w3 ™)
0 0
Démonstration. — Soit 3 le centre de g. Pour tout z € 3, 0n a zkper (—) =

—Zz %3 (—) essentiellement par construction (voir le lemme 5.13). Il en résulte
que

EXt?by*Q)eB(hy*hoT)(X [S2) —WwWoX, Hl(fﬁ, ﬁla))
= BXt{y 1) (pter 11,0 (X & —w00X, HH(FL, 6')).
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On va étudier
EXt(b1*2)@(hder1*hoT) (X @ —WoX, R‘F(‘Fﬂa ﬁla))
= EXt(bd”,*z)@(h,*hw)(X @ —wpX, RF(]:E7 ﬁla)).
Comme Ext(p ., (x, RD(FL, 6'%)) = Ext(y ,,\(x, H{(FL, 6'"))[~1], on dé-
duit que :
H ( Ext (6 40)@(h4er n0n) (X © —W0X, RF(@ZG)»
= EXt?b,*z)GB(hd",*hm»)(X D —woX, H1<ﬁla)).
On considére maintenant j : Uy, — FL < {00} : i et le triangle :
31Oy, — O — (in)aint 010 T
On calcule maintenant :
EXt(b,*Q)EB(hde",*hm) (X @ —wWoX, R‘FC(UU)Q) ﬁla))
= EXt(hd6T7*hO7‘) (—’LUOX7 H:‘:(Uwo s w[}u)}({;sm) [_ 1])
— H (U "™ [~1] @ HA (U057 [2
On calcule de méme :
Ext(p ) @(p4er x500) (X B —w0X, RT ({00}, i1 0'))
= EXt(hdeT)*hO’r‘) (—’LUOX7 HO({OO}’ wO_OX,Sm) ® nV)
= H%(00,w2¢*™) @ nY[~1] ® H (00, w X*™) @ nV[~2]
En appliquant a :
310", — O — (in)sin 01 T
le foncteur Ext g ,,)q(hder xp,.) (X © —woX, RI'(—)) on trouve une suite longue :
H(l;(me w[;jfo,sm) — EXt?b,*z)@(bd’”,*hor)(X D —woX, Hl(ﬁla)
N HO(OO7WO_OX’Sm) ®@nY 4, Hi(UwO, w&fjm)

Il faut maintenant identifier 'opérateur d. On commence par expliquer que
lopérateur d est associé a la classe d’une extension de faisceaux. D’apres
le lemme 6.2 on a Exty.,. (—wox, 0'%) = ©0'“*oX[0]. On calcule
Extpacr 4p) (X, 0'"7%0X) a Taide du complexe de Koszul suivant (ou h,n
sont des générateurs de h%" et n) :

(n,h—x(h)) Oﬁla,*WOX ® nY ® ﬁla,fwox

(h—x(h))

—-n

0 s la—wox

ﬁla,—wox ® nv 0
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De méme, Extgaer ,,) (X, " 0'@=woX) ge calcule & 'aide du méme complexe
qui se simplifie en :
w;x,sm[o] @ wax,sm[_l]

wo wo
Enfin, Extpacr 4,)(X,i5 (0! 7*0X)) se calcule & l'aide du méme complexe
qui se simplifie en :

w M @[~ e w 3" @n’[-2]
On posséde donc un complexe de complexes de faisceaux qui est un triangle
distingué :

Xsm

\Wrr 4>
! Uw0 Jwy,,

l J

ﬁla,fng ﬁla,fng ® I.‘V oy ﬁla,fwox ﬁla,fwox ® n\/

| |

(Zoo)*w{o);}sm ® nV % (Zoo)*w{io)g}sm ® nY

En prenant le H', on déduit un suite exacte :

—X,sm X,85m

0 — jl(JJ — EXt%bdeT,*Q)(X, ﬁlfhfwox) — (Zoo)*w{ } ® n\/ N 0

De plus, la classe de 'extension dans cette suite exacte induit le morphisme
d. En effet, on a des suites exactes :

0 — HY(FL, Extlyaer 1, )a(5xm0m) (X & —woX, ')
— Ext{y ., (x, HN(FL, 0'))
— HY(FL, EXt%bder7*2)@(h’*hor)(X & —wox, 0'))
et
0 — HO(FL,Ext{gaer_y)a(h0n0) (X E —woX, O'))
— HO({oo},w¥*™) @ nY N Hi(UwO,wUX )
On conclut la preuve du théoréme grace a la proposition 6.3 suivante. g

LEMME 6.2. — Pourtout caractérex € X*(T')c,, onaExtihy*hor(X, o') =
0 sii> 0 et on pose Eth7*hor(X7 o0'e) = g'lax,

Démonstration. — Comme Extih (x, O7.1) = 0 pour tout ¢ > 0, on déduit
que Exté,*hor(x,cla) = 0 si i > 0. Ensuite, on a VB(Exty,,, (x,C!%)) =
EXthu*hor (X, ﬁla). O
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PROPOSITION 6.3. — L’extension

—X,sm

0 —> j!wal)uc(;sm [N EXt%bdeT’*z)(X’ ﬁla,—wox) SN (lm)*w{oo} @nY — 0

s’identifie a ’extension :

0 — jif"wy ™™ — wrp*" @ Cp(x) — (ioo)sigw  X*™ @nY — 0

oo Yoo

Démonstration. — On fait le calcul du coté de C'*. On possede donc une
extension de faisceaux (g, B(Q)))-equivariants sur FL :

0— j!ﬁ&:{o — EXt%bdcT’*z)(X’Cla,fwox) N (ioo)*ﬁ{;)é} @n’ —s 0

Il s’agit de démontrer que cette extension s’identifie (& torsion pres de
laction de B(Q,)) &

00— jij* OFf — Oz — (ioo)xing OFf — 0

Vu le lemme 2.15, il suffit de démontrer que EXt(lbdcr7*2)(X,Cla7_w0X) est
un faisceau inversible de &7 -modules. Il suffit donc de produire une section
inversible de Ext%bd”7*2)(x,Cl“’_w0X) au voisinage de l'infini.

On note j' = Uy, .wo < PL. C’est la grosse strate de Bruhat pour Iaction
de B. On considere Ext(wox, ()*C'). De fagon analogue au lemme 5.2,
on voit que c’est un faisceau inversible sur U,,,.wp et que I'action du Cartan
horizontal se fait a travers le caractére —wgy. On possede donc un mor-
phisme Ext%(wox, (4)*C'*) — (j')*Cla~wox, Le complexe suivant calcule

EXt%bdcr7*2)(X7Cla,_w0X) .

0 —s CZLM*U)OX (n,h—x(h)) Cll%*wOX ® nV ® Cla,fwox

(h—x(h))
A =n Jy ola,—wox @onY — 0.

On posséde un morphisme
Bt (wox, (7)°C1%) @ 1Y — ()" Bxtlyaer oy (6, € )
induit par le morphisme
Ext%(wox, (J-/)*Cla) ® nv N (j/)*cla,—wox ® nv.

On utilise que § agit (via %o) par wox —2p = X sur Ext%(wox, (41)Cl*) @nV
et que b agit (via *pe-) par —wgX. La restriction du morphisme

EXt% (U)OXa (j/)*cla) ® nV — (j/)* EXt:(lbdeT,*2) (Xa Cla’iwox)

a Vouvert U,, N Uy, wo est non nul par le lemme ci-dessous. C’est donc
un morphisme non nul de faisceaux g-equivariants inversibles et donc un
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isomorphisme. Il en résulte que le morphisme de faisceaux g-equivariants
inversibles est aussi non-nul :

7;(;01 EXt%(ﬂ]oX, (j/)*cla) onY —s i;ol EXt%bder7*2)(X, Cla,—wOX)
et donc nécessairement un isomorphisme. O
LEMME 6.4. — Le morphisme
0 N . 1 la,—
Extg (wox, (7/)*C'*) @ 0" — (§)" Extpaer ) (x, C'*7"°X)
est non nul sur Uouvert Uy, N Uy, wo.

Démonstration. — Posons s = (19) et considérons le point co.s € Uy, N
Uyowo. On va montrer que Extg (x,Cle—woX) = (. Il en résultera que l'in-
tersection entre l'image de Ext%(wox,Ci“) ®nY et 'image de CL»~woX est
nulle. En conjuguant par s, on peut en fait se ramener a démontrer que

Extgs(x,Céao’_“’UX) = 0. Un calcul immédiat montre que h, = (3 % ). On

identifie C'%~%oX avec les séries de rayon de convergence non nul en x :

{2 k>0 re,af b2 ks ) avec (ki,k2) = wox et donc ky — ky = 1. On a

hs(ak1bF2aks) = (ky — ko + 2k3)a® 1 bF22ks + 2kzxF3 ! d’apres les calculs de

la section 5.2. Il en résulte que hs + 1 est inversible sur cet espace. (|
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