PROLONGEMENT ANALYTIQUE SUR LES VARIETES DE
SIEGEL

par

Vincent Pilloni

Abstract. — We study analytic continuation of overconvergent modular forms on Siegel
varieties. We first analyse the dynamic of Hecke correspondances at p over Siegel varieties
with parahoric level structure. We then concentrate on genus 2 and prove a classicity crite-
rion : a Siegel overconvergent modular form, of weight (k1, k2), eigen for U, with eigenvalue
ap, such that k2 > v(ap) + 3 is classical. This implies that genus 2 cuspidal ordinary p-adic
modular forms of weight (k1, k2) with k1 > ko > 4 are classical.

Résumé. — Nous étudions la possibilité de réaliser le prolongement analytique des formes
modulaires surconvergentes sur les variétés de Siegel. Dans un premier temps, nous analysons
la dynamique des correspondances de Hecke en p sur les variétés de Siegel avec niveau
parahorique. Nous nous intéressons ensuite au genre 2 et démontrons un critere de classicité :
toute forme modulaire de Siegel surconvergente de poids (k1, k2), propre pour U, pour la
valeur propre a,, avec k2 > 3 + v(ap) est classique. Ceci entraine que les formes modulaires
p-adiques ordinaires cuspidales de Siegel de genre 2 et de poids (k1,k2) avec k1 > ke > 4
sont classiques.

Classification Mathématique par sujet : 11 F 46

Table des matiéres

1. Introduction. .. ..o 2

Partie I. Dynamique des opérateurs de Hecke en niveau

PArahorique. . ... ... 4
2. Etude des niveaux parahoriques. .............oiiiiiiiiiiiiiiieenn.. 5
3. Passage au niveau Iwahorique ............ ... ... L 9
Partie II. Formes de Siegel surconvergentes de genre 2.......... 11
4. La GEOMAGITIO. . .ttt e 11
5. Formes modulaires. ......... ..o 26
6. Le prolongement analytique.......... ... ... o i 31
7. Fin de la démonstration........ ... ... 35
Appendice A. Filtration par le degré........... ... ... . ... 36

RETETENCES. . o o oo 38



2 Prolongement analytique sur les variétés de Siegel

1. Introduction

Soit p un nombre premier, K une extension finie de Q,, Ok son anneau d’entiers et K
une cloture algébrique. On note v la valuation de K, normalisée par v(p) = 1. Soit N > 3
un entier premier a p et X — Spec Ok l'espace de modules qui parametre les schémas
abéliens A principalement polarisés de dimension g, équipés d’une structure principale de
niveau N et d'un drapeau complet H; C ... C Hy C A[p] de sous-groupes de la p-torsion,
totalement isotropes. Le schéma X est la variété de Siegel de genre g, de niveau auxiliaire
N et de niveau Iwahorique en p. D’apres [D-R], VI thm 3.4 lorsque g = 1 et le théoreme
principal de [Str1] lorsque g > 2, il existe une compactification toroidale X de X qui est
un schéma projectif sur Spec O . Cette compactification est canonique lorsque g = 1 et
dépend de choix combinatoires lorsque g > 2.

Pour tout poids k = (k1,...,kq) € Z9, k1 > ... > kg, on dispose d’un faisceau w”
sur X (voir [Hi02], p. 5 ou [Pi], 4.1.1 ). Ses sections globales sont par définition I'espace
des formes modulaires de Siegel de poids k, de niveau auxiliaire N, de niveau Iwahorique
en p, a coefficients dans O . De plus, d’apres le principe de Koecher lorsque g > 2 (voir
[Str2], prop 2.5.6), on a H°(X,w") = HY(X,w"). Nous notons M(x, X) = HO(Xg,w")
le K-espace vectoriel de dimension finie des formes de Siegel de poids & sur X, la fibre
générique de X. L’espace M(k, X) ne dépend pas du choix d'une compactification X.

Dans la fibre rigide Xrig de la complétion formelle de X le long de sa fibre spéciale, on
peut considérer le tube ordinaire multiplicatif. C’est le lieu ou les schémas semi-abéliens
ont réduction ordinaire et ou le groupe H, est de type multiplicatif. Une forme modulaire
surconvergente de niveau auxiliaire N et de niveau Iwahorique en p est alors une section
rigide-analytique du faisceau w” sur le tube, se prolongeant dans un voisinage strict. On
note M(x, X )T cet espace. Lorsque g > 2, nous ne savons pas si cet espace est indépendant
du choix de la compactification. Il existe dans ce cas deux autres définitions raisonnables
de forme surconvergentes. Notons X,;, C X'Mg la fibre générique de la complétion formelle
de X le long de sa fibre spéciale. On peut considérer 'espace M(x, X)! des sections sur
le tube ordinaire multiplicatif de X4, s’étendant dans un voisinage strict de X,;4. La
partie 8 de [A-M] nous amene & considérer également 1’espace M(x, X, X)T des sections
rigides-analytiques sur le tube ordinaire de X4, qui se prolongent sur un voisinage strict
dans X,;,. Les espaces M(k, X) et M(k, X, X) ne dépendent que de X. On a une suite
d’inclusions

M(k, X)T = M(k, X, X)T — M(x, X)),

Les espaces de formes surconvergentes apparaissent naturellement lorsqu’on cherche
a comprendre les congruences qui existent entre des formes modulaires de poids différents.
Par exemple, dans [Pi], thm A.3, nous avons établi que toute forme modulaire p-adique,
ordinaire, cuspidale pour un poids dominant définit une forme surconvergente sur M(x, X).
On dispose d’'une application de restriction injective :

M(k, X) — M(k, X)T
et il est important de disposer d’un critere pour décider quand une forme surconvergente

est classique, c’est a dire appartient a 'image du précédent morphisme.

Lorsque g = 1, un tel critere a été obtenu a l'aide d’un opérateur U, agissant sur
M(x, X) et M(x, X)! (voir [Ka], 3.11). Le théoréme suivant est di & Hida dans le cas
ordinaire ([Hi86], cor. 3.2) et & Coleman ([Col]) dans le cas général :

MW On peut montrer que les inclusions précédentes sont des égalités sur la partie ordinaire cuspidale.
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Théoréme 1.1 (Hida, Coleman). — Toute forme surconvergente F' de poids k, propre
pour Up, avec une valeur propre a, est classique si k > v(ap) + 1.

Ce théoréme a été redémontré par Buzzard et Kassaei en utilisant des techniques de
prolongement analytique ([Buz], thm 5.2 et [Kas|, thm 1.2). Les techniques de prolonge-
ment analytique ont de plus permis de montrer la classicité de certaines formes modulaires
surconvergentes de poids 1.

Cet article étudie la possibilité d’appliquer les idées de loc. cit. en genre g > 2. On
dispose, en tout genre, d'un opérateur U, agissant sur M(x, X)T, M(x, X, X)T et M(x, X)T.
Le résultat principal de ce travail est le suivant :

Théoréme 1.2. — Supposons g = 2. Soit k = (ky1, ka) € Z? avec k1 > ko et F un élément
de M(k, X)T, propre pour lopérateur Up pour la valeur propre a,, avec ko > v(ap) + 3.
Alors la forme F' est classique.

On en déduit le corollaire :

Corollaire 1.1. — Supposons g = 2. Une forme modulaire p-adique cuspidale ordinaire
de poids k = (k1,ke) avec k1 > ko > 4 est classique.

Remarque 1.1. — Le théoreme et son corollaire permettent donc de décrire les points
classiques de variétés de Hecke construites a I’aide des formes modulaires p-adiques (cette
construction n’existe que dans le cas ordinaire & I’heure actuelle, voir [Hi02], thm. 1.1,
[Pi], part. 8). Dans [Urb|, Urban construit des variétés de Hecke pour les groupes unitaires
et symplectiques en utilisant une méthode cohomologique. Il démontre un théoreme de
classicité général ([Urb], prop. 4.3.10). On ne sait pas démontrer, & notre connaissance,
qu’une forme surconvergente propre F' définit un point de la variété de Hecke construite
par Urban. Si on savait le faire, on obtiendrait alors, sous les hypotheses du théoreme 1.2,
Iexistence d’une forme classique propre GG ayant le méme systéme de valeurs propres que
F. Ce résultat serait cependant plus faible que le notre car il n’y a pas de “multiplicité
un” classique (et donc a fortiori surconvergente) pour le groupe GSp,.

Indiquons a présent comment s’organise la démonstration. L’idée de départ, due a
Buzzard, est la suivante : pour toute forme surconvergente F' propre pour U,, pour une
valeur propre non nulle a,, on voit la relation :

a,'UpF = F

comme une équation fonctionnelle reliant la valeur de F' en un point x € X,;, et sa valeur
aux points images de x par la correspondance U,. Cette équation fonctionnelle permet
d’étendre le domaine sur lequel est défini la forme F'. Pour cela, on est conduit & analyser
la dynamique de l'opérateur de Hecke U,,.

La premiere partie de ce travail est consacrée a ’étude générale de cette dynamique,
en genre quelconque, pour la correspondance U, et pour les autres correspondances en
p. On montre que, sous l'itération des correspondances de Hecke en p, les points de X4
s’accumulent autour des tubes ordinaires. On met également en évidence que I'obstruction
au prolongement analytique est due a la présence de variétés abéliennes dont le groupe de
Barsotti-Tate associé n’est pas simple. En genre 1, le phénomene était bien connu : le pro-
longement analytique de Buzzard s’arréte sur la composante ordinaire étale. Il faut alors,
selon Kassaei, construire des séries approximant le prolongement souhaité et convergeant
sous les hypotheses sur le poids et la pente mentionnées plus haut. En poids 1, les séries
de Kassaei ne convergent pas, pour obtenir un énoncé de classicité, il faut disposer d’une
forme compagnon.
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Dans la seconde partie de ce travail, on étudie précisément le cas du genre 2. On ana-
lyse dans un premier temps, a 1’aide de la théorie du modele local de DeJong [dJ], la fibre
spéciale de X. On donne en particulier une interprétation modulaire de la stratification de
Kottwitz-Rapoport. On réalise ensuite, a ’aide des résultats de la premiere partie, et sous
des hypotheses reliant le poids et la pente, le prolongement analytique sur un ouvert de
Xrig, associé a un ouvert formel de fermé complémentaire de codimension 2. On montre
ensuite que toute section définie sur cet ouvert se prolonge automatiquement a X,;, tout
entier. On conclut enfin par le principe de Koecher et GAGA.

Dans un prochain travail, nous étudierons les cas de petit poids, lorsqu’on dispose
d’une forme compagnon.

1.0.0.1. Notations et conventions. — On fixe un nombre premier p et un entier N premier
a p. On choisit un corps K, extension finie de Q,, d’anneau d’entiers O, d’uniformisante
7K, de corps résiduel F. On fixe une cloture algebrique K de K. La valuation de K est
notée v et est normalisée par v(p) = 1.

Dans toute la suite, on considérera des structures de niveau N sur les espaces de modules,
elles permettent de travailler avec des schémas plutét qu’avec des champs. On les omettra
cependant le plus souvent des notations car leur destin ne présente aucun mystere pour
les questions que nous considérerons.

Nous utilisons la géométrie rigide a la Tate.

Si W et V sont deux ensembles, nous notons W C V si W est un sous-ensemble de V,
éventuellement égal a V.

Nous posons enfin N = {n € Z, n > 0}.

1.0.0.2. Remerciements. — Mes remerciements chaleureux s’adressent a I’ensemble des
participants au groupe de travail sur le prolongement analytique entre les universités Paris
13, Nancy 1 et King’s College. Je pense tout spécialement aux organisateurs J. Tilouine,
A. Genestier et P. Kassaei, ainsi qu’ a L. Fargues, F. Mokrane et B. Stroh. C’est grace
a eux que ce travail a pu aboutir. Je tiens aussi a remercier les rapporteurs, leurs tres
nombreux commentaires ont permis d’améliorer grandement le manuscrit.

PARTIE I

DYNAMIQUE DES OPERATEURS DE HECKE EN NIVEAU
PARAHORIQUE

Soit X¢(p) — Spec Ok le schéma de modules des courbes elliptiques E munies d’un
sous-groupe H d’ordre p et d’une structure principale de niveau N. Soit Xo(p)rig la fibre
générique de la complétion formelle de Xy(p) le long de sa fibre spéciale. Pour toute
extension F' de K et x € X(Op), le groupe H(z) est isomorphe & un schéma en groupes
de Oort-Tate G, p, de schéma sous-jacent Spec Op[X]/(XP — aX) (voir [O-T], thm. 2).
Le rationnel v(a) € [0,1] dépend uniquement de H(x) et est noté deg(z). Ceci permet de
définir une application :

deg : XO(p)rig —[0,1]

On dispose d’une correspondance de Hecke U, agissant sur Xo(p),iq. Dans [Buz|, Buzzard
étudie de facon précise la relation qui existe entre deg(x) et deg(y) pour y € Up({z}).
Pour cela, il utilise la théorie du sous-groupe canonique de Lubin-Katz ([Ka], part 3). Il
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démontre en particulier ’énoncé suivant, de contraction vers le tube ordinaire-multiplicatif,
crucial pour le prolongement analytique des formes modulaires surconvergentes :

Proposition 1.1 ([Buz], lem. 4.2). — Soit \,v € R, 0 < A <wv < 1. Il existe N € N
tel que

U (deg™ (1A 1])) < deg™ (1v,1))

On remarque que cet énoncé est faux lorsque A = 0.

Dans cette partie, nous étudions la généralité d’un tel énoncé sur les variétés de
Siegel munies d’une structure de niveau parahorique en p et obtenons un analogue de
la proposition précédente pour les variétés de Siegel de niveau Iwahorique en p (voir le
théoreme 3.1). Pour cela, nous utilisons une fonction degré définie sur les schémas en
groupes finis et plats. Cette fonction évaluée sur le groupe de Oort-Tate G vaut v(a). La
fonction degré des schémas en groupes apparait dans les travaux d’Illusie, Messing, Tate,
Raynaud dans les année 70, puis tres récemment et de fagon cruciale dans les travaux de
Fargues [Far| qui nous ont beaucoup influencés.

2. Etude des niveaux parahoriques

2.1. Définitions. — Soit g un entier strictement positif, 7 un entier, 1 < r < g, et X(r)
le schéma de modules sur Spec Ok dont les R-points sont les classes d’isomorphismes de
quadruplets x = (A, A\, YN, H) formés de :

— Un schéma abélien A, de dimension g.

— Une polarisation principale .

— Une structure principale N de niveau N.

— Un sous-groupe totalement isotrope H C A[p| de rang p".

Soit C(r) le schéma de modules sur Spec K dont les R-points sont les classes d’iso-
morphismes de couples (z, L) ou x = (A, \,¢¥n, H) € X(R) et :
— Lorsque r = g, L C Alp] est un sous-groupe lagrangien (c’est a dire totalement
isotrope maximal) tel que H & L = Alp].
— Lorsque 1 <r<g—1,LC A[pQ] est un sous-groupe totalement isotrope maximal
tel que Lp] ® H = Alp] et pL & H+ = Ap).
Le schéma C(r) est muni de deux projections vers X (r)g. La projection p; est 'oubli du
groupe L. La projection ps est définie comme suit au niveau des R-points : a la donnée
(A, X\, 9N, H) on associe le schéma abélien A/L muni de la polarisation “descendue” \P
sir =g ou 2P sl < r < g—1, de la structure de niveau N obtenue en composant la
structure de niveau N sur A avec la projection A — A/L et du groupe Im(H — A/L).
Les projections p; et po sont étales et finies.

Notons X(r) le schéma formel sur Spf Ok obtenu par complétion formelle de X (r) le

long de sa fibre spéciale. Soit X (r),i, 'espace rigide analytique qui est la fibre générique
de X(r).
Soit X (7)qn 'analytifié de X (r) et C(r)qy, analytifié de C(r). Rappelons que X (1) est
un ouvert de X (7)qn. On note C(r),iy I'ouvert rigide de C(r)qy, obtenu par produit fibré
avec X (r)rig via la projection p1 : C(r)an — X (r)an. C’est le lieu des schémas abéliens
ayant bonne réduction. On dispose alors de deux projections pi,p2 : C(7)rig — X (7)rig-
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Notons P (X (r)rig) ensemble des parties de X (r)pig. On définit alors un opérateur
de Hecke ensembliste

Urlp(X(T)rig) - P(X(T)rig)
S — pap;t(9)

Cette application envoie les ouverts de Zariski sur les ouverts de Zariski, les ouverts rigides-
analytiques sur les ouverts rigides-analytiques, les ensembles finis sur les ensembles finis.

2.2. Paramétrisation via la fonction degré. —

2.2.1. Rappels sur la fonction degré des schémas en groupes finis et plats. — On rappelle
la définition et les propriétés de la fonction degré des schémas en groupes finis et plats.
L’article [Far| de Fargues constitue une excellente référence.

Soit S un Zy-schéma plat et connexe et G un S-schéma en groupes fini et plat sur .S,
commutatif, de rang une puissance de p. La hauteur de G est I'entier log, rg G, on le note
ht G. On désigne par wg le faisceau conormal associé a la section unité de G.

Définition 2.1 ([Far], déf. 3). — On note ¢ = Fitty wg l'idéal de Fitting de wg. C’est
un idéal inversible de Og.

Supposons que S soit le spectre d’'un anneau V' de valuation pour une valuation
v:V — RU+oo étendant celle de Z, (v(p) = 1).

Définition 2.2 ([Far], déf. 4). — On note deg G = v(dg).

Proposition 2.1 ([Far], lem. 4). — Soit 0 - G’ — G — G" — 0 une suite exacte de
groupes finis et plats sur Spec V. On a

deg G = deg G’ + deg G”
Notons GV le dual de G, on a :

deg G+ degGY =ht G

Ezxemple 1. — Un schéma en groupes G est étale si et seulement si degG = 0, il est
multiplicatif si et seulement si deg G = ht G.

Ezxzemple 2. — Soit f : A — B une isogénie de degré une puissance de p entre schémas
abéliens sur Spec V = S. Soit G son noyau. Soit w}4 /s et wllg /S les faisceaux conormaux de

Aet Bet f*: Wzls’/s — "",14/5 Papplication induite par f. On a alors deg G = v(det f*). En
particulier, si A est un schéma abélien sur Spec V' de dimension g, on a deg A[p"] = ng.

Exemple 3. — Supposons que V = Zp. L’application degré induit alors un bijection entre
I’ensemble des classes d’isomorphismes de groupes finis et plats de rang p sur S et QNI[0, 1].
L’application inverse associe a » € Q N [0,1] le schéma en groupes de Oort-Tate G, de
schéma sous-jacent

Spec V[X]/(XP — aX)
oua € V est tel que v(a) =r ([O-T], theo. 2).

La proposition qui suit est cruciale :

Proposition 2.2 ([Far], prop 4). — Soit G et G' deux schémas en groupes finis et plats
sur S et soit f : G — G’ un morphisme de schémas en groupes qui est un isomorphisme
génériquement.

On a deg G < deg G’ et I’égalité a lieu si et seulement si f est un isomorphisme.
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2.2.2. La fonction deg. — Soit 7 : A — A/H l'isogénie universelle au dessus de X (r).
Notons wy = dete*QYy et w A/g = det e’*Q}4 /H les déterminants des faisceaux conor-

maux associés & A et A/H en leurs sections unités e et €. Formons le faisceau inver-
sible £ = w;l} g ® wa. Le morphisme de faisceau 7 : wy/g — w4 définit une section
§ € HY(X (r), L).
Soit F' une extension finie de K et x un F-point de X(r),i4, provenant d'un point
Z € X(r)(Op). Soit H(z) (resp. H(Z)) la fibre du groupe H au point = (resp. Z). Le
groupe H(Z) est aussi 'adhérence schématique de H(z) dans A(Z). On notera fréquem-
ment deg H(x) au lieu de deg H(Z). On a par définition v(§(z)) = deg H (z). Définissons
la fonction :

deg : X(r)rig — [0,7]

x +— deg H(x)

Pour tout A € [0,7], soit X (7)deg>r = {z € X(7)rig, deg H(xz) > A}. C’est un ouvert
rigide analytique de X4, il est quasi-compact lorsque \ est rationnel.

2.3. La dynamique de U,. —
Proposition 2.3. — Pour tout X € [0,r], U, (X(r)degz,\) C X (7)deg>A-

Démonstration. Soit F une extension finie de K et z = (A, H) € X(r)(OF). Soit y € U,({z}).
Quitte & remplacer F' par une extension finie, il existe un lagrangien L C A[p] lorsque r = g, ou
bien un lagrangien L C A[p?] lorsque 1 < r < g — 1, tel que y = (A/L,Im(H — A/L)). Posons
H(z)=H et H(y) = Im(H — A/L) (I'image est prise dans la catégorie des groupes finis et plats
sur Op). La projection A — A/L induit une application entre groupes finis et plats sur Spec Op,
H(z) — H(y) qui est un isomorphisme en fibre générique. Il résulte de la proposition 2.2 que
deg H(y) > deg H(z). O

Proposition 2.4. — Soit F une extension finie de K et v = (A, H) € X(r)(Op). Soit
N € Nxy. Sil existe y € UN ({z}) tel que deg(z) = deg(y) alors :

1. H est un Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1.

2. Il existe une extension finie F' de F' et un Barsotti-Tate tronqué d’échelon N et de

hauteur v, Gy C Ao,, [pN] défini sur Op:, totalement isotrope, d’orthogonal dans
Ao, [pN] noté G , tel que les application naturelles

Gn X HéF, — ‘AOF/ [pN] et (GN)L X Ho,, — ‘AOF/ [pN]
soient des immersions fermées.

Démonstration. Pour 0 < i < N, il existe des points x; € X (7)., tels que g = x, xi41 €
U,.({z;}) lorsque 1 <i < N —1 et zy = y. Quitte & étendre F, on peut supposer z; € X(r)(Op).
Il existe une suite de groupes finis et plats L; — Spec O tels que x; = (A/LZ-7Im(H — .A/Li)).
Par définition, on a alors :

1. Pour 0 <i < N, L; C A[p'] est totalement isotrope maximal lorsque r = g ou L; C A[p*]
est totalement isotrope maximal lorsque 1 <7 < g — 1.

L1 CL,.

Lorsque 1 <r < g—1, p'L; C Alp'], L;[p'] C A[p'] et (p'L;)*+ = L;[p'].

Lorsque r = g, L;(F) ~ (Z/piZ)r.

Lorsque 1 <7 < g—1, p'Li(F) ~ (Z/p'Z)", L;[p')(F) ~ (Z/p'Z)*~".

Pour tout 0 <i < N, H(F)N L;(F) = {0}.

Lorsque 1 <7 <g—1,ona H(F)NL;[p'](F) = {0}, H-(F) N p'L;(F) = {0}.

o oA LN
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En appliquant la proposition 2.2, on trouve que deg(z) = deg(z;) pour 0 < i < N, et que 'appli-
cation
H —Im(H — A/L;)

est un isomorphisme sur Spec Op. Posons L, = L;[p’] pour alléger les notations. A fortiori, 'ap-
plication H — Im(H — A/ L;) est également un isomorphisme pour tout . Le morphisme

H x Li/Li_y — (A/Li_1)[p]
est, par définition des L;, un isomorphisme génériquement et donc c¢’est un isomorphisme de schémas
en groupes sur Spec Op.
Supposons N = 1 et posons Gi = Lj. Il résulte de l'isomorphisme précédent que H et
G7 sont des Barsotti-Tate tronqués d’échelon 1 comme facteurs directs de A[p]. Ceci achéve de

démontrer la proposition lorsque N = 1.
Supposons a présent N > 2. On déduit de la proposition 2.1 la formule

deg H = (deg (A/Li_1)[p]) — (deg L;) + (deg Lj_,)
= g—deg L;+deg L, ,

Posons alors, pour 1 < i < N, G; = p'L; et par orthogonalité Gi- = L;[p'] = L’. Considérons
ensuite, pour 0 < j < i < N, le complexe :

OHGj‘HGf‘pﬂij‘_jHO

C’est une suite exacte au niveau de la fibre générique, mais la formule précédente donne aussitot
deg Gi = deg G’j‘ + deg Gf;j et donc cette suite est une suite exacte de groupes finis et plats
(d’apres les propositions 2.1 et 2.2). Il en résulte que G7; est un Barsotti-Tate tronqué d’échelon
N. On raisonne de méme avec G y. Il est clair que les applications H x Gy — Aet H- x Gy — A
sont des immersions fermées. O

Corollaire 2.1. — Soit F une extension finie de K et x = (A, H) € X(r)(Op). Suppo-
sons que pour tout N € N, il existe y € UN ({z}) tel que deg(y) = deg(x). Il existe alors
un groupe de Barsotti-Tate Goo — Spec Of de hauteur r et une filtration

Goo C G; - 'AOF [poo]

De plus, les applications GL x H — A[p™®] et Go x H+ — A[p™] sont des immersions
fermées.

Démonstration. On déduit de la propriété de Mittag-Leffler I'existence d’une suite (z,,)nen
d’éléments de X, telle que g = = et pour tout n € N, z,41 € U,.({z,}) et deg H(z,) =
deg H(xn11). On peut alors appliquer la proposition 2.4. O

Rappelons le lemme classique :

Lemme 2.1. — Soit G un Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1 défini sur l'anneau des en-
tiers d’une extension finie F' de K. Le degré deg G est un entier.

Démonstration. Notons Sy = Spec Op/pOF et G le changement de base de G & Sy. Comme G
est annulé par p, l'inclusion Gy — G induit un isomorphisme des faisceaux conormaux wg—=wg, -
Pour démontrer la proposition, il suffit de démontrer que wg, est un module libre sur Sp. Soit
F:Gy— Gép ) le morphisme de Frobenius et V : G(()p ) — Gy le morphisme de Verschiebung. Le
groupe Ker F est fini et plat. En effet, comme G est un Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, le
morphisme V : G(()p ) — Ker F est surjectif. On peut appliquer le critere de platitude par fibres
([EGA], IV cor. 11.3.11) pour démontrer que le morphisme fini Ker F — Sy est plat. D’apres
[Me], cor. 3.3.7 a), wg, = Wker F- On applique alors la proposition 2.1.2 de [Me]. O

Corollaire 2.2. — Si x € X(r)pgy et deg H(x) n'est pas un entier, alors pour tout
y € Ur(z), deg H(y) > deg H(x).
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Démonstration. S’il existe y tel que deg H(y) = deg H(z), H est un Barsotti-Tate tronqué
d’échelon 1. On peut alors appliquer le lemme précédent. O

On obtient alors un raffinement intéressant de la proposition 2.3 :

Proposition 2.5. — Soit n € NN [0,g]. Pour tout n,v € R tels que 0 <n < v <1, il
existe N € N tel que

UN (X (r)acg=n+n) C X(F)aegzn+v

Démonstration. Considérons la section dcy = p3d.(p1d)~" € HY(C(r)rig, p3L @ piL71).
D’apres le corollaire 2.2, on a v(dc(y(z)) > 0 si & € C(r)py est tel que deg H(p1(x))
n’est pas un entier. Pour démontrer le résultat, on peut toujours supposer n,v € Q. L’ouvert
U=deg ' (n+n, n+v]) ={x € X(r)ydeg H(x) € [n+mn, n+v]} est quasi-compact. Le
produit fibré U xx, ., p C(7)rig = C(r)y est aussi quasi-compact. La fonction v(dc(,)) atteint
son minimum ¢ sur C(r)y d’apres le principe du maximum et donc € > 0. Pour tout € U et
y € Ur-({z}), deg H(y) > deg H(zx)+ €. Il en résulte que pour tout M € N,

UTI\/I (X(T)degzn+77) C X(r)degZinf{n+u,n+Me+n}

d’ou le résultat. O

3. Passage au niveau Iwahorique

Soit X le schéma de modules sur Spec Ok dont les R-points sont les classes d’iso-
morphismes de quadruplets formés de :
— Un schéma abélien A, de dimension g.
— Une polarisation principale .
— Une structure principale de niveau N.
— Un drapeau complet H; C ... C Hy C Alp] ou H; est un sous-groupe totalement
isotrope de rang p’.

Voici ’analogue de la correspondance C'(r) du numéro 2. On la note encore C(r) en
espérant que cela ne prétera pas a confusion. C’est le schéma de modules sur Spec K dont
les R-points sont les classes d’isomorphismes de quintuplets formés de :

— Un schéma abélien A, de dimension g.

— Une polarisation principale A.

— Une structure principale de niveau N.

— Un drapeau complet Hy C ... C H, C Alp] ot H; est un sous-groupe totalement

isotrope de rang p'.
— Lorsque r = g, un sous-groupe lagrangien (c’est a dire totalement isotrope maximal)
L C Alp] tel que H; & L = Alp).

— Lorsque 1 < r < g — 1, un sous-groupe totalement isotrope maximal L C A[p?] tel

que L[p| ® H, = Alp] et pL @ H;- = Alp].

Le schéma C(r) est muni de deux projections vers Xg. La projection p; est 'oubli
du groupe L.

Lorsque r = g, la projection py est définie de la facon suivante au niveau des R-points :
a la donnée (A, {H;}, L) on associe (A/L,Im({H;} — A/L)). L’image d’un drapeau com-
plet reste un drapeau complet.

Lorsque 1 < r < g — 1, la projection py associe a la donnée (A, {H;}, L) les données
de :

— Le schéma abélien principalement polarisé A/L.

— Pour 1 <i <, le groupe Im(H; — A/L).
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— Pour r +1 <i < g, le groupe Im(H; + p~*(H; N L[p]) — A/L).
De facon concrete, considérons le groupe (Z/p?Z)?9 muni de la forme symplectique stan-

dard de matrice
0o S
-S 0

pour S la matrice antidiagonale de coefficients non nuls égaux a 1. Il existe, localement
pour la topologie étale, des isomorphismes symplectiques

V11 (Z)p*7)%9 ~ A[p?] et o : (Z/p*Z)%9 ~ A/L[p?]

tels que le diagramme suivant commute

Alp*] —— A/L[p?]

S

(Z/p*Z)% —= (Z/p*Z)%

avec M la matrice

1, 0 0

0 ply, O

0o 0 Pl
et tels que les drapeaux H; C ... C Hy C Alp| et le drapeau image dans A[p]/L corres-
pondent au drapeau standard

p<er>Cp<epe2>C..C p<ep,..,eq>

de p(Z/p°Z).

Les projections p; et py sont étales et surjectives.

Notons X le schéma formel sur Spf Ok obtenu par complétion formelle de X le long
de sa fibre spéciale. Soit X,;, '’espace rigide analytique qui est la fibre générique de X.
Soit C(1)qn 'analytifié de C'(r). On note comme précédemment C(r),;4 I'ouvert rigide de
C(7)qn des schémas abéliens ayant bonne réduction. On dispose alors de deux projections
p1,p2 1 C(r)rig — Xrig-

Notons P(Xrig) I'ensemble des parties de X;;4. On définit alors un opérateur de Hecke
ensembliste

Up: P(Xrig) — P(Xrig)
S — papi'(9)

Cette application envoie les ouverts Zariskiens sur les ouverts Zariskiens, les ouverts rigides-
analytiques sur les ouverts rigides-analytiques, les ensembles finis sur les ensembles finis.

Soit 7, : A — A/H, la r-itme isogénie universelle au dessus de X. Notons w4 et
wa/H, les déterminants des faisceaux conormaux associés a A et A/H, et formons le

faisceau inversible £, = w;\} 1. @ wa. Le morphisme de faisceau 7} : wq/p, — wa définit

une section 4, € HY(X, L,.).
Pour tout point z € X4, on a v(d,(x)) = deg H,(z). On peut donc définir une fonction :

g
deg: Xyig — H[O,T]
r=1

r — (deg Hp(7))1<r<g

On peut alors retraduire les résultats précédents :
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Théoréme 3.1. — Soit r € N tel que 1 < r < g, F' une extension finie de K et x =
(A {Hi}) € X(OF).
1. Pour touty € U,({z}) et tout 0 < j <i<r, onadeg H;/H;(y) > deg H;/H;(x).
2. Soit N € Nxi. Sil eviste y € UN({z}) tel que deg H,(y) = deg H,(z) alors
H,.(z) = H, est un Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1 et il existe une extension finie
F'" de F, un Barsotti-Tate tronqué d’ordre N et de hauteur r, G C Ao,, défini sur

Opr, totalement isotrope, d’orthogonal dans Aoy, [pN] noté (Gn)* et des immersions
fermées

GN X (HTJ‘_)OF/ - AOF/ et (GN)J— X (H’I’)OF/ - AOF/
En particulier, deg H,(z) est un entier.

3. Si pour tout N € N, il existe y € UN ({z}) tel que deg H,.(y) = deg H,.(x), il existe
alors un Barsotti-Tate G, — Spec O de hauteur r et une filtration

G C Goy C APp™o,

4. Soit n € [0,r] NN et n,v € R, 0 < n < v < 1. Posons Xqeg, >ntny = {2 €
Xrig,deg Hy(x) > n+n} et de méme Xgeg >nv = {@ € Xpig, deg Hp(x) > n + v}.
Alors il existe un entier N tel que

N
U, (Xdegrzn-&-n) - Xdegrzn—&-u

5. Si pour tout r € N, 1 <r < g, il existe y € Ul({z}) tel que deg H,.(y) = deg H,(x)
alors le schéma abélien A est ordinaire.

Démonstration. Lorsque 0 < j < i < r, on a des isomorphismes génériques H;/H;(xz) —
H,/H;(y), on adonc deg H,;/H;(y) > deg H;/H;(z). Les points 2,3,4 sont connus par les résultats
de la partie 2. Le dernier point résulte de la remarque suivante : le schéma abélien A est ordinaire
si et seulement si deg H; € N pour 1 <i < g. O

L’espace X,;4 possede 29 composantes ordinaires qui correspondent aux possibilités
pour le groupe H;/H;_1 d’étre de type multiplicatif ou étale. D’un point de vue dynamique,
les opérateurs de Hecke accumulent les points de X,;, autour des 29 tubes ordinaires
de l'espace rigide X,;4. La composante ordinaire multiplicative (celle ot Hy est de type
multiplicatif) est stable. Toutes les autres composantes sont instables.

PARTIE II
FORMES DE SIEGEL SURCONVERGENTES DE GENRE 2

Nous allons maintenant nous concentrer sur le genre 2, et appliquer les résultats de
la premiere partie pour réaliser le prolongement analytique et démontrer le théoreme 1.2
de I'introduction.

4. La géométrie

4.1. Définition de I’espace de modules. — Dorénavant, X désigne le schéma de
modules sur Spec Ok dont les R-points sont les classes d’isomorphismes de quadruplets
formés de :

— Une surface abélienne A p.
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— Une polarisation principale .

— Une structure principale de niveau N.

— Un drapeau complet H; C Hy C Alp|, o H; est un sous-groupe de rang p et Ho
est lagrangien (c’est & dire de rang p? et totalement isotrope pour I’accouplement
défini par la polarisation et ’accouplement de Weil).

Comme dans la premieére partie, nous notons X la complétion formelle de X le long
de sa fibre spéciale Xy et X, sa fibre générique qui est un espace rigide analytique quasi-
compact et quasi-séparé sur Spm K. Soit sp : X;;; — Xo le morphisme de spécialisation.
A tout sous-schéma Y — X, on peut associer son tube sp~1(Y) =]Y[, qui est un ouvert
de Xm'g-

4.2. Stratifications de la fibre spéciale. —

4.2.1. Stratification sur le schéma sans niveau. — Notons Xg — Spec Ok le schéma
de modules des surfaces abéliennes principalement polarisées munies d’une structure de
niveau N. On dispose d’un morphisme propre d’oubli 7 : X — Xg. Notons Xg o la fibre
spéciale de X .

Soit A un schéma abélien sur Spec k, un corps de caractéristique p. On appelle p-rang
de A l'entier r tel que le sous-groupe multiplicatif maximal A[p]™** c Ap] soit de rang
p". L’espace Xy o peut étre stratifié par le p-rang de la fagon suivante :

_ or nor S
Xgo = Xz,o U 2,0 U Zz,o

— X3 est Pouvert ordinaire. C’est le lieu ou le p-rang vaut 2. Il est de dimension 3.
— X7 est la strate intermédiaire ou le p-rang vaut 1. Elle est de dimension 2.

— Zgpestle fermé supersingulier, c’est le lieu ou le p-rang est nul. Il est de dimension
1.

La proposition suivante résulte d’un calcul facile sur les modules de Dieudonné :

Proposition 4.1. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p. 1l y a
4 classes d’isomorphismes de schémas en groupes finis de p-torsion, de rang p*, bi-
infinitésimaur sur k. Ce sont ay, X oy, a2 = Ker(F? : G, — Gy,), aZQ = Hom(ag, Lp), et
a la p-torsion d’une courbe elliptique supersinguliere sur k. Les groupes oy X oy et o sont
isomorphes a leurs duauz de Cartier. Ces groupes sont caractérisés par les dimensions de
leurs algébres de Lie et celles de leurs duaux de Cartier :

dimy Lie ap x o = 2 dimg Liea = 1
dimy, Lie a2 =1 dimy, Lie 04]\)/2 = 2
Soit A une surface abélienne supersinguliere définie sur un corps k algébriquement clos

de caractéristique p. La proposition suivante est due & Deligne, Katsura et Oort ([K-O],
thm. 1.1, 1.2 et lem. 1.3) :

Proposition 4.2. — On a un isomorphisme :
A~EXE

pour n’importe quelle courbe elliptique surpersinguliére € sur k si et seulement si Ker(F :
A— AP)) ~ ap X ap. On dit alors que A est superspéciale.

Réciproquement, A n’est pas superspéciale si et seulement si Ker(F) =~ a;/Q. On dit
alors que A est supergénérale. Dans ce cas, il existe un sous-groupe H de € x &, d’ordre
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p, tel que
A~ (ExE)/H

On a alors une stratification du fermé supersingulier :
S _ SS 59
50 =X50J X5

ou X 3970 est Uouvert supergénéral de Zg , de dimension 1, et X7 est le lieu superspécial,
de dimension 0.

L’image inverse par m de cette stratification définit (avec les notations évidentes) une

stratification :
Xo = Xgr UX[r)Lor UXSQ UXSS
On note de plus Z3" = Xo \ X§" et Z§ = Z7°" \ X§°".
Soit A4 une surface abélienne superspéciale sur k un corps algébriquement clos de

caractéristique p. On note D = D(A[p]) le module de Dieudonné contravariant de A[p]. A
isomorphisme pres, il est donné par : D = @lekei et dans la base canonique, on a

0100
0 00O
F=V= 0 001
0 00O

Pour (a,b) € P'(k), on note Loy =< e1,e3,aez + bey >, c’est un sous-module de
Dieudonné de D. Notons H, le sous-groupe d’ordre p de A[p] tel que D(H,p) =D/ Lgy.
L’application (a,b) — H,; est un isomorphisme de P!(k) vers I'ensemble des sous-groupes
d’ordre p de A|p|. Les trois proposition qui suivent sont bien connues et se vérifient im-
médiatement sur le module de Dieudonné.

Proposition 4.3. — La surface abélienne A/H,} est superspéciale si et seulement si
(a,b) S P1<Fp2).

Proposition 4.4. — Les sous-groupes d’ordre p*> de Alp] sont tous isomorphes a o sauf
le noyau du Frobenius qui est isomorphe ¢ ap X . Si (a,b) ¢ PH(F,2), Ker(F) est le seul
sous-groupe de rang p* de Alp] contenant H,yp. Si (a,b) € Pl(sz), les sous-groupes de
rang p* de Alp] contenant H,, sont parametrés par P1(k).

Dans le cas supergénéral, on a :

Proposition 4.5. — Soit A une surface abélienne supergénérale sur k. Alors A posséde

un unique sous-groupe de rang p et les sous-groupes de rang p* sont paramétrés par P1(k).

Il y a deus points marqués sur ce P1(k) qui correspondent auz noyauzx de F et de V', qui

sont respectivement isomorphes a oY, et 2. Tous les autres sous-groupes sont isomorphes
D p

a a.

4.2.2. Stratification de Kottwitz-Rapoport et modéle local. — Soit Hy =0 C Hy C Hy C

Hi- = H3 C Hy = Alp] la chaine universelle de groupes finis et plats sur X. Pour tout
(i,7) € N?, 0 <i < j < 4, définissons la fonction :

KH]-/HZ-:XO — N
r +—  dimy Lie (H;/H;)(v)
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La fonction £, g, croit par spécialisation. Pour tout 15-uplet d’entiers n = (n; j)o<i<j<a €
N'®, on définit le sous-schéma localement fermé :

X" ={reXo, VO<i<j<4, by g (x) =ni;}
et la stratification :
X, = U X5
neNLS

La stratification ainsi définie se lit sur le modele local. Nous allons maintenant la
décrire.

4.2.2.1. Rappels sur le modéle local. — Soit (M;)o<i<a = @?ZIZej des Z-modules libres
de rang 4 munis d’une base. On équipe M de la forme symplectique de matrice

0o s
ou S est la matrice antidiagonale de coefficients non nuls égaux a 1. On définit une chaine
My : My & M3 23 My 23 My & My

ou oy est l'application e; — e; si j # i et ¢; — pe;. On peut identifier les M; a des
sous-modules de My au moyen des applications ;. On a une dualité parfaite p='J :
My_; x M; — 7.

Considérons le foncteur My, : O — ALG ~ ENS, qui & toute Og-algebre R associe
I’ensemble des sous-modules localement facteurs directs L; C M; ®z R tels que

Li_—i =1L; et Oéi(Li) C L;_4.

Ce foncteur est représentable par un schéma quasi-projectif M;,. — Spec Ok

Au dessus de X, notons A; = A/H; le quotient du schéma abélien universel A par le

i-eme cran du drapeau universel. Considérons la chaine constituée des premiers groupes
de cohomologie de de Rham relative :

Hpr(As) : Hpr(A1/X) — Hpp(As/X) — Hpr(A2/X) — Hpr(A1/X) — Hpr(Ao/X)

La polarisation de A induit une dualité parfaite entre H}n(As—i/X) et Hhp(Ai/X).
D’apres [dJ], prop. 3.6, les chaines autoduales H},p(As) et (Ms)g, sont localement iso-
morphes pour la toplogie de Zariski. Soit

T = Isomx ((Ma) gy, Hpp(Ae))

On a alors la proposition :

Proposition 4.6 ([dJ], cor 4.6, [Ge], prop 1.3.1). — Il existe un diagramme de mor-
phismes lisses surjectifs de méme dimension relative :

N
X Mloc

Soit x € X ety € g(f_l({a:})) Les points x et y admettent des voisinages étales iso-
morphes dans X et Mj,. respectivement.
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La stratification de X se transporte en une stratification sur la fibre spéciale (M;,¢)o
du modele local. Pour 0 <1 < j < 4, définissons les fonctions

Eéf’f:(Mloc)o — N
r +—  dimy,) coker(L; — L;)

Siz e Xpety € g(f~*({y})),on alpy, g, (v) = ﬁff’jc(y). Pour tout 15-uplet n = (n; ;) € N5,
on définit alors le sous-schéma localement fermé (Moc)g™ = {x € (Mioc)o, V0 <i < j <
4 Eﬁ";(az) =n,;;} et la stratification

(Mloc)OZ U (Mloc)gn

neN15

Corollaire 4.1. — Les schémas X et (Moc)o sont localement isomorphes pour la toplo-
gie €tale avec leurs stratifications.

Soit le point s de la fibre spéciale de M;,. définit par Ly =< ey,eq >C My, L1 =<
e1,eq >C My, Lo =< e3,eq >C My. On considere 'ouvert affine U de M;,., contenant le
point s, ou le drapeau universel est donné par les équations :

1 0 1 0 ail a2

0 1 b1 b1 a2 a2
2 c11 c21 ! bia b2 0 1 0
C12 €22 0 1 0 1

Les relations R entre les parametres sont

al; = a99 p = biea11
bin = bioai2 0 = a9 +bpan
bor = a2 + baoaiz 0 = b1 +ci2ba
c11 = bz +ci2b22 p = co2b22
co1 = co2b22 c11 = €22

et donc U = Spec Oklaij, bij, cij]/R. Suivant [dJ], p 685, on pose z = a1, y = bi2, a =
c12, b = aq2 et ¢ = byy. On voit alors que U est isomorphe a

Spec Ok|[z,y,a,b,c]/(xy — p, ax + by + abc)

Le drapeau universel, est donné (dans les bases fournies par les vecteurs colonnes)
par la chaine d’applications :

b x —c x+be 1 0 y c
1 0 1 0 a y-+ac 01
L4 — L3 — L2 — L1 — LU
D’apres [dJ], p. 685, on sait de plus que tout point de M;,. a un voisinage isomorphe
a un voisinage de U. Il suffit donc de décrire la stratification sur la fibre spéciale Uy de U.
Pour toute strate non vide M;_”, le p-rang de la strate est I'entier 4 — Z?:o N i+1. Les
valeurs possibles sont 0, 1 et 2, et on appelle strates supersingulieres les strates de p-rang
0, strates intermédiaires les strates de p-rang 1 et strates ordinaires les strates de p-rang

2.
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4.2.2.2. Description des strates ordinaires. — On a quatre strates ordinaires :

— La strate multiplicative-multiplicative, d’équation dans Uy, x # 0,2 + bc # 0. Elle
est caractérisée par les valeurs des parametres ng; = 1, nig = 1, nog =0, ngg = 0.
On note X" la strate correspondant dans X,. C’est ouvert ot Hy est de type
multiplicatif.

— La strate étale-multiplicative, d’équation dans Uy, y # 0,2 + bc # 0. Elle est
caractérisée par les valeurs des parametres ng;y = 0, nio = 1, nog = 0, nyy = 1.
On note X" la strate correspondant dans Xj. C’est Uouvert ou Hj est étale et
Hy/H;y est multiplicatif.

— La strate multiplicative-étale, d’équation dans Uy, x # 0,y + ac # 0. Elle est
caractérisée par les valeurs des parametres ng; = 1, nio =0, nog =1, ngg = 0. On
note X" la strate correspondant dans Xy. C’est 'ouvert ot H; est multiplicatif
et Ho/H; est étale.

— La strate étale-étale, d’équation dans Uy, y # 0,y + ac # 0. Elle est caractérisée
par les valeurs des parametres ngy = 0, ni2 = 0, nog = 1, nzg = 1. On note X°
la strate correspondant dans Xy. C’est 'ouvert ou Hs est étale.

Toutes ces strates sont lisses et de dimension 3.
4.2.2.8. Description des strates intermédiaires. — On a quatre strates intermédiaires :

— La strate multiplicative-bi-infinitésimale, d’équation dans Uy, x # 0,2 + bc = y +
ac = 0. Elle est caractérisée par les valeurs des parametres ng; = 1, nio = 1, nog =
1, ngs4 = 0. On note X"’ la strate correspondant dans Xy. C’est Pouvert du lieu
intermédiaire ot Hy est de type multiplicatif et Hy/H;p est de type bi-infinitésimal.

— La strate bi-infinitésimale-multiplicative, d’équation dans Uy, y = z = 0, x +bc # 0.
Elle est caractérisée par les valeurs des parametres ngy = 1, nig = 1, nog =
0, n3s = 1. On note X7 la strate correspondant dans Xy. C’est I'ouvert du lieu
intermédiaire ou H; est bi-infinitésimale et Ho/H; est multiplicatif.

— La strate étale-bi-infinitésimale, d’équation dans Uy, y # 0, x+bc = y+ac = 0. Elle
est caractérisée par les valeurs des parametres ng; =0, ni2 =1, nog =1, ngg = 1.
On note X' la strate correspondant dans Xy. C’est l'ouvert du lieu intermédiaire
ou Hj est étale et Hy/H; est bi-infinitésimal.

— La strate bi-infinitésimale-étale, d’équation dans Uy, x = y = 0,y + ac # 0. Elle est
caractérisée par les valeurs des parametres ng; = 1, nio =0, nog =1, nggy = 1. On
note X'¢ la strate correspondant dans Xg. C’est 'ouvert du lieu intermédiaire ot
H; est bi-infinitésimal et Hy/H; est étale.

Toutes ces strates sont lisses et de dimension 2.

4.2.2.4. Description des strates supersinguliéres. — Le fermé supersingulier de Uy, noté
U§, a pour équation x =y =  + bc = y + ac = 0. On a donc un isomorphisme Uj =~
Fla, b, c]/(ac,bc). Il y a cing strates dans le fermé supersingulier :

— La strate supergénérale, annulée par le Frobenius, elle a pour équation a = ¢ = 0,
b # 0. Elle est caractérisée par les valeurs des parametres : n; ;41 = 1si 0 < ¢ < 3,
ng2 = 2, ngg = 1. On note ng "+ 1a strate correspondant. C’est le lieu des schémas
abéliens supergénéraux tels que Ha = Ker(F).

— La strate supergénérale, annulée par le Verschiebung, elle a pour équation b = ¢ = 0,
a # 0. Elle est caractérisée par les valeurs des parametres : n; ;41 = 1si 0 <7 < 3,
ng2 = 1, nggy = 2. On note ng V' 1a strate correspondant. C’est le lieu des schémas
abéliens supergénéraux tels que Hy = Ker(V).

Les deux strates précédentes sont lisses de dimension 1.
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— La grosse strate supersinguliere, elle a pour équation ¢ = 0 et a,b # 0. Elle est
caractérisée par les valeurs des parametres : n;;41 = 1 si 0 < 7 < 3, ng2 = 1,
ng4 = 1. On note X' la strate correspondant. C’est le lieu des schémas abéliens
tels que Hy ~ .

Cette strate est lisse de dimension 2. De plus le lieu superspécial de cette strate, X3* ﬂXS “
est un fermé de dimension 1 d’apres la proposition 4.4.

— La grosse strate superspéciale annulée par le Frobenius. Elle a pour équation a =
b =0, c# 0. Elle est caractérisée par les valeurs des parametres : n;;11 = 1 si
0<1i<3,ng =2, n9 =2, ni13 = 1. On note XSS’Fl la strate correspondant. C’est
le lieu des schémas abéliens superspéciaux tels que Hy = Ker(F), et Hi-/H; ~ a.

Cette strate est lisse de dimension 1.

— La petite strate superspéciale annulée par le Frobenius. Elle a pour équationa = b =
¢ = 0. Elle est caractérisée par les valeurs des parametres : n; ;41 = 1si 0 < ¢ < 3,
ng2 = 2, nog = 2, n13 = 2. On note XSS’FQ la strate correspondant. C’est le lieu des

schémas abéliens superspéciaux tels que Ho = Ker(F), et Hi-/Hy ~ ap X Q.
Cette strate est une union finie de points.

Pour étre totalement complet, nous indiquons ici les valeurs n; ; des fonctions ¢ H,/H;
sur chaque strate :

strate 1nop1 n12 N3 N34 N2 N13 N4 N3 N4

X, o1 1 0 0 2 1 0 2 1
Xg’m 0 1 0 1 1 1 1 1 2
X, 1 0 1 0 1 1 1 2 1
Xg’e 0 0 1 1 0 1 2 1 2
Xgn’o 1 1 1 0 2 1 1 2 1
X" o1 1 0 1 2 1 1 2 2
XS’O 0 1 1 1 1 1 2 1 2
Xg’e 1 0 1 1 1 1 2 2 2
xF 1 1 1 1 2 2 1 2 2
xV o1 1 o1 1 1 2 2 2 2
X 1 1 1 1 1 2 1 2 2
xFroo1 o1 1 2 1 2 2 2
X2 o1 o1 1 2 2 2 2 2
On déduit de ce qui précéde et du tableau :
Proposition 4.7. — Soit n € N, tel que la strate Xy soit non vide. On a la formule
susvante pour l’adhérence de cette strate :
Adh(xgm = |J x5

n’eN n/>n

En particulier, le lieu ordinaire est dense, et les composantes irréductibles de X sont les
adhérences des quatre strates ordinaires et sont lisses.

Remarque 4.1. — La seconde partie de la proposition est bien connue et due a DeJong
dans ce cas. La stratification que nous venons de considérer coincide avec la stratification
de Kottwitz-Rapoport étudiée dans [N-G] (consulter aussi [Til], 2.1). On obtient donc
une interprétation modulaire de cette stratification et de ’adhérence d’une strate. On
peut penser que cette interprétation est valable en genre g quelconque.
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Louvert Yy = X§"J X7 U(Xy“ N X5Y) de X jouera un role important dans la
suite de ce travail. On déduit de la descrlptlon précédente :

Proposition 4.8. — Pour toute composante irréductible C' de Xg, le complémentaire de
Uouvert Yo N C de C est de codimension 2.

4.3. Cartographie de X,;;. — Pour i € {1,2}, soit
mi: A— A/H;
les isogénies universelles au dessus de X. Comme dans la premiere partie, on note
w4 = det 6*9}4/)( et wa/p, = det efQ%A/HZ_)/X
les déterminants des faisceaux conormaux relatifs de A — X et A/H; — X & leurs sections
unités e et e;. On dispose d’applications induites :
det 7} : wa g, — wa

On peut former les faisceaux inversibles £; = wyq ® "";t} H, Le morphisme det 7} définit

une section que nous notons dy, € HY(X, L;). On peut également considérer la section
Oty = 0m, 05, € HO(X, L7 @ Lo).

Pour tout z € X,i et i € {1,2}, on a par définition v(dy,(z)) = deg H;(z) et
v(8p,/m, () = deg Hy/Hi(z). On a de plus la relation deg Hy/Hi(z) = deg Ha(x) —
deg Hl(:L')

Considérons ’application :

deg: Xpig — [0,1] % [0,2]
T (U(5H1($))7U(5H2($))>

On a la relation deg Hi(z) < deg Hs(x) < deg Hi(x)+ 1. L application deg a donc
pour image les points rationnels de la surface fermée de [0,1] x [0,2] délimitée par le
parallélogramme dont les sommets ont pour coordonnées (0,0), (0,1), (1,1), (1,2).
L’image réciproque de tout sous-ensemble de [0,1] x [0,2] défini par un nombre fini
d’inégalités affines est un ouvert admissible de X,.;,.

Pour 4,5 € {e,m,0}, (i,j) # (0,0), on note |X; J [= sp~1(Xy?) le tube de X’ dans
Xrig- On note aussi |Zj[ le tube de Z5. Ces tubes sont les images inverses des quatre
sommets du parallélogramme, des quatre arétes et de I'intérieur du parallélogramme. En
effet on vérifie facilement :

Proposition 4.9. — On a :

X5l = {z € Xpig, v(0m,(2)) =0}
X0 = {x € Xpig, v(0m,(z)) =2}
IXe™ = {@ € Xrig, v(0rm () =0, v(Sp,(x)) = 1}
X0 = {x € Xpigy 0001, (2) = 1, v(0pm(x) = 1}
X090 = {2 € Xoigy 000, (2)) = 0, v(61,(2) €)0,1]}
1X0°] = {u € Xpigy v(6m,(2)) = v(om, (x)) €0,1(}
X0 = {x € Xoigy 00, () +1 = 03, () €J1.2[}
XL = {2 € Xigs 000, (@) = 1, 00, () €]1,2]}
125 = {x € Xeig, v(6m, (2) €10,11, v(Fpp,m, (2)) €10, 1[}
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La proposition suivante est cruciale. Nous renvoyons le lecteur au numéro A.3 de
I’appendice pour la démonstration.

Proposition 4.10. — Soit F' une extension finie de K et G un schéma en groupe fini et
plat, de p-torsion, de rang p* sur O et de fibre spéciale isomorphe a . Alors :

degG =1
Comme corollaire, on trouve :

Corollaire 4.2. — On a]X7°[C {z € X;ig, deg Ho(z) = 1}.

Notation 4.1. — Pour tout A € Rsq on définit les ouverts suivant de X4 :
]Xg,e[)\ = {1‘ S Xriga U<(5H2(x)) < )‘}
]X(r)n,m[)\ = {«73 € X?“ig7 0(5H2($)) =22~ }
1X5" N = {x € Xyig, v(0m, (z)) <A, v(0m,(z)) >1— )‘}
X7l = {@ € Xpig, 0(0m, (1) = 1=, v(dm, () < 1+A}

On renvoie a [Ber], sect. 1.2 pour la définition et les propriétés des voisinages stricts
des tubes.

Proposition 4.11. — Pour i,j € {e,m}, les owverts {|X¢?[x, A — 07} forment un
systeme fondamental de voisinages stricts de ]Xw[ dans Xiq.

Démonstration. Il résulte immédiatement des définitions que les ouverts considérés sont des
voisinages stricts. Nous suivons & présent [Ber|, prop. 1.2.2 . Soit V' un voisinage strict de ]Xé’j [,
montrons que Jug, }Xé’j [4oC V. Supposons pour fixer les idées que ¢ = j = m. Soit (W;) un
recouvrement fini de X,;; par des ouverts spéciaux. Soit l'ouvert Z; , = {z € W;,v(0n,(z)) <
2 — p}. Comme V est un voisinage strict, (V N W;, Z; o) est un recouvrement admissible de W;,
et donc aussi (V NW;,Z;, p — 01). Comme W; est affinoide, on peut extraire du précédent
recouvrement un recouvrement fini, il existe donc pg > 0 tel que W; C (V N WZ) U Zip,- Or
1X0" " [1oNZi o = 0 et done | X" [,,NW; C V. Comme il n’y a qu'un nombre fini de W;, on peut
trouver un réel pg > 0 qui convient pour chaque W; et conclure. O

Notation 4.2. — Pour tout A\, u € R, on définit les ouverts

XA,u = {:L’ € XTigv U((SHI (1')) > )‘7 U((SHz(x)) > /L}

On pose
Xyt = U XN
N>\

et on définit de fagon analogue Xy .+, Xy+ ,+

Remarque 4.2. — 1l y a certaines redondances dans les notations. On a par exemple
1 X" [\= X0,2-x pour tout A > 0.
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4.4. La correspondance de Hecke C(p). — Soit C(p) le schéma de modules sur
Spec K dont les R-points sont les classes d’isomorphismes de quintuplets formés de :

— Une surface abélienne A/ p.

— Une polarisation principale .

— Une structure principale de niveau N.

— Un drapeau complet H; C Ha C Alp].

— Un sous-groupe lagrangien H C A[p], tel que H N Hy = {0}.
Le schéma C(p) est muni deux projections vers X . La projection p; est I'oubli du groupe
H. La projection ps est définie comme suit au niveau des R-points : & la donnée (A, H; C
Hy, H) on associe (A/H,(Hy+ H)/H C Alp]/H). Les projections p; et ps sont étales et
surjectives.

Remarque 4.3. — Cette correspondance est la correspondance C(g) = C(2) de la pre-
miere partie. Comme ici la correspondance C'(1) n’intervient pas, nous avons préféré revenir
a une notation plus traditionnelle. Ceci nous permettra de noter U, 'opérateur de Hecke
associé (et non Uz comme dans la premiere partie).

On note X,y et Cqp les analytifiés de X et C(p). On remarque que X,y est un
ouvert de X4p,. On a un morphisme p; : C(p)an — Xan. Par produit fibré avec X,;4, on
définit C(p)rig C C(p)an, 'ouvert admissible quasi-compact de bonne réduction du schéma
abélien universel. On dispose de projections induites, p; : C(p)rig — Xpig pour @ € {1,2}.
On a une correspondance rigide-analytique :

C(P)rig
Xrig Xrig
La correspondance C(p) définit un opérateur de Hecke ensembliste :
Up: P(Xrig) — P(Xpig)
S = ppr'(5)
Proposition 4.12. — L’opérateur U, envoie les parties finis dans les parties finis, les

ouverts Zariskiens dans les ouverts Zariskiens, les ouverts admissibles dans les ouverts
admissibles.

Démonstration. Les projections p1, ps sont finies et étales, le premier point est évident, le second
résulte d'un résultat général sur les morphismes plats et de type finis entre schémas noethériens,
le troisieme point est une conséquence du corollaire 2 de [Bos].

O

4.5. Variation du degré sous l’action de l'opérateur U,. — On va déduire des
résultats de la premiere partie le théoreme :

Théoréme 4.1. — 1. Pour tout x € X,iq et y € Up({z}),
deg Hy(y) = deg Hy(x)
deg Hi(y) deg Hi(x)

deg Hs/Hi(y deg Hy/Hi(x)

1]

x [0,2], Up(Xnu) C X\ pi-

>
>

et donc, pour tout (A, ) € [0,
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2. Soit v € X,ig. Si deg Ho(x) € [0,2]\{0, 1,2} alors, pour tout y € Up({z}),
deg Ha(y) > deg Ha(x).

3. Siz el Xy ety € Up({z}), deg Ha(y) > deg Ha(z).

4. Pour tout A\, p € [0,2], avec soit 0 < X < p < 1 ou bien 1 < A < pu < 2, il existe
N €N tel que UYN (Xo ) C Xop.

Démonstration. Les points 1,2 et 4 sont des cas particuliers du théoreme 3.1. Vérifions le point
3. Il existe une extension finie F' de K telle que x = (A, H; C Hy) € X(Op). D’apres le théoréme
3.1, si deg Hy(y) = deg Ha(x), quitte & faire une extension de F, on a une somme directe sur Op,
Alp| = Hy @ H'. Il y a donc plus d’une maniére de plonger «,, dans la fibre spéciale de A[p]. On
déduit de la proposition 4.5 que A n’a pas réduction supergénérale. O

4.6. Sous-groupes canoniques. — Le schéma abélien universel A restreint a | X§"[ est
équipé d’un sous-groupe canonique de rang p?,

Hcan — A[p]]X(‘)’T[-
Pour tout x €] X§"[, Hean () est le plus grand sous-groupe de type multiplicatif de A[p](x).

De méme, au dessus de | X "], il existe un sous-groupe canonique partiel de rang p,

Hc‘é% — A[p]]xgw[-

Pour tout « €] X§°"[, H @ (x) est le plus grand sous-groupe de type multiplicatif de A[p](x).

D’apres les théorémes principaux de [A-M], [A-G], [Farl] et [P-S], le sous-groupe
canonique s’étend dans des voisinages stricts de | X§"[ dans X, tandis que le sous-groupe
canonique partiel s’étend dans un voisinage strict de | XJ°"[ dans | Zg°"[. De fagon précise,
il existe un voisinage strict V" de | X§"[ dans X4, tel que toute composante connexe de
VO rencontre | X{"[ et tel qu'il existe un (unique) sous-groupe lagrangien H., C Alp|yor
dont la restriction au lieu ordinaire est le sous-groupe canonique. De méme, il existe un
voisinage strict V™" de | X" dans |Z[°"[, tel que toute composante connexe de V™"

rencontre | X§°"[ et tel qu'il existe un (unique) sous-groupe lagrangien HG), Alp|ymnor

dont la restriction au tube | X[ est le sous-groupe canonique partiel de rang p. Si V' est
un ouvert de X4, nous dirons que le sous-groupe canonique (resp. sous-groupe canonique
partiel de rang p) est définit sur V si V. .C VO (resp. V. C V™).

4.7. Action de 'opérateur U, sur la stratification par le p-rang. —

Proposition 4.13. — L’opérateur U, respecte la stratification par le p-rang :
Up(1X) < X5
Up(JX5[) < X5
Up(125) < 14
Démonstration. Deux schémas abéliens isogénes ont le méme rang multiplicatif. O

Via l'application deg, cette proposition se traduit sur le parallélogramme par : les
correspondances de Hecke envoient les sommets sur les sommets, les arétes sur les arétes
et l'intérieur dans U'intérieur. On peut préciser un peu les choses (le lecteur est invité a
représenter la proposition sur le parallélogramme) :
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Proposition 4.14. — On a :

Up(1X5"™) < 1X5"™]

Up(]X{j’m[) c )Xy U XS
Up(JXo"D) < ]Xg"™uUXg]
Up(1X5°) < ]XG'

Up(1X™°)) < 1X0™°

Up(1X5™) < 1x9™

Up,(1X5°D) < 1X5™ U Xy U X5
Up,(1X0°)) < 1Xg™ U Xy U Xy

Nous allons interpréter la proposition 4.14 a ’aide des sous-groupes canoniques et la
généraliser en remplacant les tubes par des voisinages stricts.

4.8. Correspondances et voisinages stricts. — Commencons par donner un résultat
de géométrie rigide, suivant de pres [Ber], 1.2.8. Pour commencer plagons nous dans la
situation suivante : P = Spf A, P’ = Spf A’ sont deux schémas formels affines admissibles
sur Ok, 'anneau des entiers de 'extension finie K de Q. Soit Py, P} les fibres spéciales
respectives, Pk, Pj; les fibres génériques. On notera sp la spécialisation. On se donne un
diagramme commutatif comme suit :

Uo Yo P P
I
U Yy P P

ou Yy et Yy sont des fermés de Py et Pj et Up et U sont des ouverts de Yy et Y{. Soit
Zo = Yo\Uy et Z|, = Yy\U{ les fermés complémentaires réduits. Soit g1, ..., gr, Gr41, -, gs €t
G5 G Gigrs s 9o, des éléments A et A’ tels que g1, ..., gr et g7, ..., g; se réduisent sur des
générateurs des idéaux .y, et fyof et g1,...,9s et g1, ..., g, se réduisent sur des générateurs
de Iz, et Fz . Soit les tubes
U =]Uo[={z € P, Vi € [L,r] v(gi(x)) >0, Fi € [r+1,s] v(gi(x)) =0}
et
U =|Ug[= {z € Pg. Vi€ [L,{] v(gi(z)) >0, Fi€[t+1,4] v(g(z)) =0}
Posons pour tout A, u > 0,
Uy ={z € Px,Vie [1,r] v(gi(x))>p, Jie[r+1,s v(gi(z)) <A}
et
Uﬁw ={x € Pj,Vi € [1,t] v(gi(x)) > p, Fi€t+1,u] v(gi(x)) <A}
Comme la valuation de Ok est discrete, pour p proche de 0 il existe Ag > 0 tel que pour

A < Ao, Pouvert Uy ,, est indépendant des choix des générateurs des idéaux ([Ber], 1.2.4).

Proposition 4.15 ([Ber], 1.2.8). — L’application f envoie U dans U’ ; de plus il existe
N €N, tel que : pour tout u suffisamment proche de zéro, il existe Ag > 0, pour A < Ag,

f(U)\,,u,) C U]’V)\,,LL
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Généralisons un peu le contexte, et avec les mémes notations remplacons le morphisme
f par un espace rigide affine T'= Spm Ck muni de deux projections :

T
N
Py P}

telles que sp(p2py ' (JYo[)) C Y et sp(papy ' (U)) C Up.

Proposition 4.16. — La proposition 4.15 ce généralise a ce contexte. Il existe N € N tel
que : pour tout p suffisamment proche de 0 il existe Mg > 0, pour A < Ao,

-1 !
p2py (UA,H) C UN)\,%M
Commencons par rappeler le lemme :

Lemme 4.1 (|[Bos], 2.8, lem. 5). — Soit B une Og-algébre admissible et f € Bg un
élément tel que | f|sup < 1. Alors lalgébre B[f] est admissible et finie au dessus de B.

Corollaire 4.3. — 1l existe une O -algeébre admissible C' qui posséde les propriétés sui-
vantes :
— On a un isomorphisme C ®p, K = Ck qui permet d’identifier C' a un sous-anneau
de Ck.

— Il existe un morphisme encore noté p : A’ — C induisant p5 : Ay — Ck.
— Les éléments {p7(¢g:),i = 1...t} de Ck appartiennent a C.

Démonstration. Commencons par prendre C’ une Og-algeébre admissible telle que C’ @ K =
Ck. Lexistence de C' est assurée par [Bos], 2.8, théo. 3 (e). Considérons une présentation de A’ :

pZOK<X1,...7Xm> —>A/

et posons C = C'[p1(9:),p5(p(X;))], d’apres le lemme cette algebre est admissible et vérifie par
construction les trois points du corollaire. O

Pour démontrer la proposition 4.16 on va se ramener a la proposition 4.15. On a en
effet une situation :

Uy —— Y] —— Spec Cy — Spf C

N N

U} Yy R P’

ou Cp est la réduction de C' modulo I'idéal maximal de O, Yy’ est le fermé réduit d’idéal
la racine de I'idéal engendré par les images de pj(g1), ..., p7(gs) dans Cy et Uy est Pouvert
de Yy complémentaire du fermé d’idéal engendré par les images des pi(gst+1), ..., PT(gt)
dans l'anneau de Yj'. On peut alors appliquer la proposition 4.15 pour conclure, en
remarquant qu’en raison du caractere éventuellement non réduit de 'idéal engendré par
les images de pi(g1), ..., p1(gs) dans Cp, il convient de diviser p .

Généralisons encore un peu : Avec les notations de la proposition 4.16, supposons
seulement que P et P’ sont des schémas formels quasi-compacts, que les morphismes p;
et po sont quasi compacts et que 1" est quasi séparé. Soit (W;);er et (W;)je J des recou-
vrements spéciaux finis de P et P’. Sur chaque W; on dispose du fermé Yoi =Yon (W;)o
et de l'ouvert US = Uy N (W;)o de ce fermé. Des choix de générateurs des idéaux de Y{ et
YE\U§ permettent de définir des ouverts Ui,u' Pour p proche de zéro et A < Ay (A9 > 0
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dépendant de p) les ouverts Uﬁ\ ., sont indépendants des choix et se recollent en des ouverts
Uy, de Pg. De méme, sous des hypotheses semblables sur A et p, on dispose d’ouverts
Uy, de P

Proposition 4.17. — Il existe N € N tel que pour p proche de zéro, il existe A\g > 0,
pour A < g,

-1
pepy (Unu) C Uy 1,

Démonstration. Soit (W;) et (W) les recouvrement spéciaux de P et P’, considérés plus haut.
Soit (W;*”) un recouvrement spécial fini de pr (Wi g N pQ_I(WJ{)K. Pour chaque ¢, 7,1, on peut
appliquer la proposition 4.15 a la situation :

comme il n’y a qu'un nombre fini de situations a considérer, on peut conclure. O

4.9. La correspondance C(p),i; et les groupes canoniques. —

4.9.1. Dans les voisinages stricts des tubes ordinaires. — Au dessus du tube ordinaire
] X§"[; la correspondance C(p)rig X p,,x,.,]X§" [= C(p)°" est la réunion de trois composantes
disjointes :

C(p)or _ C or,can U C or,m U C(p)or,e
ou C(p)°e" = {x € C(p)™, degH =2}, C(p)™ = {xz € C(p)”", degH(z) =1} et
C(p)e = {a: e C(p)°r, degH = 0} Notons pc‘m, pit et p§, i€ {1, 2} les prOJectlons
respectives vers | X§"[. On dlspose de cette maniere d’applications
Ucan _ pcan(pcan) 1 . P(]Xgr D N rP(]X(())T[)
Upr=p5 )t POXE]) — POXE)
Uy =p5(1)"' s POXF[) — POXE)
qui vérifient :

Um (1X67]) <Xl U (1XG7]) clXg™ U Xg [ et U (1X57[) <1Xg™™ .

Cette discussion se généralise dans des voisinages stricts de |X%/[, i,j € {e,m}. Soit
V un ouvert de X,;, sur lequel le sous-groupe canonique est défini. La correspondance
C(p)v = C(p)rig Xp, xris V est la réunion de trois composantes disjointes :

v = co Jcwr UJcwr
ou C(p C‘m—{mEC p)v, H(x) = Hean( } C(p V—{l’GC )V, dlmeH(:n)(f()ﬂ
Hean(z)(K) = 1} et C Py = {m e C( ) H(z)(K) N Hean(z)(K) = {0}}. Comme
ci-dessus, on note pf® pi" et p§, i € {1,2} les projections respectives vers V et U, U}
et Uy les opérateurs induits. On a donc une décomposition ensembliste de l’opérateur de
Hecke :
Up=U,""UU"UUy
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Proposition 4.18. — Il existe N € N, g > 0 tel que, pour tout A €]0, Ao], le sous-groupe
canonique soit défini sur | Xy’ [\ pouri,j € {e,m} et :

Up( U 1xe7 I ) c J1xX57[va
i,J 2%
en particulier :
— Au niveau de | X[, on a :

Uy (1X5°h) € JX0 ™ [nal] X" [wa
Us(1X5°lh) € 1X5"" [wa
Uy (X5l € X5 [a

— Au niveau de | X5 U)X, on a :
U (1IXg" UIXG 1) € 1X g™ [nallX g v
Ut (IXg™DUIXE ) 1X5 ™ [va

Démonstration. C’est un corollaire immédiat de la proposition 4.17. O

4.9.2. Au niveau de | X§°"[. — Au dessus du tube | X{"[, la correspondance

C(P)rigXpy X T‘zg]Xnor[ C(p)""

est la réunion de deux composantes :
C(p)nOT‘ — C(p)nor,mo U C(p)nor,eo

ou C(p)"or™e est le lieu ou le groupe H contient le sous-groupe canonique partiel d’ordre
p et C(p)™°"° est le lieu ou le groupe H ne contient pas le sous-groupe canonique partiel
d’ordre p.

Au dessus de | X[ et | X[ cette décomposition est triviale puisqu’on a alors C(p)
O(p)nor eo.

Si on note p§° et p*°, i € {1,2}, les projections respectives, on dispose d’applications :
Uye = pyro(pie)~t et Ug® = p§°(p$°)~*. On a donc une décomposition :

Up = U uUe

nor __

qui vérifie
U (X5 < X" uXg™|
U (IXg) < 1Xg?uXgel.

On peut évidemment étendre cette décomposition a tout ouvert V' sur lequel le sous-groupe
canonique de rang p est défini.

4.10. Drapeau canonique. — On peut généraliser I’étude précédente sur un ouvert V'
sur lequel le sous-groupe canonique et le sous-groupe canonique d’ordre p sont définis, on
parle alors de drapeau canonique. Au dessus de V, on a la décomposition :

(), = (Cw)y" U Cm)y™ U Cm)y U cm),
(Cp)y™ ={ze (CQ),. Hi)(z) C H(x), Haan(x) # H(z)}
et

(C(p))r\;h(m = {.TU € (C(p)) can g— H can ) N H(.’L’) 7é {0}}
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On a ainsi des décompositions induites des opérateurs de Hecke :

Um o= Ummey U
Ue = UM uUs
Ume = ugmuumme

Uy = USmuUm™ yUm™ yUs.

5. Formes modulaires

5.1. Formes modulaires classiques. — Considérons le schéma en groupe GLgy /7 réa-
lis¢ comme ’ensemble des matrices 2 x 2 inversibles, B le Borel triangulaire supérieur, U
son radical unipotent et T son tore maximal. On note X (T) le groupe des caracteres de T.
A tout couple d’entiers (k1, ko) on associe le caractere diag(t1,ts) — ti't52. Ceci fixe un
isomorphisme Z2= X (T). Si k = (k1, k2) est un caractere, on définit x’' = (—kq, —k1). Soit
R un anneau et A — Spec R une surface abélienne, e sa section unité. Le groupe GLo(R)
. . . . . . 2 ~ * 1 . _ 71
agit sur les trivialisations w : R*Se QA/R, si g € GL2(R), on pose g.w =wo g .

Définition 5.1. — Une forme modulaire de Siegel F, sur X, de poids k € X(T) est
une loi qui a toute O-algébre R, tout R-point (A,Hy C Ha C Alp]) de X, et toute
trivialisation w : R2i>e*Q}4/R, associe un élément de R, noté F(A, Hy C Ha,w) et qui
vérifie les propriétés suivantes :
— Fonctorialité : Soit R — R’ un morphisme de O -algébres, pour tout diagramme
cartésien

(A/’Hi - Hé7w,) - (-A’Hl C H2’w)
Spec R’ . Spec R

on a F(A',H| C Hjy,w') =r(F(A, Hy C Hz,w)).
- Equation fonctionnelle :

vVt € T(R),u € U(R), F(A,H; C Hy,wotu) =r'(t)F(A, Hi C Hy,w)

Soit 7 = Isom(0%, e*Q}MX) et I : 7 — X la projection, elle fait de 7 un GLa-torseur
au dessus de X. Définissons le fibré w"® = II,07 y[k']. De fagon alternative, on a w" =
SymF1—Fz 6*9,14/X @ deth? 6*9,14/X (voir [Pi], rem. 4.1). Une forme de Siegel sur X de poids
% est donc par définition un élément de H°(X,w"). De méme, une forme modulaire sur
X, de poids &, est un élément de H( X, w"). On note ce dernier espace M(k, X).

D’aprés le théoreme principal de [Strl1], X admet une compactification toroidale X -
Spec Ok. Notons G — X le schéma semi-abélien étendant le schéma abélien universel. On

peut prolonger le torseur 7 & cette compactification en posant 7 = Isom(ﬁ?—(, e*Qé / <)

On étend le faisceau modulaire w® & X en posant w® = I, 07 sulk’]. 11 résulte alors du
principe de Koecher ([Str1], prop. 4.1.5.6) que H’(X,w") = HY(X,w") et H*(Xg,w") =
HO(X g, w").

Notons X la complétion formelle de X le long de sa fibre spécial et )_(m-g sa fibre
générique. On obtient également un principe de Koecher formel ([Strl], prop. 4.1.5.6),
HO(X,w") = H%(X,w") et un principe de Koecher rigide, H(X, 5, w") = HO(X,;q, w").
Enfin, d’apres GAGA, on a H(X,y,w") = HO(Xf,w"). En résumé,
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Proposition 5.1. — On a un isomorphisme canonique

HY(X,ig,w") ~ M(, X)

5.2. Formes modulaires surconvergentes. — Nous allons utiliser une définition
faible de forme surconvergente :

Définition 5.2. — L’espace des formes modulaires surconvergentes de poids k sur X,g
est :

M(k, X)T = colimyHO(V, w")

ot la colimite est prise sur les voisinages stricts V de | X" [ dans Xyig.

Les ouverts (] X" [x,A — 01) forment un systéeme fondamental de voisinage strict
de | X[, une forme surconvergente provient d'une section du fibré w" sur un ouvert
X5 [\ convenable.

On dispose d’une injection :

M(k, X) < M(x, X)!

Définition 5.3. — Une forme surconvergente est classique si elle appartient a l’image
du, morphisme précédent.

5.3. Normes. — Ici nous suivons de pres [Kas|, para. 2. Soit 3 un schéma formel
admissible sur Spf Ok, de fibre générique Z,;4. Sur Z,;4, le faisceau structural & Zyig €St
équipé d’une norme.

Soit .# un faisceau localement libre de rang fini sur 3. Soit .%,;, le faisceau induit
sur Zijg. On peut mettre sur .%,;, une structure de & Z,.,-module de Banach. Soit L une
extension finie de K et x : Spec L — Z,;, un K-point. Il provient d’un unique Op-point,
z : Spf O, — 3. On dispose d’une identification naturelle : 2*.% ®p, K ~ x*%,;,. Si
f € a*Fpi4, on pose | f| = inf{|A|, A € L*, %f € *7}. Si U est un ouvert de Z,4, et f
une section de HY(U, %,4) on pose |f|y = sup,cp | f(2)] = [2*f].

Si U est quasi-compact et réduit, pour tout f € H°(U,.%), on a |f|ly < +oo et
|flv = 0 si et seulement si f = 0. Dans ce cas, HY(U,.%) est un espace de Banach pour la
norme | |7. On notera par ﬂ;m'g le sous-faisceau de .7, des éléments de norme inferieure
ou égale a 1.

Le théoreme suivant est un résultat d’annulation de la cohomologie :

Théoréme 5.1 ([Bar78], th. 2). — Soit Z un espace analytique affinoide lisse sur K.
1l existe c € Ok, ¢ # 0 tel que :

HY(Z,0x) =0
Comme corollaire, on trouve la variante suivante du glueing lemma de [Kas] :

Corollaire 5.1. — Soit 3 un schéma formel admissible de fibre générique Z,;q lisse. Pour
tout ouvert U quasi-compact de Zy;q, on a :

HO(U, Z11g) =HY(U, Frig) @0, K= (UmHY (U, Zi9/p")) @0, K
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Démonstration. Comme U est quasi-compact, tout élément de H(U, .Z,;,) est de norme finie
ce qui prouve l'isomorphisme de gauche. L’application de droite est injective, montrons qu’elle et
surjective. Soit W; un recouvrement spécial fini de U sur lequel le faisceau cohérent .%,,, est trivial.
Soit ¢ € O \{0} tel que sur chaque Wi, cH' (Wi, Z,.,) = 0. Soit f,, € lim,, HO(U, % /p™)), pour
chaque i, notons f! € lim,, HO(W;, jrig/p")) la restriction. Le systéme projectif c¢f! provient d’'un
élément cf' de HO(W;, Z,;,) et les cf; se recollent en une section cf sur U. L’élément f = ¢~ 'cf
est I’antécédent cherché. O

5.4. Action des opérateurs de Hecke. — La correspondance C(p),i, définit un opé-
rateur U, qui agit sur les formes de Siegel. Rappelons sa définition.

Soit m : A — A/H l'isogénie universelle au dessus de C(p)rig. Soit V un ouvert de
Xig auquel on associe 'ouvert V' = U, (V). Considérons le morphisme composé :

w5 Trp K
Oy - OV, w%) = BO((C0) i) 5 HO((C)),y pie”) 24 HO(V, )
on définit alors U, = %ﬁp.

Remarque 5.1. — Cette normalisation sera justifiée par la proposition 5.3.

Concrétement, si F € HO(V' w"), 2 = (A, H; C Hy) € V(K) et w : K? ~ 6*934/1—(,
ona:

1

U,F(x,w
P( ) p3

> F(A/H.Hy+H/H C A]p]/H,o)

Hepy =}

o w : K2 ~ e

(A/H)/K est définie par la formule 73w’ = w.

Remarque 5.2. — Dans la formule précédente, nous voyons F'(z,.) comme une fonction
sur les trivialisations w. C’est le point de vue de la définition 5.1.

D’aprés la proposition 4.14, l'opérateur U, stabilise le tube | X)"™[. Il agit donc,
d’apres la proposition 4.17, sur le systéme des voisinages stricts de ] X" [. On a ainsi une

action de U, sur M(x, X)T.

Soit V' un ouvert de X,;, sur lequel le sous groupe canonique est défini. D’apres le

numéro 4.9.1, la correspondance (C’(p))v est la réunion disjointe de (C(p))(‘:fn,(C(p)):/n et

(C (p))f/ On peut donc écrire 'opérateur U, comme la somme :

U, = sza” + U;,” + U;
Ofl U}f(lnF<l‘7W) :1 I% EHE(pi:an)_l{x} F(A/H, ), U;nF(x,w) = I% ZHE(pT)_l{I} F(A/H, )
et U;F(.’I:,CU) — FZHE(pT)’1{$} F(A/H,)

De plus, B
— au voisinage de | X)""™[, on a U, = U;t car Ug" = U = 0.
— au voisinage de ]Xgn’e U Xg’m[, onaU, = UIft + Up* car Ug™ = 0.

De méme, soit V' un ouvert de X,;, sur lequel le sous-groupe canonique d’ordre p est
défini, d’apres le numéro 4.9.2, on peut décomposer 'opérateur U, comme la somme :

U, = U + Ug°

sachant qu’au voisinage de | X"’U X" [ cette décomposition est triviale puisque U™ = 0.
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Soit enfin un ouvert V sur lequel le drapeau canonique (4.10) est défini. On a alors
une décomposition :

Up — U]z):an + U;}n,mo + U;n,eo + U;;

Dans la suite, nous aurons a composer les différents opérateurs de Hecke. Dans ce cas,
nous noterons a droite ’action des opérateurs de Hecke. Par exemple, si F' est une section
de w" sur le tube | X5, F|U5G"U]§ est le resultat de 'action de U;*" sur F', puis de Uy sur

can
Ug™™F.

5.5. Calcul de la norme de U,. — Soit V un ouvert de X,;,. Pour T un des opérateurs
de Hecke introduit précédemment, considérons Iapplication T : HY(T'(V), w®) — HO(V, w")
lorsqu’elle fait sens.

Définition 5.4. — On définit la norme de T sur 'V,
IT||v = inf {c € Rso, [T flv < c|flrary, Vf € H(T(V),w")}

Dans cette partie on se propose d’étudier la norme de I'opérateur U,

Soit P un schéma formel admissible sur Spf Ok, A1 et Ay deux surfaces abéliennes
sur P, de section unité e et eq et 7 : A7 — Ay une isogénie. Considérons les faisceaux
conormaux e{th/P et egﬂhﬁp et pour tout poids k = (ki,k2) € Z2, k1 > ko, soit
wi = SymF1—+2 efﬂhi /p® det®? ethi /P Ces faisceaux induisent des faisceaux sur la fibre

rigide P, notés encore wf . Ils sont équipés d’une norme | | qui en fait des modules de
Banach sur Op,.. Pour tout extension finie F' de K et tout F-point z € Pk, provenant
d'un Op-point Z € P(Ok), on note deg Ker(w(x)) pour deg Ker(m(Z)).

Lemme 5.1. — Soit U un owvert de Px et d = inf,cy{deg Ker(m(z))}. Pour toute
section f € HO(U,wh),
7 flo < p~ ™| flu

Démonstration. Soit x € U. Pour toute section w définie au voisinage de z du faisceau w 4,, on
a d'une part |7*w(z)| < |w(z)| et d’autre part |7* detw(z)| < p~¢| det w(x)|. O

Rappelons que 7 est 'isogénie universelle au dessus de C(p). On tire de ce lemme une
proposition intéressante :
Proposition 5.2. — Soit U un ouvert de Xyig. Notons d = inf _ (C(p))u{deg Ker(m(z))}.

On a alors :
HUpHU < pgide‘

Sur le lieu ordinaire, on peut faire des calculs bien plus fins. Nous n’en aurons pas
besoin dans la suite, cependant ils permettent de justifier la normalisation de 'opérateur
Up, et pourraient s’avérer utiles dans le futur. Voici les résultats :

Proposition 5.3. — On a,
—2k2+3
LU e < p2et

2. [|UF xgmuxme < p~t2t?

3. Uyl gy < 1
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La démonstration de ces énoncés suit un méme principe. Il faut combiner ’estimation
proposition 5.2 qui porte sur l'action des opérateurs de Hecke sur le faisceau avec une
estimation de la trace de la projection p;. A chaque fois, on va trouver des modeles formels
de la correspondance. Il sera alors aisé de calculer la trace. On traite en détail la situation
2. de la proposition. Dans les autres cas on procede exactement de la méme maniere.

5.5.0.1. Modele formel. — Soit X™ T'ouvert formel de X de schéma sous-jacent X" U
X;™. Notons C(p)™ le produit fibré C (p):f:gm Xpm X0 X CUX"[. Nous allons construire
un schéma formel p7™/*" : €(p)™ — X™ de fibre rigide p}* : C(p)™ —] X" U X™]. Soit
Y le schéma de module classifiant les surfaces abéliennes principalement polarisée, avec
une structure principale de niveau N, un drapeau complet Hy C H> de la p-torsion et
un second sous-groupe lagrangien H. Soit Z l'ouvert de la fibre spéciale de Y dont les
points sont les surface abéliennes ordinaires equipées de H; C Ho et de H tel que le rang
multiplicatif de Hy et H soit 1 et tel que A[p] = Hy x H. Soit €(p)™ la complétion formelle
de Y le long de Z.

Lemme 5.2. — Soit G un groupe finie et plat sur O, annulé par p, de rang 4, de rang
multiplicatif 2 et de rang étale 2, H et H' deux sous-groupes de G de rang 2, de rang
multiplicatif 1. On a l’équivalence :

H(K)NH'(K) =0 Hg, N H{Fp =0

Démonstration. L’implication vers la gauche est évidente. Supposons & présent H]g-p N H]iF #0.
p

Soit Pintersection contient un groupe multiplicatif qui se releve donc a la caractéristique zéro et
H(K)NH'(K) # 0. Sinon H(K) et H'(K) ont méme image, une droite, dans le quotient G¢(K).

Ainsi Pespace vectoriel engendré par H(K) et H'(K) est de dimension au plus 3 et I'intersection
est non triviale. O

Corollaire 5.2. — Le schéma €(p)™ est un modéle formel de C(p)™. Il est muni d’une
projection pT’for vers X

Démonstration. Par modularité, on peut plonger C(p) dans Yx. On vérifie d’abord que Z D
sp(C(p)™), si bien qu’on dispose d’une immersion C(p)™ — (€(p)™) . Il faut montrer qu’elle est
surjective. Pour cela il suffit de montrer que x € C(p)™ < sp({z}) € Z. C’est exactement 1’énoncé
du lemme 5.2. O

Soit z € X™(F,). Soit y € (p’ln’for)*l({:c}). Par la théorie de Serre-Tate (voir [Ka81]),
on peut décrire le morphisme entre les complétés :

( m,for)* i é’\

T Y

p)™ lw ()
il est de la forme
W (Fp)[[Ty, To, T3]] — W (Fp)[[T1, T2, T3]]
T +— (1 + Tl)p -1
T, — T, 1=2,3

Proposition 5.4. — Soit Tryp : pi*, Oc(pym — O)xmeyxem| le morphisme de trace. Soit
Up un owvert de X" UXg™, et U =]Up[ son tube. Pour toute section f € HO(U, Op(pym),

Trppe flo <27 ' f [y -1
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Démonstration. Les schémas formels €(p)™ et X™ sont réguliers et donc normaux. Il
résulte alors de [Bos], 2.8, lem. 5 que Ox(Uy) = Ox,,,(U) et ﬁg(p)m((p;"’for)_l(Uo)) =
5’0(p)m ((p{"’)_l(U )) On conclut grace & la description locale du morphisme sur les schémas
formels.

O

Remarque 5.3. — La proposition précédente est fausse si on travail avec un ouvert quel-
conque de ]XZ)ﬂ ,equ "™[. Cette proposition est un énoncé de nature locale pour la topologie
du schéma formel mais pas pour la toplogie de ’espace rigide.

5.5.0.2. Démonstration du point 2 de la proposition 5.3. — Soit Uy un ouvert de X" U
X5 Notons U =]Up[ son tube. Considérons le morphisme composé

m

HO (U @),%) — 1) @) ) 210 ()0, ) )

qu’on peut voir comme un produit tensoriel Trpm o p5 @ 5. Comme le noyau de l'isogénie
au dessus de C'(p)™ est de degré 1, on déduit du lemme 5.1 que |75|y < p~*2. On sait par
la proposition 5.4 que |Trym o p3|y < p~ L. Comme Uyt = %Trpvln op5®m5, on conclut bien.

6. Le prolongement analytique

On a introduit au numéro 4.2.2 Pouvert Yy = (Xo\Z3) U (X5? N Xy*) de Xo. Nous
allons démontrer la proposition suivante :

Proposition 6.1. — Soit F' une forme surconvergente de poids k = (k1,k2), k1 > ko > 3,
propre pour lopérateur Uy, pour la valeur propre a,, avec kg — 3 > v(ap). Alors F' admet
un unique prolongement a |Yy|.

6.1. Prolongement analytique jusqu’a X+ U (Xo1N|Xy[). —

Proposition 6.2. — On peut prolonger F' de maniére unique en une forme encore notée
F définie sur Xg 1+, propre pour Uy.

Démonstration. On suppose F définie sur un voisinage strict V' de ]X;""™[. Considérons le
recouvrement admissible (Xo x, A — 11) de X 1+. Il suffit de trouver des sections F sur chaque
Xo,» qui prolongent F' et qui soient compatibles entre elles. Soit A > 1, d’apres le théoreme 4.1, il
existe N > 0 tel que UéV(XQ,\) C V, posons donc :
_ _—NpN
Fx=a, U, F

O
Proposition 6.3. — On peut étendre F' en une forme définie sur Xo 1+ U (X071O]X89 [)

Démonstration. D’apres le théoreme 4.1, U, (Xo 1+ U (X0,1NX3%[)) C Xg1+. On peut donc
poser F' = a;lUpF. O
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6.2. Construction de formes au voisinage du lieu ordinaire. — Dans cette partie,
nous construisons des séries analogues a celles considérées par Kassaei dans [Kas].
D’apres la proposition 4.18, il existe un entier N et un réel Ay €]0,1/2] tels que le

sous-groupe canonique soit défini sur Ui,je{em}]Xi’j [\, €t de plus pour tout A €]0, \o],

Um(Xg’e[)\) C X [N)\U]X e[N)\

o ]
Ut (IX5°Iy) < 1X5" [a
Uy (1Xgh) < ]X “[na
U (1Xe " hUIXg" ) © 1X" a1 X5 [va
Uy (1 Xg "X [)  ©  1Xg"" [wa

Posons alors r = %, fixons € > 0 tel que ko — U(ap) —3—¢€> 0 et choisissons € €]0, \g] NQ
tel que

— Pour tout ouvert U C|X, m’e[ ]Xe’m[EO, HU;RHU < phetite,

— Pour tout ouvert U C|X, 66[60, ||UCme < p—2k2+3+e‘

Ce choix est rendu possible par la proposition 5.2. Soit enfin la suite (€,)nen € Rlio,
géométrique de raison r et premier terme ¢g.

Proposition 6.4. — Pour tout n > 1, il existe des formes Gy, € H(]1X]"°[c,,,w"), G, €
HO (1 X5 [, w™) et Gt € HO(1 X5 e,.,w™) “naturellement” attachéee o F :
1
*Gn:Z?O pl F‘Um 'Ue.

1
’G%:Z?o pZ 1F|Um s

" __ 717371 ] ]
— GTL — Zi+]§n—1 ap F|(U5an)](U;n)zUs.

Démonstration. Cette définition fait sens car pour chaque terme apparaissant dans une des
trois sommes, le dernier opérateur par lequel on compose est Uy. O

Remarque 6.1. — La formule définissant Gy, (ou GJ)) est motivée par la remarque sui-

vante : on aimerait poser G, = a,"Uj'F, malheureusement Ug”(]Xgl’e[en) ¢ Xoq+. 1l

faut corriger légerement, notre formule se réécrit en fait formellement G, = a,"UpF —
*”(UIC”)”F. En effet, supposons F' définie partout, on a alors :

—nrmn o —n
ay"UyF' = 4" Flye sypyvp—

—1 -n
a, F|U§ =+ a, F|U;”Ug_1

n—1

= Z a;iilF‘(U;n)iU‘g + a;nF’(Uz;n)n
=0

La formule définissant G’ est motivée par les méme raisons. On ne peut écrire G =
a,"U}'F car U (1 X5 le,) € Xoq1+ et U (1 X e,) € Xo,+- 11 faut corriger légerement.
Formellement on a G, = a,"U}'F' — ZHJ Oy F] (Ugen )i (U3 -

Proposition 6.5. — Pour tout n € N>1, on a les estimations suivantes :

|Grg1 = Gljxme, = O(pr@rule)teha))

|G;z+1 e |]X5’m = O(pn(3+v(ap)+e—k2))

|Gn+1 GY ’]Xo e = O(pn(3+v(ap)+g_k2))
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En particulier, il existe M € R tel que pour tout n € N>q,
’GnhX(gn’e[én S M
Grlixem.., M
Galxger, < M

IN

Démonstration. Sur | X[, on a Gy — G, = a," ' F|(U)*)"US. On a alors grace a la
proposition 5.2 et le choix fait de ¢y au début de cette section,

|Gg1 — Gnl]X&"‘“[en < pn(3-i-v(a1)-&-e—kz)-&-v(a1)-i—3|F|]ngn[€

0

La norme |F|, xpm,, est finie par quasi-compacité. On raisonne de méme dans les deux autres
cas. Comme | X[, est quasi-compact, la norme |G1]; x;mel,, est finie. Il résulte alors facilement
de la premiere partie de la proposition que la norme de G, sur son domaine de définition est
uniformément bornée. On raisonne de méme dans les autres cas. O

6.3. Deux lemmes de finitude. — Nous allons montrer deux lemmes deux finitudes,
analogues a ceux de la partie 4 de [Kas].

Lemme 6.1. — La norme de F' sur X;_. 1+ est finie.

Démonstration. Comme X;_, 1+ n’est pas quasi-compact, la finitude de la norme n’est pas
automatique. D’apreés le théoréme 4.1, il existe une suite (€),)nen, de premier terme e, = €1,
décroissante et de limite nulle, telle que

Up(Xo,14+¢,) C Xo14¢,_,

Rappelons que sur | X[, on dispose d'une forme G; = a, 1UEF . Par quasi-compacité, il existe
M € R, |Flx, e S M oet \Glhxgjw[ , < M. Montrons par récurrence que pour tout n € N,
) 50 (0

|F|X1756,1+e’n < M.
Posons W, 411 = X1—€6a1+6’n+1\X1—66,1+64L' Par construction U,(W,4+1) C W,
Or
-1 -1

|F|Wn+1 < maX{|F_ap U;nF‘Wn+17‘ap U;:nF‘WnJA}

et d’une part, sur W, 41,
-1 _ -1 -1 _ -1 _

F—a, U'F=a, UF —a, U"F =a, UF =Gj,
d’autre part, d’apres les choix du numéro 6.2, |a;1U;)nF|Wn+1 < |F|U;H(Wn+1). Il en résulte que
|Flw, ., <M. O

Notons X} , = {2 € Xy, deg Hy/Hi(z) > A, deg Ha(z) > p}. On a un lemme

analogue :

Lemme 6.2. — La norme de F sur Xi est finie.

_%1,1+
Démonstration. D’apres le théoreme 4.1, il existe une suite (€], )nen, de premier terme € = 5,

décroissante et de limite nulle, telle que
Up(Xo,14¢,) C Xo1te

e7

Rappelons que sur | X[, on dispose d’une forme G} = > 1U;F . Par quasi-compacité, il existe
M € R, |F|X(/) e < M et \G'1|]X5«,m[61 < M. Montrons par récurrence que pour tout n € N,
3y 60

|F|X/ <M.
1

-, T

sons W' . = X/
Posons Wy, = X
Or

/ - : / / / e,m
_%71+E;+1\X e Par construction U, (W), 1) C W), et W, ., CJX5™"[e,-

|Flw:,, < max {|F = a, ' U Flw:

—1
n41” ‘ap UICnF‘WT,L+1}
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9 !/
et d'une part, sur W, ,,,

—1lrrm -1 —1lrrm —1rre
F—a, U'F =a, UF —a, U"F =a, UF =G,
d’autre part, d’apres les choix du numéro 6.2, |a;1UZ’,”F|WT/L+1 < |F|U;L(W7/l+l). Il en résulte que
\Flw:,, <M. O
Corollaire 6.1. — La norme de F sur | Xy’ et | X[ est finie.

6.4. Construction de formes sur les arétes | X;°[ et | X[. —
Proposition 6.6. — Pour tout n > 1, on a des formes J, € HY(]XJ°[,w") et J), €
HO(JX§°[,w"™) naturellement attachées a F :

- Jn = Z?:O apz 1F‘(U;’no)iUgo.

7 _ N1l —i—1 )
- Jn — Z,L-:O ap F‘(U;no)ngo.

Démonstration. La définition fait sens puisque le dernier opérateur par lequel on compose est
Uge. O
Proposition 6.7. — On a les estimations suivantes :

|Jn - Jn+1|]Xg,o[ — O(pn(3+v(ap)_k2))

‘sz . JT/H-l’]Xg’e[ _ O(pn(3+v(ap)—k’2))
Démonstration. On a J,, 1 — J, = ag”*1F|(U;no)nU;o. On obtient donc

< pr(Holan)—ka)+ulan)+3) |

|J7L - J7L+1|]XS’U[ Xén,ouxg,'m[
On raisonne de méme avec J,. O
Corollaire 6.2. — Les suites J,, et J), convergent vers des sections J et J'.

6.5. Recollement. — Rappelons qu’on a noté Yy = (Xo\Z3) U (X359 N Xy*). Cest un
ouvert de Xj.

Proposition 6.8. — La section F se prolonge en une section du faisceau w® sur |Yp[.

Démonstration. Pour tout n € N>, on a un recouvrement admissible (REC,,) :

Yol © IXg"uXg"™uxg™J X0 n X[ J1X5 ]

U e tU X e, U 156" e U 1X5 L,

Justifions brievement l’admissibilité du recouvrement. Considérons l'ouvert rigide ¥ = {z €
Xrig, « €]Xo\Zj[ ou deg Ha(x) = 1}. C’est I'image inverse par I’application deg de la réunion des
arétes, des sommets et de la diagonale deg Hy = 1 du parallélogramme. D’apres le corollaire 4.2,
1Y5[C Y. Notons Y = {z € X4, deg Ho(x) =1, deg Hi(z) # 0,1}. Le recouvrement

Y ¢ JXgreuxgmuxem Y | I1Xee

et U X e, U 16" e U 1X5° L,

est admissible (c’est évident sur le parallélogramme), et I'intersection de ce recouvrement avec |Yp]
est l'intersection du recouvrement (REC),) avec |Yp[ qui est donc admissible.
On dispose alors de :
— La forme F sur Xg 1+ U (Xo,1N]X3%[). Rappelons que | X7 U X"™ U X§"™[C Xg 1+ U
(X01N]X57() et ] X5 N Xg?[C Xo,1+ U (Xo,1N]X57[).
— Les formes J et J' sur | X[ et | X5°[.
— Les formes G,,, G), et G sur | X", | X5 " [, et 1 X5 e, -
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Toutes les formes considérées sont uniformément bornées par les lemmes 6.1 et 6.2, et les
propositions 6.5 et 6.7. Nous allons chercher a les recoller. Pour chaque n, il y a trois zones de
recollement :

— Au voisinage de | X[, ot on cherche & recoller G,, avec F et J.

— Au voisinage de ] X[, olt on cherche a recoller G, avec F et J'.

— Au voisinage de ] X[, ot on cherche & recoller G avec J et J'.

Traitons en détail la premicre zone de recollement. Sur W =] X[, N(Xo,1+U(X0,1N]X37])),
onaF —Gp,=a,"(U)"F, et il vient

|F = Gulw < phR e D pl oy
Sur W’ =]X§"“[,N] X[, on a formellement G, = F — a,"(U;")"F et J, = F —a,™(U;*)"F. 1l
vient alors
GTL - JTL = agnF|(U;no)n7(U{)n)n
= —a," Y. Flwpropwpey
i+j=n, i#0

La dernicre expression cesse d’étre formelle. On a utilisé la décomposition U)" = Uy + U™
donnée par le drapeau canonique défini sur W’ (voir les numéros 4.10 et 5.4). On obtient finalement

‘Gn—J|W/ < max{|Gn—Jn\Wr,\Jn—J|W/}

< max U —katviap)tetd)| B m.coys rmomoyi e, [Jn — J|we
< pmex {p |Flwgmeeyiqummeyiwes | Jn — Ilw }
Ceci montre bien lexistence d’une suite (m,) € KN=1, |m,| = O(p™(—F2tvlap)+ e+3)) telle

que les sections G,,, F et J se recollent au voisinage de ] X;"“[ modulo m,. Les autres points de
recollement se traitent de la méme manieére. Quitte & modifier éventuellement (7,), on obtient
donc que les différentes formes se recollent en une section H,, € H°(]Y,[, w” mod =,,) pour 7, € K,
|7 | = O(pr3tvlar)te=k2)) Tes sections (H,)nen sont uniformément bornées, et, quitte & modifier
a nouveau la suite (7, )nen, on peut supposer qu’elles forment un systéme projectif en vertu de la
proposition 6.5. Ce systéme projectif provient d’une section H € H°(]Yy[,w”) d’apres le corollaire
5.1. O

7. Fin de la démonstration

7.1. Un lemme d’extension. — Soit P = Spf A un schéma formel affine de type fini
sur Spf Og. On note Py = Spec A sa fibre spéciale et Py = Spm A ®p, K sa fibre
générique. Soit Uy C Py un ouvert et |[Up[C Pg le tube correspondant.

Lemme 7.1. — Si lapplication de restriction Ay — H°(Uy, Op,) est un isomorphisme,
alors lapplication de restriction A ®@po K ~ H°(JUy[, Op,.) est un isomorphisme.

Démonstration. Notons U le sous-schéma formel de P d’ouvert sous-jacent Up. Il suffit de
montrer que I’application A — H°(U, Op) est un isomorphisme. Ceci résulte alors du lemme de
Nakayama topologique. O

7.2. Application. — Soit X = U;cji; un recouvrement de X par des ouverts formels
affines sur lesquels le faisceau w® est libre.

Lemme 7.2. — Pour tout i € J, Uapplication H°((U;)g,w™) — HO((U;)o N Yo, w") est un
isomorphisme.

Démonstration. Comme on suppose le faisceau libre sur (U;)o, il s’agit de montrer que 1’appli-
cation H((U;)o, Ox,) — H((U;)o N Yy, Ox,) est un isomorphisme. Comme Yy est dense dans X,
I'application est injective. Soit f € HO((U;)o N Yo, Ox, ). L'ouvert (U;)o est réunion de ses compo-
santes irréductibles (U;)g = UC;. Chacune de ses composantes est lisse et C;\Y) est un fermé de
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codimension au moins 2 d’apres la proposition 4.8. Il en résulte que f admet un prolongement f;
sur chaque composante Cj. Il reste a vérifier que les fonctions f; se recollent. L’ouvert (U;)o hérite
de la stratification de Xy. Comme Y contient le complémentaire du lieu supersingulier, il suffit de
vérifier que les fonctions f; se recollent sur le lieu supersingulier. Soit S C (U;)p une composante
irréductible d’'une strate supersinguliere. Nous allons raisonner selon le type de S en utilisant les
résultats du numéro 4.2.2.

— Supposons S C X;'*. Comme Yj est dense dans cette strate, les fonctions f;, qui coincident
toutes avec f sur Y, se recollent bien.

— Supposons S C ng,v. Il y a trois composantes irréductibles qui passent par S. Elles
sont génériquement de type étale-étale, multiplicatif-étale, étale-multiplicatif. Notons les
respectivement C'*¢, C™¢ C*™ et posons également f&¢ f™¢ et f™ pour les fonctions
respectives sur ces composantes . Les fonctions f*€ et f»™ coincident avec f sur 'ouvert
X5'neeence™ de C=¢NC*™. Comme S est dans 'adhérence de cet ouvert, il en résulte
que f@°¢g = f©™|s. De fagon symétrique, on montre que f™¢|s = f°|g ce qui termine la
démonstration dans ce cas.

~ On raisonne de méme lorsque S € X3¢
~ Supposons S C X;*F'. Il y a quatre composantes irréductibles passant par S. Elles

sont génériquement de type étale-étale, multiplicatif-étale, étale-multiplicatif, multiplicatif-
multiplicatif. Notons les respectivement C'¢¢, C™¢ C™ et C™™. Posons également f©¢,
fme) fe™ et f™™ pour les fonctions respectives sur ces composantes. Sur C<¢NC*™, les
fonctions ¢ et f©™ coincident sur Pouvert X5 N C%¢ N C*™ de C*¢ N C*™. Comme
S est dans l'adhérence de cet ouvert, il en résulte que f*¢|g = f*™|s. On montre de la
méme fagon que f&™|g = f™™|g, f™™s = f™C|s et f™¢s = f¢|s, ce qui termine la
démonstration dans ce cas.
— Supposons S C XSS’FQ. La situation est alors identique a la situation précédente.

O

Proposition 7.1. — Le morphisme de restriction H°(X,;5,w®) — HO(JY[,w") est un
isomorphisme.

Démonstration. Soit Xy = U(U;) le recouvrement affine considéré plus haut. Pour tout 3,
I’application

HO(|U,[, w"™) — H°(JU; N Yy, w")

est un isomorphisme. Soit f € HO(]Yy[,w"). Notons f; le prolongement de fhu.ave & Ui I reste &
voir que filju,nu,[ = filju.nu,[- L'égalité précédente est vraie sur |Yo N U;NU;[. L'ouvert YoNU; NU;
est dense dans U; N U; et rencontre donc toutes les composantes connexe de ce schéma. Comme
U; NUj est réduit, les tubes de ses composantes connexes sont connexes. On en déduit que I'ouvert
1Yo NU; NU;j| rencontre chaque composante connexe de |U; NUj|, ce qui permet d’appliquer [Ber],
0.1.13 et de conclure. O

Appendice A

Filtration par le degré
Dans cet appendice, nous rappelons la définition d’une filtration sur les schémas en
groupes finis et plats annulés par p sur Of. Cette filtration est utilisée pour démontrer la

proposition 4.10. Elle apparait dans [A-G] sous le nom de filtration par les sous-groupes
de congruence (mais son indexation differe légerement), et dans [Farl].

A.1. La filtration. —
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Définition A.1. — Soit la fonction

deg: G(K) — QnJ0,1]
x — degAdh<z> six#0
0 — 1

Remarque A.1. — De maniere équivalent, pour x € G(K)\{0}, on a
deg(x) = sup{v(a), Homg(Gqp, Adh < z >) # 0}

ol G est le schéma en groupe de Oort-Tate de schéma sous-jacent Oz [X]/(XP — aX).

Proposition A.1. — On a deg(z + y) > inf(deg(x),deg(y)) avec égalité si deg(x) #
deg(y)-

Démonstration. Soit a € K tel que v(a) = inf(deg(x), deg(y)). Soit z € G4 ,(K)\{0}. Il existe
donc deux morphismes de groupes ¢; : Gop — G, i € 1,2, tels que ¢1(z) = z, ¢2(z) = y. Le
morphisme ¢1 + ¢ envoie alors z sur x +y ce qui démontre la premiere partie de cette proposition.
Supposons maintenant deg(z) < deg(y) et I'inégalité stricte, autrement dit que deg(x+y) > deg(z).
Appliquant la premiere partie de la proposition & (z + y, —y) on obtient deg(x) > deg(z + y) et
une contradiction. O

Définition A.2. — On dispose d’un filtration décroissante, par le degré, sur G(K) en
posant pour tout \ € [0,1]

GAE(K) = {z € G(K), deg(z) > A}

Il résulte de la proposition A.1 que les Gieg (K) sont des sous-groupes.

Définition A.3. — Soit \y > ... > I, les sauts de la filtrations par le degré (avec
multiplicité). On note :

- C_(G) = A\nt@q-

- C+(G> = )\1.

- ilG = (A1, .o, Amtc)-

On obtient facilement un certain nombre de propriétés de la filtration par le degré :

Proposition A.2. — Soit G et H deux groupes finis et plats, annulés par p sur O .

- Soit f : H — G un morphisme de groupes, pour tout x € H(K), deg(f(z)) >

deg(x).
— La filtration par le degré est fonctorielle.
— La filtration par le degré passe au sous-groupe : si H — G est un sous groupe fermé,

HY*(K) = Gy*(K) N H(K)

- Si ¢t (G) < ¢ (H), Homg,(H,G) = 0.
- Soit f : H — G un morphisme de groupe qui induit un isomorphisme générique-
ment,

filG > filH

- Gi/_dig C GiegL et en particulier ct(G) < 1—c¢ (GY).
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A.2. Le cas monogéne. — Nous suivons ici [Far|, para. 6. Supposons que G = Spec A
avec A = Og[T]/P, ou P est un polynome unitaire, tel que P(0) = 0. La section unité est
donnée par T' = 0.

Proposition A.3. — On a l'identité :

deg G = Z deg H
HCG, htH=1
Démonstration. Posons g = htG et soit 0,z1,...,2p9—1 les racines de P. On a d’abord
deg G = v(P’'(0)) = >, v(2). D’autre part deg(z;) = vp(z)(p — 1). O

Ezxzemple 4. — Soit £ une courbe elliptique sur O. Posons fil€[p] = (A1, A2). On obtient
la relation A\; + pA2 = deg&[p] = 1. La condition A\ > Ay se réécrit donc A; > Zﬁ est

dans ce cas £ [p]i?g est le sous-groupe canonique. Soit r la valuation de 'invariant de Hasse
évalué sur F ® Ok /p. Par la théorie de Lubin-Katz [Ka| part. 3, on a alors \; =1 — 7 si

rgl—ﬁ,/\lzﬁ sinon.
A.3. Démonstration de la proposition 4.10. — Commencons par rappeler I’énoncé

de la proposition :

Proposition A.4. — Soit F' une extension finie de K et G un schéma en groupe fini et
plat, de p-torsion, de rang p* sur O et de fibre spéciale isomorphe & a.. Alors :
degG =1

Démonstration. Soit filG = (A, A2). Commengons par remarquer que filGY = (1 — degG +
A1, 1 — degG + A2). En effet, soit H < G une immersion fermé d’un sous groupe de rang p
dans G. Passant aux duaux on en déduit une suite exacte : H+ — GV — HV. Il en résulte que
deg Ht =2 —degG — (1 —degH) =1 —degG + deg H.

En outre, o étant monogene, G et GV aussi. En effet, soit A 'anneau de G. Par le lemme de
Nakayama, A est engendré comme O g-algebre par un seul élément, disons z. Considérons donc la
surjection O [X] — A d’idéal I qui applique X sur z. Soit k le corps résiduel de Ok . Par platitude
de A, I ® k s’identifie au noyau du morphisme résiduel : k[X] — A® k. Par le lemme de Nakayama
a nouveau, I est principal, et il peut étre engendré par un polynéme unitaire sinon A ne serait pas
plate. On raisonne de méme avec G".

On déduit de la proposition A.3 les formules deg G = A\ + pAa, deg GY =1 —deg G + A1 + p(1 —
deg G+Xz). Comme deg GV = 2—deg G, on obtient 2—deg G = 1—deg G+p(1—deg G)+ A1 +pAs =
p+1—pdegG et finalement deg G = 1. O
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