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Résumé. — Nous démontrons un critére de classicité pour les formes surconvergentes de Hilbert
associées & une extension totalement réelle F' de Q et & un nombre premier non ramifié dans F.
Ceci permet par exemple de caractériser les points classiques des variétés de Hecke associées aux
formes de Hilbert pour F'.
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1. Introduction

On étudie dans cet article la classicité de formes modulaires surconvergentes de Hilbert
associées 4 un corps totalement réel F' de degré d > 2 et & un nombre premier p non ramifié
dans F'. Nous utilisons pour cela les techniques de prolongement analytique développées par
Buzzard et Kassaei. Fixons un plongement F' — C, et notons v la valuation de C, normalisée
par v(p) = 1. Commengons par supposer p inerte dans F'. On montre alors le théoréme suivant.

Théoréeme 1.1. — Soit N > 5 premier a p et f une forme modulaire de Hilbert surconver-
gente de poids k = (ki1,ka, ..., ka) € Z%, de niveau T'1(N)NTo(p) propre pour 'opérateur U, de
valeur propre a, € C,. Siv(a,) < infl_ (k;) —d alors f est classique de niveau T'1(N)NTo(p).

On dispose également d’un énoncé dans le cas ol p est non ramifié mais pas nécessairement
inerte. Connaissant le cas inerte, la démonstration du cas non ramifié général suit les lignes
de [Sal, qui traite le cas ou p est totalement décomposé dans F. De méme en adaptant des argu-
ments de et [Kal, on en déduit un théoréme de classicité pour les formes surconvergentes
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de niveau arbitraire en p. Avant de présenter ces résultats, introduisons quelques notations.
Notons p - Op = []i_; m la décomposition de p en produit d’idéaux premiers dans Op. Pour
tout 1 <4 < r notons D; = {o € Hom(F,C,) |v(o(m;)) > 0}. Les D; forment une partition de
Hom(F,C,) et le cardinal de D; vaut le degré [Fy, : Q,] de la complétion m;-adique Fy, de F.
Le poids d’une forme de Hilbert est par définition un caractére du tore Resg/qGy, défini sur
une extension assez grande de Q. Ce groupe des caractéres géométriques de Resp /oGy, est

canoniquement isomorphe &
ZHom(F,(Cp)

que l'on avait identifié a Z¢ dans le théoréme . Le résultat général s’énonce alors de la
maniére suivante.

Théoréme 1.2. — Soient n > 1 un entier, N > 5 un entier premier ¢ p et f une forme
modulaire de Hilbert surconvergente de poids k = (k) € ZH™FCo) et de niveau Ty (Np™).
Supposons f propre pour lopérateur Uz, pour tout 1 < i < r de valeur propre ar, € Cp,. Si
v(ar,) < infoep, (ko) — [Fr, : Qp] pour tout 1 <i <1 alors f est classique.

Les opérateurs Uy, auxquels il est fait allusion dans ’énoncé du théoréme sont définis
dans le paragraphe . Soit G le sous-groupe algébrique de Resp/gGLg des éléments de
déterminant dans G,,. Les formes modulaires classiques de Hilbert que nous considérons dans
cet article apparaissent dans la théorie des formes automorphes pour le groupe G. Lorsque le
poids k est tel que tous les k, ont méme parité, il existe une notion de forme modulaire de
Hilbert de poids x pour le groupe Resp/gGL2 (qui est celle des arithméticiens). Ces derniéres
apparaissent en facteur direct dans ’espace des formes de Hilbert de poids & pour le groupe G
(voir la rem. , donc notre résultat s’applique bien aux formes de Hilbert "arithmétiques".

Indiquons rapidement comment nous démontrons le théoréme Soit f une forme surcon-
vergente. C’est par définition une section d’un faisceau inversible sur un voisinage strict du tube
ordinaire-multiplicatif de la variété de Hilbert rigide analytique Xy, de niveau I'g(p) NT'1 (V).
On suppose que f est propre pour l'opérateur U, pour une valeur propre non nulle a,. On
voit alors comme dans [Bul la relation

[ = a;l-Up(f)

comme une équation fonctionnelle au moyen de laquelle on essaye d’étendre le domaine de
définition de f. Ce procédé d’extension ne permet pas de traiter certains points de X,z cor-
respondant & des variétés abéliennes dont le groupe de Barsotti-Tate est une extension non
triviale. Nous appelons de tels points des points spéciaux d’ordre infini.

Ce phénoméne de points spéciaux existe déja sur la courbe modulaire dans le cas ou F' = Q,
auquel cas 'ensemble des points spéciaux non multiplicatifs forment le tube ordinaire étale.
Pour contourner 'obstruction apparente au prolongement de f sur ce tube ordinaire étale,
Kassaei [Kal| a construit en s’inspirant de I’équation fonctionnelle et en utilisant la théorie
du sous-groupe canonique des approximations du prolongement souhaité qui convergent sous
certaines hypothéses sur le poids et la pente. Cela permet de prouver la classicité de f dans
le cas des formes modulaires habituelles.

Dans le cas des formes de Hilbert générales ot F' # Q, un point spécial de Xz n’est pas
nécessairement dans le tube ordinaire. Le groupe de Barsotti-Tate de la variété abélienne peut
par exemple étre extension d'un groupe de Lubin-Tate associ¢ a O, par son dual. Un tel
groupe de Barsotti-Tate n’admet pas de sous-groupe canonique et la technique de Kassaei ne
semble pas directement s’adapter. Nous remarquons néanmoins que pour tout point spécial
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de Xig, il existe un unique sous-groupe "spécial" dans la p-torsion de son Barsotti-Tate qui
généralise le sous-groupe canonique défini dans le cas ordinaire. Ceci nous permet de construire
quand méme des séries de Kassaei sous des hypothéses entre poids et pente et de mener & bien
le prolongement de la forme f. Nous trouvons remarquable que ces hypothéses entre poids et
pente apparaissant dans ’énoncé du théoréme proviennent finalement de ’analyse de la
correspondance de Hecke U, sur les groupes de Barsotti-Tate qui sont extension d'un groupe
de Lubin-Tate associé¢ & Op, par leur dual.

Disons a présent quelques mots sur 'organisation du texte. Les sections 3 & 6 sont dédiées
a la démonstration du théoréme et nous y faisons donc I’hypothése que p est inerte. Dans
les sections 7 et 8 nous expliquons comment déduire le théoréme de la démonstration du
théoreme [1.11

Dans [Til], Y. Tian a trouvé indépendamment une démonstration du théoréme dans le
cas oll F' est un corps quadratique et du théoréme lorsque n = 1 et les corps résiduels des
places au dessus de p dans F' sont de degré au plus 2 sur F,.

Nous remercions chaleureusement K. Buzzard qui a organisé un groupe de travail avec
C. Johannson et W. Kim sur une version antérieure de ce travail et qui nous a signalé de
nombreuses erreurs. Nous remercions de méme P. Kassaei et Y. Tian qui nous ont signalé une
erreur cruciale dans une version précédente de l'article, erreur qui nous a conduit & modifier
en profondeur certains arguments. Nous voulons également remercier le rapporteur pour sa
relecture attentive.

Les auteurs ont bénéficié du projet ANR-10-BLAN 0114 ArShiFo pendant la préparation
de cet article.

2. Préliminaires rigides analytiques

2.1. La norme. — Soit K une extension finie de @), d’anneau d’entiers O, d’uniformi-
sante 7 et de corps résiduel .

2.1.1. Définition des mormes. — Soit 3 un schéma formel admissible p-adique réduit sur
Spf Ok. Notons Z,ig sa fibre générique rigide. Le faisceau structural &y, est équipé d’une
valuation et de la norme associé. En effet, pour tout ouvert U de Z,; et toute section f €
HO(U, 0z,,), on pose |f|y = sup,cy | f(x)|. Notons bien que si U n’est pas quasi-compact, ce
supremum peut étre infini. Si U est un affinoide, la norme | |y fait de H°(U, & Zyiz) UN eSpace
de Banach.

Soit .# un faisceau localement libre de rang fini sur 3. Soit .#,i, le faisceau induit sur Zy;z. On
peut mettre sur .., une structure de & Zrig—module de Banach. Soit en effet L une extension
finie de K et z : Spm(L) — Zig un L-point. Il provient d’'un unique Op-point Z : Spf O, — 3
et on dispose d’une identification naturelle *.% ®p, L ~ 2*Fis. Si f € 2*F g, On pose

1
|f] =inf{|A], A€ L | Xf ETF}.
Si U est un ouvert de Zj; et f une section de H (U, Frig), ON pose
|flo = sup | f(z)| = sup |2" f].
zelU zelU

On notera par g le sous-faisceau de #,i; des éléments de norme inférieure ou égale a 1.
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2.1.2. Le lemme de recollement de Kassaei. — Nous reformulons ici un lemme dégagé par
Kassaei dans [Kal. On reprend les notations du paragraphe précédent.

Lemme 2.1.3. — Supposons Zg lisse. Soit U un ouvert quasi-compact de Zyig. On a
HO(U7 g‘\rig) « HO(U¢ jrig) ®(9K K - (@HO([L jrig/pn)> ®OK K
n

Démonstration. — Voir |Pi, cor. 5.3.2]. O

2.2. Voisinages stricts. — Soit Z un espace rigide quasi-compact sur K et U un ouvert
quasi-compact de Z.

Définition 2.2.1. — Un voisinage strict de U dans Z est un ouvert V de Z contenant U tel
que le recouvrement (Z \ U)|JV de Z est admissible.

D’apreés la théorie de Raynaud (voir [Bo] par exemple), Z posséde un modéle formel 3 pour
lequel U s’identifie au tube d’un ouvert de la fibre spéciale de 3. On retrouve donc la définition
des voisinage stricts de [Be, def.1.2.1].

Ezxemple 2.2.2. — Soit f une fonction définie sur Z et M et N des réels tels que N > M.
On suppose que |flg < M. Alors {z € f,|f(x)| < N} est un voisinage strict de U dans Z.

La proposition suivante regroupe quelques propriétés immédiates des voisinages stricts.

Proposition 2.2.3. — Soit U un ouvert quasi-compact de Z et Vi et Vo deux voisinages
stricts de U. Alors V1 N Va est un voisinage strict. Soit Uy et Uy deux ouverts quasi-compacts
de Z et Vi et Vo des voisinages stricts de Uy et de Uy. Alors Vi U Vy est un voisinage strict
de Uy U Us.

Voici enfin une proposition de « surconvergence » des sections d’un morphisme fini étale.

Proposition 2.2.4. — Soit f :' Y — Z un morphisme fini étale entre deux espaces rigides
quasi-compacts. Soit U un ouvert quasi-compact de Z et s : U — 'Y une section de f. Il existe
un voisinage strict V- de U et une section s’ : V —'Y étendant s.

Démonstration. — Le probléme est local sur Z et U. On peut donc supposer que Z = Spm(A),
Y =Spm(B), U = Spm(C) et Yy = Spm(D). Il existe par hypothése une fonction idempotente
e € D qui vaut 1 sur s(U) et 0 sur Yy \ s(U). On peut alors trouver par approximation
une fonction g € B tel que |g — ely;, < p~t. Considérons P(T) = >_I_, ¢;T" le polynome
caractéristique de la multiplication par g sur le A-module projectif B. On a donc |g,—1]y =1
et |gr—ily < p~ ! pour 2 < i < r. 1l existe alors un voisinage strict V' de U sur lequel on a
lgr 1|y > p /3 et

pour 2 <4 < r. On a alors un recouvrement admissible
_1 _1
Yy ={z €Yy, [g(z)| =p73} U{z €Yy, [g(z) <p2}.

La restriction de f a {z € Yy, |g(x)| > p_%} est finie étale de degré un donc est un isomor-
phisme. [J
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3. Théorie de Raynaud

Soit F' une extension totalement réelle de Q de degré d > 2, OF son anneau d’entiers, p un
nombre premier inerte dans F', F}, la complétion p-adique et kr le corps résiduel associé. On
identifie les groupes Gal(F),/Q)), Gal(kr/F,) et Z/dZ en envoyant le Frobenius arithmétique
en p sur 1. Nous identifierons occasionnellement Z/dZ avec I'ensemble des entiers compris
dans [1,d]. Par ailleurs, K désigne toujours une extension finie de Q,, d’anneau d’entiers Oy,
d’uniformisante 7w et de corps résiduel IF. On suppose que K contient F), et on fixe un tel
plongement. On fixe de plus une cloture algébrique K de K dont on notera O l’anneau
d’entiers et v la valuation a valeurs dans QQ normalisée par v(p) = 1.

3.1. Rappels. — Soit S un schéma sur Spec(Ok). Dans |[Ray|, Raynaud a classifié les
schémas en kp-espaces vectoriels de dimension 1 sur S. Ce sont par définition les schémas en
groupes finis et plats de rang p? sur S équipés d’une action de kg, vérifiant la condition (%)
de [Rayl, p.246] (cette condition est automatiquement vérifiée si S est plat sur Spec(Ok)). On
s’autorisera dans la suite & les appeler simplement des kg-vectoriels de dimension un ou des
schémas en groupes de Raynaud. Rappelons le résultat de Raynaud dans le cas ot .S = Spec(R)
est un schéma local. L’expression de ce résultat dépend d'une unité p-adique universelle w,
définie dans [Ray]. A tout 2d-uplet (01, ...,04;71,---,7a) € R*? tel que d; - v; = p - w, pour
tout i € Z/dZ, Raynaud associe un schéma en kp-vectoriels Hs,.,,) de schéma sous-jacent

Spec R[X1, ..., Xq]/(X] = 0; - Xiy1)

ou les indices i sont pris dans Z/dZ = Gal(kr/F,). Le plongement F, — K induit une
identification k} >~ p,a_1(OK) et & chaque i € Z/dZ on peut donc associer le i-éme caractere
fondamental x; : k3 — OF%. L’action de kr sur la i-éme coordonnée X; se fait a travers le
caractére y;. Raynaud obtient le théoréme suivant.

Théoréeme 3.1.1 (|[Ray], thm. 1.4.1). — Tout schéma en kp-espaces vectoriels de dimen-
sion un sur S est isomorphe a un schéma en kp-vectoriel Hs,.,) appelé « de Raynaud ». Soient
Hs,.yy) €t Hisryry deux schémas de Raynaud. Tout morphisme de kp-schémas en groupes de
H(6i§’Yi 35
a; € R vérifient a; 41 - 8, = al - §;.

i34

) vers Hsr.ry est donné au niveau des algébres par X; — a; - X; pour tout i € 7.)dZ ou

Les schémas en kp-espaces vectoriels Hs,.,,) et H((g;;%{) sont donc isomorphes sur S si et

divi
seulement il existe des éléments a; € R* pour i € Z/dZ tels que

/! _ P
ai+1-5i—ai (51

pour tout i € Z/dZ. Considérons le cas ou S = Spec(Of). Il est clair que dans ce cas le
schéma en groupe H(s,..,) est déterminé par le d-uplet (d;). Nous le notons simplement Hs,).

Corollaire 3.1.2 (|[Ray], coro. 1.5.2). — Lorsque S = Spec(Of), lapplication
DEG : {Classes d’isom. de schémas en groupes de Raynaud sur S} — [0,1]¢
Hisy = (v(é:))
est injective d’image [0,1] N QY.
On notera deg; la i-éme coordonnée de cette application. On a donc

DEG = (degz‘)iez/dl .
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Considérons la stratification standard du cube [0, 1]% en sommets, arétes, faces, etc. On obtient
le corollaire suivant par réduction modulo I'idéal maximal de O.

Corollaire 3.1.3. — L’application du corollaire précédent induit une bijection canonique

entre les classes d’isomorphismes de schémas en groupes de Raynaud sur Spec(F) et les strates
du cube [0, 1]%.

Ezxzemple 3.1.4. — La classe d’isomorphisme du schéma en groupes de Raynaud multiplicatif

(p ®7 kr) x Spec(F) correspond au sommet (1,...1) du cube et celle du groupe de Raynaud

étale kp x Spec(F) au sommet (0,...,0). Les autres strates du cube correspondent a des
groupes de Raynaud qui ne sont ni étales ni multiplicatifs.

Remarque 3.1.5. — La dualité de Cartier des schémas en groupes finis et plats échange
Hs,.ypy €6 Hiy,i5,)- Si S = Spec(Of) elle échange donc DEG et 1 — DEG. Si S =T elle agit
sur les strates du cube comme la symétrie centrale de centre (1/2,...,1/2).

Rappelons que tout schéma en groupes fini et plat sur S = Spec(Of) a un degré qui est un
rationnel positif défini dans [Fal. Le degré de Hs,), noté deg(Hs,)) est

D v(d) =D deg; (Hi,) -

7

Etant donné un groupe de Raynaud G = H s,y sur Spec(Of ), on peut obtenir deg,;(G) de la
maniére suivante. Le faisceau conormal wg est un module sous

Ok ®z, kr

et se décompose selon les plongement kf < F indexés par Z/dZ. On obtient donc
wir = @D we
i

On a alors wg; = O /di—1 et deg;(G) = v(Fitty wg,i+1) on Fitty désigne le 0-éme idéal de
Fitting.

3.2. Relation d’ordre. — Dans ce paragraphe, nous travaillerons sur la base S =
Spec(Of). Soit H et G deux schémas en groupes de Raynaud sur S. On dit que H < G §'il
existe un morphisme non nul H — G de kp-schémas en groupes. Ce morphisme est alors
un isomorphisme en fibre générique. On dit que H < G si H < G et H et G ne sont pas
isomorphes. On note enfin H ~ G si H et G sont isomorphes ou, ce qui est équivalent, si
H < G et G < H (voir la proposition suivante). Nous allons maintenant interpréter cette
relation d’ordre partielle sur le cube [0,1]%. Nous identifions ici les schémas en groupes de
Raynaud avec leurs coordonnées (deg;) dans le cube. Nous définissons aussi une fonction
somme des coordonées, deg : [0,1]¢ — [0, d].

Proposition 3.2.1. — On a (y1,...,yq) > (z1,...,24) si et seulement si pour tout i € Z/dZ
on a

d—1
> ik —mix) 0.
k=0

On a (y;) = (x;) si et seulement si deg((y;)) = deg((z;)) et (yi) > (x;); si et seulement si
(yi) = (x) et (z:) = (i)
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Démonstration. — Soit Hs,) et H gy deux schémas en groupes de Raynaud de coordonnées
respectives (r;) et (y;). On a Hs,y < Hg) si et seulement si il existe (a;) € (’);l—( tel que
ait1 -0, =al - 6; pour i € Z/dZ. Ces équations se réécrivent
-1 /s p*
_ e i~k
Qi+l = Qjqq - H <5/ .
k=0 \ i~k
Elles possédent une solution si et seulement si

k

-1 /s p
v H <5fk> <0.

k=0 i—k

Le reste de la proposition ne pose pas de probléme. []

On peut écrire matriciellement les d équations de la proposition de la facon suivante.

p2 1 Yd Zq 0

. : >
1, - 1— 21 0
pd I pd2 Yy

En particulier, la relation d’ordre > garde un sens sur [0, 1]d et méme sur R? et pas seulement
sur le sous-ensemble [0, 1]NQ¢ correspondant aux groupes de Raynaud sur S. Pour tout point
x = (x;) du cube, notons H;(x) 'hyperplan affine d’équation

d—1
S P (Vi —3ik) =0
k=0

oit Y = (V) est la coordonnée sur R?. Cet hyperplan partage 'espace R? en les deux demi-
espaces

d—1
Hi(zr)" = {Y eR? | Z P (Yiek — mi_p) > 0}
k=0
et
d—1
Hi(x)” = {Y eR* | > p" (Yik — 2i4) <O}
k=0

On a bien str H;(z) = H;(z)" NH;(z)~. Six # (0,...,0) alors (0,...,0) ¢ H;(x) et Hi(x)™
est le demi-espace qui contient le point 0.

Remarquons que x = N; H;(x) (car les hyperplans sont linéairement indépendants), et que
si 2’ est un autre point du cube, H;(z’) est 'image de H;(z) par la translation qui applique z
sur 2. Le lieu du cube déterminé par I’équation (y;) > (z;) est donc la pyramide de sommet z,
intersection des d demi-espaces H;(x)™ avec le cube. Elle est dirigée vers le point de coordonnée
(1,1,...,1) correspondant au schéma en groupes multiplicatif. De méme, le lieu des (y;) < (z;)
est I'intersection du cube avec les d demi-espaces H;(x)~. C’est un pyramide de sommet (z;),
dirigée cette fois vers le point de coordonnées (0,0, . ..,0) correspondant au schéma en groupes
étale.

Soit z et 2’ deux points du cube. Disons que H;(x) < H;(z') si H;(x) C Hi(a')~. L’ensemble
{H;(x), z € [0,1]9} muni de la relation d’ordre < est totalement ordonné. En particulier on
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peut définir la borne inférieure inf{H;(x), H;(z')} pour tous points x et 2’ du cube et tout
i € Z/dZ.

Proposition 3.2.2. — Soit H et G deux schémas en groupes de Raynaud sur S. Il existe
un schéma en groupe de Raynaud inf{H,G} sur S unique a isomorphisme pres, vérifiant la
propriété universelle suivante : pour tout schéma en groupe de Raynaud H', on a I’équivalence

H <GetH <H < H <inf{H,G}.
On a plus précisément la formule
DEG(inf{H,G}) = () inf {#;(DEG(H)), H:(DEG(G))}.

Démonstration. — Soit (x;) et (y;) les coordonnées de H et G. Il s’agit de montrer que
I’ensemble

{(z) €10, 19N Q" | (2) < (), (2:) < (i)}
posséde un plus grand élément. Pour tout i € Z/dZ, soit H; 'infimum de #H;(x) et H;(y) au
sens de la relation d’ordre < que nous venons de définir. L’ensemble {(z;) € [0,1]9NQ¢| () <
(xi), (2) < (y;)} est l'intersection des demi-espaces H; avec les points rationnels du cube
[0,1]¢. La pyramide N; H; est U'intersection des pyramides N; H;(x)~ et N; H;i(y)~. Vérifions
que son sommet (w;) se trouve a 'intérieur du cube. Soit M la matrice

1op P!
p P 1
pd—l 1 pd—2
Son inverse vaut
1 0 —p
0 0 1
Y :
1—pd :
0 —p 0
—p 1 - 0

Pour tout (z) € RY Soit M((z)); le j-iéme coefficient du vecteur M((2;)). Soit m; =
inf{M((x:));, M((y;));}. Par définition (w;) = M~1((m;)) = (P —2=1). Montrons que
pour tout j, sup{z;,y;} > w; > inf{z;,y;}. A échange prés de (z;) et (y;), il y a deux
cas a traiter. Soit mi_; = M((z;))1—; et ma—; = M((x;))2—;. Dans ce cas, w; = z;. Soit

pmi—i —M((%))2—;
! pd,1 A 2 (1 Z

mi—; = M((z;))1—; et ma—; = M((yi))2—;. Dans ce cas, x; =

PM((yi))dl_—i—m%j =y. O

3.3. Configuration de Raynaud. — Soit N € N. On appelle configuration de Raynaud
de cardinal N la donnée de N + l-points distincts (P, ...., Py) du cube [0,1]¢ vérifiant
inf{P;, P;} = P pour tous 0 <i < j < N.

Proposition 3.3.1. — Une configuration de Raynaud est de cardinal au plus d.
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Démonstration. — Soit (P, ..., Py) une configuration de Raynaud de cardinal N. A chaque
point Py sont associés des hyperplans affines H;(P;) pour i € Z/dZ. Soit S C Z/dZ le
sous-ensemble des i tels qu'il existe 1 < k < N vérifiant H;(P) > H;(Pp). Choisissons
pour tout ¢ € S un indice k(7) réalisant cette derniére inégalité. Montrons que la fonction
k:S — [1,N]NN ainsi définie est surjective. Soit k' ¢ k(S). On a H;(Py) = Hi(Fy) pour
tout i € Z/dZ\ S. Soit i € S. La relation inf{ Py, Py;)} = Py entraine que H;(Py) = Hi(Fo).
Par conséquent P, = Py, ce qui est une contradlctlon O

Donnons & présent un critére pour qu'une configuration de Raynaud soit de cardinal deux.

Lemme 3.3.2. — Soit (P, ..., Pn) une configuration de Raynaud de cardinal au moins 2.
Supposons que pour tout i € Z/dZ, H;(Py) # Hi(P2). Alors N = 2.

Démonstration. — Dans la démonstration précédente, on peut prendre k(i) € {1,2} pour
tout i € Z/dZ. O

Lemme 3.3.3. — Considérons deux sommets opposés (x;), (}) € {0 1} wérifiant donc
1 — ;. Alors Hi(x) # Hi(2") pour tout i. De plus, si (z;) # (0,...,0) et (z;) # (1,...,1),
alors inf{(z;), (x})} < (x;) et inf{(x;), (x})} < ().

Démonstration. — Pour le premier point, remarquons que pour tout j € Z/dZ, on a

d—
(zj — @) + plzjo1 — 2 )+ +p" H(wjp — 2f4,) #0
car p@=1 > Zf g pt. Pour le second point il suffit de démontrer que (z;) n’est pas supérieur
ou égal a (x7}). Soit j tel que xz; = 0, et iL‘ = 1. On vérifie alors que

(- zh) +p 2 (g0 - i)+ A+ (w1 —2f_) <0

pour la méme raison que précédemment. [

Corollaire 3.3.4. — 1l existe une seule configuration de Raynaud faisant intervenir deux
sommets opposés. Elle est de cardinal un si ces sommets sont (0,...,0) et (1,...,1) et de
cardinal deux sinon.

Démonstration. — Combiner les lemmes [3.3.2] et [3.3.3] O

Ezxzemple 3.3.5. — Lorsque d = 2 on a inf{(0,1),(1,0)} =

. e 2 .2,
lnf{(07170)7(17071)} = ( 1;,31_—+1_p 7pp-:i;€1170)'

(p—l-l’ p+1) Lorsque d = 3,

Considérons maintenant un schéma en groupes fini et plat G sur S = Spec(OQ) de rang p?¢
muni d’une action de kr qui en fasse un kp-vectoriel de dimension deux et qui soit isomorphe
a son dual de Cartier de maniére kp-linéaire. De tels groupes proviendront par exemple de la
p-torsion de variétés de Hilbert-Blumenthal pour Op. Soit Hy, Hs et Hj trois sous-groupes
distincts de Raynaud de G (sous-groupe de Raynaud signifie sous-groupe fini et plat fermé de
G de rang p?, stable sous 'action de Or), numérotés dans un ordre indifférent.

Lemme 3.3.6. — On a Hs > inf{H;, Ha}.
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Démonstration. — Dans le kp-espace vectoriel de dimension deux abstrait G(K), on peut
supposer le groupe Hp(K) engendré par un élément z, le groupe Hz(K) engendré par un
élément y et H3(K) engendré par x + y. On a un morphisme de somme H; x Hy — G[p]
qui est un isomorphisme génériquement. Considérons le morphisme inf{H;, Ho} vers Hy x Ho,
appliquant un générateur de inf{Hy, Hy}(K) sur (x,y). Le morphisme composé inf{ Hy, Ho} —
Hy x Hy — Alp| a pour image Hs. [J

On va maintenant s’intéresser a tous les sous-groupes de Raynaud de G en méme temps.

Corollaire 3.3.7. — L’ensemble des classes d’isomorphismes de sous-groupes de Raynaud
de G forme une configuration de Raynaud (P, ..., Py) de cardinal 0 < N < d. De plus il
existe un unique sous groupe appartenant a chaque classe d’isomorphisme P; pour i > 1.

Démonstration. — Soit Hy, Ha, H3 trois sous-groupes de Raynaud distincts. On vérifie facile-
ment grace au lemme précédant que inf{Hy, Hy} ~ inf{H;, H3} ~ inf{Ho, H3}. Notons donc
inf cette classe d’isomorphisme. Si C' est une classe d’isomorphisme de sous-groupes de Ray-
naud de G vérifiant C' > inf alors C est réduite & un élément. En effet, si elle possédait deux
élément, disons H et L, on aurait inf{H, L} = C = inf, ce qui est absurde. Par conséquent,
inf et les classes d’isomorphismes de sous-groupes de Raynaud de G forme une configuration
de Raynaud, disons (Py = inf, P, ..., Py). Comme N < d et que les classes d’isomorphismes
Py, ..., Py sont de cardinal 1, il existe des sous-groupes de Raynaud de G dans FPy. [

Disons que G est ordinaire s’il est isomorphe & kp x (kp ® pp) sur S.

Corollaire 3.3.8. — Supposons qu’il existe deux sous-groupes de Raynaud H et H' de G de
coordonnées des sommets opposés du cube. Alors les classes d’isomorphismes de sous-groupes
de Raynaud de G forment une configuration de Raynaud de cardinal un si G est ordinaire et
de cardinal deux sinon. De plus, dans ce dernier cas les groupes H et H' sont uniques dans
leur classe d’isomorphisme.

Démonstration. — La premiére assertion résulte du corollaire Le fait que H et H' soient
uniques dans leur classe d’isomorphisme si on a une configuration de Raynaud de cardinal deux
résulte de O

3.4. Surconvergence. — Nous allons montrer que le lemme [3.3.3| et le corollaire |3.3.8
s’étendent par continuité & des sommets « presque opposés » du cube. Nous noterons 1 =
(1,...,1) € [0,1]% et pour tout sous-ensemble W de [0, 1], nous noterons 1 — W = {1 —
x|z e W}

Lemme 3.4.1. — Soit Z un sommet de [0,1]%. Il existe un voisinage W de Z dans [0,1]¢ tel
que pour tout point x = (z;) € W, y = (y;) € 1 =W, on a Hi(z) # Hi(y) pour tout i. De
plus, si Z # (0,...,0) ou Z # (1,...,1), il existe ¢ > 0 dépendant de W mais pas de x ety
tel que deg(inf{(z;), (vi)}) < inf{deg((x;)),deg((vi))} — €.

Démonstration. — Le lemme [3.3.3| garantit que ’énoncé est vrai lorsque x = Z. La condition
Hi(x) # Hi(y) pour tout i est ouverte pour la topologie réelle de ([0,1]4)2. Il existe donc un
voisinage W de Z dans [0, 1]¢ tel que cette condition reste satisfaite sur W x 1 — W. Toujours

d’apres le lemme et la proposition si z = Z est différent de (0,...,0) ou (1,...,1)
on a deg(inf{(x;), (1—x;)}) < inf{deg((x;)),deg((1—x;))}. Par continuité, il existe donc ¢ > 0
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et W un voisinage de Z dans [0, 1]¢ tel que deg(inf{(z;), (;)}) < inf{deg((x;)), deg((y;))} —¢
pour (z,y) e W x1—-W. O

Corollaire 3.4.2. — Soit Z un sommet du cube. Il existe un voisinage W de Z dans [0, 1]%
tel que s’il existe deux sous-groupes de Raynaud H et H' de G de coordonnées respectives
dans W et dans 1 —W | les classes d’isomorphismes de sous-groupes de Raynaud de G forment
une configuration de Raynaud de cardinal un si Z = (0,...,0) ou (1,...,1) et de cardinal
deuz sinon. De plus, dans ce dernier cas les groupes H et H' sont uniques dans leur classe
d’isomorphisme. Dans ce dernier cas, il existe également € > 0 dépendant juste de VW tel que

deg(inf(H, H')) < inf{deg(H),deg(H')} — €.

Démonstration. — 11 suffit de prendre W comme dans le lemme et d’appliquer le
lemme [3.3.2] et le corollaire B.3.7. [

4. Géométrie et dynamique

4.1. Schémas de Hilbert. — Le corps F' désigne toujours une extension totalement réelle
de Q de degré d > 2 et d’anneau d’entiers O dans lequel p est inerte. On note F}, la complétion
p-adique et kp le corps résiduel associé. On identifie Gal(F,/Q,), Gal(kr/F,) et Z/dZ en
envoyant le Frobenius arithmétique en p sur 1. Le corps K est toujours une extension finie
de Q, qui contient F),, d’anneau d’entiers O, d'uniformisante 7 et de corps résiduel F. On
note v la valuation de K normalisée par v(p) = 1.

Définition 4.1.1. — Un schéma abélien de Hilbert-Blumenthal (SAHB) sur un schéma S
est un schéma abélien A sur S de dimension d muni d’un plongement O — Endg(A).

Soit N > 5 un entier premier a p. Notons § la différente de F. Soit ¢ un idéal fractionnaire
de F. On note ¢* le cone des éléments totalement positifs de ¢. Notons Y, (ny,. — Spec(Z[1/N])
le schéma dont les S-points sont les classes d’isomorphismes des triplets (A, 4, ¢) ou

i. A est un schéma de Hilbert-Blumenthal sur S,
ii. 1: 071 ®z pun = A[N] est une injection de groupes étales,
iii. ¢ est une c-polarisation de A.

Dans cette définition, une c-polarisation est un homomorphisme Op-linéaire ¢ : ¢ — P(A),
ot P(A) est le Op-module projectif de rang 1 des morphismes symétriques f : A — A!, tel
que ¢ envoie ¢ dans le cone des polarisations PT(A) et induise un isomorphisme A®p, ¢ — Af,
qu’on note encore ¢.

Soit {c;} des représentants du groupe de classe CI(F)T, qui est le quotient du groupe
des idéaux fractionnaires par le sous-groupe des idéaux principaux engendrés par les élé-
ments totalement positifs. On note Yr vy = [I; Y1, (v),;- Ce schéma est indépendant du
choix des {c¢;} & isomorphisme non unique prés. Plus précisément, étant donné deux idéaux
fractionnaires ¢ et ¢ et A € F*T totalement positif tel que ¢/ = X - ¢, on obtient un isomor-
phisme [A] : Yr (v),c = Y1, (v), qui dépend de A (en effet, on peut toujours multiplier A par
une unité positive).
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Remarque 4.1.2. — Si ’ensemble A.O}‘L contient un nombre rationnel, alors il en contient
un unique, disons Aq¢. Le rationnel A4t fournit alors un isomorphisme canonique entre Y, (n)

et YFl(N), o
Soit Yr, (nynre(p) — Spec(Z[1/N]) l'espace de modules dont les S-points sont les classes
d’isomorphismes de données (A, ¢, ¢, A,/ ¢, ) ou le triplet (A, ¢, ¢) est un point de Yo, (V)¢
pour un certain idéal cj, le triplet (A',:/,¢') est un point de Yr,(n),; pour le méme indice j
et a: A — A’ est une isogénie Op-linéaire vérifiant
atogf)/oa:gbop,
On note H < A[p] le noyau de . C’est un groupe de rang p? stable sous 'action de Op.

Lemme 4.1.3. — Le schéma en groupes fini et plat H est de Raynaud sur Yp, (n)nry(p) X
Spec(Zy).
Démonstration. — 11 faut vérifier par définition que H satisfait la condition (xx) de [Rayl,

p.246]. C’est le cas si Y1, (n)nr,(p) st plat sur Spec(Zy). Mais la théorie du modele local (voir
[St]) montre que localement pour la topologie étale, le schéma Yr, (zynr(p) est donné par les
équations x1 - y1 = p,..., &y - Yp = p entre les variables x1,y1,...,24,y4 pour r < d. Sa
platitude est alors évidente. [

4.2. Les fonctions degrés. — Nous noterons désormais X = Y1, (n)nry(p) XSpec(z[1/N])
Spec(Ok) et Y = Yr (n) Xspecz1/n]) SPec(Of ). Nous noterons également X la complétion
de formel de X le long de sa fibre spéciale et X,i; la fibre rigide de X. Nous n’utiliserons pas
les notions similaires pour Y.

Nous disposons du schéma abélien A sur X et de H C A[p] qui est un sous-groupe de
Raynaud. Considérons wyy le faisceau conormal & la section unité de H. On peut le décomposer
selon les plongements de kr dans F en wy = @; wy,;. Posons ¢; = Fittg wpy ;41 ou Fittg
désigne le 0-éme idéal de Fitting. C’est un faisceau inversible d’idéaux de Ox. Soit ﬁNXrig le
sous-faisceau de Ox,,, des éléments de norme sup inférieure a 1. Les faisceaux 4; induisent
sur X,z des faisceaux d’idéaux inversibles

o; C é Xrig
et pour tout z € X,i; on peut considérer le rationnel deg; H(x) = v(6;(x)). On dispose ainsi
de fonctions

deg; : Xpig — [0,1]
x +— deg; H(x)
d’une fonction
DEG : Xyi4 — [0,1]%
z = (deg; H(z))1<i<d
et d’une fonction
deg: Xy — [0,d]
x degH(m):ZdegiH(x)
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Toutes ces fonctions sont continues et sont localement égales a la valuation p-adique de fonc-
tions analytiques. De plus, 'image inverse par n’importe laquelle de ces fonctions de tout sous-
ensemble de [0, 1]% défini par un nombre fini d’inégalités affines est un ouvert de Xyig- Cette
image inverse est quasi-compacte si les inégalités sont larges et définies par des hyperplans ra-
tionnels de [0, 1]%. Pour tout (v;) € [0,1]%, nous noterons X,y = {2 € Xuig | DEG(2) > (v;)}.
Pour tout v € [0, d], on pose de méme X>, = { € Xiz | deg(x) > v}. On utilisera également
la notation X+, = {o € Xig | deg(z) > v}.

Remarque 4.2.1. — La fonction deg est déja définie dans [Fal. Les fonctions deg; méritent
le nom de « fonctions degré partielles ». Elles peuvent étre définies de la méme maniére pour
tout groupe fini et plat ayant une structure kp-vectoriel sur un schéma formel admissible.

Pour toute strate Z du cube on note Xz I'image inverse de Z via DEG dans Xijg.

4.3. Correspondance de Hecke. — Soit C' — Spec(K) l'espace de modules dont les
S-points sont les classes d’isomorphisme de quintuplets (A, %, ¢, H,L) ou A est un schéma
abélien de Hilbert-Blumenthal sur S, i est une structure de niveau de type I';(N), ¢ est une
¢;-polarisation pour un indice j, et H et L sont des sous-groupes de A[p| de rang p¢ stables
sous l'action de Op vérifiant L N H = {0}.

On dispose de deux projections étales p1,ps : C — X ou py est 'oubli de L et py envoie
(Ayi,¢,H,L) sur (A/L,7,¢', Alp]/L) ou i’ est la structure de niveau N image de i et si ¢ est
une c-polarisation de A alors ¢’ est la c¢-polarisation induite sur A/L. Remarquons que A/L
est en fait muni d’une p - c¢-polarisation mais la division par p permet de la transformer
canoniquement en une c-polarisation.

L’analytifié C,y dans le sens de [Bel par.0.3| est muni de deux morphismes p; et ps vers
I'analytifié X5, qui contient X,i;. On note

Crig = Can XplyXan Xrig

qui est toujours muni de deux morphismes pi,pa : Crig = Xyig. Soit P(X,ig) I'ensemble des
parties de X;js. On dispose d’'une application

Up : P(Xrig> — P(Xrig)
S +— paopl(S)
Rappelons la proposition classique suivante :

Proposition 4.3.1. — Soit g : T — S un morphisme plat d’espaces rigides quasi-compacts.
Le morphisme g envoie les ouverts quasi-compacts de T sur des ouverts quasi-compacts de S.

Démonstration. — Voir |Bol, coro 2, page 182. [
Corollaire 4.3.2. — L’application U, envoie les parties finies dans les parties finies, les

ouverts zariskiens dans les ouverts zariskiens, les ouverts admissibles quasi-compacts dans les
ouverts admissibles quasi-compacts.
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4.4. Contraction et points spéciaux. — Nous allons & présent étudier le comportement
dynamique de 'opérateur U, agissant sur Xyg.

Proposition 4.4.1. — Pour tout (v;) € [0,1]%, on a Uy (X>(,,)) C Xs(u). De méme, pour
tout v € [0,d], on a U, (X>,) C X5y

Démonstration. — Ces assertions se testent point par point. Comme U, agit sur un point
de X,ig en agissant par des isogénies sur le schéma abélien correspondant, la premiére partie
de la proposition est juste la définition de la relation d’ordre > sur les schémas en groupes de
Raynaud et sa caractérisation via DEG fournie par la proposition La seconde partie
provient de la premiére en sommant sur les indices 1 < ¢ < d et divisant par EZ;% p*, compte

tenu de la définition de la relation d’ordre > sur [0,1]¢ et du fait que deg = Z?:l deg;. O
Des énoncés plus fins sont en fait vrais.

Proposition 4.4.2. — Soit L une extension finie de K et x = (A, H) € X(Or). Soit N un
entier > 1. S'il existe y € UY ({x}) tel que deg(x) = deg(y) alors

1. H est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1,

#t. il existe un groupe de Barsotti-Tate tronqué Gy C A[pN] d’échelon N, de hauteur d,
stable sous l'action de O, tel que application naturelle

Gy x H — A[p"]

soit une immersion fermée,

iii. il existe (v;) € {0,1}¢ tel que DEG(H) = (z;) et DEG(Gn[p]) = (1 — z;).

Démonstration. — On obtient d’aprés les propriétés i et iii en adaptant [Pi, prop.2.4| pour
tenir compte de l'action de Op. On obtient également potentiellement la propriété ii. Il existe
donc une extension finie L' de L et un groupe de Barsotti-Tate tronqué Gy C Ao, [pN]
sur Spec(Qyp) d’échelon N, de hauteur d, stable sous l'action de Op, tel que 'application
naturelle

Gy x Ho,, — Ao,, "]

soit une immersion fermée.

Pour éviter au lecteur de consulter [Pi|, rappelons 'argument et son adaptation au cas d’une
action de Op. On utilise librement les propriétés de base de la fonction degré de [Fal. Il existe
pour 0 < ¢ < N un point z; € Xy, tel que 29 = z, z;41 € Up({x;}) lorsque 1 <i < N —1
et zy = y. Quitte a étendre L en L', on peut supposer que z; € X (Op/). Il existe également
une suite de groupes finis et plats L; sur Spec(Oy/) tels que z; = (A/L;, Im(H — A/L;)) pour
tout . On a L;_1 C L; et L; est de rang p% muni d’une action de Op qui en fait un (’)F/pi—
module libre de rang un. Comme deg(z) = deg(y) et que le degré augmente par isogénie,
on obtient deg(z) = deg(z;) pour tout i. Le degré détectant les isomorphismes sur Spec(Op)
parmi les morphismes sur Spec(Qp/) qui sont des isomorphismes sur Spec(L’), on obtient pour
tout 4 un isomorphisme H ~ Im(H — A/L;) stable par 'action de O sur Spec(Op/). On
obtient en particulier un isomorphisme Op-linéaire H X L;/L;—1 ~ (A/L;_1)[p] sur Spec(Op/).
Posons Gy = Ly. Si N = 1 on en déduit que G est un groupe de Barsotti-Tate tronqué
d’échelon un stable par Op. Si N > 1, on obtient deg(H) = deg((A/Li—1)[p]) — deg(L;) +
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deg(L;—1) = d — deg(L;) + deg(L;—1) car le degré est additif sur les suites exactes courtes.
Pour tous 0 < j <i < N, la suite courte Op-linéaire

0—>Gj—>G¢p—]>Gi_j—)0

est exacte en fibre générique. Elle est donc exacte sur Spec(Op/) puisque deg(G;)+deg(Gj—;) =
deg(G;) d’apres la formule précédente. On en déduit que G est bien un groupe de Barsotti-
Tate tronqué d’échelon N, de hauteur d, stable sous 'action de Op. Il est clair qu’on dispose
d’une immersion fermée Gy x Ho,, — Ao,, [pY]. En particulier, G est isomorphe au dual de
Cartier de H et donc DEG(G1) = (1 — z;) (voir [Ray], rem. 1.5.3).

Il s’agit finalement de prouver que G est en fait défini sur L. Commencons par traiter le
cas N = 1. On peut supposer L’/L galoisienne. Soit o € Gal(L'/L). Notons GY le tordu par o
de Gi1. C’est toujours un groupe de Barsotti-Tate tronqué sur Spec(Or/) inclus dans Ao, [p]
et il est stable par I’action de O car L contient F}, par hypothese. Il existe un isomorphisme

G‘f X H@L, = AOL, [p]

sur Spec(Oyr/), ce qui montre que DEG(GY) = (1—x;). D’aprés le corollaire , on en déduit
que G{[p] = G1[p] comme sous-groupe de Ap,,[p]. Ainsi G est bien défini sur Spec(Op) tout
comme son plongement dans A[p].

On raisonne par récurrence sur [N pour traiter le cas général. Supposons que le groupe G ny_1
relatif n’importe quel point ' = (A’, H') vérifiant les hypothéses de la proposition est défini
sur L et montrons que c’est le cas de Gy relatif & x = (A, H). Posons o’ = (A4/G1, H/G1)
qui est bien défini sur L. Le groupe Gy relatif a x est alors I'image inverse du groupe Gn_1
relatif & 2’ par l'isogénie A — A/G; et il est donc défini sur L. [J

Définition 4.4.3. — Soit Z = (x;) € {0,1}¢ un sommet du cube. On appelle point spécial
d’ordre N de Xz un point © € Xz qui vérifie les hypothéses de la proposition pour
I’entier N. Le lieu spécial d’ordre N de Xz est ’ensemble des points spéciaux d’ordre N.

On note Sz(N) le lieu spécial d’ordre N de Xz. On a bien sir Sz(N + 1) C Sz(N).

Proposition 4.4.4. — Le lieu spécial de Sz(N) est un ouvert quasi-compact de Xz. Si Z
est différent de (1,...,1), il existe un sous-groupe spécial

Gy C A[pN] X Xig Sz(N)

localement libre de rang un comme Op/p™ Op-module dont la fibre en tout point de Sz(N)
soit le groupe construit dans la proposition précédente.

Démonstration. — Si Z = (1,...,1) on a Sz(N) = Xz pour tout N et la proposition est
claire. Supposons donc Z # (1,...,1) et commencons par traiter le cas N = 1. Soit Cz(1)
I'ouvert quasi-compact de Chig ott H a pour coordonnées (z;) et L pour coordonnées (1 — ;).
Son image par le morphisme étale p; est Sz(1), ¢’est donc un ouvert quasi-compact. D’aprés le
corollaire [3.3.8] le morphisme étale p; : Cz(1) — Sz(1) a des fibres géométriques de cardinal
un. C’est donc un isomorphisme et il admet un inverse qui fournit une section s de Sz(1)
dans Clig. L'image inverse du groupe universel L sur Cyig par s est le groupe G cherché
sur Sz(1).

Traitons maintenant le cas général par récurrence. Supposons donc la proposition démontrée
pour N —1 et vérifions 1a pour N. Au dessus de Sz(N —1), on dispose donc d'un groupe Gy _1.
On peut donc considérer le morphisme Sz (N —1) — X, donné par (A, H) — (A/G1, H/Gh).
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Alors Sz(N) est I'image inverse de Sz(N — 1) par ce morphisme, et le groupe G sur Sz(N)
est I'image inverse du groupe Gy_1 sur Sz(N — 1) par ce morphisme. [J

Remarque 4.4.5. — Lorsque Z = (0,...,0), on a alors Xz = Sz(N) pour tout N et Gy
est le sous-groupe canonique d’échelon N. La proposition précédente est bien connue dans ce
cas.

En dehors des points spéciaux, on a de bonnes propriétés de contraction de la correspon-
dance vers le tube multiplicatif ordinaire X, 1). Nous utiliserons la proposition suivante.

Proposition 4.4.6. — Soitn e N, 0 <n<d—-1. Soitn,u €R, 0<n < p<1. Il existe un
entier N € N tel que

Uév (X>n+n) C Xontp

Démonstration. —  La fonction degré augmente strictement apres application de U,
sur Xs>pypn \ Xsnypu grace a la proposition Comme X>pyp \ Xsnypu est quasi-
compact et que la fonction degré est localement la valuation d’une fonction analytique, il
résulte du principe du maximum qu'’il existe € > 0 tel que pour tout & € X>pniy \ Xsnyp, €t
tout y € Up({z}), deg(y) > deg(z) + €. Il en résulte que U} (X>nin) C Xontnime U Xonip
pour tout m > 0. On en déduit le résultat. [

4.5. Surconvergence des groupes spéciaux. — Tout comme le sous-groupe canonique
surconverge dans un voisinage strict du lieu ordinaire, on a aussi surconvergence des groupes
spéciaux sur des voisinages stricts des ouverts-quasi compacts Sz(/N) pour Z un sommet
de [0,1]? et N > 1 un entier. Nous allons en fait exhiber des voisinages de surconvergence
ayant une allure précise, bien que dépendant de bornes non quantifiées. Quantifier précisément
de telles bornes nous serait inutile. Pour tout point P € R? et ¢ € [0, d] notons

Vpt = {33 €[0,1)¢ |z > Pet deg(x) < t}
et X>p<; = DEG H(Vpy).
Lemme 4.5.1. — On a Up(X>p<t) C Xsp<t U X>¢ pour tout P € R? et t € [0,d].

Démonstration. — Immeédiat par la proposition O

Lemme 4.5.2. — Soit Z un sommet de degré r et (P,) € (RON une suite croissante (au
sens de la relation d’ordre <) tendant vers Z pour la topologie standard. On suppose de plus
que pour tout n € N, Z est dans linterieur de la pyramide d’équation (x;) > P,. Les ouverts

{Xop,, <L nen
forment un systéme fondamental de voisinages stricts de Xz.

Démonstration. — Le sommet Z est bien dans l'intérieur de VPn py 1 et donc
? n+1

X>p,, <rtiig
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est un voisinage strict de Xz. Remarquons que pour tout point P € R? I’hyperplan de R?
d’équation deg P = ), x; intersecte la pyramide d’équation (x;) > P au seul point P. Il en
résulte que les

Vo, rr-1

forment une suite décroissante de compacts de R¢ d’intersection Z. On en déduit que pour

tout voisinage ouvert U de Z dans [0, 1]%, il existe n tel que Vp .1 CU. Par un argument
s n+1

identique & celui de la prop. 4.3.5 de |Pi| (lui-méme décalqué de la prop. 1.2.2 de |[Be]), on voit
que les DEG~Y(U) ou U parcourt les voisinages ouvert de Z dans [0, 1]¢ forment un systéme
fondamental de voisinage stricts de X . Par conséquent, les

{XZPn7 S"""‘%.H }’I’LEN

forment un systéme fondamental de voisinages stricts de X . [

Lemme 4.5.3. — Soit Z un sommet de degré v < d — 1. Il existe un voisinage strict W
de Xz dans X qui vérifie les propriétés suivantes :

i. pour tout x = (A, H) € W tel que Up(z) N W # @, l’ensemble des sous-groupes de
Raynaud de Alp] forme une configuration de Raynaud de cardinal 2 si r > 1 et de
cardinal 1 si v =0,

1. dans la situation de i, H posséde un supplémentaire privilégié G tel que DEG(G1) €
1-DEG(W), et tout sous-groupe de Raynaud de Alp] différent de H et G est isomorphe
a inf{H, G},

t11. dans la situation de i, il exviste € > 0 dépendant juste de W mais pas de x tel que

deg(inf{H,G1}) <d—r —e.

Démonstration. — Soit W un voisinage arbitraire de Z dans [0, 1]¢. Posons W = DEG™1(W)
qui un voisinage ouvert de Xz dans X,i,. Soit x = (4, H) € Xyig tel que Up(z) N W # 2. 11
existe donc un sous-groupe de Raynaud H' de A[p] tel que DEG(H) € W et DEG(H') € 1-W
(car DEG(A[p]/H') € W). 11 suffit alors de choisir W comme dans le corollaire [3.4.2]

Remarquons que quitte a choisir pour W un voisinage de Z dans [0, 1]d de forme polyédrale
délimité par des hyperplans définis sur Q, on peut supposer que W est un voisinage strict
quasi-compact de X 7. [

Dans le reste de cette partie, on fixe un sommet Z de degré < d — 1. Fixons un voisinage
strict quasi-compact Uz C W de la forme X>p<, du sommet Xz ou u €]r,r + ¢[ (ou € a
été deéfini dans le lemme précédent). Il existe d’aprés le lemme [4.5.2] Posons Uz (N) = {z €
Uz | Uév(x) NUz # @} pour tout N > 1. Posons aussi Uz(0) = Uy.

Proposition 4.5.4. — Les propriétés suivantes sont vérifiées.
i. Uz(N) est un ouwvert quasi-compact pour tout N € N>j.
1. Sz(N) CUz(N) pour tout N € N>q.
15t. Uz(N) C Uz(N — 1) pour tout N € N>.
1. Il existe un sous-groupe

GN C ALPN} X x UZ(N)

rig



18 VINCENT PILLONI ET BENOIT STROH

qui est localement libre de rang un comme Op /pN Op-module, qui vérifie HN Gy = {0}
et dont la restriction a Sz(IN) est le groupe spécial d’échelon N construit précédemment.

v. La correspondance U, est la réunion Up” UUR™ sur Uz (1) ou U,Y est la correspondance

« diwviser par le groupe spécial » et Up™" est son complémentaire.
vi. On a Uy (Uz(N)) C Uz(N — 1) et Uy (Uz(N)) C X>y pour tout N € N>q.
vis. On a UpP (Uz(N)\Uz(N + 1)) C Uz(N — 1) \Uz(N) pour tout N € N>;.

Démonstration. — Chaque Uz(N) est image inverse d'un ouvert quasi-compact par une
correspondance finie et donc est quasi-compact. Cela prouve le point i. Le point ii est évident.
On vérifie que Uy(z) NUz =0 = UZ(z) NUz = 0 et on en déduit le point iii.

Pour démontrer le point iv on commence par supposer N = 1. Pour tout point z =
(A, H) € Uz(1) on dispose d’aprés le lemme précédent d’un unique supplémentaire G de H tel
que DEG(G1) € 1-DEG(Uz). Notons Cz(1) 'ouvert quasi-compact de Cyig ot (A, H) € Uz(1)
et DEG(L) € 1 — DEG(Uz). On obtient un morphisme étale Cz(1) — Uz(1) dont les fibres
géométriques sont de cardinal un. Il posséde donc une section qui fournit le groupe G1 voulu
sur Uz(1). Lorsque N > 1, on raisonne par récurrence. Supposons donc Gy_j construit
sur Uz (N —1) et cherchons a construire G y sur Uz(N). Considérons le morphisme Uz (N—1) —
Xyig donné par (A, H) — (A/G1,H/G1). Alors Uz(N) est I'image inverse de Uz (N — 1) par
ce morphisme, et le groupe G sur Uz(N) est 'image inverse du groupe Gy_1 sur Uz (N —1)
par ce morphisme.

Au dessus de Uz(1) on a donc U, = Up® UU,™ ou en termes modulaires Uy divise par
le sous-groupe Gi. Cela prouve le point v. Le fait que Up*(Uz(N)) C X>, provient de la
définition de Up™ et des lemmes et iii. Les autres assertions des points vi et vii
sont évidentes. [

On peut faire surconverger plus encore les groupes spéciaux.

Proposition 4.5.5. — 1l existe un voisinage strict U,(N) de Uz(N) dans Uz et un sous-
groupe Gy C A[pN] xx,, Uy(N) qui est localement libre de rang un comme Op[pNOp-
module, qui vérifie H N Gn = {0} et dont la restriction a Uz(N) est le groupe G construit
précédemment. Il existe e’ > 0 tel que pour tout x € Up(Z) et tout sous-groupe de Raynaud L C
Aglp] différent de H et de Gn[p] on ait deg(L) < d —r —¢€'.

Démonstration. — Considérons I'espace C rig sur Xyjg qui parameétre les sous-groupes Ly
de A[p™] qui sont des sous Op-modules localement libres de rang un sur O /pY vérifiant H N
Ly = {0}. La projection pn;1 : Cnyrig — Xiig est finie étale. La donné de Gy fournit une
section s de pn1 sur Uz(N). Comme Uz(N) est quasi-compact, I'existence d'un voisinage
strict U, (N) de Uz(N) dans Uz et d’une section s’ prolongeant s sur Uy, (N) résulte de
la, proposition . L’image inverse du groupe universel Ly sur Cp g par s’ fournit le
groupe Gy sur U (N).

Il reste a vérifier I'assertion de degré. Soit f : Cn rig — Crig le morphisme au-desus de X,ig
fourni par Ly — Ly|[p]. D’aprés le point iii du lemmem il existe € > 0 tel que le degré de L
soit < d—r — e sur le complémentaire dans p; ' (Uz(N)) de 'image par f de s(Un(Z)). Quitte
a rapetisser U, (N), il est clair quil existe 0 < &’ < ¢ tel que le degré de L soit < d —r — &’
sur le complémentaire dans p; ' (Uy(N)) de I'image par f de s(Ux(Z)). O
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Sur tout ouvert oul le sous-groupe spécial surconverge on décompose la correspondance de

Hecke U, en U, = Up” U Up™. Cela vaut en particulier sur U7 (N). Fixons maintenant v €
Jryr+ €'l
Lemme 4.5.6. — Quitte & rapetisser les Uy (Z), on peut conserver le méme &' vérifiant les

conclusions de la proposition[{.5.5 et supposer que
i. On aU,(N) C U, (N —1) pour tout N € N>;.
. On a U (UL(N)) C UL(N —1) et Uy (UL (N)) C X>, pour tout N € N>.

Démonstration. — Montrons juste que Up™ (U, (N)) C X>, pour tout N € N>q sans méme

avoir a rapetisser Uj (Z). Par définition Up°P divise par les sous-groupes de Raynaud L C Alp]
différents de H et de G1 = Gy[p]. Mais ces groupes sont de degré < d —r — &’ et on a donc
deg(A[p]/L) >r+¢& >wv. O

5. Prolongement analytique des formes modulaires

5.1. Formes de Hilbert. — Rappelons qu’on a identifié Hom(F, K) = Gal(F,/Q,) avec
Z/dZ. A tout d-uplet (ki,...,kq) € Z% correspond le caractére

i€Z,/dZ

du tore Resp/qGm Xspec(@) Spec(K). On appelle poids tout caractére de ce tore et on identifie
'ensemble des poids avec Z¢ par la régle précédente. On notera A — \E P’action de k € Z¢
sur Resp/oGm Xgpec(q) Spec(K).

Définition 5.1.1. — Une forme de Hilbert classique sur X de poids x € Z% est une loi
fonctorielle f définie sur les Ox-algébres R qui associe & tout quintuplet (A, i, ¢, H,w)/R ou
(A, i, ¢, H) est un R-point de X et w € wy /R est une section non nulle du faisceau conormal le
long de la section unité, un élément f(A,i, ¢, H,w) € R et qui vérifie 'équation fonctionnelle

f((Ai ¢, HoAw) = A7% - f((A,i,¢6,Hw) YA€ (R®qF)* .

Le faisceau conormal wy du SAHB universel est un Op ®7 Ox-module localement libre
de rang un. On peut donc le décomposer selon les éléments de Z/dZ en somme de faisceaux

inversibles
wi= @ was
i€Z/dZ.
Pour tout & = (k1,...,kq) € Z%, on définit alors le faisceau inversible w* = &), wfff ;- Les

formes de Hilbert de poids s sur X sont donc par définition les sections globales du faisceau
inversible w” sur X. Notons encore w” I'analytifié¢ de w" qui est un faisceau inversible sur X .
L’énoncé suivant est une combinaison du « principe de Koecher » et du théoréme GAGA en
géométrie formelle.

Proposition 5.1.2. — L’application d’analytification induit un isomorphisme entre HO(X ¢, w")
et HO<Xrig7 w"”).



20 VINCENT PILLONI ET BENOIT STROH

Démonstration. — Soit X une compactification toroidale de X sur Spec(Of) construite
dans [Lal, thm. 6.1. Le faisceau w” s’é¢tend en un fibré inversible sur X. Le principe de Koecher
([Lal, thm. 8.7) garantit que HO(Xf,w") = HO(Xf,w") et que HY(X x Spec(Of /7"),w") =
HO(X xSpec(Og /7™),w"™) pour tout n > 1. On en déduit que HO(X, w") = HO(X,w") o X et X
désignent les complétions formelles de X et X le long de leur fibre spéciale. On a par définition
HO(X,iq,w™) = HO(X,w") ®0o, K et on conclut par le théoréme GAGA de EGA 1I1.4.1.5 qui
garantit que HY(X,w®) = H°(X,w") puisque le schéma X est propre sur Spec(Of). [

Définition 5.1.3. — L’espace des formes surconvergentes de poids x est le module
HY(X g, w™)T = colimy HO(V,w")

ou la colimite est prise sur les voisinages stricts V' du tube multiplicatif X 1) dans Xyig.

On dispose d’une application de restriction injective HO(Xg,w®) — HO(Xg,w")! dont
I'image est par définition ’ensemble des formes classiques.

5.2. Opérateur de Hecke. — La correspondance U, agissant sur X, se reléve en un
opérateur agissant sur les formes modulaires. Nous allons rappeler sa définition puis calculer
sa norme p-adique.

5.2.1. Définition. — Rappelons qu’on a défini une correspondance p1,p2 : C — Xg. Soit
m: A — A/L l'isogénie universelle au dessus de C. Elle induit un isomorphisme

* .
Tl WA/L/X —>wA/X
et donc un morphisme
(k) : pw” — plw”

pour tout x € Z%. Pour tout ouvert U de Xiig, considérons le morphisme composé

N (K - * K Tr K
0, : H(U,(U), o) — H® (p7(U), phw") “8 HO (p7(U), prew) =2 HO (U, w")

On pose alors U, = z%ﬁp' La normalisation par p~@

optimise l'intégralité de 'opérateur U,
sur les formes modulaires de Hilbert comme on peut le voir par un calcul explicite sur le tube
X,..,1) al'aide de la théorie de Serre-Tate, ou bien par un calcul de g-développement.
Explicitons cette définition. Soit U un ouvert de Xyig, une fonction f € HO(U,(U),w"), un
point x = (A,t,¢,H) e U(K) et w € wy, i une différentielle ne s’annulant pas. On a
X SA/LS AR

Lepy H{x}

Up(f)(z,w) =

olt w' € wia,py i est définie par la formule W’ = w.

Remarque 5.2.2. — L’opérateur U, agit sur I’espace des formes modulaires surconvergentes
de poids x d’aprés la proposition

Soit U un ouvert de X,i,. Si un sous-groupe spécial est défini sur U, on peut de méme
considérer les opérateurs U,Y et Up™ : HO(U,(U),w") — HO(U, w") définis par les régles

USP(f) (1, 0) = pld~f<A/G1,u,¢',A[p]/Gl,w'>
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et
1
G (Dl,w) = 5 > AL Al L),
Lepy =z}, L#G,
On a alors U, = Up” 4+ Up™.
5.2.3. Calcul de la norme. — Soit A — Spec(Ofx) un SAHB et L C A[p] un sous groupe

de Raynaud. On note (z;) les coordonnées de L via l'application DEG. On a une isogénie
m: A — A/L qui induit une suite exacte de O ®z, Op-modules

*
0—>wA/L7T—>wA—>wL—>O.

On peut décomposer cette suite exacte selon les éléments de Gal(F/Q) ~ Z/dZ et on obtient
comme composante isotypique une suite exacte courte

*

0— WA/Li l> WA — WL — 0.
Cette suite s’identifie & la suite
Ti_1
0— Of( p—> Of( — Of(/pxi_lok — 0.
Soit Z = (x;) € {0,1}% un sommet du cube distinct de (1,...,1). Soit WW un voisinage de Xz
sur lequel on dispose de l'opérateur U,". On définit alors la norme de U," sur W par
UPlw = inf {r e R | [UP(F)lw < 7lflu,om Y € BOUPOW),w )}
On a alors la proposition suivante.

Proposition 5.2.4. — Pour tout ouvert V.C Sz(1), si on note Z = (x1,...,24) on a
UPly < pt Tk,

Pour tout p > 0, il existe un voisinage strict Uy de Xz comme dans la proposition tel
que pour tout owvert V.C Uy (1), on a

d cki(xi—1—1
UgPly < ptt ek,

Démonstration. — La norme de U sur V est p? (4 cause de la normalisation) multiplié
par p~ 2=ikidegi1(G1)  On obtient la premiére assertion puisque le sous-groupe spécial G au-
dessus de Sz(1) a pour DEG la famille (1 — z;).

Le voisinage Uy construit dans le paragraphe dépend du choix originel de VW un voisinage
de Xz dans X, effectué dans le lemmen avait par construction W = DEG~}(W)
ou W était un voisinage de Z dans [0,1]%. Comme d’aprés le lemme on a DEG(G) €
1 — W sur tous les points de W dans la situation du point i du lemme [4.5.3] on peut bien
choisir W assez proche de Z pour que |UpP |y < ptHrt2iki(@ic1=1) sur tout ouvert V C Uu,(1).
O

6. Le prolongement analytique
Nous allons démontrer le théoréme suivant, qui est le théoréme de I'introduction.

Théoréme 6.1. — Soit f une forme modulaire de Hilbert surconvergente de poids k =
(k1,ka, ..., kg) propre pour Uopérateur U, de valeur propre a,. Si v(ap) < inf;(k;) —d alors f
est classique sur Xg.
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L’objet essentiel de cette section sera de prouver le lemme suivant en plusieurs étapes. On
se place sous les hypothéses du théoréme

Lemme 6.1.1. — Soit 0 <r < d—1 un entier. Supposons qu’il existe n > 0 et un prolonge-
ment de f sur Xs,i1—y vérifiant toujours I’équation U,(f) = ay, - f. Il existe alors ' > 0 et
un prolongement de f sur Xs,_,y qui vérifie l'équation Up(f) =ap - f.

Démonstration du théoréme[6.1 — 1l existe par hypothése n > 0 tel que f soit définie sur
X< -y et vérifie 'équation U,(f) = ap - f. On peut donc raisonner par récurrence en utilisant
le lemme et 'on obtient que f est prolongeable sur X>g = Xjz. Sa classicité résulte

alors de[5.1.21 O

Nous allons démontrer le lemme [6.1.1] en trois étapes : nous allons d’abord prolonger f
jusqu’a X, en utilisant seulement I’hypothése a, # 0. Nous la prolongerons ensuite sur des
voisinages stricts de Xz pour Z parcourant les sommets de degré r du cube. C’est I'étape la
plus délicate de I'article et les hypothéses sur le poids et la pente apparaissant dans I’énoncé
du théoréme seront nécessaires. Il sera alors facile de prolonger f jusqu’a X>,_1/s.

6.2. Prolongement jusqu’a X.,. — Considérons le recouvrement admissible
U X >7"+%
neN

de X-,. Soit 7 > 0 tel que f soit définie sur X, _,. Par la proposition 4.4.6] pour tout
n € N, il existe N € N tel que UIfV(X ) C Xspq1—p. On définit f sur X 1 par la formule

>r4L >rt=

f=aN-UN.

On peut faire cela pour tout n € N, ce qui permet d’étendre f & X~.,.

6.3. Prolongement sur un voisinage strict d’'un sommet de degré r. — Soit Z un
sommet de degré r. Employons librement toutes les définitions et notations effectuées dans la
partie relativement a Z. Fixons donc un voisinage strict Uz = X>p <, de Z comme dans
la part qui vérifie de plus la propriété que pour tout ouvert V- C U, (1), on a

sp
U

ap

<1.

\4

Ceci est loisible d’aprés la proposition et I'hypotheése v(a,) < inf;(k;) — d.
On définit sur U7, (N) la forme

In = 3 a T U) e Up ()

pour tout N > 1. Cette formule a un sens car le dernier opérateur par lequel on compose
(prendre garde a l'ordre, qui peut paraitre illogique mais ne 1’est pas car les opérateurs de
Hecke agissent en vérité a droite sur les formes modulaires) est U,"". Or son image est dans X,
d’aprés le point ii du lemme [4.5.6| et f est définie sur X,

On définit sur X>p \ Uz (V) la forme

gn = a, N - UN(f)
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et cette formule a bien un sens car UYY (X>p \ Uz(N)) C X, par définition de Uz (N) et que f
est définie sur X~,. On a les compatibilités gy = gn+1 sur X>p \Uz(N). Sur U, (M)\Uz(N),
on a (comparer avec [Pi|, rem. 6.3.1.2) :

fir = on — g - (U ()
p

pour tous 1 < M < N.
Lemme 6.3.1. — Les sections gy sont bornées sur X>p\Uz(N) indépendamment de N > 1.

Démonstration. — La norme supremum de f; sur Uz(1) est finie par quasi-compacité et
d’autre part Up(X>p \ Uz(1)) C X>,. La norme sup de f est finie sur X>, par quasi-
compacité. Comme g = a," - Up(f), la norme sup de g1 sur X>p \ Uz(1) est finie. Soit
M = sup{| filu,1): |91]x2 p\1z (1)} }- On montre par récurrence sur N que |gn|x. p\uz(v) < M.

En effet, sur Uz (N) \ Uz (N + 1) écrivons
gve1 = gy —a, - UP(gn) +a, ' UpP(gnga)
= fita," UP(gn).

Or la, " - UpP(gn+1) ey (M\tz(v41) < 9N+1lus (N—1)0\uz () gréce au point vii de la proposi-

tion 4.5.41 O

Lemme 6.3.2. — La suite |fnyy () est bornée et les suites |fn — fnyiluy vy €t lgy —
fN’u’Z(N)\MZ(N) tendent vers zéro lorsque N tend vers [’infini.

Démonstration. — D’aprés la formule définissant fy, on a

N —i— 7 n;
|fN|u’Z(N) < SElg <|ap 1, (Uzp) o Upsp(f)

—d, —1
won) < P71
Ona fy — fnr1 = —a, V=1 (UP)N o U™ (f) et la, N1 - (UP)Y 0 Up™ (f) oy, vy tend vers
zéro quand N tend vers 'infini puisque

sp
Uy~
ap

<1.
Uz (N)

On a enfin gy — fy = a;N (UPYN (gn) sur UL (N) \ Uz(N) qui tend aussi vers zéro. O

Pour tout NV € N>; on considére le recouvrement admissible {Uz \ Uz (N),U,(N)} de Uz.
On dispose d’'une forme gy sur Uz \ Uz(N) et d'une forme fy sur U, (N). Quitte & extraire
des sous-suites des suites (fn)nen et (9n)nen, on peut supposer par le lemme précédent que
gy = fy mod pY &F sur U,(N)\Uz(N) et que fy = fy41 mod pV - " sur U,(N +1).
Notons hy le recollement de fy et gy mod p” - @* sur Uy. On dispose donc d’un systéme
projectif de sections uniformément bornées (hy)nyen € HO(Uz,w" mod pV - @*). On peut
appliquer le gluing lemma du paragraphe pour conclure qu’il provient d’'une unique
section fz € HO(Uyz,w").
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6.4. Prolongement & X 1. — Soit S, I'ensemble des sommets de [0, 1]¢ de degré 7.

N

Notons
U=Xx>0 |Jus.
ZeSy
On peut prolonger f a l'ouvert admissible (c’est le complémentaire d’un ouvert quasi-compact
dans un espace quasi-compact) X>, \ Uzes Xz par la formule f = a, L. U,f. On vient
également de construire fZ sur Uy pour tout Z € S,.

Lemme 6.4.1. — Les sections | et fZ coincident sur l'intersection de X>, \ UZeST Xy et
Uz . On peut donc recoller pour obtenir de cette facon une section notée encore f surU. Cette
section vérifie Up(f) = ap - f.

Démonstration. — Soit Z € S,. Posons Uz (c0) = NnUz(NN) (vu comme sous-ensemble de Uz).
Pour tout = € Uz \Uz(o0), on a par construction fz(z) = a]jNUéV(f)(x) pour N assez grand.
Par conséquent, f et fz coincident sur (X>r\ Xz)NUz C Uz \Uz(c0). On peut donc recoller

f et les fz. Vérifions I'équation fonctionnelle. Si z ¢ Uzes,Uz(c0), on a U, f(z) = a,f(x) par
construction. Si z € Uz (00), f(x) =D .2, a;i_l (U)o U™ (f) () et

Upflx) = UpPf(z)+ U f(x)

— Za;i—l . (U;p)i-l-l ° U;Sp(f)($) + U;Lspf(x)
=0
= apf(z).
O

Lemme 6.4.2. — Il existe N > 0 tel que UIJ)V(XZT_%) cu.

Démonstration. — Soit V un ouvert quasi-compact de X tel que V N Xz = @ pour tout
sommet Z de [0,1] et VUU = X 1. Pour tout z € V et tout y € Up(z), on a degy > degx
d’aprés le point iii de la propositfon . D’aprés le principe du maximum, il existe € > 0
indépendant de x € V tel que degy > degx + €. Pour tout s > 0, on a donc U;(XZT_%) C
UUX, _ O

1 .
5+se

» N. Uév(f) Cela termine la démonstration

On prolonge donc f sur X, 1 en posant f = a,
- 2
du lemme [6.1.7] et par conséquent du théoréme [6.1]

7. Extension des résultats au cas non-ramifié

Expliquons comment étendre nos résultats au cas ou p est non ramifié dans F. On procéde
exactement comme dans [Sal qui traite le cas p totalement décomposé. Notons p-Op = [[i_; m
la décomposition de p en idéaux premiers dans Or. Notons F, la complétion de F' en la place m;
puis O, son anneau d’entiers et k., son corps résiduel. Posons d; = [Fr, : Q,] qui est le degré
de ky, sur F) et d = [F : Q]. Pour tout 1 < i <r, soit D; = {o € Hom(F, Cp)|v(o(m;)) > 0}.
On vérifie que les D; forment une partition de Hom(F,C,) et que le cardinal de D; vaut d;.
On fixe un plongement F' — K ou K est une extension finie de Q, incluse dans C, telle que
tout plongement de F' dans C, est a valeur dans K.
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On reprend toutes les notations en cours dans cet article, en particulier celles de la sec-
tion mais on ne suppose plus que p est inerte dans F'. Ainsi Y désigne toujours la variété
de Hilbert-Blumenthal de niveau I'; (N) sur Spec(Of) qui paramétre des triplets (4,4, ¢) et X
désigne toujours la variété de Hilbert-Blumenthal de niveau I'1 (N) N Tg(p) sur Spec(Ok) qui
paramétre les quadruplets (A,i,¢, H) on H C A[p] est un sous-groupe fini et plat qui est
un Op/p-module libre de rang un. Une adaptation évidente du lemme montre que X
est plate sur Spec(Of). La condition (x*) de Raynaud sera donc toujours vérifiée. Le principe
général est que tous les objets p-adiques se décomposent en morceaux indexés par 1 < ¢ < 7.
Lemme 7.1. — Il existe sur Y un isomorphisme canonique A[p™®] = [[;_, A[r°] entre
groupes de Barsotti-Tate. Ce morphisme est équivariant sous l’action de Op lorsque cet an-
neau agit sur A[rf°] via son plongement dans Ox,. Il existe sur X un isomorphisme cano-
nique H = [[;_, H[m;] stable sous laction de Op. Le groupe H|[m;) est un groupe de Raynaud
en kr,-vectoriels sur X.

7.2. Géomeétrie en niveau iwahorique. — Pour tout anneau d’entier O d’une extension
finie non ramifiée de Qp, notons BT le champ formel sur Spf(Z,) qui paramétre les groupes
de Barsotti-Tate G' de dimension le rang de O sur Z, munis d’'une action de O et d’une
polarisation principale O-linéaire. Notons BT%V le champ formel qui paramétre les groupes de
Barsotti-Tate G comme avant munis d’un sous-groupe de Raynaud H C G|p| en k-vectoriels,
ol k est le corps résiduel de O. On dispose grace au lemme de morphismes

Y :Y — ][ BTo,
(A72a¢) = (A[W;‘X)])lgigr
o™ X o J[BTE.

(A>i>¢7H) = (;l[ﬂzc‘)o]?H[ﬂ—i])lgigr

Ces morphismes sont formellement étales d’aprés la théorie de Serre-Tate. Par conséquent
la géométrie p-adique locale de X est similaire a celle d’'un produit de r variétés de Hilbert
associées & des corps totalement réels de degré d; dans lesquels p est inerte. Introduisons dans
cet esprit quelques notations. On a une application

DEG : Xug — ] [0,1]%
=1
(Ayi, 0, H) — (DEG(H|[m]))1<i<r

et une application induite par les sommes partielles des coordonnées

deg : Xug — [][0,di]
i=1
(Av Z.a ¢a H) = (deg(H[ﬂ'z]))lSer
Pour tout (v;)i<i<r € []; [0,di] on note X>,,) I'image inverse via Iapplication deg du fermé

(v
I1; [vi, di} de T]; 0, di].
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7.3. Formes modulaires et opérateurs de Hecke sur X. — Le faisceau conormal w4
de A sur X se décompose selon les élément o € Hom(F, K) en

wa = @WAJ.
g

Pour tout d-uplet & = (k,) € ZHomFK) " on pose w* = ®, wlj“’o_. Les sections globales de
ce faisceau inversible forment le module des formes modulaires de poids k sur X. Les formes
modulaires surconvergentes de poids k sont les sections du faisceau w” définie sur un voisinage
strict du tube ordinaire multiplicatif X> g, . 4,) dans Xiig.

Supposons que (A, ¢, ¢, H,w) est un point ¢j-polarisé de X et que L C A[r;] est un sous-
groupe de Raynaud en ky,-vectoriels pour un 1 < ¢ < r. Désignons par ¢’ la m; - ¢j-polarisation
induite sur A/L. La famille (A/L,/,¢', H ;') ne définit donc pas immédiatement un point
de X. Il faut auparavant choisir un élément &; ; de F** tel que les idéaux fractionnaires & ; -
Cr(ij) €t T - ¢j soient égaux pour un certain indice k(4, j) dans CI™(F). Le choix de & ; n’est
unique que modulo les unités totalement positives OPJr. Nous supposerons un tel choix effectué
pour tout 1 < i < r et tout ¢; € CI(F) et noterons ¢” la Ci(i,j)-Polarisation associée sur A/L.

Ce choix permet définir des opérateurs de Hecke Uy, par la formule :

Un(F)(Ay 1, 6, Hyw) = pﬁ ST AL )
L

ou L parcourt les sous-groupes de Raynaud de A[m;] qui sont des supplémentaires de H [m;],
ou ¢/ est 'image de la structure de niveau N, ou ¢” est définie dans le paragraphe précédent
et dépend de choix, H' est I'image de H dans A/L et w’' € wyayr, est définie par la formule
7 (w') = w si w désigne l'isogénie A — A/L.

Cet opérateur Uy, est relatif a une correspondance géométrique sur X,;s. Cette correspon-
dance géométrique n’agit que sur la partie A[7°] de A[p™]. L’opérateur Uy, agit toujours sur
I’espace des formes modulaires surconvergentes.

Ces opérateurs Uy, pour 1 <4 < r commutent entre eux & un automorphisme prés. On a,
4 un automorphisme prés :

U, = H Us,.
=1

Remarque 7.3.1. — Il existe une maniére standard de se débarraser de la dépendance de Uy,
du choix des &; ;. Elle consiste a introduire 1’action naturelle du groupe fini A = O3 /( F )2
sur les formes modulaires, ott O% 5, désigne les unités congrues a un modulo N. L’action de Uy,
sur les formes A-invariantes est alors canonique. Ce sont d’ailleurs les formes A-invariantes
qui sont reliées aux formes automorphes pour le groupe GLo/F'.

Remarque 7.3.2. — Si A est un SAHB défini sur une Og-algébre p-adiquement compléte R
on a wa = Wyppee] €t Wylr=) = BoeD,WAo- C’est pour cette raison que le critére de classicité
que nous démontrons relie la pente de 'opérateur Uy, aux poids (kg)esep,-

7.4. Le prolongement analytique. — Expliquons maintenant comment adapter les résul-
tats des sections 2 & 6 pour démontrer le théoréme suivant, qui est un premier pas en direction
du théoréme
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Théoréme 7.4.1. — Soit N > 5 un entier positif premier a p et f une forme modulaire de
Hilbert surconvergente de poids k = (ko) € ZH™FCo) et de niveau Ty (N)NTo(p). Supposons f
propre pour Uopérateur Uy, pour tout 1 < i < r de valeur propre ar, € C,. Si v(ar,) <
infrep, (ks) — [Fr, : Qp) pour tout 1 < i <r alors f est classique de niveau I'1(N) NTo(p).

Démonstration. — On utilise le lemme dont I'énoncé est donné plus bas. Il existe par
définition & > 0 tel que f soit définie sur X>(4,_.). On applique successivement le lemme
a tous les indices 1 <4’ <r, ce qui permet d’étendre f & Xy = X >(0)- On conclut alors grace
aux principes de Koecher et GAGA contenus dans la proposition dont I’énoncé et la
démonstration utilisaient seulement ’hypothése que p soit non ramifié dans F. [

Lemme 7.4.2. — Soit 1 <’ <r et (v;) € [[1<;<, [0,d;] tel que vy < dir. Soit k = (ko) €
ZHom(ECo) et f une section de w" sur X>(v;) propre pour Uz, de valeur propre ar, € C), telle
que v(ar,) < infyep, (kg) — dir. Posons w; = v; pour i # i’ et wy = 0. La forme f s’étend en

une section de W sur X (y,)-

Remarque 7.4.3. — Le méme énoncé reste vrai en remplagant X ,,) par 'image inverse
par deg de Hi#, I; X [vy,dy] pour tout vy < dy et tout intervalle I; de [0,d;] pour i # 4/, et
X> (v, par I'image inverse par deg de Hi#, I; x [0,dy]. De tels ouverts de X,z sont en effet
stables par la correspondance géométrique Uy, puisque cette derniére n’agit que sur A[mr5°] et

préserve donc les applications (A, H) — deg(H|[m;]) pour tout i # 4’

Démonstration. — Notons deg’ : Xyig — [0,dy] Tapplication qui associe & (A, H) le degré
de H[my] et notons
DEG" : Xy, — [0,1]%

I'application qui associe a (A, H) la famille des degrés partiels de H|[my]. D’aprés le lemme
tous les résultats des parties 3 a 6 de 'article, alors formulés avec [0,d], [0,1]%, deg, DEG,
Alp], H et Uy restent valables lorsqu’on les remplace par leurs analogues évidents faisant
intervenir [0,dy], [0,1]%, degi,, DEG", Almy), H[my] et Ur,. On conclut en recopiant mot
pour mot la démonstration du théoréme la seule modification étant de rajouter partout
un indice /. O

8. Extension du résultat au cas d’un niveau arbitraire en p

Nous allons maintenant démontrer le théoréme dans toute sa généralité. Pour cela on
va utiliser une projection bien choisie de la variété de Hilbert-Blumenthal de niveau T'o(p™)
vers celle de niveau I'g(p).

8.1. Les espaces de modules de niveau I';(p"). — Dans cette section comme dans la
précédente, F' désigne une extension totalement réelle de QQ de degré d > 2 et p est un nombre
premier non ramifié dans F. Notons toujours p-Op = [[;_; m; la décomposition de p en idéaux
premiers dans Op. Posons d; = [Fr, : Qp]. On rappelle que K est une extension finie de Q,
plongée dans C, telle que tout plongement F' — C, se factorise par K.

Soit n € N. On note X;(p")k la variété de Hilbert-Blumenthal de niveau I'y(Np") sur
Spec(K). Elle paramétre des quadruplets (A, ¢, ¢, P,) ou

i. A — S est un schéma abélien d’Hilbert-Blumenthal,
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ii. 1: 67! ®z pun < A[N] est une structure de niveau I'y(N),
iii. ¢ est une c¢;-polarisation de A pour un indice j € CIT(F),
iv. P, est un point de A[p"] qui engendre un sous-groupe isomorphe & Op/p"OF.

On note Xo(p")k la variété de Hilbert-Blumenthal de niveau I't (N) N To(p™) sur Spec(K).
Elle paramétre des quadruplets (A, ¢, ¢, Hy,) ou (A, t, ¢) sont comme précédemment et H,, est
un sous-groupe de A[p"] localement isomorphe & O /p"OF pour la topologie étale.

On a une application II : X1(p")x — Xo(p™)kx définie en envoyant (A,t, ¢, P,) sur
(A,t,¢,0OF - P,). L’application II est un revétement étale galoisien de groupe (Op/p"Or)*.

On a une application II; : Xo(p") — Xg qui envoie le quadruplet (A,¢, ¢, H,) sur
(4,1, 6, Halp).

8.2. Formes modulaires de Hilbert de niveau I'y(p") et Nebentypus y. — On sup-
pose que K contient les racines p"-iéme de I'unité. On a une décomposition en composantes
isotypiques sous 'action du groupe (Op/p"Op)*

L Oxpme= B  OxipmX)-
XG(OF/?’@F)X

Pour tout x € ZHMEK) et tout caractére x : (Op/p"Or)* — K*, les formes modulaires
sur Xo(p")k de Nebentypus x sont par définition les sections globales du faisceau inversible
w"(x) = w" ® Ox, (pn)(x) sur Xo(p") k-

Pour tout premier idéal m; divisant p, on dispose d’une correspondance et d’un opéra-
teur de Hecke U, agissant sur Xo(p")k et sur l'espace des formes modulaires de poids x et
Nebentypus x. L’action géométrique de Uy, sur Xo(p™)x envoie le point x = (A,¢, ¢, Hy)
sur (A/L,/,¢',Im(H,)) ou L C A[m;] parcourt les sous-groupes de Raynaud supplémentaires
de Hy,[m;], V' et ¢/ sont les structures de niveau auxiliaire et polarisation qui se déduisent de ¢
et ¢ par quotient par L, et Im(H,,) désigne I'image de H,, dans A/L.

8.3. Géométrie rigide. — On note X;(p")an, Xo(p")an €t Xan les analytifiés dans le sens
de |Be| par.0.3] des K-schémas X;(p")r, Xo(p™)x et Xg. On rappelle que X, s’identifie
a louvert quasi-compact « de bonne réduction » de X,,. On a une application induite II; :
Xo(p")an — Xan. On note Xo(p")rg I'image inverse de Xy par II;. De méme on a une
application induite IT; o IT : X1 (p")an — Xan. On note Xi(p")rig l'image inverse de Xig
par II; o II.

Voyons qu’on peut définir une norme canonique sur les faisceaux w”(x). D’aprés [Bo,
thm. 3, p. 166, il existe un schéma formel admissible X;(p") de fibre générique 'espace rigide
X1(p")rig ainsi qu'un morphisme X;(p") — X de fibre générique le morphisme II; o II. Le
faisceau w" provient d’un faisceau sur le schéma formel X. D’apreés le numéro le faisceau
w0, (") DETILE donc d’une norme. On vérifie facilement que cette norme est indépendante
du choix du modeéle formel X;(p™) s’envoyant dans X car on posséde toujours un troisiéme
modele formel au dessus de deux modeles formels donnés. Il en résulte que w" @ Ox, (),
est muni d’une norme canonique, ainsi que son facteur direct w”(x). D’autre part, le lemme

s’applique au faisceau w™ @ O, (pny,,, et donc aussi & son facteur w”™(x).
sonsidérons les applications composées

'
DEG oIy : Xo(p")rig — ] [0,1]%
i=1
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et

,
degol'h : Xo(pn)rig — H [O,dz]
i=1
Pour tout (v;) € [[;—;[0,d:], on note Xo(p")>(y,) I'image inverse de []i_,[vi,d;] dans
Xo(p™)rig par degoIl;.
On note également
degy  : Xo(p")rg — [0,nd].

lapplication degré de H,, et pour tout ¢ € [0,nd], on note Xo(p”)dean >¢ 'image inverse de
[t,nd] dans Xo(p")rig par degy .

Une forme modulaire surconvergente de poids & et Nebentypus x sur Xo(p"),ig est par
définition une section du faisceau w™(x) sur Xo(p")deg;, >na qui surconverge dans un voisi-
nage strict dans Xo(p")rig. Remarquons que les {Xo(p”)dean Snd—e fe>0 forment un systéme
fondamental de voisinages stricts. L’espace des formes modulaires surconvergentes est stable
par l'action de l'opérateur Uy, pout tout 1 <1 <r.

Remarque 8.3.1. — Bien str Xo(p”)deanan est isomorphe a son image X> (g4, . 4,) Via
Papplication qui envoie (A4, ¢, ¢, Hy,) sur (A, ¢, ¢, H,[p]), 'inverse étant fourni par le sous-groupe
canonique d’échelon n. Cet isomorphisme se prolonge dans des voisinages stricts puisque le
groupe canonique d’échelon n surconverge d’aprés la proposition[2.2.4] On peut donc voir une
forme surconvergente de niveau I'g(p") et Nebentypus x comme une section sur X4, . 4.
qui surconverge sur un voisinage strict de X> g, . 4,) dans Xiig.

Lemme 8.3.2. — Pour tout sous-ensemble V-.C Xo(p"™)an on a Iy o Uy, (V) = Uy, o I (V).

Démonstration. — La démonstration ne pose pas de probléme. [

Lemme 8.3.3. — Pour toute € > 0, on a
U;(XO(pn)Z(dl—e,dg—e,...,dr—e)) C XO(pn)dean >nd—nre-

Démonstration. — On va utiliser [Fal cor.5.(4)]. Soit

T = (A, 2 ¢7 Hn) € XO(pn)z(dl76,d276,...,dT76)'

Soit L, C A[p"] un sous groupe supplémentaire de H,. On a deg L,[p] < re car Ly[p] est
un supplémentaire générique de H,[p]. La multiplication par p* : L,[p**'] — L,[p] pour
1 <k <n — 1 induit un isomorphisme générique L, [p**1]/L,[p*] — Ly[p]. On en déduit que
deg L, < ndeg Ly[p] < nre. L'image de x par U} est I'ensemble des {(A/ Ly, ', &', A[p"]/ L)}
ou L, parcourt l’ensemble des supplémentaire de H,, dans A[p"]. Comme deg A[p"]/L,, =
nd — deg Ly, on conclut. [J

8.4. Le prolongement analytique. — Démontrons maintenant le théoréme [1.2

Lemme 8.4.1. — Soit f une forme surconvergente qui vérifie Upf = a,f pour a, # 0. Alors
il existe € > 0 tel que f peut se prolonger a X()(pn)Z(dlfe,...,drfe)'
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Démonstration. — On applique le lemme af=a,"Upf. O

Soit U C Xo(p")rig un ouvert et 1 < ¢ < r. Supposons que le sous-groupe spécial Gy, C
A[m;] soit défini sur U. On peut définir une décomposition Uy, = Ur, P UU sur U telle que UzY
divise par des supplémentaires spéciaux, et Ur," par des supplémentaires non spéciaux.
Voila maintenant un lemme qui généralise le lemme

Lemme 8.4.2. — Soit 1 <i' <r et (v;) € [[,<;<, [0,di] tel que vy < dy. Soit
K = (ko) c ZHom(F,(Cp)

et f une section de w*(x) sur Xo(p")>(v,) propre pour Uy, de valeur propre ar, € C, telle
que v(ar,) < infyep,, (k) — dy. Posons w; = v; pour i # i’ et wy = 0. La forme f s’étend en
une section de w™(x) sur Xo(p")>(w,)-

Démonstration. — Le principe de la démonstration suit le lemme [7.4.2| en utilisant 1’égalité
Iy o Uy, = Uz, oII; du lemme [8.3.2] Dans la démonstration qui suit, on note II; pour sa
restriction & Xo(p")>(w,)- On commence donc par étendre f sur

(deg” o T1y) ™" (Jdi — 1,dy])
grace & I’équation fonctionnelle f = Ur, (f)/ar,, la proposition et le lemme
Soit ensuite Z un sommet de [0,1]% de degré total dy — 1 et Uz un voisinage de I'image
inverse de Z par degi/ dans X,j; comme dans le paragraphe On a une décomposition Uy, =
Ufrf, + U%S,p au-dessus de Hl_l(Z/l’Z(l)). Quitte & supposer Uz assez petit, on peut de plus
supposer que pour tout ouvert V C Hl_l(U/Z(l)), on a
Un

a
1

<1.

v

Ceci est loisible a cause de I'’hypothése v(ar, ) < infyep,, (ky) —dir. On définit sur I, LUy (N))
la forme

Z ar, (U)o USP(f)
pour tout NV > 1 et cette foymule a blen un sens car d’aprés le lemme la forme f est
bien définie sur Uzy® o (Uzh)!(I; H (U (N))). On définit sur II; ' (Xsp \ Uz(N)) la forme

gN = Qg N Ug,(f )
ce qui a également un sens grace au lemme On recolle ensuite les fn et les gy pour
obtenir f; € HD(Hl_l(Z/{Z),oJ“(X)). L’argument est mot pour mot celui du paragraphe

en rajoutant partout l'indice ¢’ et en prenant systématiquement 'image inverse par II; des
ouverts de X,z considérés dans ce paragraphe. On note alors

U = (degi,)_l[di/ — 1,di/] U U Uz .
ZESdi,—l

On peut prolonger f a Hfl((degi/)*l[di/ —1,dy] \ UZeSd,,,l X7z) par la formule

f = (l;j ’ Uﬂ'i/f .
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On vient également de construire f; sur HII(Z/[Z) et les sections f et fz coincident sur
Iintersection de leurs domaines de définition. On peut donc recoller pour obtenir de cette
fagon une section notée encore f sur Hfl(u ). Enfin, il existe N > 0 tel que

3 -1
S di)) €T )
d’apreés les lemmes et Cela permet donc de définir f sur (deg” oIl;)~*([dy — 3.4).
On réitére alors le raisonnement en remplacant dy — 1 de maniére décroissante par tous les
entiers € [0, dy] pour terminer la démonstration. [

U, (I (deg”) ™ [dir —

Corollaire 8.4.3. — Soit k = (k,) € ZHom(FCp) ot £ une forme modulaire surconvergente
de poids K et de Nebentypus x sur Xo(p")rig propre pour Uy, de valeur propre ar, € C, telle
que v(ar,) < infoep, (ko) —d; pour tout 1 < i < r. La forme f s’étend en une section de w"(x)
sur Xo(p")rig-

A ce point de argument, il ne semble pas possible d’en déduire le théoréme En effet,
en I’absence de modéles entiers de X;(p™) et de ses compactifications, nous ne savons pas que
H° (Xo(p")an, w"(x)) = H° (XO(pn)riga w"(x)) -

Le principe de Koecher usuel sur Spm(K) et le principe GAGA montrent par contre que

HY (Xo(p")an, @"(x)) = H* (Xo(0"), w"(x)) -
II nous suffit donc prouver que f s’étend en une section de w®(x) sur Xo(p™)an. Notons
Xo(p”)anydeanan louvert ou le groupe H, est de type multiplicatif. La projection II; in-
duit un isomorphisme de Xo(p")an’dean >nd vers ouvert de X, ou le groupe universel est
multiplicatif.

Lemme 8.4.4. — L’inclusion naturelle est un isomorphisme
HO (XO(pn)degHHany WN(X)> = HO (XO(pn)an,deanan7 WH(X)) .
Démonstration. — Dans la démonstration de la proposition|5.1.2on a introduit une compac-

tification toroidale X de X sur Spec(Of). Soit X et X les schémas formels associés et Xorq—m

et Xord—m les ouverts ot le groupe universel est multiplicatif. Soit Xorq—m = Xo(p")deg,; >nd
et Xord—m les fibres génériques de ces schémas formels. On a X,,g—m C Xg(p”)an,dean >nd C

Xord—m- Le faisceau w”(x) sur Xo(p")an,deg;; >nd S€ prolonge en un faisceau inversible w”(x)

sur Xord—m. Le principe de Koecher montre alors HY(X,q—m,w"(x)) = HY(Xord—m, w™(X)).
]

Lemme 8.4.5. — Soit k = (k,) € ZHom(FCp) et f une forme modulaire surconvergente de
poids K et de Nebentypus x sur Xo(p")rig propre pour Uy, de valeur propre ar, € C, telle que
v(ar,) < infyep,(ks) — di pour tout 1 < i < r. La forme f s’étend en une section de w"(x)
sur Xo(p"™)an-

Démonstration. — Notons Xo(p™)an—ord I'ouvert de Xo(p")an formé des schémas abéliens de
réduction ordinaire, qu’elle soit bonne ou mauvaise. On dispose d’un recouvrement admissible

XO(pn)an = XO(pn)an—ord H XO(pn)rig
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puisque les seules variété de Hilbert-Blumenthal dégénérant sont de réduction ordinaire.

D’aprés le corollaire la forme f s’étend sur Xo(p")rg. D’aprés le lemme

elle s’étend également sur XO(pn)an,degH,Lan qui est une union de composantes connexes
de Xo(p™)an—ord- La forme f s’étend alors a tout Xo(p™)an—ora d’aprés le formalisme des séries
de Kassaei ordinaires expliqué dans [Ka| et [Sa]. Remarquons que cette extension utilise
seulement 1’hypothése
viar,) < —d; + Z ky
o€D;

pour tout 1 < ¢ < r. Ces fonctions se recollent par construction sur l'ouvert ordinaire
Xo(p")rig—ora de Xo(p™)rig, qui est I'intersection de Xo(p™)an—ord €t de Xo(p")rig. Ainsi f
se prolonge bien en une section de w"(y) sur X,,. 0O

Nous pouvons & présent terminer la démonstration du théoréme Soit f comme dans ce
théoréme. D’aprés le lemme la forme f s’étend en une section de w”(x) sur Xo(p"™)an-
11 suffit alors d’utiliser I'égalité

HY (Xo(p™)an, w"(x)) = H® (Xo(p"), w"(x))
fournie par le principe de Koecher en fibre générique et GAGA.
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