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Qu’est-ce que le bootstrap ?

"To pull oneself up by one’s own bootstraps"

Le bootstrap est une méthode statistique pour évaluer la précision d’'une
méthode : estimer une variance, une erreur de prédiction, calculer un
intervalle de confiance,...

Pour estimer la variabilité d'un estimateur (sa loi), il faut observer plusieurs
réalisations.

< une seule expérience en général

— ldée : générer des échantillons qui ressemblent a I'échantillon de
départ!

(M1 MA) Bootstrap 28 mars 2019 2/20



T(Y1,...,Ys) une statistique basée sur n observations i.i.d.
Quelle est sa loi ?

< calcul (asymptotique), souvent difficile

< estimation par simulation

La loi des Y; n'est pas connue, il faut I'estimer : P = Pg(y)-

— hyp. robustesse et régularité du modéle.

Contexte non-paramétrique :

P,,Z%Z(syi
i

P, est la mesure empirique (la loi uniforme sur I'échantillon), c’est un bon
estimateur de P (th. de Glivenko-Cantelli).
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Méthode empirique : soit § = T(P) un paramétre; on estime T(P) par
T(Pn).

Exemples : u(P) = [ xdP(x) ou 0?(P) = [ x2dP(x) — (u(P))?.

La donnée de I'échantillon (Y1,...,Y),) est équivalente a celle de P,. On
interpréte la statistique comme une fonction de P, :

0= T(P,),

est un estimateur de T(P).

Exemple : 02(P) = Ep[(Y — u(P))?] a pour estimateur

0*(Pn) = Ep,[(Y — p(Pn))’] Z(Y Y)?
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Echantillon bootstrap

C’est un échantillon (en général de taille n) tiré selon P, parmi Yy,..., Y.
Onlenote Y* = (Y{, ..., Y)).

o Dans le monde réel, on estime § = T(P) par
0=T(Pn)=T(Y1,...,Yn);

e Dans le monde bootstrap, on estime 6 par T(Y{,...,Y;).

Le bootstrap est valide si on peut montrer que la loi de T(Y*) = 0" est
une bonne approximation de la loi de T(Y) =6, c'est a dire si Lp(0) et
Lp, (0*|Y1,...,Yn) ont méme loi limite.
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Un mot de théorie

Conditions générales de validité :
o la loi limite de T(P,) dépend "continiment" de P
@ la convergence est uniforme en P dans un voisinage de la vraie loi Py
o la loi utilisée pour générer I'échantillon bootstrap estime bien Py

Théoréme (Bickel et Freedman, Annals of Statistics 1981) :
sif= [ YdP,

lim Vnsup |P(T, <x)—P(T} <x|Y1,...,Y,)|=0

p.s. conditionnellement a (Y1,...,Y,), avec T, = /n(f — 0) et

T* = /n(0* —0).

Ce résultat a été étendu aux fonctions de la moyenne, modéles de
régression, séries temporelles...

(M1 MA) Bootstrap 28 mars 2019 6 /20



Bootstrap dans un cas non régulier

Yi,..., Y, de loi uniforme (0, ).
= max(Y1,..., Yn)

— n(gA— 0)/0 de loi exponentielle £(1)
— Pr(6* = 6) ~ 0.632. Pourquoi?

En pratique : une méthode bootstrap doit toujours étre validée par un
théoréme, ou par une étude de simulations.
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Ré-échantillonnage bootstrap

Y =(Y1,...,Y,) échantillon initial

Echantillon bootstrap : n observations tirées uniformément avec
replacement parmi les observations de départ

S Y =YE YL Y

Probléme : en général, on ne connait pas mieux la loi de T(Y™*) que celle
de T(Y)!
Avantage : on peut générer autant d’échantillons Y* que I'on veut!

< Y =(y ... v

— Y*B=(YyB,... Y:B)

En théorie, B = n"; en pratique B = 200 a 1000.
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Distribution d’échantillonage bootstrap

C’est I'étape de Monte-Carlo :
vy vy 5 g
vy vty o g
(VB yiBy L g
Il'y a donc deux étapes d’approximation dans le bootstrap :
© l'approximation statistique (asymptotique) (n — o)
@ l'approximation numérique (Monte-Carlo) (B grand).

.

est appelée loi d'échantillonage bootstrap de T(Y)
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Validité du bootstrap

Dans un cadre paramétrique, si 0 = T(Y) estime 0 :

~

Loi (§ —6) =~ Loi bootstrap(6* — 6)
Loi d’'échantillonage (5*1 — 5, 92 5, . ,@\*B — 5)

Q

@ Dans certains cas, |'approximation bootstrap est meilleure que
I'approximation asymptotique gaussienne de la loi de |'estimateur du
Maximum de Vraisemblance
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Avantages du bootstrap

@ Permet d’apprécier par simulation la variabilité donc la précision d'un
estimateur

@ Simplicité du principe et de la mise en oeuvre : pas de formules
mathématiques compliquées

o Méthode trés générale dans un cadre paramétrique ou
non-paramétrique (sous réserve de validité)

o le bootstrap "de base" est valide typiquement dans des situations ol
I'approximation gaussienne est valide.
Contre exemples : valeurs extrémes (max, quantiles), U-statistiques. Il
existe alors des solutions par sous-échantillonnage.

@ le bootstrap présenté est le bootstrap non-paramétrique. 1l existe des
bootstraps paramétriques.
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Estimation du biais

Le biais de = 6(P,) est :

Bp(0,0) = Ep(0) — 6.

La contrepartie bootstrap du biais est

A

Bp,(6*,0) = Ep,(6*) — 4.

Le biais est estimé par bootstrap par

/-\-*_ = H*(b
Biais B;H()
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Estimation de la variance

O Génerer Y,..., Y ~ P,
@ Calculer T* = T(Y{,...,Y))
© Répéter les étapes 1 et 2 B fois pour obtenir T*(1), 72 T*(5B)

@ Estimateur de la variance de la loi de T, :

| b=B b=B 2
—— x(b) _ =
Vboot B Z <T B >

b=1
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Intervalles de confiance bootstrap

Principe : on approche la loi de h—0 par la loi de o — 0.

— on calcule les quantiles bootstrap b* , et b . de la loi
/2 1—a/2
d’échantillonage bootstrap

61— 9,6 -4,...,6°% —9)

L'intervalle bootstrap de niveau (asymptotique) 1 — « est
1C(0) = |0 = by 20 0= b,

Pourquoi?
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Bootstrap et régression

{(xi,yi), i=1,...,n} données d’apprentissage

yi=g(xi)+ei

< bootstrap des résidus &; = Y; — g(x;)
< bootstrap des couples

< bootstrap paramétrique des résidus
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