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Math206 — Equations aux Dérivées Partielles
Feuille d’Exercices 1

NB. Ces exercices, et les corrigés qui suivent, sont issus du site http: //www. bibmath. net

Exercice 1.1.— Justifier l'existence des dérivées partielles des fonctions suivantes, et les calcu-
ler.

flz,y) =e"cosy, f(x,y) = (2" +y°)cos(zy), [flz,y) =1+ a2y>

Exercice 1.2.— Calculer les dérivées partielles a ’ordre 2 des fonctions suivantes :

f(z,y) = 2*(z +y), f(z,y) = €.

Exercice 1.3.— Soit f : R? — R une fonction de classe C'.

1. On définit g : R — R par g(t) = f(2 + 2t,t?). Démontrer que g est C' et calculer ¢/(t) en
fonction des dérivées partielles de f.

2. On définit h: R — R par h(u,v) = f(uv,u? + v?). Démontrer que h est C'! et exprimer les
of

dérivées partielles — et — en fonction des dérivées partielles —f et —

Oou  Ov ox Oy’

Exercice 1.4.— Soit f une application de classe C* sur R2. Calculer les dérivées (éventuellement
partielles) des fonctions suivantes :

L g(x,y) = f(y,z).

2. g(z) = f(z, ).
3. g9(z,y) = fy, fz,2)).
4. g($) = f(ﬂ?, f(JZ,I))

Exercice 1.5.— On définit f : R?\{(0,0)} par

2

f(xay)zm-

Justifier que ’'on peut prolonger f en une fonction continue sur R2. Etudier l'existence de dérivées
partielles en (0,0) pour ce prolongement.

Exercice 1.6.— Pour les fonctions suivantes, démontrer qu’elles admettent une dérivée suivant
tout vecteur en (0,0) sans pour autant y étre continue.

2lnz sizx#0
L flz,y) = { g sinoz%

2. g(fc,y):{ ﬁiﬁyyz si (‘T>y)7é(0,0)

0 sinon.


http://www.bibmath.net

Exercice 1.7.— Démontrer que les fonctions f : R? — R suivantes sont de classe C! sur R2.
L. f(xvy) = m si (x,y) 7é (070) et f(0,0) =0;
2. f(a,y) = 2y’ In(a® +y?) si (2,y) # (0,0) et £(0,0) =0.

Exercice 1.8.— Les fonctions suivantes, définies sur R?, sont-elles de classe C'! ?

2 .2
L () =gy i (y) # (0,0) et £(0,0) =0;
> +y?
2. f(z,y) = PEN si (z,y) # (0,0) et f(0,0) =0;

3. fla,y) = e 77 si (z,y) # (0,0) et £(0,0) = 0.
Indication : Pour les deux premiéres, on pourra étudier la régularité des dérivées partielles en (0, 0).
Pour la derniére, on pourra commencer par étudier la régularité de la fonction d’une variable réelle
g définie par g(t) = e "/t sit > 0, g(t) = 0 sinon

Exercice 1.9.— Soit f : R? — R une application de classe C'.
1. On définit, pour (z,y) € R? fixé, g : R — R, t + g(t) = f(twz,ty). Montrer que g est
dérivable sur R, et calculer sa dérivée.
2. On suppose désormais que f(tz,ty) = tf(x,y) pour tous z,y,t € R.
(a) Montrer que pour tous z,y,t € R, on a

0 0
flz,y) = a—i(tm,ty)x + a—g(t%ty)y.
(b) En déduire qu’il existe des réels « et S que 'on déterminera tels que, pour tous (z,y) €
R?, on a
f(z,y) = az + By.
Exercice 1.10.— Déterminer toutes les fonctions f : R? — R? solutions des systémes sui-
vants :
8f _ 2 af _ T af — 2
= = Y 5. = €y o, = Ty
1 oz 9 ox 3 ox
P A
dy ' dy ' dy '

Indication : Intégrer d’abord une équation en fixant l’autre variable. La constante d’intégration
dépend de cette variable. Dériver en utilisant ’autre relation pour I’éliminer...

Exercice 1.11.— Etant données deux fonctions gg et g; d’une variable réelle, de classe C? sur
R, on définit la fonction f sur R} x R par

—a (¥ Y
[ y) = g0 (x) +zg1 (x) :
Justifier que f est de classe C?, puis prouver que
20%f *f 2 0%f

o' o3 (@y) + wyaxay(%y)w ay2(9c,y) 0

Exercice 1.12.— On cherche toutes les fonctions ¢ : R?> — R vérifiant :

dg 09

ox Oy -

ou a est un réel.



1. On note f la fonction de R? dans R définie par :

u+v v—u
fn =g (5551

0
En utilisant le théoreme de composition, montrer que —f = —.

ou 2

2. Intégrer cette équation pour en déduire ’expression de f.

3. En déduire les solutions de ’équation initiale.

Exercice 1.13.— Chercher toutes les fonctions f de classe C! sur R vérifiant

of _30f _

Ox oy 0

On pourra faire un changement linéaire de coordonnées de sorte que ’équation se simplifie. . .

Exercice 1.14.— On souhaite déterminer les fonctions f : R? — R, de classe C!, et vérifiant :
V(z,y,t) €R?, fz+t,y+1) = f(z,y).

1. Démontrer que, pour tout (z,y) € R2,

0 0
@)+ G @) =0

oF
2. Onposeu=x+y,v=x—y et F(u,v) = f(z,y). Démontrer que i 0.
u

3. Conclure.

Exercice 1.15.— Soit ¢ # 0. Chercher les solutions de classe C? de 'équation aux dérivées
partielles suivantes
202f 0%
dr2 o2’

a I’aide d’un changement de variables de la forme v = x + at, v = x + bt.

Exercice 1.16.— Une fonction f : R? — R de classe C? est dite harmonique si son laplacien est
nul, ie si

0? 02

7f + 7f =0.

ox? = 0y?
Dans toute la suite, on fixe f une fonction harmonique.

1. On suppose que f est de classe C2. Démontrer que %, % et x% + y% le sont aussi.

2. On suppose désormais que f est radiale, c’est-a-dire qu'’il existe ¢ : R — R de classe C!
telle que f(z,y) = p(x? + y?). Démontrer que ¢’ est solution d'une équation différentielle
linéaire du premier ordre.

3. En déduire toutes les fonctions harmoniques radiales.

Corrigés

Corrigé 1.1.— 1l est facile de vérifier que par exemple = — e cosy est dérivable, et de méme
pour les autres fonctions. On trouve respectivement :



of or, .
%(Jc,y) =e"cosy et ay(az:,y) = —¢ "siny.
2.
of 2 2y
7g (&) = 2z cos(zy) — y(2” +y7) sin(zy),
of 2 2y
9y T ) = 2ycos(zy) — 2(a” + y7) sin(ay).
3.
O (o) = — et W gy =
or Y V1tay? Oy Y V1+a2y?

Corrigé 1.2.— Il suffit de dériver successivement par rapport aux bonnes variables. Remarquons
que les fonctions sont clairement de classe C? sur R? et donc que les dérivées croisées d’ordre 2
sont égales.

1. On trouve

0 0
a%(fv, y) = 32> + 2xy, 875(177 y) =’
0% f 0% f 0% f
52 (& y) = 62 + 2y, 052 (z,y) =0, axay(axy) z
2. On t
o U gy =y, Xiay) = aem
8,’1} b ) 8y )
82f _ .2 Ty 82f _ 2,7y 62f — oTY Y
Hp2 (@ Y) =ye™, 6T/Q(I,y)f:ce ; amf)y(fﬂ,y)fe + wye™.

Corrigé 1.3.—

1. La fonction t + (2 + 2t,t2) est de classe C'!, car polynomiale, donc g est de classe C! par
composition. On applique ensuite la formule de la dérivée d’une fonction composée. Si on
note u(t) = 2 + 2t et v(t) = t2, alors

(6 = (5 (w(0).0(0) +'(0 5 (u(e) (0)

soit
of

of
") = 222 (2 + 2, £2) + 2t == (2 + 2t £3).
g (t) a(—l—t,t)—i— tat(+t,t)

x
2. La fonction (u,v) — (uv,u? + v?) est de classe C! car polynomiale, donc h est de classe
C'. Notons r(u,v) = uv et q(u,v) = u? + v2. Le théoréme de dérivation d’une composée

dit que

O O Of o0, 0

e n.0) = 5L (,0) x () gl 0) + 5 0) xS (). g(w,0))
Ceci donne

De méme on trouve

oh 0
%(u,v) = u%(uv, u? + %) 4 20



Corrigé 1.4.—

1. Ona:
dg _ 01y, ofos

or Oz dxr  Orox’

0 0
afi(z,y) = gi(yw%

soit

et symétriquement

) = o ().

Pour ceux qui se perdent dans ce calcul formel, poser u(z,y) = y et v(z,y) = v, on a
9(x,y) = f(u(z,y),v(z,y)) et donc

0y, 0%

%(a:,y)— axax—&—....
2. On a: of of

’ _YJ et

3. Notons, pour simplifier, h(z) = f(z,z). On a donc :

0 0 0] 0] 0
) =W @5 @) = (w0 + 5 wn)) H o)
De méme, on a :
dg af

@(z,y) = %(% h(x)).

4. Avec les mémes notations que précédemment, on obtient la somme des quantités précédemment
calculées.

Corrigé 1.5.— D’une part, la fonction f est continue sur R?\{(0,0)}. D’autre part, on a

[f(@y)l < (2% +y*)V%

Ainsi, f se prolonge par continuité en (0,0) en posant f(0,0) = 0. Du fait que f(0,¢) = 0 pour
tout réel ¢, f admet une dérivée partielle par rapport & la seconde variable en (0,0) qui vaut
g—i(o, 0) = 0. D’autre part, pour ¢t # 0, on a

f(i,O) — f(OaO) _ |t|71/2.
t

Ceci tend vers +oo si t tend vers 0, et donc f n’admet pas de dérivée partielle par rapport a la
premiere variable en (0,0).

Corrigé 1.6.—

1. Prouvons d’abord que f n’est pas continue. En effet, on a

fle™™  1/n) = —1,

qui ne tend pas vers 0 si n tend vers linfini. Fixons maintenant (a,b) € R? avec (a,b) #
(0,0), et démontrons que f admet une dérivée suivant (a,b) en (0,0). Soit ¢ # 0. On a

f(ta,tb) — £(0,0) _ { th*(In(t) + In(a)) sia#0

t 0 sinon.

Lorsque t tend vers 0, ceci tend vers 0 (en particulier, parce que tInt tend vers 0 en 0).
Ainsi, f admet en (0,0) une dérivée suivant le vecteur (a,b) qui est nulle.



2. De méme, démontrons que g n’est pas continue en observant que

9(1 1> :%¢o:f(o,o).

n’ n2

D’autre part, fixons (a,b) € R?\{(0,0)} et prouvons que g admet une dérivée suivant (a, b)
n (0,0). On a
g(ta,tb) —g(0,0)  t%a?b

t o that 4 12027

Si b =0, ceci est nul, sinon
g(taa tb) - g(O, 0) t—0 an
t b’

Dans tous les cas, on a prouvé que g admet une dérivée partielle en (0, 0) suivant le vecteur

(a,b) qui vaut % sib=#0, et qui vaut 0 si b= 0.

Corrigé 1.7.—

1. De la majoration 22 < 22 4 y2, on obtient que

1f(z,y)| <o,

ce qui prouve la continuité de f en (0,0). D’autre part, f est clairement de classe C! sur
R2\{(0,0)}, et on a

af 221° of 5 o 3% +y?

896(%9) = @127 et afy(fUJJ) =z @R

D’autre part, montrons que f admet des dérivées partielles en (0,0). On a en effet :
f(z,0) — £(0,0) =0,
ce qui prouve que f admet une dérivée partielle par rapport a la premiere variable valant

of B
5.(0.0)=0.

De méme pour la dérivée partielle par rapport a la seconde variable. Il reste & démontrer
que ces dérivées partielles sont continues en (0,0). Mais on a, pour (z,y) # (0,0) :

TR
= 2|zy| <(x2_|_y2)) < 2lzyl,

ce qui prouve que %(m, y) tend vers 0 = g—;’(o, 0) si (x,y) tend vers (0, 0). De méme, puisque
eyl <22+ 9% ona:

2xy°
(22 + 12)2

af 1

On a également continuité de la dérivée partielle par rapport a la seconde variable en (0, 0).

2. On commence par étudier la continuité de f en (0,0) (f est clairement continue ailleurs).

On a

2*y*|In(z* + y?)|

(% + )% In(2® + ?)|

(2 +9°) x (2® +y*)|In(z® + y°)|.

| (x,y) = £(0,0)|

IAINCIA



Du fait que ulnwu tend vers 0 lorsque u tend vers 0%, on en déduit que f est continue en
(0,0). Ensuite, remarquons que f admet une dérivée partielle par rapport a la premiere
variable ailleurs qu’en (0,0) donnée par

0
%(w, y) = 2zy® In(2® +y%) +

21.3y2
x2 + y2 '
Pour étudier I'existence d’une dérivée partielle par rapport & la premiére variable en (0, 0),
on étudie le taux d’accroissement

f(t,O) — f(070)
t

=0—0.

Donc %(0,0) existe et vaut 0. On va maintenant prouver la continuité de g—;Z en (0,0). Le
méme raisonnement que pour la continuité de f (en utilisant par exemple |z| < (z2+y%)'/?)
prouve que 2xy? In(z? + 32) tend vers 0 si (x,y) tend vers (0,0). D’autre part,

2x3y2
< 222
Zig| S Yl
ce qui prouve également que 2;”3’; tend vers 0 lorsque (x,y) tend vers (0,0). Ainsi, % est

continue en (0,0), et par suite sur R?. Enfin, par symétrie des variables x et y, ce que 1’on
vient de démontrer est aussi valable pour les dérivées partielles par rapport a la deuxieme
variable. Ainsi, f est C! sur R2.

Corrigé 1.8.— On remarque d’abord que, dans les 3 cas, f est de classe C* sur R?\{(0,0)}.
1. On a

22+ o2
|f(-T7y) - f(0a0)| < ‘ml X 72 +y2 < |.’17|,

et |z| — 0 lorsque (z,y) — (0,0). Ainsi, f est continue en (0,0). De plus, un calcul facile
montre que, pour tout (z,y) # (0,0), on a

8f( ) —4a3y

ix,y) =

oy Y = @y

o af _ ) af . o Af

En particulier, pour ¢ # 0, oy (t,t) = —1 tandis que oy (0,t) = 0. Ainsi, g, I'a aucune

chance d’étre continue en (0,0) (alors qu’on n’a méme pas étudié l'existence d’une dérivée
partielle en (0,0)!). Ainsi, f n’est pas de classe C*.

2. On a
2 2

Y Y
|f(z,y) = £(0,0)] < [z| x W‘HZA X PN < lzf + [yl

Ainsi, f est continue en (0,0). D’autre part, un calcul facile montre que, pour tout (z,y) #
(0,0), on a

at + 32%y? — 293
- (332 + y2)2 ’

Il vient, pour ¢ # 0, %(t, t)=—1et %(O,t) = 0. Ainsi, % ne peut pas étre continue en
(0,0) et f n’est pas C! sur R2.

3. On va commencer par étudier la régularité de la fonction d’une variable réelle g définie par
g(t) = eVt sit >0, g(t) = 0 sinon. Clairement, g est de classe C> sur R\{0}. De plus, on
ag(t)=0sit<0etg(t)= t%e*% sit> 0. On adonc ¢'(t) = 0si ¢ — 0. On en déduit,
par le théoréme de prolongement d’une dérivée, que g est de classe C'* sur R avec ¢’(0) = 0.
Maintenant, f = go ¢ avec ¢(x,y) = 2% + y? de classe C! sur R%. Par composition, f est

donc de classe C! sur R2.



Corrigé 1.9.—

1. La fonction g est C' comme composée de fonctions de classe C'. On a :

7] 7]
9 (0) = o5 (ta,t) +y5 (ta.ty).

2. (a) On peut alors écrire g(t) = tf(z,y), et le calcul de la dérivée de g donne ¢'(t) = f(z,y).
La comparaison avec ’expression obtenue & la question précédente donne le résultat.

(b) Il suffit d’appliquer la relation précédente pour t = 0. On a f(z,y) = azx + By avec
a=5L(0,0) et 8= 3L(0,0).

Corrigé 1.10.—

1. Soit f une solution du systéme, et soit y € R fixé. Posons g(x) = f(z,y). Alors la premiére
relation s’exprime aussi par ¢'(z) = zy?, soit g(z) = $a?y* + Cte. Cette constante dépend
de y, qui a été fixé le temps d’intégrer la relation. On en déduit 'existence de C' : R — R
de sorte que, pour tous (z,y) € R?,

fla,y) = %xzyZ + C(y).

Puisque f est C!, C est également C'! et la deuxieme relation donne

c’est-a~dire C' est constante. Il existe donc A € R de sorte que
L o
fla,y) = 5a7y" + A

Réciproquement, une telle fonction est solution du systeme.

2. On reprend la méme méthode, en fixant y € R et en posant g(z) = f(z,y). De ¢'(z) = e*y,
on tire g(x) = e®y + cte. 1l existe donc une fonction C' : R — R de classe C! telle que, pour
tout (z,y) € R?, f(z,y) = e*y + C(y). On dérive cette fois par rapport & y, et on trouve
C'(y) = 2y, soit C(y) = y? + Cte. Ainsi, si f est solution, il existe A € R tel que, pour tout
(z,y) € R?, on a

flz,y) ="y +y* + A.

Réciproquement, ces fonctions sont solutions.

3. Si on reprend la méthode des questions précédentes, on observe que si f est solution, il
existe une fonction C' : R — R de classe C! et telle que, pour tout (z,y) € R? on a
flzy) = %x?’y + C(y). On dérive par rapport & y, et en utilisant la deuxieme relation, on
trouve que, pour tout (z,y) € R?, on a

1 2 1 3
C'(y) = zy” — Za°.
3
Or, si y est fixé, le membre de gauche est constant, et le membre de droite est un polynéme
de degré 3 en x : ceci est impossible et donc I’équation n’a pas de solutions. On aurait
pu aussi remarquer que, si on cherchait une fonction de classe C?, les dérivées partielles

. . 9% f 0% f . ~ , . PR
croisées gia- et - ne pouvaient pas étre égales, contredisant le théoreme de Schwarz.

Corrigé 1.11.— La fonction f est de classe C? comme composée de fonctions toutes de classe
C?. On a ensuite, en notant t = y/z :

0
X () =~ Lo () + 91(6) ~ L1



O*f 2y y? y?
@(fﬂay) = =3 g0(t) + ﬁg(’)’(t) + ﬁgil(t)
of 1
a*y(% y) = —90(t) + 41 (1)
O*f 1,

_ Y Y
dxdy = —ﬁgo(t) - xigg(] (t) — ?91 (t)

2f 1 1
o = ﬁgg(t) + ;9/1/@)

11 suffit ensuite de faire la somme demandée pour obtenir le résultat.

Corrigé 1.12.—

1. Par composition, on a :

af dg <u+v v—u> " 1 9y (u—i—v v—u> " -1

2+8y

ou 2 7 2 9

2. On integre cette équation. Pour tout v, il existe une constante h(v) telle que

flu,v) = 5+ h(v).

Puisque la fonction (u,v) — f(u,v) est de classe C?, il en est de-méme de v — h(v).

3. g est solution de I’équation si et seulement si il existe une fonction h de R dans R de classe
C! telle que, pour tout u, v, on a :

g<u+v,vu> =% hw).

2 2 2
Pour revenir a x et y, il faut procéder au changement de variables inverse, en posant z = “JQ”’
et y = “5% : on a donc
a(r —y)
9(z,y) = ——5— +h(z+y).

Corrigé 1.13.— Dans ce genre d’exercice, 'idée est de faire un changement de variables linéaire
en posant u = ax + by et v = cx + dy, et en définissant f(x,y) = F(u,v). Quand on ne donne
pas explicitement le changement de variables dans 1’énoncé, le mieux est encore de garder les
constantes dans les calculs, et de les choisir au dernier moment de sorte que tout s’élimine. On a

donc :
of _oF oF of ,0F oF
or  Ou Ov oy Ou ov’

Done: of of oF oF

== =35~ =(a—3b)=— —3d)—.

Ox dy (e ) ou +(c ) ov
Prenons ¢ = 3,d = 1, b = 0 et a = 1 (qui est bien un changement de variables [inver-
sible]).L’équation devient alors ?TZ = 0. F est fonction uniquement de v, et f est solution de

I’équation si, et seulement si, il existe g une fonction C'! définie sur R et telle que

f(x,y) =93z +y).

Corrigé 1.14.—



1. On dérive la relation par rapport a ¢t et on trouve

of of
—(z +1t, t —(z+1 t) =0.
5sE YT+ Gty o)
Il suffit ensuite de faire ¢ = 0 pour conclure.
. Commencgons par exprimer = et y en fonction de u et v. On trouve z = (u + v)/2 et

y = (u—v)/2. Ainsi,

F(u,v)zf(u—gv,u;v>.

On calcule la dérivée partielle par rapport a u en utilisant la dérivée d’une fonction com-
posée. On trouve

aj( )_lﬂ u+v u—0v +1g u+v u—0v _0
u " T 28\ 2 0 2 209y \ 2 > 2 )77

. L’équation précédente nous dit que F' ne dépend que de v : il existe g : R — R de classe

C! tel que, pour tout (u,v) € R%, F(u,v) = g(v). Si on revient a f, si f vérifie la relation
initiale, alors il existe ¢ : R — R de classe C! tel que, pour tout (x,y) € R?, f(x,y) =
g(z —y). Réciproquement (& ne pas oublier!), si f s’écrit f(x,y) = g(x —y), alors on a bien

flx+t,y+1t)= f(z,y) pour tous z,y,t de R.

Corrigé 1.15.— On pose donc f(z,y) = F(u,v) avec u = x + at et v = x + bt. On a donc

o*f  O*F 0’F  O*F

ox2  Ou? +28u8v + Ov?

et
0% f 5 OF OF 5 O*F
— =a°—— +2ab———+b .
oz~ ¢ au? +a Oudv + ov?
L’équation devient alors :
0*F 0*F 0*F
2 _ %Y Lo b 2 _ 2L
(" —a )8u2 +2(c—a )8u80 (e ) Ov?
En prenant a = c et b = —¢, ’'équation devient
O’F
ovou

dont la solution générale est
F(u,v) = ¢(u) + 9(v),

ol ¢ et 1 sont C2. La solution générale de I’équation initiale est donc :

[z, t) = oz + ct) + P(z — ct).

Corrigé 1.16.—
1. Posons g = %. Alors, d’apres le théoréeme de Schwarz,

0%g % 3<a2f a2f>0

9z 0y~ 9x \0a? | 92



On prouve exactement de la méme facon que % est harmonique. D’autre part, posons

hf:ra +y8f Alors,

oh _of ~ of 9 f  h _ _&f &Bf 3 f
or = or 022 TYaroy C onr T 2022 T Yo T Yantay

On trouve de méme que

*h _ O O Pf
B

a7 " “oyr Vo T a0y
Ainsi,
- of of
A(h) = 2A(f) + zA (6 > +yA (ax) 0,

en vertu de la premiere partie de la question.

. D’apres le théoreme de dérivation d’une fonction composée,

2
O — o0 (a2 +42) et 0L =20/ +47) + 4% (5% 4 4P).
De méme,
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En posant t = 22 + 2, on en déduit que, puisque A(f) = 0,

o'(t) + tp" (t) = 0.

Alnsi, ¢’ est solution sur l'intervalle |0, +oo[ de 'équation différentielle xy’ +y = 0.

. On résoud 'équation différentielle précédente. Ses solutions sont les fonctions de la forme
x +— C/z. En intégrant, on trouve qu’il existe deux constantes C, D € R de sorte que p(z) =
C'In(x) + D. Ainsi, f s’écrit nécessairement f(x,y) = C'In(2? + y?) + D. Réciproquement,
on vérifie que toute fonction de la forme précédente est harmonique.



