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Feuille 5 : Frobenius et début de courbes elliptiques

Exercice 1 (Rappels sur le groupe de décomposition et sur Frobenius)
Dans la suite on considere une extension F/F galoisienne de corps de nombres, de
degré n, de groupe de Galois G. Soit p un idéal maximal de Op. Le groupe G agit
sur les idéaux maximaux P de Op au-dessus de p.

1. Montrer que cette action est transitive (on raisonnera par ’absurde en appli-
quant le lemme Chinois aux idéaux P’ ¢ w(P) et o(P) pour tout o € G).

2. Fixons désormais un idéal P au-dessus de p. On rappelle que le groupe de
décomposition de P /p, noté D(P/p), est le stabilisateur de P dans G. Rappeler
pourquoi (en notant e Iindice de ramification et f le degré résiduel)

ID(B/p)| =ef et Yo e G, D(@B/p) =oD(P/p)o™".
On note I(P/p) le noyau du morphisme naturel ¢ de D(B/p) vers Gal(Fy/F,)
c’est le groupe d’inertie.

3. Vérifier que I(aB/p) = ol (P/p)o .

4. On rappelle (cours) que ¢ est un morphisme surjectif. En déduire que,

[1(B/p)| = e,

et donc que si p est non-ramifié dans E/F, alors ¢ est un isomorphisme.

5. On suppose désormais que p est non-ramifié dans £/F. On note Frobg(E/F)
ou (B, E/F) 'unique élément de D(P/p) dont l'image par ¢ est I'automor-
phisme de Frobenius pour Fg/F, : on appelle cet automorphisme 1’automor-
phisme de Frobenius de B/p. Autrement dit, c’est 'unique o € G vérifiant :

o€ D(P/p) et Yz € Op, o(x) =2 mod P.
Quel est l'ordre de Frobg(E/F)? Vérifier que
Vo€ G, (B, E/F)=0(B,E/F)o .

[Notons que si E/F' est abélien, ceci montre que (3, E/F) est indépendant du
choix de P au-dessus de p : on le note dans ce cas (p, £/F) (ou Frob,(E/F)
ou méme Frob, si le contexte est clair).]

6. Caractériser le fait que p est totalement décomposé en terme des Frobenius
Frobg.

7. Si K est une extension intermédiaire : F' C K C FE, et si pg := P N O,
montrer que

Frobsyp, = (Frobgyy) /7.

Exercice 2 (Loi de réciprocité quadratique via Frobenius) Soit A € Z —
{0,1} sans facteur carré. On note K = Q(v/A) 'extension quadratique d’anneau
d’entiers Ok. On rappelle que

7 \/Z] si A =2,3 mod 4 et dans ce cas dg = 4A.
Z #} si A=1 mod 4 et dans ce cas dx = A.

Ok =

Dans la suite on fixe un nombre premier p impair, ne divisant pas A (i.e. non-
ramifié). Soit par ailleurs ¢ une racine primitive p-ieme de 1'unité et F' = Q(().



1. En étudiant 'anneau Ok /pOf, montrer que p est totalement décomposé dans

Ox si et seulement si (%) =1.

2. En déduire la valeur du Frobenius Frob,(K/Q) € Gal(K/Q).

3. Montrer que F' contient une unique extension quadratique K de Q. Déterminer
A tel que F = Q(VA).

4. Soit ¢ un nombre premier impair distinct de p.

5. Calculer (¢, F'/Q) et en déduire (¢, K/Q)p.

6. En déduire! la loi de réciprocité quadratique :

()=o)

Exercice 3 Soit £/C une courbe elliptique, de réseau associé A. On note wy, ws des
générateurs de A. On rappelle que I’anneau des endomorphismes de E est isomorphe
aR:={aecC|al CA}. Parailleurs si K/Q est un corps de nombres, on dit que
R est un ordre de K si ¢’est un sous-anneau de K, qui est un Z-module de type fini
et tel que R ® Q = K. Montrer que
1. Soit End(E) = Z;
2. Soit K := Q(w; /we) est une extension quadratique imaginaire de Q et End(E)
est isomorphe a un ordre de K.

Exercice 4 Soit K un corps de caractéristique 0 et £ un nombre premier. Pour tout
entier n > 1 on note pupm C K le groupe des racines ¢"-ieme de 1. L’application
x — 2* permet de définir la limite projective (justifier) des jug : on note Ty(u) cette
limite projective (c’est le module de Tate de p).

1. Décrire Ty(u) en tant que groupe abstrait.

2. Montrer que 'on a une représentation f-adique naturelle (le caractére cycloto-
mique) de Gal(K/K) vers Aut(Ty(p)) ~ Z; .

Exercice 5 Soit K un corps de caractéristique nulle et £ un nombre premier. Mon-
trer que la donnée des accouplements

Vn Z 1’ Eypn . E[f”] X E[én] — yn
donne naissance a un accouplement de Weil /-adique au niveau des modules de Tate.

Exercice 6 Soient £//K une courbe elliptique sur un corps K de caractéristique 0,
etn>1.

1. En utilisant le formalisme de 'accouplement de Weil, montrer qu’il existe des

points P, Q € E[n] tels que e, (P, Q) est une racine primitive n-ieme de I'unité.

2. En déduire que si K est tel que E[n] C E(K) alors p, C K*.

Exercice 7 Montrer que le groupe F(R) des points R-rationnels d’une courbe el-
liptique n’est pas de type fini (alors que I'on sait par un théoréme de Mordell que
E(K) est de type fini si K est un corps de nombres).

1On rappelle que —1 est un carré dans F, si et seulement si p =1 mod 4.



