Cours du 16 mars 2020

4.2 Bases et coordonnées

R™ a une base dite canonique (e_f,e_g, . e_,z) . tout vecteur U s’écrit de maniére unique

comme combinaison linéaire U = xl?l + .1'26—2> + ...+ xnai, ou encore tout vecteur U est
déterminé par ses coordonnées (1, xs,. .. x,).

BUT. Définir les mémes notions pour tout sev £ de R".

FExemple. On commence par le plus petit sev : la droite.

Soit D la droite vectorielle de R? engendrée par @ € R2 non nul. Tout point ¥ de cette
droite s’écrit ¥ = AU pour un certain A € R. Cette décomposition est évidemment unique
(car AU = U = 7 nécessite que \ = 1) et la donnée de A détermine .

[ Le vecteur o est une base de la droite D dans laquelle ¥ a pour coordonnée (N). ]

Evidemment le vecteur 7’ = 2% est aussi une base de D : tout vecteur ¥ = A« de D

s’écrit de maniére unique v = p ' avec p = ’5\ puisque p W’ = %7’ = %(27) —\U = 7.

Dans cette base, ¥ a pour coordonnées (p) = (3).

Plus généralement,

Définition 4.5. Soit E un sev de R".

e La famille B = (v_1>, Vg, ,U_g) de vecteurs de E est une base de E si tout vecteur
U € E s'écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des o
7:)\1U_1>+>\gv_2>+---+)\pv_p> avec A, Ag, -+, Ay € R
e Les )\; sont les coordonnées de ¥ dans la base B, on note U = (A1, Ay, A\) B

Exemple (Bases de R?). La base canonique de R™ est bien une base de R™ (ouf!) puisque
tout vecteur v = (21,22, ...2,) de R™ s’écrit de maniére unique U =z16{+1268+... 1000
Remarquez que les composantes du vecteur 7, (x1,9,...x,), sont ses coordonnées dans la

base canonique. Ce n’est plus vrai dans une autre base.
Soient U_1> = e_1> + e_g et v_2> = e_f - e_2>. La combinaison linéaire /\111_1> + )\21)—2> se réécrit
)\1U—1> + )\2@ = )\1(€_1> + €_2>) + /\2(€_1> - €—2>) =M+ >\2)€_1> + (M — >\2)€—2>~
Donc le vecteur o de composantes (x1, zy) s’écrit )\111_1)4—)\21)_5 si et seulement si A+ Xy = 21

et A\ — Ay = x5 ou encore (A, Ag) = (“2&, ”“;29”2) Donc :

e B = (U], 75) est une base de R? et

e les coordonnées de ¥ = (1, 22) dans B sont (Zfez, %)B,




Ezemple (Bases d’un plan de R™). Soient ui et ub € R™ des vecteurs non colinéaires et
P = Vect(le> , u—>2) le plan qu’ils engendrent.

[ Toute paire de vecteurs (U—1>, v_2>) non colinéaires de P est une base de P. ]

Démonstration. Comme v_f et ?2 sont des vecteurs de P, il existe des nombres réels A\, 1
et A9, o tels que v_f = )\1171 + M1U_2> et v_2> = )\Qu_i + ,ugu_>2. On peut donc réarranger

avy 4+ bvs = a (MU + @) + b (Mot + pati) = (ady + bho) uh + (ap + bps) @ .
Donc tout vecteur de P, = )\u_>1 + p,u_;, s’écrit avj + bv_2> s’il existe a et b tels que

{a)\1+b>\2:)\ ()\1 Az)(a> ()\)
<~ = .

apr +bus = M1 2 b H

A1 Ao

M1 2
inversible et a et b existent bien. C’est un petit exercice de voir que si au contraire, Ajus —

Si le déterminant de la matrice det( ) = Ao — Ay # 0, alors la matrice est

Ay = 0, alors v_f et v_g sont colinéaires, ce qui n’est pas possible.

Tout vecteur de P s’écrit donc sous la forme av_1>+bv_2> et il reste a montrer que cette écriture
est unique. Supposons que av; + bvs = U = d'vq 4+ V'0s. Alors, (a — a')v; = (V' — b)vs et
nécessairement a = a/, b = b’ car sinon (de nouveau) 77 et U3 seraient colinéaires, ce qui
n’est pas possible. O

Ezemple. Soient vj = (1,1,1), 5 = (1,2, 3). Ces vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment
v_f, v_2>) qu’ils engendrent. Le vecteur de P, T = )\1U_1>+)\2’U_2>,
vu comme un €lément de P, a pour coordonnées (A1, A2)p dans la base B = (v_1>, v—g) de P.

donc une base du plan P = Vect(

Vu comme un vecteur de R® (et non pas de P), ses coordonnées dans la base canonique
(a1, 85, e) sont (A1 + Ag, A + 2h9, Ay + 3)s).

4.3 Notion d’indépendance linéaire

( )
Définition 4.6. Une famille F = (v_1>, v, ,v_;) de vecteurs de R”_>est libre si les
seuls nombres réels A, Ag, ... A, tels que Alv_f + >\2v_2> + -+ )\pv_; = 0 sont tous nuls.
Les vecteurs v_f, v_2>, cee v_p> dont dits linéairement indépendants.

Une famille qui n’est pas libre est liée, ses vecteurs sont linéairement dépendants.
L’application linéaire

Ly : RP — R" définie par Lr(Ai, Mg, ..., Ap) = MU 4+ A3 + -+ 4+ A0

est dite combinaison linéaire suivant F.
\

L’image de Lz est constituée de ’ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de F,
autrement dit on peut rafiner la définition Lr : R? — Er ou Er = Vect(?l, v_2>, e ,v_;).

La linéarité de Lz est un exercice (facile — mais a faire!). Il est également facile de voir
que par définition de libre, et par le « lemme improvisé » du 3 mars :

F est libre <= ker(Ly) = {6)} <= Ly est injective.
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On obtient donc :

Proposition 4.7. La famille F = (U_1>, U5, ,v_g) est libre si et seulement si tout U de R™
admet au plus une décomposition sous forme de combinaison linéaire T =Moi+-- -—i—)\pv_;.

De cette proposition, découle la suivante.

Proposition 4.8. Une famille F = (Uf,v_g, e ,U_p>> d’un sev E en est une base si et
seulement si F est libre et engendre E (i.e. E = Vect(v1, 03, - - - ,v_;)).

Ceci équivaut au fait que Lr : RP — E est un isomorphisme.

En effet, comme les éléments de F sont des vecteurs de E, Er = Vect(’u_l), 172), cee Up)) C E.
Pour que F soit une base de F, tout élément de F doit se décomposer en combinaison li-
néaire d’éléments de F et donc ' = Er. De plus, cette écriture est unique si et seulement si
F est libre par la proposition précédente.

( )
Définition 4.9. Soit B une base du sev Eg : 'application combinaison linéaire selon

B est un isomorphisme. On appelle 'application linéaire réciproque application coor-
données dans la base B.

Notée Cp = Lgl . Eg — RP, elle est définie pour tout v = A\ of + -+ - + )xpv_p> € Ep,
par 05(7) = (A1, Az, .. Ap).

\ J/

Les « coordonnées dans la base B de T », 03(7), sont donc bien les « coordonnées de
dans la base B », (A1, A, ... \p)5!



