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Exercice 1.

1. La rotation d’angle 6 envoie les vecteurs de

%

la base canonique respectivement sur les vec- (—sin#, cos ) €2
teurs (cosf,sinf) et (cos(f + 5),sin(f0 + §)) = X cos
(—sin#, cos ). La matrice associée & Ry dans : o lsing (cos 8, sin 6)
les bases canoniques est donc, avec 6 = %’T : ;

: 1 _\V3
Mat(Ry) = C989 —sinf) | (=5 =% . - 4 >

sinf cos@ @ —1 —sin 6 o cos

2. La composition de la rotation d’angle %” avec elle-méme est la rotation d’angle 4{, du fait de

la forme générale des matrices de rotation rappelée ci-dessus, on obtient donc

3

_1
Mat(Rg o Rg) = Mat(R47r) = \;g 21 .

Remarque. On pouvait aussi rappeler que la matrice de la composition est le produit des matrices
et effectuer le produit de Mat(Ry) par elle-méme.

3. On peut ici :
o faire le calcul direct (ou avec la formule pour les matrices de M3(R)) de I'inverse,

e argumenter que la réciproque de la rotation d’angle 6 est la rotation d’angle —6.

Comme —%ﬁ = 4% — 2m, il s’avére que
1 V3
Mat((Rg)*l) = Mat(R_‘g) = Mat(Re o R@) — \;g 21 )
T2 T2

4. La similitude z — X - z avec A = pe' est la composition de 'homothétie de rapport p et de la

rotation d’angle 6. Ici on obtient donc le nombre complexe | A = e = —% + z? .

Exercice 2.

1. Les images des vecteurs de la base canonique sont données par les colonnes de A = Mat(f),
soit [ £(&1) = (2,1)] et [ (@) = (1,2)].

2. La formule du déterminant d'une matrice de My (R) donne det(A) =2-2—1-1 =3]. Comme
f est bijective‘!).

il est non nul, A est inversible et f est un isomorphisme (en particulier,

3. (a) Siz =1, nécessairement y = 2 pour que (z,y) soit élement de D. Comme tout vecteur non

nul de D I'engendre, D est engendrée par le vecteur U= (1,2) .

(b) L’image de U par f est le vecteur de coordonnées (4,5) puisque AU = <§ ;) (;) = (g)

L’image f(D) est donc la droite engendrée par | (4,5) | dont une équation est | 5z — 4y = 0.

4. La droite D’ est engendrée par le vecteur (1,—1) dont I'image par f est le vecteur (1,—1).
L’image de D’ est donc la droite engendrée par (1,—1) c’est-a-dire | f(D’) = D’ | elle-méme.

5. (a) Soit ¥ = (v1,v9), I'équation f(7') = 30 s'écrit
AV — 3V o 21\ /v —_3 U1 PN 2v1 + v9 :3’()1<:>> —v;+v2=0
12/\ v V2 v1 + 2v9 = 3v9 v — v =0

dont on déduit immédiatement que | ¥ = (1,1) | convient.




(b) Par la question précédente, I'image de la droite vectorielle engendrée par 7 est la droite

vectorielle engendrée par 37. Comme ces deux droites coincident, la droite Vect((l, 1))
dont une équation est est stabilisée par f.

Exercice 3.
1. Pour déterminer A = Mat(f) = (f(e_f) | f(e3)] f(e3) ), il suffit de déterminer I'image par f des
vecteurs de la base canonique de R3. On détermine I'image de ef par linéarité de f :
1 1
d=s(@+2m)+ @ -2a) = @)= (r@E+28) + f(el - 28)
ce qui donne f(e7) = ((1,1) + (=3,1)) = (-1,1).
On en deduit f(2) puseane & = (71 +223) — 1), on obtiont £(3) = 3(f(21 +22)  F(2)
soit f(e3) = 3((1,1) — (-=1,1)) = (1,0).

La matrice associée & f dans les bases canoniques est donc : | Mat(f) = <_1 2 1) .

1 40

2. Au vu de la forme de B = Mat(g), g est une application linéaire g : R? — R3. On peut donc
évidemment composer les applications f et g (dans n’importe quel ordre!). En particulier, on

peut définir | f o g : R2 — R?|.
3. Comme la matrice d’une composition est le produit des matrices
2 4
5 11/
1. On échelonne la matrice A, augmentée en (A | 0), via la méthode du pivot de Gauss—Jordan :
1 10 1 1 |o 1 1 0
1 2 k|0 ]|« 0 [1] k=1]0 ]|« o [1] k—1 0
1 4 k2|0 0 3 k*-110 0 0 (K*-1)-3k-1)|0

Comme (k* —1) = 3(k —1) = (k—1)((k+ 1) — 3) = (k — 1)(k — 2), la matrice augmentée
obtenue a (seulement) 2 pivots si (kK — 1)(k — 2) = 0 et 3 pivots sinon.

Mat(f 0 g) = Mat(f) - Mat(g) = AB = <_11 . (1)>

= =
W N W
|

Exercice 4.

On conclut donc que ’le rang de A est égal 4 2 si k =1 ou 2 et égal & 3 sinon ‘

2. La famille F = (771) ,175,173) étant libre si et seulement si le rang de A est 3, F est libre si et
seulement si ’k *1letk# 2‘.

3. Quand k = 2, le rang de A est 2 et A n’est donc ni surjective, ni injective.

e L’échelonnement fait & la premiére question montre que les colonnes 1 et 2 conduisent & des

colonnes avec pivots. On en déduit directement que les vecteurs |ui = (1,1,1) et u = (1,2,4)

engendrent 'image de A.
Pour en déterminer une équation, on peut par exemple reprendre ’échelonnement précédent
avec un second membre quelconque :

1 1|y 1 1] w 11 yi
AlY)=| 1 2 2|w |« ]| 0 Ly—o1 | < | 0 1| wp-wn

1 4 4|ys 0 3 3|lys—w 0 0 O0|ys—3y2+2y
L’équation AX =Y a donc des solutions si et seulement si ’équation de compatibilité y3 —
3ys + 2y1 = 0 est satisfaite. Cela nous donne une équation de 'image : ’ 2r —3y+2=0 ‘

e Pour déterminer le noyau de A, on peut de nouveau partir du premier échelonnement (avec

k = 3) que l'on réduit :
1 1]0 0 00
110

1
(Al0) < | o [1] < o [1] 1]0
0 0 010 0 0 0f0
L’inconnue secondaire z paramétrise donc I'ensemble des solutions qui sont les vecteurs de
coordonnées (0, —z, z) pour tout z € R. On en déduit donc que ker A est la droite engendrée

par | (0,1, —1) | ou, de maniére équivalente, définie par le systéme { Zj_i:_;)_ L




Remarque. L'image étant de dimension 2, le théoréme du rang donne que le noyau est de
dimension 1. Comme les deux derniéres colonnes sont identiques, il est clair que le vecteur
(0,1, —1) est dans le noyau de A et I'engendre donc.

. On reprend (une derniére fois!) I’échelonnement initial, avec k& = 3, ou 'on a augmenté A par

la matrice identité de M3(R) :
1 1/1 00 1 1|1 00
A|B)< | 1 23010 ]« | 0 [1] 2/-1 1 0
1 4 90 01 0 8[-1 01
1

1 11 0
<1 o 2(-1 1

0 0 2|2 -3

On termine en réduisant a gauche :
1 1 1 1 0

(AlI3)«< | 01 2|-1 1

00 [1]] 1 -3

1
1] 2 |-1

0
0 <>
1

o= O O

= O O
T

On a donc prouvé que |A~t = | =3 -1




