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Les documents, calculatrices et téléphones sont interdits.

Ce devoir comporte 3 pages et est constitué de 4 exercices indépendants.

TOUTE REPONSE DOIT ETRE JUSTIFIEE. Le baréme donné est indicatif.
Le soin apporté & la rédaction et aux dessins sera pris en compte.

Exercice 1. (5 points)

On considére 'application linéaire f : R* — R? associée a la matrice A = dans les
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bases canoniques, oil a, b et ¢ sont des paramétres réels.
1. Déterminer la dimension de I'image de f en fonction de la valeur c.

2. En utilisant le théoréme du rang (a énoncer proprement), déterminer la dimension du noyau de
f en fonction de c.

3. Pour quelle(s) valeur(s) de ¢ I'application f est-elle surjective ? injective ?

4. Déterminer des constantes a, b et ¢ telles que (3,2,1,0) engendre le noyau de f.

Exercice 2. (5 points)
On considére les sous-espaces vectoriels de R?* suivants :

o E = Vect(ui,us,u3) avec uj = (1,2,—3,4), up = (—1,0,3,0) et u3 = (0,1,0,2).
o F,={(z,y,2,t) eERY |z +y+2=0et t=ay}, avec a € R.

1. Déterminer la dimension et une base de E.
2. Déterminer la dimension et une base de F' en fonction du paramétre a.
3. On suppose que a = 3, montrer que E et F3 sont supplémentaires.

4. Pour a = 2, déterminer 'intersection £ N F5.

Exercice 3. (5 points)
Dans R3, on considére les vecteurs uj = (1,2,1), uh = (0,1,1) et b = (—=1,1,1). Soient Bs la base
canonique de R? et B la famille B = (171), b, 173>)
1. Montrer que B est une base de R?.
2. Déterminer la matrice de passage de Bs a B, puis la matrice de passage de B & Bs.
3. Déterminer les coordonnées (2,3, 2') dans B du vecteur @ de coordonnées (z,y, z) dans Bs.
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. Déterminer une équation cartésienne du plan P = Vect(tTl> ,175) dans la base B, puis dans la

base Bs.

Exercice 4. (7 points) 3 9 —9
Soit f I’application linéaire associée, dans la base canonique de R?, a la matrice M = |2 0 0
3 3 -3

Calculer M?, la matrice associée & f o f.

Montrer que la matrice associée & f o f o f est nulle.
Déterminer la dimension et donner une base de ker(f o f).
Déterminer un vecteur 7 € R3 tel que f o f(?) # 0.

Montrer que la famille (?, f(@), fo f(?)) est une base de R3.

Sans calcul, donner ’expression de la matrice de f dans cette nouvelle base.
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