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Feuille d’exercices n°3
DROITES ET PLANS VECTORIELS, SYSTEMES LINEAIRES

Exercice 1 - Droites et plans vectoriels.
1. Soit ¥ = (2,3) un vecteur de R2.
(a) Donner une équation cartésienne de D, la droite engendrée par .

(b) Montrer que les vecteurs de R? dont les coordonnées satisfont cette équation sont les vecteurs
AT, pour tout A € R.

2. Soient @ = (1,0, —1) et ¥ = (0,1, —1) des vecteurs de R? et P le plan engendré P = Vect(d, 7).

Montrer que les vecteurs de P sont ceux dont les coordonnées vérifient x + y + z = 0.

3. Déterminer des vecteurs U’ et v’ engendrant le plan P’ C R3 défini par I'équation . —y—3z = 0.
4. Déterminer un systéme linéaire (S) vérifié uniquement par les vecteurs de P N P’.

5. Donner un systéme linéaire échelonné réduit équivalent a (5).

6. Résoudre ce systéme et en déduire que l'intersection PN P’ est une droite de R? dont on donnera
un vecteur générateur.

Exercice 2 - Vecteurs générateurs vs équations cartésiennes.

1. Donner deux vecteurs engendrant le plan P d’équation = + 2y + 3z = 0 dans R>.

2. Donner une équation cartésienne du plan de R3 engendré par v = (1,1,2) et 5 = (—-1,2,1).

3. Donner un systéme d’équations cartésiennes de la droite de R3 engendrée par U = (1,2,-1).

Indication. Pour un point (z,y, z) de la droite, exprimer y (resp. z) en fonction de x.

Exercice 3 - Résolution de systémes.

1. Pour les systémes suivants, déterminer un systéme linéaire échelonné réduit équivalent, donner
le nombre de solutions, puis résoudre le systéme.

r—3y+z—1t=0

z+y+z=1
r+2y=3 —r4+2y—z—2t=1
(51) ; (82)q 2z —y+32=-1, (5)
dr +5y =6 —3r+Ty—3z—-3t =2
or —4y +8z2=—4

—x—z2—8 =4
2. Reformuler ces systémes en termes de combinaisons linéaires de vecteurs de R™.

Exercice 4 - Spécial Saint- Valentin.

Charles a prévu d’acheter des fleurs a Catherine. Comme il est d’un naturel plutot précis, il
prévoit de dépenser exactement 24 € en achetant précisément deux douzaines de fleurs. Le fleuriste
lui propose des iris (& 3 €), des roses (& 2 €) et des ceillets (& 0,5 €). Charles sait que Catherine
adore les iris ; que doit-il faire ?

Exercice 5 - Systéemes a paramétres.

Soit m € R un paramétre. En discutant suivant les valeurs de m, résoudre :

+my =0
ey (S9) —x4+y+2z=1, (53) r—y+5z=2

r4+y+3z=1 r—2y+3z=1
(S){
r—y+mz=1 2v —by+4z=m+2

mr+y=0"



Exercice 6 - Vrai-fauzr. Déterminer si les énoncés suivants sont vrais ou faux en justifiant votre
réponse.

1. Il existe un systéme linéaire de trois équations et trois inconnues qui posséde exactement trois
solutions.

2. Il existe un systéme a quatre équations et trois inconnues qui posséde exactement une solution.
3. Il existe un systéme a trois équations et quatre inconnues qui posséde exactement une solution.

4. Un systéme linéaire avec strictement moins d’inconnues que d’équations posséde, ou bien une
infinité de solutions, ou bien aucune.

5. Un systéme linéaire avec strictement moins d’équations que d’inconnues posséde, ou bien une
infinité de solutions, ou bien aucune.
Exercice 7 - Systémes et matrices (augmentées).

Mettre les systémes suivants sous forme d’une matrice augmentée (A | Ym) puis les résoudre en
fonction de m. On spécifiera le rang de A :

r+y+2z=3 r+2z=1
r+2y+z2z=1 et —y+z2=2
3z+5y+4z=m x—2y=m

Exercice 8 - Conditions de compatibilité et systémes d’équations cartésiennes.
Dans R*, on considére le plan P = Vect(?, E?) engendré par les vecteurs
T =(1,2,-3,1) et W=(1,-1,1,-3).
1. Montrer qu’'un vecteur U = (z,1,2,t) de R* est dans P si et seulement si un certain systéme
linéaire (S4) est compatible. On en spécifiera les inconnues.
Indication. Ecrire W comme combinaison linéaire de ¥ et .

2. Montrer que le systéme (S—) est compatible si et seulement si @ = (x,y, z,t) est solution d’un
certain systéme linéaire homogeéne (S5).

3. En déduire un systéme d’équations cartésiennes de P.

4. Procéder de méme pour trouver un systéme d’équations cartésiennes du plan P’ engendré par
les vecteurs v = (1,2,3,4) et W' = (1,—2,3,—4).

EXERCICES BONUS

Exercice 9 - Systéme a paramétre.
Soit a € R un paramétre. En discutant suivant les valeurs de a, résoudre :
r+y+z=1—-a
(S)Q ax+ (1 —a)y+ (1 —a)z = a?

ax+ (1+a)y+(1+a)z=a—a

Exercice 10 - Rang d’un systéeme linéaire.
1. Déterminer le rang du systéme suivant en fonction des valeurs des paramétres a, b, ¢, a, 5, 7 :
T+ ay+ a’z =«
() z+by+b*2=73
T +cy—+ Pz = ¥

2. Discuter l'existence et 'unicité des solutions, sans les calculer.



