Invariants spectraux et morphisme de Seidel
(avec applications)

Rémi Leclercq
11 décembre 2018

Laboratoire de Mathématiques d'Orsay



Propriétés de rigiditée de trucs symplectiques
grace a des techniques dures

Rémi Leclercq
11 décembre 2018

Laboratoire de Mathématiques d'Orsay



Des trucs symplectiques



- Variété symplectique (M,w) (ex. surface + forme volume)
i.e. w2-forme fermée non-dégéneéree



- Variété symplectique (M,w) (ex. surface + forme volume)
i.e. w2-forme fermée non-dégéneéree

- Le groupe des symplectomorphismes Symp(M ,w)
l.e. ¢ € Diff(M) tel que p*w =w



- Variété symplectique (M,w) (ex. surface + forme volume)
i.e. w2-forme fermée non-dégéneéree

- Le groupe des symplectomorphismes Symp(M , w)
l.e. ¢ € Diff(M) tel que p*w =w

- Le sous-groupe des diffeomorphismes hamiltoniens
Ham(M,w) i.e. ¢, engendré par H: [0,1] x M— R
(H ~ Xy tel que —dH; =w(Xy, ) et Xp ~ (o)1)



- Variété symplectique (M,w) (ex. surface + forme volume)
i.e. w2-forme fermée non-dégéneéree

- Le groupe des symplectomorphismes Symp(M , w)
l.e. ¢ € Diff(M) tel que p*w =w

- Le sous-groupe des diffeomorphismes hamiltoniens
Ham(M,w) i.e. ¢, engendré par H: [0,1] x M— R
(H ~ Xy tel que —dH; =w(Xy, ) et Xp ~ (o)1)

- Les sous-variétés symplectiques



- Variété symplectique (M,w) (ex. surface + forme volume)
i.e. w2-forme fermée non-dégéneéree

- Le groupe des symplectomorphismes Symp(M , w)
l.e. ¢ € Diff(M) tel que p*w =w

- Le sous-groupe des diffeomorphismes hamiltoniens
Ham(M,w) i.e. ¢, engendré par H: [0,1] x M— R
(H ~ Xy tel que —dH; =w(Xy, ) et Xp ~ (o)1)

- Les sous-variétés symplectiques

- Les sous-variétés coisotropes et isotropes



- Variété symplectique (M,w) (ex. surface + forme volume)
i.e. w2-forme fermée non-dégéneéree

- Le groupe des symplectomorphismes Symp(M , w)
l.e. ¢ € Diff(M) tel que p*w =w

- Le sous-groupe des diffeomorphismes hamiltoniens
Ham(M,w) i.e. ¢, engendré par H: [0,1] x M— R
(H ~ Xy tel que —dH; =w(Xy, ) et Xp ~ (o)1)

- Les sous-variétés symplectiques

- Les sous-variétés coisotropes et isotropes

- Les sous-variétés lagrangiennes (ex. un lacet plonge),
l'ensemble Leam(L)
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Définition (Technique dure)
Technique qui utilise des courbes pseudo-holomorphes
[Gromov 85]

Exemple (parangons!)
Homologie de Morse + courbes pseudo-holomorphes
- Homologie de Floer HF(M ,w), HF(L) [Floer 88-89]
puis Hofer-Salamon, Oh, Seidel, Fukaya-Oh-Ohta-0no, ...
- Homologie quantique HQ(M ,w), HQ(L)
TTQC : Vafa, Witten (1991), GS : Ruan-Tian (1995), Kontsevich-
Manin, Biran—-Cornea, ...



Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z{Crit(f))




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z{Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z{Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).

- (f,g) Morse-Smale, différentielle
Ox = #lignes de flot isolées sortant de x




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M;; f) = Z/2Z{(Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).
- (f,g) Morse-Smale, différentielle
O : CM(M; f) —> CMa(M;f); Ox =32 #M(X,y:f.9) -y




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z(Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).
- (f,g) Morse-Smale, différentielle
Oy : CM(M; ) —> CMuq(M; f) 5 Ox =30 #M(X, Vi f.9) -y
- 0?=0:
HM.(M) = H.(CM(M; f), 05 g) = ker Oy /im O 41




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z(Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).
- (f,g) Morse-Smale, différentielle
Oy : CM(M; ) —> CMuq(M; f) 5 Ox =30 #M(X, Vi f.9) -y
- 0?=0:
HM.(M) = H.(CM(M; f), 05 ¢) = ker O /im s 11 ~ H.(M)




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z(Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).
- (f,g) Morse-Smale, différentielle
Oy : CM(M; ) —> CMuq(M; f) 5 Ox =30 #M(X, Vi f.9) -y
- 0?=0:
HM.(M) = H.(CM(M; f), 05 ¢) = ker O /im s 11 ~ H.(M)

Exemple (la sphére)




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z(Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).
- (f,g) Morse-Smale, différentielle
Oy : CM(M; ) —> CMuq(M; f) 5 Ox =30 #M(X, Vi f.9) -y
- 0?=0:
HM.(M) = H.(CM(M; f), 05 ¢) = ker O /im s 11 ~ H.(M)

Exemple (la sphére)
P2 R




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z(Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).
- (f,g) Morse-Smale, différentielle
Oy : CM(M; ) —> CMuq(M; f) 5 Ox =30 #M(X, Vi f.9) -y
- 0?=0:
HM.(M) = H.(CM(M; f), 05 ¢) = ker O /im s 11 ~ H.(M)

Exemple (la sphére)
P2 R

CMo(S; Z/2Z) = Z/2Z{po)
CMy(S: Z/2Z) = Z./2Z(p2)




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z(Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).
- (f,g) Morse-Smale, différentielle
Oy : CM(M; ) —> CMuq(M; f) 5 Ox =30 #M(X, Vi f.9) -y
- 0?=0:
HM.(M) = H.(CM(M; f), 05 ¢) = ker O /im s 11 ~ H.(M)

Exemple (la sphére)
P2 R

CMo(S; Z/2Z) = Z/2Z{po)
CMy(S: Z/2Z) = Z./2Z(p2)

Po




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z(Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).
- (f,g) Morse-Smale, différentielle
Oy : CM(M; ) —> CMuq(M; f) 5 Ox =30 #M(X, Vi f.9) -y
- 0?=0:
HM.(M) = H.(CM(M; f), 05 ¢) = ker O /im s 11 ~ H.(M)

Exemple (la sphére)
p2 R
CMo(S; Z/2Z) = 7./ 2Z{po)

CMy(S; Z/2Z) = Z/2Z{p)
f 0=0

Po




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z(Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).
- (f,g) Morse-Smale, différentielle
Oy : CM(M; ) —> CMuq(M; f) 5 Ox =30 #M(X, Vi f.9) -y
- 0?=0:
HM.(M) = H.(CM(M; f), 05 ¢) = ker O /im s 11 ~ H.(M)

Exemple (la sphére)
p2 R
CMo(S; Z/2Z) = 7./ 2Z{po)

CM,(S; Z/27) = 7./2Z{p,)
f 0=0

HM(S; Z/27) = 7.]27.(po)
HM,(S; Z/2Z) = Z/2Z(p,)

Po




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z(Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).
- (f,g) Morse-Smale, différentielle
Oy : CM(M; ) —> CMuq(M; f) 5 Ox =30 #M(X, Vi f.9) -y
- 0?=0:
HM.(M) = H.(CM(M; f), 05 ¢) = ker O /im s 11 ~ H.(M)

Exemple (fa-sphére le coeur)




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z(Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).
- (f,g) Morse-Smale, différentielle
Oy : CM(M; ) —> CMuq(M; f) 5 Ox =30 #M(X, Vi f.9) -y
- 0?=0:
HM.(M) = H.(CM(M; f), 05 ¢) = ker O /im s 11 ~ H.(M)

Exemple (fa-sphére le coeur)
P2 p5 R
CMo(S; Z/2Z) = Z./2Z(po)

CM1(S; Z/2Z) = Z.)2Z.(p1)
f CM,(S; Z/2Z) = Z/2Z{p>, p})




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z(Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).
- (f,g) Morse-Smale, différentielle
Oy : CM(M; ) —> CMuq(M; f) 5 Ox =30 #M(X, Vi f.9) -y
- 0?=0:
HM.(M) = H.(CM(M; f), 05 ¢) = ker O /im s 11 ~ H.(M)

Exemple (fa-sphére le coeur)
P2 p5 R
CM1(S: 2,/22) = Z,/2Z(p1)
f CM(S; Z/2Z) = Z/2Z(p2, P3)
------------------------------ — .| @pe=0
Op1=2po =0
p; = p1 = 9p,

Po




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z(Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).
- (f,g) Morse-Smale, différentielle
Oy : CM(M; ) —> CMuq(M; f) 5 Ox =30 #M(X, Vi f.9) -y
- 0?=0:
HM.(M) = H.(CM(M; f), 05 ¢) = ker O /im s 11 ~ H.(M)

Exemple (fa-sphére le coeur)

p2 5 R

p1 CMo(S: Z/2Z) = Z./2Z{po)

i CM(S;Z2/2Z) = Z./27(p1)

f CM,(S;Z/2Z) = Z/2Z{p>, pj)

............... b | — = 2| Gpg=0

Op1 =2py =0
p; = p1 = 9p,

HMo(S; Z/2Z) = Z./2Z(po)
HM;(S; Z/2Z) = 0

HM,(S; Z/2Z) = Z/2Z{p; + p})

Po




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z(Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).
- (f,g) Morse-Smale, différentielle
Oy : CM(M; ) —> CMuq(M; f) 5 Ox =30 #M(X, Vi f.9) -y
- 0?=0:
HM.(M) = H.(CM(M; f), 05 ¢) = ker O /im s 11 ~ H.(M)

Exemple (fa-sphére le canard)

exo !




Homologie de Morse = Z/27Z-ev gradué associé a (f, g)
- f: M— R Morse, CM(M; f) = Z/2Z(Crit(f))
- graduation via indice de Morse : CM(M; f).
- (f,g) Morse-Smale, différentielle
Oy : CM(M; ) —> CMuq(M; f) 5 Ox =30 #M(X, Vi f.9) -y
- 0?=0:
HM.(M) = H.(CM(M; f), 05 ¢) = ker O /im s 11 ~ H.(M)

Exemple (fa-sphére le canard)

exo !
[Abbondandolo-Schlenk 17]

Résultat :

HM(S; Z/2Z) ~ 7./27.
HM (S; Z/2Z) = 0
HM,(S; Z/2Z) ~ 7./27.
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@ —V9f CM(L; f) = Z/2Z{Crit(f))
Graduation = indice de Morse
% q L 0f ¢ compte les lignes de flot gradient

9),4=0

@y

@

L

CF(L; H) = Z/2Z(Crit(Ap))

Graduation = indice de Conley-Zehnder
Oy, compte les lignes de flot
i.e. trajectoires de Floer dsu + JO:u — JXy(u) = 0

—VYf

p q

CQ(L:f,J) = Z/2Z(Crit(f))
Graduation = indice de Morse
5 ¢, compte des chaines de perles (sans perles !)

“trés facile”

L asphérique
HM(L) ~ HF(L)
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Théoreme (L.~Zapolsky 2018)
Le tore de Chekanov de CP? et le tore exotique de S? x S? sont

super-lourds.

Corollaire
Ils ne sont déplacables par aucun symplectomorphisme'!

Remarque
Ces exemples étaient connus (resp. Wu 2012, et

Eliashberg—Polterovich 2010)
Ils montrent la pertinence des invariants spectraux lagrangiens

£: HQ.(L) x C°(M x [0,1]) — RU {—o0}
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L C (M,w) lagrangienne et ¢ € Ham(M,w) tel que (L) = L.
Quels isomorphismes (¢|.)«: Hs«(L) = H.(L) cela produit-il?

Remarque (triviale)
Si Hi(L) —— H.(M), (¢|)« =1d. Mais sinon?

Exemple (Yau 09)
T? le tore de Chekanov de CP?, il existe ¢ € Ham(CP?) tel que
(olp2)« # 1d.

Théoréme (Hu-Lalonde-L. 11)
Si L est symplectiquement aspherique, (¢|.)x = 1d.

Exemple ) )
L lacet de classes d’homotopie non nulle, d’homologie nulle

dans X : pour tout ¢ € Ham(X, x X3), (¢]ixL)« = Id.
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Lemme o
Si L est aspherique, @, = Id.

Théoréme (McDuff-Tolman 06, Anjos-L. 18)

(M,w) = variete symplectique, torique, de dimension 4, NEF
Son morphisme de Seidel est compliqué mais calculable
explicitement.

Corollaire o .
L'anneau HQ.(M ,w) se calcule explicitement et le potentiel de
Landau-Ginzburg de (M ,w) egalement.

Corollaire (Anjos-L. 17) o _

Le morphisme de Seidel de certains eclatements en 2 points de
CP' x CP' n'est pas injectif.

Corollaire (Anjos-L. 17) . S
Le morphisme de Seidel des surfaces d’Hirzebruch est injectif.
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Géometrie symplectique C°

Théoréme (Gromov-Eliashberg)
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Théoréme (Gromov-Eliashberg)
Un diffeomorphisme obtenu comme limite C° de

symplectomorphismes est un symplectomorphisme
Définition

Homéomorphisme symplectique = limite C° de
symplectomorphismes

Définition (Miiller-Oh 07)
Haméotopie ¢ = limite C° d’isotopies hamiltoniennes ¢y,

dont les générateurs H, convergent vers H € CO(R/Z x M).

Théoréme (Miiller-Oh + Viterbo) ‘
H induit une unique hameotopie ¢ et vice-versa.
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Définition
C C (M,w) est coisotrope si TC D (TC)*v
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Remarque
- Laudenbach-Sikorav (lagrangiennes, 94) et Opshtein (hy-
persurfaces, 09) : méme combat
- Resultat local
- (C) est lisse, p(F¢) lisse
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Théoréeme (Humiliére-L-Seyfaddini 15b)
C C (M,w) coisotrope, ¢y haméotopie engendrée par H € C°.

H|c fonction du temps <= ¢y(C) = C et ¢}, (p) € F(p).

Corollaire : Unicité des générateurs continus.
C=M: ¢}, =1d < H fonction du temps. O

Corollaire : Rigidité coisotrope.
- Caracterisation via fonctions lisses sur M
C’ coisotrope si ¢y(C") = C' pour tout H € C*(M) t.q. H|¢» = ¢o
et localement F/(p) = {¢!,(p) |t > 0,H € C>®(M), H|c = 0}.
- (" =(C) lisse et H € C*°(M) t.q. H|cr = Co.
~ K =Ho: K|c = co avec C coisotrope, mais K € CO(M).
- K générateur continu de 'haméotopie : ¢px = ¢~ "oyt
On peut donc appliquer le théoréme (=) si dessus sur C. O
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/./—\ inégalité énergie-capacité “classique”
2
L Ber $n(L) oscy(Hn) > (L, ny (L)) > %5

ﬁ Be = osc (H) > %/2 >0!

- “Everything is a Lagrangian submanifold!” A. Weinstein
Fo(0) ={(0,...,0,Xp_ps1s---,Xn; 0,...,0)} C R¥"
est l'intersection des n — k lagrangiennes
No={(1,.. ., X-1,0,Xj19, ..., Xn; 0,...,0,¥;,0,...,0)}
pour1<i<n-—~k O

Démonstrationde <. -
Meéme esprit mais avec inégalite énergie-capacité “duale” O
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Question N
Quotienter C par F definit une varieté symplectique C.

Rigiditée coisotrope : si 1(C) est lisse, 1) descend a C.
A quel point 'lhoméomorphisme induit 1 est-il symplectique ?

Proposition (facile!)
Si 1 est lisse, ¢ est un symplectomorphisme.

Théoréme (Buhovsky-Opshtein 16)
Si C hypersurface, ¢ “ne tasse pas”

Théoréme (Humiliére-L~Seyfaddini 16)
Si C = T?k+R dans T2 Rki+k) o) préserve la capacité spectrale.

Remarque (Corollaire de Ekeland-Hofer 89)
Un diffeo est (anti-)symplectique <= il préserve une capacité.
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- Avec S. Sandon, invariants spectraux de contact.

- Modules de persistence et suites spectrales de
Barraud-Cornea.

- Avec A. Abbondandolo, opérations sur les modules de
persistence comme modules de persistence.




Merci!
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