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(M,w) variété symplectique
H: M — R induit w(Xy, —) = —dH et 8:0L, = Xu(ok)

Théorie de Floer hamiltonienne
Etude de Ham(M, w).
Ham(M,w) = {¢|3H tel que ¢ = ¢} }.

Distance de Hofer : d(id, ¢) = min{||H||| ¢ = ¢},}.
Les intersections lagrangiennes

Etude Ham(M, w; Lg) (Lo lagrangien donné).
Ham(M,w; Ly) = {L|3¢p € Ham(M, w) tel que ¢(Lo) = L}.
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Motivation

(M,w) variété symplectique
H: M — R induit w(Xy, —) = —dH et 8:0L, = Xu(ok)

Théorie de Floer hamiltonienne
Etude de Ham(M, w).
Ham(M,w) = {¢|3H tel que ¢ = ¢} }.

Distance de Hofer : d(id, ¢) = min{||H| | ¢ = <75}-/}

Les intersections lagrangiennes
Etude Ham(M, w; Lg) (Lo lagrangien donné).
Ham(M,w; Lg) = {L| 3¢ € Ham(M, w) tel que ¢(Lo) = L}.

Distance de Hofer : V(Lo, L) = min{||H|| | ¢},(Lo) = L}.
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» Schwarz (cas symplectiquement asphérique)
» Oh (cas général)

» Cas du cotangent : Oh et Milinkovi¢.

Résultats

» Extension au cas lagrangien (plus général),
avec utilisation du PSS (approche de Schwarz).
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Invariants spectraux

Contexte
» Cadre des fonctions génératrices : Viterbo (R?").
» En homologie de Floer Hamiltonienne,

» Schwarz (cas symplectiquement asphérique)
» Oh (cas général)

» Cas du cotangent : Oh et Milinkovi¢.

Résultats
» Extension au cas lagrangien (plus général),
avec utilisation du PSS (approche de Schwarz).

» Utilisation des suites spectrales de Barraud—Cornea et
définition d'invariants spectraux d'ordre supérieur.
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Homologie de Morse

L" variété lisse, (f, g) une paire Morse-Smale.
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Homologie de Morse

Exemple en images

L = S?, fonction hauteur.

4 générateurs de I'homologie.
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Homologie de Morse

Exemple en images

L = S?, fonction hauteur.

La différentielle

> dp1=2py =0

p1 (indice 1)
Correspond & une 1-cellule (un intervalle)
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Homologie de Morse

Exemple en images

L = S?, fonction hauteur.

La différentielle

» Jpo =0

> dp1=2py =0

> opy=p1 (i=1,2)

pa et p3 (indice 2)
Correspondent & deux 2-cellules (deux disques)
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Homologie de Morse

Exemple en images

L = S2, fonction hauteur.

HMo(L; f,g) = Zo(po)
HMI(L; f’g) = 0

HMo(L; f,g) = Zo(p3 + p3)
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Nombres spectraux (Morse)

Filtration : CMY := Zy(p € Critf| f(p) < v)

o(a) = min{v|a € im(iy : HMY(L; f,g) — HM,(L; f,g))}
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Nombres spectraux (Morse)

Filtration : CMY := Zy(p € Critf| f(p) < v)

o(a) = min{v|a € im(i¥ : HMY(L; f,g) — HM,(L; f,g))}

b<o(a)<a
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Suite spectrale mEese

lagrangiens

Rémi Leclercq

Une suite spectrale est un livre

> les pages sont des complexes de chaines bigradués
> la différentielle de la page r est de degré (—r,r — 1)

» |'homologie de la page r donne les modules de la page Sufte esadls
r+1

r=2 r=3
ker(d~)/im(d™)
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Suite spectrale

Constructions classiques

Théoréme

Tout module différentiel gradué filtré (C,, d, F.) induit une
suite spectrale E = (E] ,,d") telle que

Ep 4~ Hprq(FpCy/Fp- 1C. )- De plus, si la filtration est
bornée alors E converge vers H(C,, d), i.e.

E,?fq ~ FpHpiq(Ci, d)/Fp1Hpiq(Cs, d).

Théoreme (Leray—Serre)

Soit ¢ : E — B une fibration de fibre F, connexe, de base B
(complexe CW), connexe par arcs. Il existe une suite
spectrale de premier quadrant, (E[ ., d") convergeant vers
H.(E, G), avec qu ~ H,(B, H, (F G)), I'homologie de B
avec coefhicients locaux dans I'homologie de la fibre F.
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Suite spectrale de Barraud—Cornea

Construction

Soit L une variété lisse et (f, g) paire Morse-Smale
Lignes de flot vues comme lacets
» w chemin plongé dont I'image contient Crit(f)
> on considére L = L/im(w)

Une ligne de flot est ainsi vue comme un élément de Q’{*}Z
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Suite spectrale de Barraud—Cornea

Construction
Soit L une variété lisse et (f, g) paire Morse-Smale
Lignes de flot vues comme lacets

» w chemin plongé dont I'image contient Crit(f)

> on considére L = L/im(w)

Une ligne de flot est ainsi vue comme un élément de Q’{*}L
Variétés connectantes vues comme des chaines cubiques
> systéme de chaines représentant M(f,g) :

dpq < Mp,q(fag)

» complexe cubique R, := S.(Q'L)

R. est un module différentiel admettant un produit
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Suite spectrale de Barraud—Cornea

Construction
On enrichit le complexe de chaines usuel par cet anneau
(C«(L; f,g),d) = (R« ®@ CM,(L; f,g),d)

d(a®p):8a®p+2[(a-apq)®q]
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Suite spectrale de Barraud—Cornea

Construction

On enrichit le complexe de chaines usuel par cet anneau

(Ci(L; f,g),d) = (R« ® CM(L; f,g),d)

d(a®p):8a®p+2[(a-apq)®q]

[l admet une filtration (par le degré)

FiCe = R ® (Crity(f) | j < K)z, = PR, ® CM(Li f, g)
J<k

Définition

La suite spectrale de Barraud—Cornea associée 3 L et 3 la
paire (f,g) est la suite spectrale obtenue de cette filtration.
Elle est dénotée EM(L; f, g).
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Suite spectrale de Barraud—Cornea mEese

lagrangiens

Propriétés
Rémi Leclercq

On suppose L simplement connexe.

Suites spectrales

1. Si la différentielle de la page r est non triviale, il existe
des points critiques p et g tels que
> leur différence d'indice de Morse est r,
» leur variété connectante est non vide.




Suite spectrale de Barraud—Cornea

Propriétés

On suppose L simplement connexe.

1. Si la différentielle de la page r est non triviale, il existe
des points critiques p et g tels que

> leur différence d'indice de Morse est r,
» leur variété connectante est non vide.

2. EM"(L; f,g) est isomorphe a E"(L) (r > 2). Donc
> la page 2 est isomorphe au produit tensoriel
EM§7q(L; f,g) ~ Hq(QL) ® Hp(L),
> la page "limite" est triviale.
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Nombres spectraux d'ordre supérieur

(version Morse)

homologiques / ordre 2

ordre supérieur
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Nombres spectraux d'ordre supérieur

(version Morse)

homologiques / ordre 2

Filtration du complexe
usuel par f : CMY

Zy(p € Critf|f(p) < v)
il H(CMY — CM,)

ordre supérieur
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Nombres spectraux d'ordre supérieur

(version Morse)

homologiques / ordre 2

Filtration du complexe
usuel par f : CMY

Zy(p € Critf|f(p) < v)
il H(CMY — CM,)

ordre supérieur

Filtration du complexe
enrichi par f : CY

R.®Zy(p € Critf| f(p) < v)
iV E(CY — Cy)
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Nombres spectraux d'ordre supérieur

(version Morse)

homologiques / ordre 2

Filtration du complexe
usuel par f : CMY

Zy(p € Critf|f(p) < v)
il H(CMY — CM,)

Homologie H.(L).

ordre supérieur

Filtration du complexe
enrichi par f : CY

R.®Zy(p € Critf| f(p) < v)

iV E(CY — Cy)
Suite spectrale E(L).
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Nombres spectraux d'ordre supérieur

(version Morse)

homologiques / ordre 2

Filtration du complexe
usuel par f : CMY

Zy(p € Critf|f(p) < v)
il H(CMY — CM,)

Homologie H.(L).

ordre supérieur

Filtration du complexe
enrichi par f : CY

R.®Zy(p € Critf| f(p) < v)

iV E(CY — Cy)
Suite spectrale E(L).

Définition (nombres spectraux homologiques)

Pour 0 # o € HM,(L; f, g),

o(a) = min{v|a € im(i})}.

Invariants
spectraux
lagrangiens

Rémi Leclercq

Nombres
spectraux d'ordre
supérieur




Nombres spectraux d'ordre supérieur

(version Morse)

homologiques / ordre 2

Filtration du complexe
usuel par f : CMY

Zy(p € Critf|f(p) < v)
il H(CMY — CM,)

Homologie H.(L).

ordre supérieur

Filtration du complexe
enrichi par f : CY

R.®Zy(p € Critf| f(p) < v)

iV E(CY — Cy)
Suite spectrale E(L).

Définition (nombres spectraux d'ordre supérieur)

Pour 0 # o € EML(L; f,g),

o"(a) = min{v|a € im(i})}.
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Nombres spectraux d'ordre supérieur mEese

lagrangiens

Exemple de S2 x §* avec f, somme des fonctions "hauteur"
Rémi Leclercq
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Invariants

Nombres spectraux d’ordre supérieur spactraux

lagrangiens

Exemple de S2 x §* avec f, somme des fonctions "hauteur"
Rémi Leclercq

pe = (max(f2), max(fz)), o _ Pe

ps = (min(f), max(f1)), Pa <j \5\\
p2 = (max(fp), min(f1)), .
po = (min(%), min(f)) 7 o —a

& 8

Po P2 Ps  Pe Po pa
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lagrangiens

Exemple de (5% x $*)#(S® x S*)pz, avec f = fiy#fy

Rémi Leclercq

Pe
ﬂ—\ B2
1 2
Py Py
K Nomb
1 2 ombres
P2 P2 e
& P 2




Nombres spectraux d'ordre supérieur mEese

lagrangiens

Exemple de (5% x $*)#(S® x S*)pz, avec f = fiy#fy

Rémi Leclercq

Pe
ﬂ—\ B2
1 2
Py Py
K Nomb
1 2 ombres
P2 P2 e
i [e%3
Po
B1 B2

> comme précédemment : 02(o; @ py) = o(p}) = f;)(ph)







Nombres spectraux d'ordre supérieur
Exemple de (5% x $*)#(S® x S*)pz, avec f = fiy#fy

[e%1 a2
ﬂ—\ Pe /m
il
p3 p3
[6%] [0%]
81 Po B2

> comme précédemment : 02(o; @ py) = o(p}) = f;)(ph)
> de plus 9?(c; ® p}) =0 et Ops = a1 ® p; + az @ p3
» donc a la page 3 : [a; ® pi] = [a2 ® p2] # 0
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Nombres spectraux d'ordre supérieur
Exemple de (5% x $*)#(S® x S*)pz, avec f = fiy#fy

P AN
pi P
.
P> P%
[6%] [0%]
0
51 P B2

> comme précédemment : 02(o; @ py) = o(p}) = f;)(ph)
> de plus 9?(c; ® p}) =0 et Ops = a1 ® p; + az @ p3
» donc a la page 3 : [a; ® pi] = [a2 ® p2] # 0

L'invariant spectral associé a a1 ® pi est
o3(a1 @ p3) = min{fyy(p2). fiz (P3)}-

Invariants
spectraux
lagrangiens

Rémi Leclercq

Nombres
spectraux d'ordre
supérieur







La théorie de Floer (lagrangienne)

Le contexte plus précis de ce travail

Les objets de base

» (M?" w) compacte ou convexe a l'infini
» L et L’ lagrangiens tels que

» L et L’ sont compactes

> w|7rz(MJ-) =0
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Le contexte plus précis de ce travail

Les objets de base

» (M?" w) compacte ou convexe a l'infini
» L et L’ lagrangiens tels que

» L et L’ sont compactes

> w|7rz(MJ-) =0

» nun cheminde L a L’
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La théorie de Floer (lagrangienne)

Le contexte plus précis de ce travail

Les objets de base

» (M?" w) compacte ou convexe a l'infini
» L et L’ lagrangiens tels que
» L et L’ sont compactes
> w|7rz(MJ-) =0
» nun cheminde L a L’
» une paire (H,J)
> régularité
» LN gh(L) transverse
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La théorie de Floer (lagrangienne) e

lagrangiens

Le contexte plus précis de ce travail
Rémi Leclercq

Les objets de base

» (M?" w) compacte ou convexe a l'infini
» L et L’ lagrangiens tels que

» L et L’ sont compactes

> Wlram.) =0

. . , Théorie de Floer

» 1 un cheminde La L
» une paire (H,J)

> régularité

» LN gh(L) transverse

Po(L, L") ={y € C=(I,M)[7(0) € L, v(1) € L', [v] = [n]}




La théorie de Floer (lagrangienne) e

lagrangiens

Le contexte plus précis de ce travail
Rémi Leclercq

Les objets de base

» (M?" w) compacte ou convexe a l'infini
» L et L’ lagrangiens tels que

» L et L’ sont compactes

> Wlram.) =0

. . , Théorie de Floer

» 1 un cheminde La L
» une paire (H,J)

> régularité

» LN gh(L) transverse

Py(L. L) = [y € C¥(1 M) 1(0) € L A(1) € L', [1] = [i]}
Apin(7) = — / ot // H(tA(t)) dt

/




Homologie de Floer (lagrangienne)
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Homologie de Floer (lagrangienne)

On construit le complexe de chaines (CF.(L,L";n, H,J),d)
> générateurs : orbites du champ de vecteurs hamiltonien
(dans la classe d’"homotopie de 7)
Crit(.A) ou Z(L,L";n, H) ou Z(n, H),
> graduation : indice de Maslov (4[,m,1) = 0),

» différentielle : compte les trajectoires de Floer entre les
orbites.
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Homologie de Floer (lagrangienne) mEese

lagrangiens

Rémi Leclercq

On construit le complexe de chaines (CF.(L,L";n, H,J),d)

> générateurs : orbites du champ de vecteurs hamiltonien
(dans la classe d’"homotopie de 7)
Crit(.A) ou Z(L,L";n, H) ou Z(n, H),

> graduation : indice de Maslov (4[,m,1) = 0),

Hermel e

» différentielle : compte les trajectoires de Floer entre les
orbites.

Compactification et recollement : 909 =0

HF.(L,L";n,H,J) : = H(CF.(L,L";n,H,J),0)
~ HM,(L; f, g) (L=1L"




Nombres spectraux lagrangiens

Définition

Théorie de Morse

Théorie de Floer
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Nombres spectraux lagrangiens mEese

lagrangiens

Définition
Rémi Leclercq
Théorie de Morse Théorie de Floer
Filtration par f : CMY Filtration par A : CF}
Zy(p € Critf|f(p) < v) Zo(x € Z(n, H)| A(x) < v)
v H(CMY — CM,) i . H(CF” — CF.)
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spectraux
Trgrangions




Nombres spectraux lagrangiens

Définition

Théorie de Morse

Filtration par f : CMY
Zo(p € Critf|f(p) < v)
iV H(CMY — CM,)

Homologie H.(L).

Théorie de Floer

Filtration par A : CF/
Zo(x € L(n, H)| A(x) <v)
i . H(CF” — CF.)
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Nombres spectraux lagrangiens

Définition

Théorie de Morse Théorie de Floer
Filtration par f : CMY Filtration par A : CF}
Zy(p € Critf|f(p) < v) Zo(x € Z(n, H)| A(x) < v)
v H(CMY — CM,) i . H(CF” — CF.)
Homologie H.(L). Homologie H.(L)

(par le PSS : ¢H).

Définition (nombres spectraux de Morse)
Pour 0 # o € HM,(L; f, g),

o(a) = min{v|a € im(i})}.
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Nombres spectraux lagrangiens

Définition

Théorie de Morse Théorie de Floer
Filtration par f : CMY Filtration par A : CF}
Zy(p € Critf|f(p) < v) Zo(x € Z(n, H)| A(x) < v)
v H(CMY — CM,) i . H(CF” — CF.)
Homologie H.(L). Homologie H.(L)

(par le PSS : ¢H).

Définition (nombres spectraux (relatifs) lagrangiens)
Pour 0 # o € HM,(L; f, g),

o(a) = min{v| ¢ (a) € im(i)}.

Ils dépendent a priori de (f,g), (H,J), n.
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Invariants

Nombres spectraux lagrangiens spactraux

- lagrangiens
Définition

Rémi Leclercq

Théorie de Morse Théorie de Floer
Filtration par f : CMY Filtration par A : CF}
Zy(p € Critf|f(p) < v) Zo(x € Z(n, H)| A(x) < v)
v H(CMY — CM,) i . H(CF” — CF.)
Homologie H.(L). Homologie H.(L)

(par le PSS : ¢H).

Nombres
spectraux
Trgrangions

Définition (nombres spectraux (absolus) lagrangiens)
Pour 0 # o € HM,(L; f, g),

c(a) = o(a) — o(1).
Ils dépendent a priori de (f,g), (H,J).
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Invariance des nombres spectraux lagrangiens

Théoréme
Les nombres spectraux lagrangiens ne dépendent que de L et

(¢1)~L(L). On définit

c(a; L, L") :=c(a; H,J) avec ¢} (L") = L.

Démonstration.
Etape 1 — Commutativité du diagramme

¢F

HM.(L; f, g) HF. (L, L; H, J)
o l -
HE(L, L ' J') ——= HF.(L, Lo; 0, J)
H/

Etape 2 — Lemme technique. O

Invariants
spectraux
lagrangiens

Rémi Leclercq

Invariance




Invariance des nombres spectraux lagrangiens

Commutativité du diagramme

Proposition

Soit (H,J) et (H',J') réguliéres telles que
> o5 = ¢t = J et
> (¢h) ML) = (¢5) ML) = Lo.

Le diagramme suivant commute :

H

HM, (L; f, g) o HF.(L,L; H,J)

¢’#’l lel

HE(L, L' J') ——= HF.(L, Lo; 0,J)

H’

Invariants
spectraux
lagrangiens

Rémi Leclercq

Invariance




Invariance des nombres spectraux lagrangiens

Commutativité du diagramme

Proposition

Soit (H,J) et (H',J') réguliéres telles que
> ¢f ) =gt = J et
> (1) (L) = (¢3,)H(L) = Lo

Le diagramme suivant commute :

i

HM.(L; f, g) HF. (L, L; H,J)

! \\ —
o J/ T~ J/le
AL

HF.(L L H' ) = HF.(L, Lo; 0, J)

H’

(mo € LN Lo, n:= br(no) et n' := b (mo))

Invariants
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Rémi Leclercq

Invariance




Invariance des nombres spectraux lagrangiens mEese

lagrangiens

Commutativité du diagramme
Rémi Leclercq

P 5

Yo
7(0) = u(—o0, —)

¢H
HM.(L; f,g) —& HF.(L,L; H, J)
sV Vot
HF.(L, L H', J') = HF.(L, Lo;0, J)

H

Invariance

Le morphisme PSS lagrangien
MEH = {(7,0) € Mp(g) x ME()] u(~o0,~) = (0)}
Le PSS gb’f" :HM.(L; f,g) — HF.(L,L; H,J) est induit par

of(p) == #2 ML - x




Invariance des nombres spectraux lagrangiens

Commutativité du diagramme

P 5

Yo

7(0) = u(—o00,-)

HM(Lfg)‘>HF(LLHJ) <1>H
o'V Vot
HF.(L,L; H' J’) > HF*(L Lo; 0, J)

ox
,'y
L

Le morphisme de naturalité
b { PV P
' x = [t oh(x(1))]

Pour n = by(n'), by identifie Z(L, L";7n',0) et Z(L, L';n, H).
En particulier, by(xp) = x tel que x(0) = xp (idem pour y).
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Rémi Leclercq

Invariance




Invariance des nombres spectraux lagrangiens

Commutativité du diagramme

P 5

Yo
7(0) = u(—o0, —)

¢H
HM.(L; f,g) —& HF.(L,L; H, J)
sV Vot —
HF.(L, L H', J') = HF.(L, Lo;0, J)

H

Le morphisme de naturalité
br : Moy (L, 1”30, ) = M, ) by (Ls L's H, J)
Identification totale des complexes :

by : CF.(L, (6}) X (L')in'; 0,3, d) — CF(L, L;m; H, J).
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spectraux
lagrangiens

Rémi Leclercq

Invariance




Invariance des nombres spectraux lagrangiens mEese

lagrangiens

Commutativité du diagramme
Rémi Leclercq

P 5

Yo
7(0) = u(—o0, —)

¢H
HM.(L; f,g) —& HF.(L,L; H, J)
sV Vot —
HF.(L, L H', J') = HF.(L, Lo;0, J)

H

Invariance

Démonstration.

&= () Tobyo bt oo HM.(L; f,g) — HM.(L; f,g)

Structures algébriques sur HM,.(L; f, g) et sur HF(L,L"; H, J)
& préserve ces structures, de sorte que

(a) = d(a-[L]) = a- O([L]) = a-[L] = a.




Invariance des nombres spectraux lagrangiens mEese

lagrangiens

Commutativité du diagramme
Rémi Leclercq

p1 P2 (pP1 P2 p1 P2
YIN /Y2 7 Y2 Y1 o
Y3

q3 qi1 qz

\ oM
HM.(L; f,g) —& HF.(L,L; H, J)
sV Vot
HF.(L, L H', J') = HF.(L, Lo;0, J)

H

Invariance

Structure d'anneau de HM,(L; f, g)

pl . p2 = Z #2M(p1,p2);q3(ﬂ7 f27 f-3!g) . q3

r| d(p1,p2:q3)=0

induit
CMk(L; f1,8) ® CMy(L; 2, 8) —— CMiyi-n(L; f3, 8)




Invariance des nombres spectraux lagrangiens et

lagrangiens

Commutativité du diagramme
Rémi Leclercq

pL P2 | PL P2 p1 P2 P

N2 | N2 N4, v

i 7(0) = u(0,0)
qs q1 qz L

~ ) 7

P
HM.(L; f,g) —& HF.(L,L; H, J)
sV Vot
HF.(L, L H', J') = HF.(L, Lo;0, J)

H

Invariance

Structure de HM,(L; f, g)-module de HF.(L,L"; H, J)
M(p,x);y(f,g; H,J) =
{(y,u) e Wy(f,g) x Myy(H,J)7(0) = u(0,0)}

p*xXxi= Z #2M(p,x);y(fag; H7J) "y

yld(p,x;y)=0




Invariance des nombres spectraux lagrangiens

Le lemme technique

Soit ET(H) := [, sup H; dt et E~(H) := [, inf H, dt.

Invariants
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Rémi Leclercq

Invariance




Invariance des nombres spectraux lagrangiens

Le lemme technique
Soit ET(H) := [, sup H; dt et E~(H) := [, inf H, dt.
Lemme
(H,J) et (H',J') réguliéres, 0 # o € H,(L) :
E_(H —H)+ay,y <oa;H,J.n)—0o(a;H, Jn)
< EL(H — H) + ay,y

ou ay 1= f u*w pour toute application u vérifiant

u(0,—)=mn, u(l,—)=1n" et u(l,0)C L, u(/,1) C L.

Invariants
spectraux
lagrangiens

Rémi Leclercq

Invariance




Invariance des nombres spectraux lagrangiens

Le lemme technique
Soit ET(H) := [, sup H; dt et E~(H) := [, inf H, dt.
Lemme
(H,J) et (H',J') réguliéres, 0 # o € H,(L) :
E_(H —H)+ay,y <oa;H,J.n)—0o(a;H, Jn)
< EL(H — H) + ay,y

ou ay 1= f u*w pour toute application u vérifiant

u(0,—)=mn, u(l,—)=1n" et u(l,0)C L, u(/,1) C L.

Corollaire

» Indépendance en J des nombres spectraux
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Rémi Leclercq

Invariance




Invariance des nombres spectraux lagrangiens

Le lemme technique
Soit ET(H) := [, sup H; dt et E~(H) := [, inf H, dt.
Lemme
(H,J) et (H',J') réguliéres, 0 # o € H,(L) :

E_(H —H)+ay,y <oa;H,J.n)—0o(a;H, Jn)
< EL(H — H) + ay,y

ou ay 1= f u*w pour toute application u vérifiant

u(0,—)=mn, u(l,—)=1n" et u(l,0)C L, u(/,1) C L.

Corollaire

» Indépendance en J des nombres spectraux

» Continuité par rapport a la distance de Hofer

Invariants
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Rémi Leclercq

Invariance




Invariance des nombres spectraux lagrangiens
Applications

Définition (Norme et distances de Hofer)

> [|H] = E¥(H) — E~(H)

Invariants
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Rémi Leclercq

Invariance




Invariance des nombres spectraux lagrangiens
Applications

Définition (Norme et distances de Hofer)
> ||H|l = ET(H) — E~(H)
> d(id, @) = inf{[|H||| ¢} = ¢} et d(,7) = d(id, o~ "))

Invariants
spectraux
lagrangiens

Rémi Leclercq

Invariance




Invariance des nombres spectraux lagrangiens
Applications

Définition (Norme et distances de Hofer)
> ||H|l = ET(H) — E~(H)

> d(id, @) = inf{||H||| ¢}, = ¢} et d(p,v) = d(id, s~ 1))
> V(Lo, L1) = inf{[|H||| o} (Lo) = L1}

Invariants
spectraux
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Rémi Leclercq

Invariance




Invariance des nombres spectraux lagrangiens
Applications

Définition (Norme et distances de Hofer)
> ||H|l = ET(H) — E~(H)

> d(id, @) = inf{||H||| ¢}, = ¢} et d(p,v) = d(id, s~ 1))
> V(Lo, L1) = inf{[|H||| o} (Lo) = L1}

Corollaire (de I'invariance)

> |c(a; L, Lo) — c(a; L, L1)] < V(Lo, L1)

Invariants
spectraux
lagrangiens

Rémi Leclercq

Invariance




Invariance des nombres spectraux lagrangiens et

lagrangiens

Applications

Rémi Leclercq

Définition (Norme et distances de Hofer)
> ||H|l = ET(H) — E~(H)

> d(id, @) = inf{||H||| ¢}, = ¢} et d(p,v) = d(id, s~ 1))
> V(Lo, L1) = inf{[|H||| o} (Lo) = L1}

Corollaire (de I'invariance)

Invariance

> |c(a; L, Ly) — c(e; L, L1)] < V(Lo, L1)
» La norme de Hofer pour lagrangiens est non dégénérée




Invariance des nombres spectraux lagrangiens mEese

lagrangiens

Applications

Rémi Leclercq

Définition (Norme et distances de Hofer)
> ||H|l = ET(H) — E~(H)

> d(id, @) = inf{||H||| ¢}, = ¢} et d(p,v) = d(id, s~ 1))
> V(Lo, L1) = inf{[|H||| o} (Lo) = L1}

Corollaire (de I'invariance)

Invariance
> |c(a; L, Ly) — c(e; L, L1)] < V(Lo, L1)
» La norme de Hofer pour lagrangiens est non dégénérée

» L’ensemble des lagrangiens isotopes (par une isotopie
hamiltonienne) au "petit" cercle du tore, muni de la
norme de Hofer est de diamétre infini
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Invariants spectraux d'ordre supérieur

Définition : suite spectrale de Barraud—Cornea

Méme procédure que dans le cas Morse

» |'image de w contient x(0) pour x € Z(n, H)
> on considére L = L/im(w), M = M /im(w)
> systéme de chaines représentant M(L,L’; H, J)

On enrichit le complexe de chaines par I'anneau R,

Co(L,L';m H, J) = Ry @ CF.(L, L', H, J)

Définition

La suite spectrale de Barraud—Cornea associée a L, L' et 3 la
paire (H,J) est la suite spectrale obtenue de la filtration de
(Cu(L,L";m, H, J),d) par le degré.

Elle est dénotée EF(L,L";n,H,J).

Invariants
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Rémi Leclercq

Invariants |
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Suite spectrale de Barraud—Cornea

Propriétés

On suppose L simplement connexe.

1. Si la différentielle de la page r est non triviale, il existe
des orbites x et y telles que
> leur différence d'indice de Maslov est r,
» leur espace de module associé est non vide.
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Suite spectrale de Barraud—Cornea

Propriétés

On suppose L simplement connexe.

1. Si la différentielle de la page r est non triviale, il existe
des orbites x et y telles que

> leur différence d'indice de Maslov est r,
» leur espace de module associé est non vide.

2. EF"(L,L';n,H,J) est isomorphe a EM"(L; f,g) (r > 2).
De plus cet isomorphisme, se restreint sur les classes
d’homologie au morphisme PSS.
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Rémi Leclercq
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spectraux d'ordre
supérieur




Invariants spectraux d'ordre supérieur

Définition
La filtration du complexe enrichi par A induit

v EFY(L L, H,J) — EF(L,L';n,H,J
n

Invariants
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lagrangiens

Rémi Leclercq
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spectraux d'ordre
supérieur




Invariants spectraux d'ordre supérieur mEese

lagrangiens

Définition
Rémi Leclercq

La filtration du complexe enrichi par A induit

i EFY(L,L";n, H,J) — EF(L,L';n, H, J)

Définition

Soit o # 0 un élément de EM] ,(L; f, g). Ses nombres
spectraux lagrangiens relatif et absolu d’ordre supérieur
associés sont

o"(e; L, H, J,n) = inf{v € R|®¥(a) € im(i,)}
c(a; L)L) :=0"(a; L,H, J,m) — o(1; L, H, J,n)

ou 1 est le générateur de HMy(L; f, g) et H tout hamiltonien
tel que ¢}, (L) = L.




Invariants spectraux d'ordre supérieur

Exemple

Soit L une variété compacte, munie d'une paire M.-S.

T*L est une variété symplectique (convexe a I'infini).
L et Iy lagrangiens.
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Invariants spectraux d'ordre supérieur

Exemple

Soit L une variété compacte, munie d'une paire M.-S.
T*L est une variété symplectique (convexe a I'infini).
L et Iy lagrangiens.

Théoréme (Floer)

Il existe une identification entre les complexes CM,(L; f, g)
et CF*(L, g 0, Jg).

En outre, cette identification préserve "l'action".
L= (52 X 54)[1]#(52 X 54)[2], 7([1]#7([2] (perturbée) .

a1 ® p1; L,Tgr) < (@@ pr; L, Tgr)

Invariants
spectraux
lagrangiens

Rémi Leclercq

Invariants |
spectraux d'ordre
supérieur




Propriétés des invariants spectraux lagrangiens

Premiéres propriétés

> Les invariants spectraux d'ordre 2 s'identifient aux
invariants spectraux lagrangiens

Invariants
spectraux
lagrangiens

Rémi Leclercq
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Propriétés des invariants spectraux lagrangiens

Premiéres propriétés

> Les invariants spectraux d'ordre 2 s'identifient aux
invariants spectraux lagrangiens :

(e L, L") = max{c(aj; L, L")}
i

. _ _ 2
ol =) x5 ®ay € E5 (L)
» valeurs critiques de la fonctionnelle action
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Propriétés




Propriétés des invariants spectraux lagrangiens

Premiéres propriétés

> Les invariants spectraux d'ordre 2 s'identifient aux
invariants spectraux lagrangiens :

(e L, L") = max{c(aj; L, L")}
i

. _ _ 2
ol =) x5 ®ay € E5 (L)
» valeurs critiques de la fonctionnelle action

» 0# a € Hi(L), & € Hp—«(L) la classe Hom—duale de
son Poincaré dual.

Invariants
spectraux
lagrangiens

Rémi Leclercq

Propriétés




Propriétés des invariants spectraux lagrangiens

Premiéres propriétés

> Les invariants spectraux d'ordre 2 s'identifient aux
invariants spectraux lagrangiens :

(e L, L") = max{c(aj; L, L")}
i

. _ _ 2
ol =) x5 ®ay € E5 (L)
» valeurs critiques de la fonctionnelle action

» 0# a € Hi(L), & € Hp—«(L) la classe Hom—duale de
son Poincaré dual. Pour tout ¢ € Ham(M, w)

c(ai L, ¢(L)) = c([L]; L, ¢~ (L)) — c(a; L, 61 (L))

Invariants
spectraux
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Rémi Leclercq
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Invariants

Propriétés des invariants spectraux lagrangiens R —

lagrangiens

Premiéres propriétés
Rémi Leclercq

> Les invariants spectraux d'ordre 2 s'identifient aux
invariants spectraux lagrangiens :

(e L, L") = max{c(aj; L, L")}
i

. _ _ 2
ol =) x5 ®ay € E5 (L)
» valeurs critiques de la fonctionnelle action

» 0# a € Hi(L), & € Hp—«(L) la classe Hom—duale de
son Poincaré dual. Pour tout ¢ € Ham(M, w)

c(a; L, @(L)) = c([L]; L,¢7H(L)) — c(a/s Lo~ (L))
En particulier c([L]; L, #(L)) = c([L]; L, o~ 1(L))

Propriétés




\



Extension des invariants spectraux classiques

Invariants
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Rémi Leclercq
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Extension des invariants spectraux classiques

Cas hamiltonien (Schwarz)

(M, w) symplectiquement asphérique :
pla, @) pour 0 # o € H(M) et ¢ € Ham(M,w).
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Extension des invariants spectraux classiques

Cas hamiltonien (Schwarz)

(M, w) symplectiquement asphérique :
pla, @) pour 0 # o € H(M) et ¢ € Ham(M,w).

De plus,
> (M x M,w @ (—w)) variété symplectique
» A CMx M et T, sont lagrangiens
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Extension des invariants spectraux classiques

Cas hamiltonien (Schwarz)

(M, w) symplectiquement asphérique :
pla, @) pour 0 # o € H(M) et ¢ € Ham(M,w).

De plus,
> (M x M,w @ (—w)) variété symplectique
» A CMx M et T, sont lagrangiens

Proposition
A0 # a € Hy,(M) correspond o € H.(A)

cla; A, Ty) = pla; ) — p(1; 9).

En particulier, c([A]; A, Ty) = p([M]; ¢) — p(1; ).

Invariants
spectraux
lagrangiens

Rémi Leclercq

hamiltonien













Extension des invariants spectraux classiques

Amélioration de la borne classique

Rappel
Les invariants spectraux lagrangiens sont bornés par la
distance de Hofer pour lagrangiens.

Dans le cas hamiltonien, Schwarz a démontré que
0 < p([M]; ¢) — p(1, ) < d(id, ).
Par Ostrover : {¢:}, t € [0,00) telle que
d(id, pt) — oo pour t — oo et V(lig,ly,,) = c pour tout t.
Il vient

p([M]; pt) — p(Lipr) = c([A]; A, Ty,) S V(A Ty,) = c.
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Propriété principale e

lagrangiens

La quantité géométrique r(L, L")

Rémi Leclercq

L et L’ lagrangiens compacts et transverses, x € LN L'.
[l existe € > 0 et un plongement €X : B(0,¢) — M tels que

i ()" (w) =wo et e(0) = x,
ii. (e)7HL) =R"N B(0,¢) et (e)7}(L') =iR"N B(0,¢)

Propriété
principale




Propriété principale e

lagrangiens

La quantité géométrique r(L, L")

Rémi Leclercq

L et L’ lagrangiens compacts et transverses, x € LN L'.
[l existe € > 0 et un plongement €X : B(0,¢) — M tels que

i, (eX)7X(L) = R"N B(0,¢) et (e)}(L) = iR" N B(0,e)

Propriété
principale




Propriété principale e

lagrangiens

La quantité géométrique r(L, L")

Rémi Leclercq

L et L’ lagrangiens compacts et transverses, x € LN L'.
[l existe € > 0 et un plongement €X : B(0,¢) — M tels que

i ()" (w) =wo et e(0) = x,
ii. (e)7HL) =R"N B(0,¢) et (e)7}(L') =iR"N B(0,¢)

Définition
L et L' deux tels lagrangiens. r(L,L") est donné par

y _

tels que x #y = imefNimel =

{ ‘ Vx € LN L', Je satisfaisant i. et ii., }
supqe >0

Propriété
principale




Invariants

PrOprlété prlnClpale spectraux

lagrangiens

La quantité géométrique r(L, L")

Rémi Leclercq
L et L’ lagrangiens compacts et transverses, x € LN L'.
[l existe € > 0 et un plongement €X : B(0,¢) — M tels que
) (w) =wo et €(0) = x,
)7H(L) =R "N B(0,¢) et (e)7HL') =iR"NB(0,¢)

i (&
ii. (&
Définition

L et L' deux tels lagrangiens. r(L,L") est donné par

Vx € LN L', Je* satisfaisant i. et ii., }

SUP{€>O‘ tels que x #y = imefNimel =

Propriété
principale

Remarque
0 < #(LN L") < oo implique r(L,L") > 0.
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Invariants

PrOprlété prlnClpale spectraux

lagrangiens

Rémi Leclercq

Démonstration.

1. Pour toute structure presque complexe réguliére,
existence d'orbites de différence d'indices r, reliées par
une trajectoire de Floer dont |'énergie minore la
différence entre les invariants spectraux :

E(uy) < c(a; L, L") —c"(B; L, L)

Propriété
principale




Invariants

PrOprlété prlnClpale spectraux

lagrangiens

Rémi Leclercq

Démonstration.

1. Pour toute structure presque complexe réguliére,
existence d'orbites de différence d'indices r, reliées par
une trajectoire de Floer dont |'énergie minore la
différence entre les invariants spectraux :

E(uy) < c(a; L, L") —c"(B; L, L)

2. On fixe une structure presque complexe adaptée a
r(L, L"),

Propriété
principale







Corollaires de la propriété principale mEese

lagrangiens

Rémi Leclercq

Corollaire

> a € H(L), B € Ho(L),avecl<k<n—leta-B+#0:

mr(L, L')?

ol Bi L, L) < c(Bi L L) = —

Corollaires




Corollaires de la propriété principale mEese

lagrangiens

Rémi Leclercq

Corollaire

> a € H(L), B € Ho(L),avecl<k<n—leta-B+#0:

L] 2
el BiL.L) < (B L 1) - LD
» 0Fa€ He(L)avecl<k<n—1:
mr(L, L')? mr(L, L')?

<c(o L") < c([L]; L, L) -

2 2

Corollaires




Corollaires de la propriété principale

Corollaire

> a € H(L), B € Ho(L),avecl<k<n—leta-B+#0:

L] 2
el BiL.L) < (B L 1) - LD
» 0Fa€ He(L)avecl<k<n—1:
mr(L, L')? mr(L, L')?

<c(o L") < c([L]; L, L) -

2 2

Corollaire
L et L' lagrangiens (hamiltonien) isotopes, transverses :

0 < 7r(L, L) < c([L]; L, L") < V(L, L.

Invariants
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Corollaires de la propriété principale

Corollaire

> a € H(L), B € Ho(L),avecl<k<n—leta-B+#0:

L] 2
el BiL.L) < (B L 1) - LD
» 0Fa€ He(L)avecl<k<n—1:
mr(L, L')? mr(L, L')?

<c(o L") < c([L]; L, L) -

2 2

Corollaire
L et L' lagrangiens (hamiltonien) isotopes, transverses :

0 < 7r(L, L) < c([L]; L, L") < V(L, L.

La norme de Hofer V(—, —) est donc non dégénérée.
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Rémi Leclercq
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Corollaires de la propriété principale

Définition
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Corollaires de la propriété principale

Définition

Le cup-length de L : la longueur de la "plus grande chaine”
de classes d’homologie de L dont le produit d'intersection
n'est pas nul, i.e. on définit cl(L)

Jaj € Hy (L), 1 < i < k tels que
max{k+1'0<d;<n et ag- ... #0 ’

Corollaire
Soit clz, (L) le cup-length de L, il vient
2
V(L L") > cl(L) - w

pour tout lagrangien L' (hamiltonien) isotope, transverse a L.
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Directions de recherche

1. Calculer les invariants spectraux d'ordre supérieur (et la
quantité géométrique) dans des cas particuliers

2. Applications des invariants spectraux classiques

I'exemple du tore

métrique "spectrale"

complétion de I'ensemble des lagrangiens

capacités lagrangiennes

vV vy VvYy

3. Faire intervenir le "bubbling"

» Quasi-morphismes et études d'itérations
» Le diagramme commutatif (?7)

¢H

HM, (L; f,g) —
ot lel

HFL(L, L H' ) ——= HF.(L, Lo; 0, J)

H/

HF. (L, L; H, J)
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» Quasi-morphismes et études d'itérations
» Le diagramme commutatif (?7)
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H',H
% \Lb’:l

HE(L, L H', ') —= HF, (L, Lo; 0,J)
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