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Dans ce mémoire(!), on se propose d’étudier la théorie homotopique des schémas dont les grandes
lignes sont décrites dans 'article [Voe2]. On veut définir une théorie de ’homotopie a partir de la catégorie
8m/S des S-schémas lisses, S étant un schéma de base noethérien. Pour mener & bien ce programme 'idée
de base consiste & mimer les constructions de la topologie algébrique en remplagant l'intervalle [0, 1] par
la droite affine A'. Cependant, plusieurs questions se posent :

— Quelle catégorie Spc|s peut remplacer la catégorie des espaces topologiques (ou celle des ensembles
simpliciauz) ?

On ne peut raisonnablement pas remplacer directement la catégorie des espaces topologiques par
la catégorie 8m/S. En effet, il est extrémement utile que Spc| ¢ permette la construction de limites
projectives, inductives, homomorphismes internes... Ainsi, on décide que Spcjg soit une catégorie de
faisceaux (simpliciaux) sur la catégorie 8m/S pour une certaine topologie de Grothendieck.

— Quelle topologie de Grothendieck utiliser ?
La topologie de Zariski est trop grossiére pour convenir. Par exemple, un des inconvénients de la

topologie de Zariski pour nos applications est qu’une immersion fermée X —— Y entre deux S-schémas
lisses n’est pas localement isomorphe & une immersion fermée de la forme (A" x {0}) NU — A"tT™ N U
avec U un ouvert de A"t™. Cependant, une telle description existe avec un U qui est seulement étale sur
A™t™_ En outre, comme on préférerait une topologie pour laquelle la dimension cohomologique soit majo-
rée par la dimension de Krull, on ne va pas non plus utiliser la topologie étale, la dimension cohomologique
du petit site étale du spectre premier d’'un corps étant loin d’étre nulle en général, puisqu’isomorphe a
la cohomologie galoisienne. Ainsi, nous allons utiliser la topologie de Nisnevich dont nous rappellerons la
définition et quelques propriétés (notamment la descente Nisnevich qui nous sera tres utile).

— Comment faire de la théorie de I’homotopie ?

La cadre usuel pour faire de la théorie de ’homotopie est donné par 1’algebre homotopique de Quillen
et la notion de catégorie de modeles fermée. Nous allons donc introduire plusieurs catégories de modeles
fermées qui constitueront plusieurs aspects de la théorie. Dans une catégorie de modeles fermée, la notion
la plus importante est celle d’équivalence faible. Se pose donc la question de savoir quand est-ce qu'un
morphisme entre faisceaux (simpliciaux) sur 8m/S y,, est une équivalence faible, ce qui permettra de défi-
nir la catégorie homotopique instable de S. La réponse a cette question se fera en deux étapes. D’une part,
notamment depuis les travaux d’Illusie, Brown et Gersten, Joyal, et Jardine, on dit qu'une équivalence
faible simpliciale entre deux faisceaux simpliciaux est un morphisme qui induit des équivalences faibles
au niveau des fibres (en supposant que le site considéré posséde une famille conservative de foncteurs
fibres). Néanmoins, comme on veut remplacer I'intervalle [0, 1] par la droite affine Al il va falloir faire
en sorte que AL — S soit une équivalence faible. Ainsi, nous allons utiliser la notion de A'-équivalence
faible que Morel et Voevodsky ont définie dans [MV].

Ensuite, de méme qu’en topologie algébrique, il est commode de stabiliser la théorie, c’est-a-dire
d’inverser formellement le A-produit avec un certain espace pointé 7. En topologie, c’est le A-produit avec
le cercle S! que l'on inverse, mais dans la théorie homotopique des schémas, plusieurs cercles existent :
le cercle simplicial S! et le cercle de Tate S} = G,,, c’est ainsi que nous inverserons ces deux cercles
simultanément. On obtient ainsi la catégorie de Spanier-Whitehead et la catégorie homotopique stable
SH(S) (obtenue a partir de spectres), la seconde étant informellement ce que 'anneau k((X)) est a
I’anneau k [X , X _1]. Comme en topologie, ces catégories disposent d’une structure de catégorie triangulée
et d’une structure monoidale symétrique (des obstacles techniques sérieux apparaissant pour construire
cette derniére).

Nous aurons alors obtenu un bon cadre pour définir des théories homologiques et cohomologiques. En
effet, a tout spectre E, on pourra faire correspondre le foncteur Homgg(g)(—, E) (ou Homgg¢(s) (E, —)),
ainsi que ses translatés par les suspensions avec le cercle simplicial et le cercle de Tate. En plus de
vérifier tautologiquement l'invariance par homotopie, tous les foncteurs ainsi obtenus bénéficieront de
suites exactes longues associées a différents types de triangles distingués que nous construirons : Mayer-
Vietoris, Gysin, éclatements.

Enfin, nous montrerons comment, sous certaines hypotheses, différentes théories cohomologiques sont
naturellement représentées par des objets de SH(S) : la cohomologie motivique, la K-théorie algébrique,
la cohomologie singuliere ordinaire et la cohomologie étale.

(1) Je remercie trés vivement Bruno Kahn et Fabien Morel pour les discussions trés intéressantes qu’ils m’ont offertes,
ainsi que pour le soin dont ils ont fait preuve dans la relecture de ce mémoire. Je remercie aussi tous les participants du
groupe de travail “Homotopie des schémas” dont les exposés m’ont beaucoup aidé pour comprendre cette théorie.
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CHAPITRE 1

La topologie de Nisnevich

Nous allons définir une topologie de Grothendieck : la topologie de Nisnevich qui fut notamment
étudiée dans [Nis]. Cette topologie est plus fine que la topologie de Zariski mais moins fine que la
topologie étale. Elle bénéficie de propriétés tres particulieres que nous utiliserons pour démontrer certaines
propriétés de la théorie homotopique des schémas.

Définition de la topologie de Nisnevich

Les catégories de schémas utilisées dans la suite seront essentiellement petites (i.e. équivalentes & des
petites catégories), ainsi on pourra utiliser sans danger la notion de topologie de Grothendieck définie
dans [SGA 4 II].

Définition 1.1. Soit S un schéma noethérien. On note Sch/S la catégorie des S-schémas séparés de
type fini et 8m/S la catégorie des S-schémas séparés, de type fini et lisses.

Définition 1.2. Soit X un schéma noethérien, on note X ;s la catégorie des X -schémas étales, séparés
et de type fini. On note Covn;s(X) la classe des familles de morphismes dans Xnis de la forme U =

(Ui LN ) , telles que pour tout i € I, f; soit étale et de type fini, et que pour tout point x € X, il
ic

existe un indice i € I et un point u dans U; tel que x = f;(u) et que le morphisme induit sur les corps
résiduels k(x) — k(u) soit un isomorphisme.

Proposition 1.3. Pour tout schéma noethérien S, la donnée des (Covnis(X))xegy s constitue une
prétopologie [SGA 4 II 1.3] sur 8m/S. La topologie engendrée par cette prétopologie est appelée la
topologie de Nisnevich sur 8m/S, le site obtenu étant noté 8m/S ., et appelé grand site Nisnevich de S.

De plus, si X est un schéma noethérien, (Covnis(Y))y¢cx,,. constitue une prétopologie sur Xis. Le
site correspondant est noté X s, et on lappelle petit site Nisnevich de X.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — La vérification des axiomes des prétopologies est immédiate.
<

Théoréme 1.4. Pour tout schéma noethérien X, toute famille appartenant & Covpnis(X) admet une
sous-famille finie appartenant a Covn;s(X).

DEMONSTRATION DU THEOREME — Nous allons utiliser un lemme d’existence de sections “génériques”
pour les recouvrements Nisnevich :

Définition 1.5. On appelle suite de scindages de longueur n > 0 pour un morphisme de S-schémas
p: W — X une suite décroissante de sous-schémas fermés de X (§ = Zpy1 C Z,, C -+ C Zo = X) telle
que, pour tout 0 < i < n, le morphisme de S-schémas W x x (Z; — Ziy1) — Z; — Zi1 déduit de p par
changement de base admette une S-section, Z; — Z;+1 étant défini comme sous-schéma ouvert de Zj.

Notation 1.6. S5i X est un schéma, et F' un fermé de X, on notera Fr.q le sous-schéma fermé de X
obtenu en y mettant la structure réduite. Si X est un S-schéma, Freq est de plus un S-schéma.

LQ la

et p le morphisme canonique W — X induit par les morphismes

Lemme 1.7. Soit X un schéma noethérien et U = (Ui LN ) L€ Covpnis(X). Notons W = |
ic

somme disjointe des schémas (U;)
fi

Alors p possede une suite de scindage.

iel

el

DEMONSTRATION DU LEMME — On construit une suite (Z;);~, par étapes. On pose Zy = X. Si Z; est non
vide, on peut appliquer le lemme A.9 au morphisme étale W x x Z; — Z; déduit de p par le changement
de base Z; — X. Il existe donc un ouvert dense U,;1 dans Z; sur lequel le morphisme W x x Z; — Z;

se scinde. On peut alors poser Z; 11 = (Z; — Ui+1)red7 et continuer.
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Comme X est un schéma noethérien, la suite strictement décroissante de sous-schémas fermés (Z;),~,
est finie, et fournit par conséquent une suite de scindages pour p. <

On garde les notations du lemme 1.7. Soit (¢ = Z,,41 C Z,, C --- C Zp = X) une suite de scindages
pour le morphisme W -2 X. Pour tout 0 < i < n, soit s; une section du morphisme de S-schémas
W xx (Z; — Zi11) — Z; — Z;1+1 induit par p. Comme les espaces topologiques Z; — Z;11 sont noethériens
et qu’il n’y en a qu’un nombre fini, leurs images par les sections s; sont contenues dans un ouvert de W

de la forme | | e U; avec J C I fini, et par conséquent la sous-famille finie (Uj iR ) appartient a
jeJ

Covnis(X). <

Remarque 1.8. On rappelle que si X est un objet d’une catégorie (essentiellement petite) C, un crible

de X est une sous-catégorie pleine R de C/X telle que pour tout morphisme Z —'Y dans C/X, si

Y —XeRalorsZ— X €R.

SiU= (X, S, ) N est une famille de morphismes dans C, on peut définir le crible de X associé
(1S

a la famille W comme étant la sous-catégorie pleine de €/ X constituée des objets Y X tels qu’il existe

un indice a € A et une factorisation Y — X, LI X

f
La topologie de Nisnevich provenant d’une prétopologie, les cribles couvrants de Y € 8m/S (ou
Y € Xyis) intervenant dans la définition de cette topologie de Grothendieck [SGA 4 II 1.1] sont,
d’aprés [SGA 4 II 1.4], les cribles contenant un crible associé & une famille de Covn;s(Y). Ainsi, les
cribles couvrants de X associés a des familles de la prétopologie de Nisnevich forment un ensemble cofinal
dans l’ensemble des cribles couvrants de Y ordonnés dans le sens inverse de linclusion.

Préfaisceaux et faisceaux Nisnevich

On rappelle ici quelques définitions concernant les catégories de préfaisceaux et de faisceaux, les
démonstrations des résultats principaux figurant dans [SGA 4 IIJ.

Notation 1.9. Si § = (C,7) est un site?), on notera PreFais(8) la catégorie des préfaisceaux d’en-
sembles sur C, c’est-a-dire la catégorie des foncteurs contravariants C — Ens, et Fais(8) la sous-
catégorie pleine de PreFais(8) formée des faisceauxr pour la topologie T.

On note que les limites inductives et projectives de préfaisceaux existent, et se calculent “argument
par argument”.
Soit F un préfaisceau sur 8§, U un objet de C, et R un crible de U dans €. On pose F(U), =

lim  F(V). On rappelle qu'un préfaisceau F sur 8 est un faisceau si et seulement si pour tout objet
V—UER

U de C et tout crible couvrant R de U pour la topologie T, 'application canonique F(U) — F(U) est
bijective.

Définition 1.10. Pour tout préfaisceau F sur 8, on définit un préfaisceau LF par la formule suivante
(ot les cribles couvrants de U pour la topologie T sont ordonnés dans l'ordre inverse de linclusion et
forment un systéme inductif filtrant) :

LFU) = lim  F(U),

-
R crible couvrant de U

L est un foncteur PreFais(8) — PreFais(8) et on a un morphisme fonctoriel F — LF.

Théoréme 1.11. Le foncteur d’inclusion i de Fais(8) dans PreFais(8) admet un adjoint & gauche
ag : PreFais(8) — Fais(8) tel que ioag = Lo L. En particulier, les limites inductives existent dans
Fais(8) et le foncteur as y commute. En outre, les limites projectives existent dans Fais(8) et le foncteur
i y commute. Enfin, ay commute aux limites projectives finies.

DEMONSTRATION DU THEOREME — [SGA 4 IT 3.4] <

Remarque 1.12. D’aprés [SGA 4 IT 2.4], on dispose d’une caractérisation des faisceauz pour les topo-
logies provenant de prétopologies. Par conséquent, dans le cas ot 8§ = 8m/S ;. (resp. Xnis), pour qu’un

(2)Un site désigne une catégorie @ munie d’une topologie de Grothendieck T. Pour que ces définitions aient un sens, on
doit supposer que C est une petite catégorie. Néanmoins, on peut s’autoriser a considérer des situations ou C est seulement
essentiellement petite.
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préfaisceau F € PreFais(Sm/S y,,) (resp. PreFais(Xnis)) soit un faisceau, il faut et il suffit que pour tout
objetY € 8m/S y,, (resp. Xnis) et toute famille U = (Ya ELN )aeA € Covpnis(Y), Uapplication évidente
F) — [laea F(Ya) soit Uégalisateur des fonctions 11,72 @ [[hea F(Va) — [(a gyeaz F(Ya Xy Yp)
induites par les premiéres et secondes projections.

Le théoreme 1.4 admet le corollaire suivant :

Corollaire 1.13. Dans le cas ou § désigne le petit site Nisnevich de X ou le grand site Nisnevich de S,
le foncteur d’inclusion de Fais(8) dans PreFais(8) commute aux limites inductives filtrantes.

Définition 1.14. Soit X € €, on note X(—) lobjet de PreFais(8) tel que X(Y) soit I’ensemble
Home (Y, X). On appelle représentable tout préfaisceau isomorphe a un objet de la forme X(—) pour
X ecC.

Lemme 1.15. Dans la catégorie PreFais(8) (resp. Fais(8)), une flecche F LG estun monomorphisme
si et seulement si pour tout X € C, l'application canonique F(X) — G(X) est injective.

DEMONSTRATION DU LEMME— Si f est un monomorphisme dans Fais(§), grace a I'adjonction (ag,1),
f est aussi un monomorphisme dans PreFais(8). Mais alors, d’apreés le lemme de Yoneda, 1’application

F(X) Ix, (X) est injective. La réciproque résulte aussitot des définitions. <

Théoréme 1.16. Sur les sites 8m/S y,, et Xnis, les préfaisceaus représentables sont des faisceaua!® .
DEMONSTRATION DU THEOREME — [SGA 3 IV 6.3.1] <

Ainsi, on pourra dorénavant considérer la catégorie Sm/S (resp. Xpn;s) comme une sous-catégorie
pleine de Fais(8m/S y,,) (resp. Fais(Xnis))-

Fonctorialité des petits sites Nisnevich

Cas général d’un morphisme de schémas X Ty

Soient X et Y deux schémas noethériens, et f : X — Y un morphisme de schémas. On dispose
d'un foncteur — Xy X : Yy;s — Xnis. La formule f;F(Z) = F(Z xy X) pour tous F € PreFais(Xpis)
et Z € Yy;s définit un foncteur image directe fy : PreFais(Xn;s) — PreFais(Yyis). On montre faci-
lement que — Xy X est un foncteur continu Yy;s — Xnys, ¢’est-a-dire que pour tout F € Fais(Xpn;s),
f1F € Fais(Ynis). Le foncteur fy induit donc un foncteur f, : Fais(Xpyis) — Fais(Ynis). Grace
4 [SGA 4 III 1.2.iv,1.3], on sait que les foncteurs f; et f, admettent des adjoints & gauche f¥ :
PreFais(Ynis) — PreFais(Xnis) et f* : Fais(Ynis) — Fais(Xnis), et que Pon a un isomorphisme
canonique a o ff ~ f*oaq.

Proposition 1.17. Le foncteur — xy X : Yy;s — Xpnis induit un morphisme de sites X n;s — Ynis-
Ainsi, le couple de foncteurs adjoints (f*, f) est un morphisme de topos Fais(Xpnis) — Fais(Yiis)-

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Le seul point qui reste & vérifier est que f* commute aux limites
projectives finies, ce qui résulte, ’apres [SGA 4 IV 4.9.2] du fait que Yi;5 possede des limites projectives
finies (Yn;s admet un objet final et posséde des produits fibrés) et que — xy X est un foncteur continu
qui commute aux limites projectives finies (puisque — xy X admet pour adjoint & gauche le foncteur
d’oubli X ;s — Ynis induit par f). <

Cas ou f est étale

Dans certaines démonstrations(®), on aura besoin d’une description plus explicite du foncteur image
réciproque sur les préfaisceaux f¥ : PreFais(Ynis) — PreFais(Xpyis)-

Dans un premier temps, supposons que X Ty appartienne a Yy ;s. On obtient alors, en composant
avec f, un foncteur X ;s — Ynis. En “composant” avec ce foncteur, on obtient un foncteur défini sur
les préfaisceaux fg s PreFais(Ynis) — PreFais(Xnis)

(3)Plus généralement, tout préfaisceau de la forme Homyx (—, Z) (resp. Homg(—, Z)) ot Z est un X-schéma (resp. un
S-schéma) quelconque est un faisceau sur X s (resp. Sm/Sy,,)-

(4)On utilisera la description des foncteurs image réciproque dans le cas du morphisme canonique Spec O Xz — X
(z € X) pour pouvoir se ramener, parfois, au cas ot le schéma X considéré est le spectre premier d’un anneau local. Le cas
ou f est étale est une premieére étape pour comprendre ce cas.
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Lemme 1.18. Il existe un morphisme canonique de foncteurs f«? — f%, et c’est un isomorphisme.
En outre, si F € Fais(Ynis), alors f1F € Fais(Xngs). Ainsi, la restriction de f* a Fais(Yyis) induit
le foncteur image réciproque f* : Fais(Ynis) — Fais(Xnis)-

DEMONSTRATION DU LEMME— pour tous F € PreFais(Yyis) et § € PreFais(Xpnis), on définit un
morphisme bifonctoriel o : Hom(¥, f;§) — Hom (fi?fr", 9). A tout P F — fG, on fait correspondre

le morphisme «(¢) : fgfr" — G tel que pour tout W € Xy, a(t))y, soit égal au composé de by :
33’"(W) =FW) — fS(W) = G(W xy X) et du morphisme (W xy X) — G(W) induit par le X-

morphisme évident W — W xy X.
On obtient ainsi un morphisme bifonctoriel Hom(fﬁ"f, 9) — Hom (fi',if}', 9), et par le lemme de

Yoneda, on obtient un morphisme fonctoriel f?ﬁ — ft

On vérifie aisément que le morphisme fE(Z ) — f%(Z) est un isomorphisme si Z € Yy;,. De plus, les
deux foncteurs commutent aux limites inductives et tout préfaisceau est limite inductive de préfaisceaux
représentables. Le morphisme f3 — f% est donc un isomorphisme de foncteurs.

L’assertion concernant f* résulte immédiatement du fait que la topologie des petits sites Nisnevich
provient d’une prétopologie, que les familles couvrantes de la prétopologie de X ;s restent des familles
couvrantes de la prétopologie de Yy;s apreés application du foncteur (Z — X) — (Z — Y'), et que ce
méme foncteur commute aux produits fibrés. <

Cas du morphisme canonique SpecOx , — X ou z € X.

Soit X un schéma noethérien et x € X. On note j, : Spec Ox , — X le morphisme canonique de
schémas. On se propose de décrire le foncteur jg s PreFais(Xnis) — Treffais((Spec OX@)MS).

Notons L ’ensemble des sous-schémas ouverts affines de X contenant x, ordonnés dans le sens inverse
de l'inclusion. On obtient ainsi un systeme projectif (Xx),.; de schémas & morphismes de transition
affines indexés par un ensemble ordonné L filtrant croissant. Il est évident par ailleurs que Spec Ox
s’identifie canoniquement a lim X . On suppose maintenant le lecteur familier avec les limites projectives

AEL
de schémas [EGA IV 8|. En particulier, on retiendra le contenu du Scholie [EGA IV 8.8.3] qui affirme

que “se donner un schéma de présentation finie sur lim X équivaut a se donner un schéma de présentation
A€EL
finie sur X, pour A suffisamment grand”. On retiendra que si f,, est un morphisme de X,-schémas de

présentation finie Y,, — Z,,, et que si 'on note Y) =Y, X x, X pour A>up, Y, =Y, XX, Spec Ox
(et de méme pour Z,,), alors le morphisme Y, — Z, vérifie la propriété (II) si et seulement si pour tout
A assez grand Y\ — Z, vérifie la propriété (II), si (II) consiste, au choix, & étre : un isomorphisme;
un monomorphisme ; une immersion ouverte ; une immersion fermée ; une immersion ; étale ; fini; séparé;
affine ; quasi-affine ; propre ; surjectif; radiciel ; projectif; quasi-projectif.

La démonstration apparait dans [EGA IV 8.10.5] pour toutes les propriétés considérées, a ’excep-
tion de la propriété pour un morphisme d’étre étale, mais on obtient quand méme aisément le résultat en
utilisant le théoréme de Chevalley [EGA IV 18.4.6 (ii)] donnant une description locale des morphismes
étales.

D’aprés ce qui précede, pour tout Z € (Spec Ox z) ;. on peut choisir un A € L, un Zy € (X)) n;,
et un isomorphisme Z ~ Z) X x, Spec Ox ;. On retiendra que A dépend de Z malgré 'omission de cette
dépendance dans la notation afin de I’alléger.

Pour tout F € PreJFais(Xnis) et Z € (Spec Ox ) y;,> OD POSE jg’?ff(Z) =lm F(Zx xx, X,)-

>
En utilisant les résultats précédents, on peut construire une structure naturelle de préfaisceau sur

jﬁ,’?ff . A cette occasion, on constate que la construction est indépendante des choix effectués (a isomor-
phismes canoniques pres). On en déduit un foncteur jfc o PreFais(Xyis) — Tre&"ais((Spec OX1I)N7;S)'
#

x,?
En outre, si F € Fais(Xn;s), alors jiF € Fais((SpecOx. )y, ). Ainsi, la restriction de ji a
Fais(Xnis) induit le foncteur image réciprogque j7 : Fais(X nis) — ?ais((Spec OX,I)MS).

Lemme 1.19. Il existe un morphisme canonique de foncteurs j* , — jg, et c’est un isomorphisme.

DEMONSTRATION DU LEMME — La démonstration repose sur le méme principe que celui de la démons-
tration du lemme 1.18. Néanmoins, on utilise de plus un passage a la limite, ce qui est possible gréace
aux résultats rappelés précedemment. L’assertion concernant les faisceaux nécessite de pouvoir ramener
“4 distance finie” (i.e. dans X y;s pour A assez grand) une famille couvrante finie pour la topologie de
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Nisnevich d’un objet de Spec Ox ; y,,, ce qui peut se faire en utilisant les résultats rappelés précedemment
ainsi que, par exemple, le lemme 1.7; on pourrait aussi utiliser le raisonnement qui interviendra dans la
démonstration du théoreme 1.37. <

Foncteurs fibres sur le topos Nisnevich

On rappelle que si € est un topos, un point de € est un morphisme de topos du topos ponctuel
e = &ns vers &, et que se donner un tel morphisme de topos revient essentiellement a la donnée d’un
foncteur fibre ® : € — Ens (ce foncteur fibre étant le foncteur image réciproque pour le morphisme de
topos ¢ — & correspondant), c’est-a-dire un foncteur commutant aux limites inductives quelconques et
aux limites projectives finies. Si 8 est un site, un point de 8§ n’est autre qu’un point du topos Fais(8).

Remarque 1.20. Les propriétés d’exactitude exigées pour les foncteurs fibres (et plus généralement pour
les foncteurs images réciproques de topos) impliquent qu’ils préservent les structures de groupe, groupe
abélien, anneau, ... existant dans les catégories de faisceauz (resp. préfaisceaut).

Dans la suite, nous utiliserons le résultat fondamental suivant sur les foncteurs fibres :

Théoréme 1.21. $5i8 = (C,T) un site et ® un foncteur fibre Fais(8) — Ens, alors il existe un pro-objet
X =lim X; de C tel que ® soit isomorphe au foncteur F —— F(X) := lim F(X;). Plus précisément,
i€J i€Jgoer
on a un isomorphisme de foncteurs PreFais(8) — Ens du foncteur F — F(X) := lim F(X;) vers le
i€J P
foncteur ® oa.
En outre, le pro-objet X est donné par la catégorie filtrante a gauche Voisg dont les objets sont les

objets Z € C munis d’un élément z € ®(Z), les morphismes de (Z,z) vers (Z',7") étant les morphismes
de Z L5 7' dans C tels que 2’ = O(f)(2).

DEMONSTRATION DU THEOREME — [SGA 4 IV 6.8.4] <

Dans la suite, on prolongera implicitement tout foncteur fibre @ : Fais(8§) — Ens a la catégorie des
préfaisceaux PreFais(8) par le foncteur ® o a. Il en résulte immédiatement que pour tout préfaisceau
F € PreFais(8), le morphisme canonique ®(F) — ®(aF) est un isomorphisme.

Si @ est un foncteur fibre sur un site 8 dont la catégorie sous-jacente posseéde un objet final ¢, alors
on dispose d’une application canonique, pour tout faisceau F € Fais(8), F(t) — ®(F). On l'obtient en
remarquant que les sections globales de F (i.e. F(¢)) correspondent aux morphismes t(—) — F, et qu’en
appliquant le foncteur ®, on obtient des applications d’un ensemble réduit & un point a valeurs dans
O(F).

Petit site Nisnevich de Speck ou k est un corps

Soit k un corps. Le lemme suivant permet de dire que sur la catégorie des k-schémas étales et de
type fini, la topologie de Nisnevich coincide avec la topologie de Zariski, mais pas, bien entendu, avec la
topologie étale.

Lemme 1.22. Soit F € PreFais(Specky;,). Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) F € Fais(Specky;s) ;

(2) F(P) est un singleton et Uapplication évidente F(X | |Y) — F(X) x F(Y) est bijective pour
tous objets X et'Y dans Speck ;s ;

(3) Pour tout X € Specky;,, le morphisme canonique F(X) — H F(Y) est bijectif, ot mo(X)
Yemo(X)
désigne l’ensemble des composantes connexes de X.

De plus, pour tout X € Speck ;s conneze, F(X) = aF(X) pour tout F € PreFais(Specky;s)

DEMONSTRATION DU LEMME— Les conditions (2) et (3) sont clairement équivalentes, et (1) implique
évidemment (2). Pour démontrer que (3) implique (1), il est suffisant, d’apres la définition et les propriétés
du foncteur L (cf. théoréme 1.11), de montrer que pour tout X € Spec k v, tout crible couvrant de X pour
la topologie de Spec k;, contient le crible couvrant associé a l'inclusion des composantes connexes de X
dans X, ce qui résulte immédiatement de la décomposition d’une k-algebre étale en produit d’extensions
finies séparables de k et de la définition de la topologie de Nisnevich.

La derniere assertion résulte du fait que si X € Specky,;, est connexe, X ne possede qu'un crible
couvrant pour la topologie de Nisnevich : celui contenant Idx. <
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Proposition 1.23. Le foncteur T' : Fais(Specky,;,) — Ens qui ¢ F associe F(Speck) est un foncteur
fibre.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Il résulte du lemme précédent que ce foncteur commute aux
limites inductives et aux limites projectives (en particulier aux limites projectives finies) dans la catégorie
Fais(Specky;s)- <

Points du petit site Nisnevich de X

Soit X un schéma noethérien.
Définition 1.24. Soit y un point du schéma X a valeurs dans un corps k quelconque, c’est-a-dire un
morphisme de schémas Spec k — X . On définit un foncteur —y  Fais(Xnis) — Ens en associant & tout
F € Fais(Xnis) Uensemble T'(y*F) ot (y*,yx) est le morphisme de topos Fais(Speck ;) — Fais(Xnis)
de la proposition 1.17.

Lemme 1.25. Pour tout point Spec k -5 X de X d valeurs dans un corps, le foncteur —y de la définition
précédente est un foncteur fibre sur le site X nis-

DEMONSTRATION DU LEMME — Les foncteurs I' et y* commutent tous les deux aux limites inductives
et aux limites projectives finies, en vertu de la proposition 1.23 pour I' et de la proposition 1.17 pour y*.
Donc —, commute aux limites inductives quelconques et aux limites projectives finies. <

Proposition 1.26. Si z est le morphisme canonique Spec k(x) — X ot x est un point de l’ensemble
sous-jacent a X, alors le foncteur — : PreFais(Xnis) — Ens s’identifie au foncteur F — lim F(V)

: Nis
(V‘U)EVOLS:E,X

ot Voisi\g? désigne la catégorie dont les objets sont les couples (V,v) ot V € X s et v un point de l'en-
semble sous-jacent a V', au-dessus du point x, et tel que le morphisme canonique sur les corps résiduels
k(z) — K(v) soit un isomorphisme, les morphismes dans cette catégorie étant les morphismes dans X s

préservant le point marqué.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — D’aprés le théoréme 1.21, il suffit d’identifier les catégories
Voisi\fz)? et Voisg ou ® = —,. Or, pour tout V € Xy, puisque sur les petits sites Nisnevich la topologie

est moins fine que la topologie canonique, on peut faire le calcul suivant qui permet de conclure :

V(=), = T (V(-))) =I(V xx Specr(z)(-))
= Homg () (Speck(x), V x x Speck(x))
= Homx (Speck(z),V)
<

Si x € X, on appelle catégorie des voisinages Nisnevich de x la catégorie Voisfx . Dans la suite, nous
aurons besoin du résultat essentiel de cofinalité suivant :
Lemme 1.27. La sous-catégorie pleine de Voisi\fé? constituée des couples (V,v) tels que V' soit affine,
conneze et tel que la fibre du X-schéma V' au point © (autrement dit V x x Speck(x)) soit un singleton
est cofinale dans Voisl'%.

DEMONSTRATION DU LEMME — Soit (V,v) € Voisi\fgg, montrons qu’il existe un sous-schéma ouvert W
de V contenant v tel que W soit affine, connexe, et ne contienne qu’un point au-dessus de x.

Tout d’abord, la fibre V' X x Spec x(x) est un schéma étale et de type fini sur (), donc sa topologie
est discrete, ainsi, il existe un voisinage ouvert W de v dans V' ne contenant qu’un point au-dessus de =x.

On peut donc supposer que V' X x Spec k() est un singleton. Maintenant, soit W un voisinage ouvert
affine de v dans V. Comme les composantes connexes des schémas affines noethériens sont des ouverts
affines, la composante connexe Wy de W contenant v est un ouvert affine connexe de V' contenant v et
ne possédant qu’un point au-dessus de z, d’olt le résultat car (Wy,v) — (V,v) est bien un morphisme
dans Voisi\f i, <
Définition 1.28. Une famille (®;);.; de foncteurs fibres sur un topos & (resp. un site §) est dite
conservative si pour tout morphisme f dans & (resp. Fais(8)), [ est un isomorphisme si et seulement si
pour tout i € I, ®;(f) est bijectif.
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On dit que & (resp. 8) posséde assez de points si & (resp. §) admet une famille conversative de
foncteurs fibres.

Proposition 1.29. Si (®;),.; est une famille conservative de foncteurs fibres sur un topos € (resp. un

site 8), pour tout morphisme F 7, G dans & (resp. Fais(8)), alors

d;
(1) f est un monomorphisme si et seulement si pour tout i € I, application ®,;(F) 2 D,;(9) est
njective ;
(2) f est un isomorphisme si et seulement si pour tout i € I, Uapplication ®;(5F) %) ®,(9) est
bijective ;
D;
(3) f est un épimorphisme si et seulement si pour tout i € I, lapplication ®;(F) %) D,;(9) est

surjective.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Ce résultat provient formellement du fait que les topos pos-
sedent des produits fibrés et des sommes amalgamées, que les foncteurs fibres y commutent, et du fait que

dans une catégorie admettant des produits fibrés (resp. des sommes amalgamées) un morphisme X %
est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) si et seulement si le morphisme diagonal X — X xy X
(resp. le morphisme codiagonal Y| | ¥ — Y") est un isomorphisme. <

Théoréme 1.30. Soit X un schéma noethérien. La famille des foncteurs fibres —y, ot y est un point
de X & valeurs dans le spectre premier d’un corps induisant une extension de corps finie séparablet®,
est une famille conservative de foncteurs fibres sur le site Xn;s. En particulier, les petits sites Nisnevich
possédent suffisamment de points.

DEMONSTRATION DU THEOREME— Commencons par montrer qu’une section est déterminée par ses
fibres :

Lemme 1.31. Soit F € Fais(Xnys). Lapplication suivante est injective :

Fx) — [[%
reX

f — (fz)zeX

DEMONSTRATION DU LEMME — Soient f, f € F(X) ayant les mémes fibres en tout point de X. Pour tout
x € X, il existe un objet U* € Voisi\fz)ﬁ tel que fy= = f|/Uw' La famille {U* — X} __y € Covnis(X),
d’ou le résultat puisque F est un faisceau, en particulier préfaisceau séparé pour la topologie de Nisnevich.
<

Soit F 7, G un morphisme dans Fais(X y;s) induisant une bijection au niveau de tous les foncteurs
fibres considérés. Il s’agit de montrer que pour tout ¥ - X € Xy, 'application F(Y) I, (Y) est

bijective. On peut supposer que Y = X, en effet, g*F LIER g*G vérifiera les hypotheses du théoreme, d’ot
une bijection g*F(Y) — g*G(Y). Or cette bijection s’identifiera, grace a la description du foncteur g*
donnée précédemment (cas ou g est étale), & F(Y) — G(Y), d’olt le résultat.

Il s’agit donc de montrer que 'on a une bijection au niveau des sections globales F(X) Ix, (X).
D’apres le lemme précédent, Papplication F(X) Ix, G(X) est injective. Montrons la surjectivité. Soit
¥ € §(X). Pour tout point € X, il existe un objet U, dans Voisi\f ¥ et une section (nécessairement
unique) ¢® € F(U?) telle que f(p”) = Yy=. Comme {U* — X} __ € Covnis(X) et quune section de G
sur un objet de X ;s ne peut posséder qu'un relevement dans J, les sections (¢®) . y sont les restrictions
d’une section ¢ de F sur X qui est nécessairement un relevement de 1. <

Remarque 1.32. Si X est un schéma noethérien, on peut considérer le faisceau en anneaux sur X nis
“représenté” par le X -schéma Ak (i.e. le faisceau qui a un schéma appartenant o X n;s associe l’anneau
des sections de son faisceau structural). Pour tout x € X et toute extension algébrique séparable de corps

k/k(x) (correspondant & un morphisme de schéma Spec k AN X ), on appelle hensélisé de X eny l'anneau

(5)La condition sur cette extension de corps n’est présente dans cet énoncé que pour s’assurer que cette famille de
foncteurs fibres (& isomorphismes prés) soit un ensemble. On pourrait également, ce qui apparait dans la démonstration, se
contenter des points y : Spec k(y) — X ol y est un point de I’ensemble sous-jacent & un schéma Y € Xp;s. En utilisant
[EGA IV 18.1.1], on peut montrer que ces deux familles de foncteurs fibres coincident.
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O}}(’y formé par les fibres du faisceau Nisnevich A% en y. En outre, il est essentiellement tautologique que
dans la catégorie des schémas, Spec (‘JS}T est la limite projective du systéme pmjectz’f\?oisﬁféﬁ du théoréme
1.21. On peut montrer que cet hensélisé est noethérien et qu’il s’agit d’un anneau local hensélien. Ainsi,
les anneauzx locaux de cette topologie sont les anneaux locauz henséliens, a la différence de la topologie

étale ou ceux-ci ont de plus un corps résiduel séparablement clos.

Points du grand site Nisnevich

Soit S un schéma noethérien et X dans 8m/S. On dispose d’'un foncteur évident Xy Ix, 8m/S.
On peut alors définir un foncteur (mx), : PreFais(8m/Sy,,) — PreFais(Xnis) qui a tout préfaisceau
F dans PreFais(3m/S ;) associe le préfaisceau défini par (7x),F(2) = F(rx(Z)) pour tout Z € Xis.

Il résulte immédiatement des définitions que F € PreFais(Sm/Sy,,) est un faisceau sur 8m/S y,, si
et seulement si pour tout X € 8m/S, (wx)ﬁ’f est un faisceau sur X ;5.

Ainsi, mx est un foncteur continu pour la topologie de Nisnevich sur les catégories X ;s et 8m/S .,

et (mx), induit un foncteur (7x), : Fais(8m/Sy,,) — Fais(Xnis). On peut noter (7x)” le foncteur
adjoint & gauche de (7x),.
Proposition 1.33. Pour tout X € 8m/S, le foncteur nx : Xnis — 8m/Sy,, est un morphisme de
sites 8m/S ;s — Xnis. Ainsi, le couple de foncteurs adjoints ((nx)",(7x),) définit un morphisme de
topos Fais(8m/S ;) — Fais(Xnis). De plus, mx est un foncteur cocontinu. Enfin, (rx), commute aux
limites inductives.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Pour la premiére assertion, il reste & montrer que (wx)* com-
mute aux limites projectives finies, ce qui résulte, en vertu de [SGA 4 IV 4.9.2], du fait que la catégorie
X nis possede des limites projectives finies et que le foncteur mx y commute.

Le fait que 7wx soit cocontinu [SGA 4 III 2.1] résulte immédiatement de la définition de la topologie
de Nisnevich. On en déduit que (7x), commute aux limites inductives et possede un adjoint & droite
grace & [SGA 4 IIT 2.3.3]. <

Définition 1.34. Soient X € 8m/S et y un point de X a wvaleurs dans un corps (c’est-a-dire un
morphisme de schémas Spec K 2+ X ot K est un corps). On note —, : Fais(8m/Sy,,) — Ens le
foncteur obtenu en associant a tout F € Fais(8m/Sy,,) Uensemble T'(y*(rx),F).

Il résulte de la proposition précédente et de la construction des foncteurs fibres sur les petits sites
Nisnevich que —, : Fais(8m/S y,,) — Ens est un foncteur fibre. Siy € Y € 8m/S, on note aussi —; le
foncteur fibre associé au point Specx(y) — Y.

Le théoreme 1.30 admet la conséquence suivante :

Corollaire 1.35. La famille des foncteurs fibres —, ot y est un point de Y € 8m/S est une famille
conservative de foncteurs fibres sur le site Sm/S v, .. En particulier, les grands sites Nisnevich possédent
suffisamment de points.

Nous pourrions faire exactement la méme construction en remplagant la catégorie Sm/S par la
catégorie Sch/S.

Une caractérisation des faisceaux Nisnevich

Définition 1.36. Soit Y un schéma noethérien, on appelle recouvrement Nisnevich élémentaire de'Y la

donnée d’une immersion ouverte U ==Y et d’un morphisme étale V L5, avec V quasi-compact, telle
que, st on note FF =Y — U, le morphisme de schémas V Xy Freq — Freq déduit de p par changement
de base soit un isomorphisme(®.

On constate que la notion de recouvrement Nisnevich élémentaire d’un schéma noethérien est stable
par changement de base.
Théoréme 1.37. Soit X un schéma noethérien (resp. S un schéma noethérien). Soit F un préfaisceau
sur Xnis (resp. sur 8m/S ), les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) F est un faisceau sur Xy (resp. sur Sm/Sy,.);

() Par invariance topologique du topos étale, la structure de sous-schéma fermé de Y dont F' est muni n’a aucune
importance pour ce qui est de tester si V Xy F' — F' est un isomorphisme.
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(2) F(¢) est un singleton et pour tout recouvrement Nisnevich élémentaire (j : U — Y;p: V —Y)
deY € Xnis (resp. Y € 8m/Sy,;,), le diagramme d’ensembles suivant est cartésien

5(v) — L F(v)

CT"(I))i l?(mz)

FU) ?(p:l.;f(U xy V)

DEMONSTRATION DU THEOREME — Le cas concernant les grands sites Nisnevich résulte formellement
du cas des petits sites Nisnevich, donc on ne va considérer que ces derniers.
— Sens facile. 1 = 2)

D’aprés le lemme de Yoneda, il suffit de montrer que le diagramme suivant est cocartésien dans

Fais(Xnis), pour tout recouvrement Nisnevich élémentaire (U 2, Y.V 2, Y) deY € Xy :

UxxV——V

|

U——Y

D’apres le théoreme 1.30, cette assertion se vérifie apres passage aux fibres en un point Spec K —— X
de X a valeurs dans un corps. Pour tout V € Xp;s, on a montré, lors de la démonstration de la pro-
position 1.26, que la fibre en x du faisceau V sur X ;s s’identifiait & ’ensemble Homx (Spec K, V) =
Homygpec x(Spec K,V x x Spec K), c’est-a-dire 'ensemble des sections du Spec K-schéma V' x x Spec K.
On en déduit que l'on peut supposer que z : Spec K — X est un isomorphisme. En outre, il est clair
que 'on peut supposer que Y est connexe. Dans ce cas, Y est le spectre d'un corps, ainsi, deux cas sont
possibles : soit U = ¢ et dans ce cas V — Y est un isomorphisme, soit U = Y. Mais, dans ces deux cas,
le diagramme voulu est tautologiquement cocartésien, d’ou le résultat.

— Sens difficile. 2 = 1)

Cette démonstration s’inspire de la méthode utilisée dans la démonstration de [MV, lemme 1.18,
page 101]. En considérant le morphisme canonique ¥ — a¥, on remarque qu’il suffit de démontrer le
lemme suivant. <

Lemme 1.38. Soit X un schéma noethérien. Soit F 7, S un morphisme de préfaisceaur sur X n;s-

On suppose que F et G vérifient la condition (2) du théoréme 1.37. Si le morphisme aF LI a§ est un
isomorphisme, alors f est un isomorphisme.

DEMONSTRATION DU LEMME — Il s’agit de montrer que pour tout Y € X s, F(Y) — G(Y) est bijec-
tive. Pour établir cela, on peut évidemment supposer que ¥ = X. Notons 74 le foncteur de restriction
des préfaisceaux au petit site Zariski my : PreFais(Xnis) — PreFais(Xzqr). Puisque X est un espace
topologique noethérien et que les recouvrements Zariski par deux ouverts sont des recouvrements Nisne-
vich élémentaires, myF et 4G sont des faisceaux sur Xz,,. Donc, pour vérifier que F(X) — G(X) est
bijective, il est suffisant de montrer que pour tout point z € X, I'application (1), — (m§),, induite
au niveau des germes en x (au sens habituel des faisceaux sur les espaces topologiques), est bijective.
Nous allons démontrer cette assertion par récurrence sur la dimension de ’anneau local Ox ..

Nous allons maintenant voir que 'on peut effectivement se ramener au cas ou X est le spectre d’'un
anneau local. Notons ¢ le morphisme de schémas Spec Ox , — X. Soit W € {F, §}. D’apres les résultats
de [EGA IV 8] que nous avons rappelés lors de ’étude du morphisme Spec Ox , — X, tout recouvre-
ment Nisnevich élémentaire d'un schéma dans (Spec Ox ), est I'image réciproque d'un recouvrement
Nisnevich élémentaire d’un objet de Un;s par le morphisme canonique Spec O x , — U pour tout ouvert
suffisamment petit U de X contenant x. En utilisant la propriété (2) et le fait qu’une limite inductive
filtrante de carrés cartésiens dans Ens est un carré cartésien, a la lumiére du lemme 1.19, on constate
que le préfaisceau g*W vérifie la propriété (2) du théoreme. Maintenant, I'isomorphisme de foncteurs
aog' = ¢g* oa permet de conclure que le morphisme g!F — ¢*G vérifie les hypotheses du lemme. Enfin,
si on arrive & montrer que le morphisme g*F(Spec Ox ) — ¢*G(Spec Ox ) est un isomorphisme, on
aura bien démontré que (myJF) — (m3G), est bijectif.

Pour démontrer le lemme, on peut supposer maintenant que F et G sont deux préfaisceaux sur X s,
ou X est le spectre premier d’un anneau local de point fermé z, vérifiant la condition (2) du théoreme
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1.37. 51 F R G est un morphisme de préfaisceaux induisant un isomorphisme sur les faisceaux associés,
il s’agit de montrer que F(X) — G(X) est bijective. Commengons par montrer I'injectivité : soient ¢ et
¢’ deux éléments de F(X) tels que f(p) = f(¢') = a € §(X). Par hypothese, les fibres Nisnevich de ¢ et
¢’ coincident en x. Par définition des fibres Nisnevich en z € X, il existe un voisinage Nisnevich (V,v) de
(7, X) tel que @y = go?v, et on peut supposer que V' X x Spec k(z) — Spec k(z) est un isomorphisme.
Le couple (X —z — X;V — X)) est alors un recouvrement Nisnevich élémentaire de X ; comme ¢
et ¢’ coincident sur V, pour montrer que ¢ = ¢, il suffit de montrer que leurs restrictions & X — x

sont égales. Par hypothese de récurrence, on obtient que F(X — x) 4, G(X — x) est bijective (puisque

dim X — 2 < dim Ox ), ainsi p|x_, = %X—x puisque f(ga‘X_I) = f(cpIX_x> = Q)X —z-

Il reste & montrer la surjectivité de F(X) 4, G(X). Soit @ € §(X). Comme F(X — x) 4, $(X —x)

est bijective, il existe ¢ € F(X — x) tel que f(p) = ox_,. De plus, I'application induite par f au niveau
des fibres Nisnevich en x est bijective, il existe donc un voisinage Nisnevich (V,v) de z € X, et une
section ¢ € F(V) tel que f() = a)v, et on peut supposer que V xx Specx(x) — Specx(z) est un
isomorphisme. D’apres le théoreme A.8, dim (X —z) xx V < dim Ox ,, ainsi, I'hypothese de récurrence

permet d’affirmer que F((X —z) xx V) 4, G((X — z) xx V) est bijective. Comme f(¢|(x—z)xxv) =
f(’(/}\(X—x)xXV) = Q|(x—z)xx V> ON Obtient que ¢ et ¢ sont les restrictions d'une section w € F(X), et il
s’ensuit que f(w) = a. <

Cohomologie pour la topologie de Nisnevich

Soit 8§ = (€,7) un site. On rappelle que si X est un objet de €, pour tout ¢ € N, on peut noter
HI(X;—) le g-itme foncteur dérivé & droite du foncteur F — F(X) de la catégorie des faisceaux de
groupes abéliens sur 8 (objets Groupes abéliens dans Fais(8)) vers la catégorie des groupes abéliens, la
catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur § ayant suffisamment d’injectifs en vertu de [Grot].

Lemme 1.39. Soit S un schéma noethérien et X € 8m/S. Pour tout faisceau F de groupes abéliens sur
8m/S y,s, il existe un isomorphisme canonique pour tout g € N :

HY .. (X:(7x),F) = Hg

Sm/SNis(X;?)

DEMONSTRATION DU LEMME — En vertu de la proposition 1.33, (7x), est un foncteur exact, et de plus,
comme c’est le foncteur image directe pour un morphisme de topos, il admet un adjoint a gauche 7%
exact, donc, (mx), envoie les faisceaux injectifs sur des faisceaux injectifs, d’ott le résultat. <

Lemme 1.40. Soit F un faisceau de groupes abéliens sur Xpn;s. Supposons que pour toute immersion

owverte V. —— U dans Xyis, Uapplication F(U) — F(V) soit surjective. Alors, pour tout ¢ >0 et Y €
XNi87 HqXNiS (Y, ?) =0.

DEMONSTRATION DU LEMME— Pour cette démonstration, appelons flasques les faisceaux de groupes
abéliens sur X satisfaisant ’hypothese du lemme 1.40. Commencons par montrer que si F est flasque, alors

H&Ms (Y;F) = 0 pour tout Y € Xy;,. Pour cela, il suffit de montrer que si 0 — F "> G e H—=0
est une suite exacte de faisceaux sur Xp;s, alors §(Y) — H(Y) est surjective pour tout ¥ € Xpyis.
On peut supposer que Y = X. Soit h € H(Y'). Par noethérianité de X, il existe un ouvert Zariski U
maximal dans X sur lequel by est I'image d’un élément de G(U). Ainsi, il suffit de montrer que si U est
un ouvert de X et s € G(U) tels que 3(s) = hjy, alors si U # X, alors il existe un ouvert U’ strictement
plus grand que U satisfaisant la méme condition. Soit x un point générique de X — U. Par exactitude
de la suite exacte de faisceaux Nisnevich, il existe V' € Xy, et un élément ¢ € §(V') tel que B(t) = hyy
et que V xx Speck(r) — Specr(zx) soit un isomorphisme. Notons F' = (X —U),,. Considérons le
morphisme canonique V x x F —— F. Pour montrer qu'il existe un ouvert W de X contenant z tel que
¢ induise un isomorphisme V xx F' xx W — F x x W, d’aprés les résultats de [EGA IV 8] sur les
limites projectives de schémas, il suffit de vérifier que V' x x F' x x SpecOx , — F x x Spec Ox ; est un
isomorphisme. Pour cela, il suffit de voir que le X-schéma F x x Spec Ox , s’identifie & Spec x(z). On
sait que F' x x Spec Ox , est un sous-schéma fermé de Spec Ox , ; par localisation, il est réduit. De plus,
comme z est un point générique de F, il vient que F' x x Spec Ox , = Spec k(x). Ainsi, on a montré qu’il
existe un ouvert W de X contenant x tel que V xx F Xxx W — F X x W soit un isomorphisme. Ainsi,
si on note U’ = U UW, on obtient un recouvrement Nisnevich élémentaire {U — UV xx U — U’}.
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On construit alors facilement un relevement de h|U/ dans G(U’) en utilisant les relevements sur U et
V xx U’, et ce grace & la surjectivité de Papplication F(U") — F(U).

On a donc montré que pour tout faisceau flasque F et Y € Xy, H&MS (Y;F) = 0. Maintenant, en
utilisant les monomorphismes de faisceaux ZV — ZU associés a des immersions ouvertes dans X s, on
montre facilement que les faisceaux injectifs sont flasques. De plus, en utilisant le résultat sur le H', on

obtient que dans une suite exacte courte de faisceaux Nisnevich () F g K 0, si
F et G sont flasques, alors H est flasque. Par récurrence sur g > 0, il en résulte formellement que pour
tout faisceau flasque F et Y € X s, H%N“(Y; F)=0. <

Gréce & ce lemme, on obtient des isomorphismes tautologiques HY = (Y;9) = Hy. (Y; f*F) pour

tout faisceau de groupes abéliens F sur X ;s avec Y S, X € Xnis. En combinant ces deux lemmes, si F
est un faisceau sur un petit ou un grand site Nisnevich, il ne présente aucune ambiguité a noter simplement
HY,,.(Y;F) les groupes de cohomologie pour tout objet ¥ du site considéré. Pour la topologie de Zariski,
on notera H?  (—;—) les groupes de cohomologie.

Proposition 1.41. Soit F un faisceau de groupes abéliens sur Xpn;s, et (U J, x: v X) un re-

couvrement Nisnevich élémentaire de X. Alors, il existe une suite exacte longue (dite de Mayer-Vietoris
généralisée) :

HY, (U xx V;9) — HY, (X3 9) —HY, (U F) @ HY, (Vi F) —H,, (U xx Vi F) — HY(X; )

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Pour tout W € Xy, notons ZW le faisceau de groupes
abéliens libre sur le faisceau représenté par W. Il est clair que HY%, (W;F) s’identifie & Ext?(ZW,J)
calculé dans la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur X ;5. En vertu des suites exactes longues
associées aux groupes d’extensions, il s’agit de montrer que le carré suivant est cocartésien :

ZU xx V) —= 72U

L

Vv —7ZX

Or, cela résulte formellement du fait que pour tout faisceau (de groupes abéliens) G sur Xy, le diagramme
suivant est cartésien :

§(X) —=5(V)

.

G(U)——=G(U xx V)
<

Théoréme 1.42. ([KS], [MV, proposition 1.8, page 98], [TT, lemme E.6.c]) Soit X un schéma noethé-
rien de dimension de Krull finie. Alors, pour tout faisceau F de groupes abéliens sur X ;s et pour tout
entier ¢ > dim X, H}, (X;F) = 0.

DEMONSTRATION DU THEOREME — Commencons par montrer que si ce théoréme est vrai pour tous les
schémas locaux noethériens de dimension < n, alors il est vrai pour tous les schémas noethériens X de
dimension n. Notons R, les foncteurs dérivés & droite du foncteur image directe de faisceaux de groupes
abéliens pour le morphisme évident de sites X nis — X zar, €t appliquons la suite spectrale de Leray :

BEY = HY,, (X; R, 5) == HEH(X:9)

Il s’agit de montrer que EY? = 0 pour p + ¢ > n. En vertu du théoréme 1.43, il suffit de montrer que
(R?m,F), = 0 pour tout z € X tel que dimOx , < ¢g. Or, on montre (en utilisant par exemple le lemme
1.40) que la fibre (R77,J), s’identifie canoniquement & H%, (Spec Ox ,,j*F), j étant le morphisme

canonique Spec Ox AN , d’ott le résultat.

On procede maintenant par récurrence sur la dimension de Krull. Soit X un schéma local noethérien
de dimension de Krull n, de point fermé s. On veut montrer que pour tout faisceau de groupes abéliens F
sur X nis, H"Nt: (X;F) = 0. Le faisceau associé au préfaisceau de groupes abéliens sur X ;s quia U € X s
associe HY ! (U; F|y7) est évidemment nul. Donc, pour tout élément = € HYE! (X;F), il existe V € X ;s

x
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vérifiant Vi ~ Specx(s) tel que I'image de = dans Hy ! (V;F) soit nulle. Posons U = X — s, on peut
considérer la suite exacte de Mayer-Vietoris généralisée associée au recouvrement Nisnevich élémentaire
(U,V) de X, ce qui donne la suite exacte suivante grace au fait que les dimensions de Krull de U et de
U x x V sont strictement inférieures a n :

0 —Hy (X;F) —HT ! (V; )
On en déduit que z = 0 et donc H%‘j (X;F)=0. 4

Théoréme 1.43. Soit X un schéma noethérien de dimension de Krull finie, n € N et F un faisceau de
groupes abéliens sur X z4,. On suppose que pour tout point x € X tel que dimOx , < dim X —n, F, =0.
Alors, pour tout ¢ >n, H}, (X;F) = 0.

DEMONSTRATION DU THEOREME — En vertu de I'inégalité dim O x , +dim {2} < dim X pour tout z € X,
il suffit de montrer que si n € N et si F est un faisceau de groupes abéliens sur Xz, tel que pour tout
point z € X vérifiant dim {z} > n, F, = 0, alors pour tout ¢ > n, HY,  (X;F) = 0. Nous allons démontrer

ceci par récurrence noethérienne. Notons que si F — X est une immersion fermée, i*F va encore vérifier
cette nouvelle hypothese.
Notons S = {z € X,F, # 0} et F' 'adhérence dans X de S. On a un isomorphisme F ~ i, i*F

avec i I'immersion fermée F' — X. Comme H%, (X;i,G) = H%,, (F;G) pour tout faisceau de groupes
abéliens G sur F', par hypothese de récurrence noethérienne, on peut supposer que F = X. Grace au
lemme suivant, F est limite inductive filtrante de ses sous-faisceaux F tels que {z € X, F. # 0} soit un
ensemble constructible” de X. On peut ainsi supposer que S est un ensemble constructible. Or, une
partie constructible dense dans X contient tous les points génériques des composantes irréductibles de
X, et dans ce cas, on ne veut rien démontrer de plus que H}, (X;JF) = 0 pour ¢ > dim X, c’est-a-dire
le théoreme d’annulation de Grothendieck. <

Lemme 1.44. Soit F un faisceau de groupes abéliens sur un schéma noethérien X muni de la topolo-
gie de Zariski. St F est engendré par un nombre fini de sections, alors l’ensemble {x € X,F, # 0} est
constructible.

DEMONSTRATION DU LEMME— Si G est un faisceau de groupes abéliens sur X, alors on dit que G est
constructible s'il existe une partition finie de X formée de localement fermés (L;),; telle que pour tout
i € I, le faisceau J1,, de groupes abéliens sur I’espace topologique L; soit un faisceau constant associé a un
Z-module de type fini. Il est tautologique qu'un faisceau constructible de groupes abéliens F sur X est tel
que {z € X,F, # 0} est un ensemble constructible de X. En se ramenant au cas des faisceaux constants
sur des schémas noethériens irréductibles, on montre facilement quesi 0 — F — G — H — ( est une
suite exacte de faisceaux sur un schéma noethérien X, alors, si F et G sont constructibles, alors H 1'est
aussi. Comme un faisceau engendré par un nombre fini de sections est évidemment quotient d’un faisceau
constructible, il ne reste qu’a prouver qu’un sous-faisceau d’un faisceau constructible est constructible. Il
suffit évidemment de montrer qu’un sous-faisceau F d’un faisceau constant associé a un groupe abélien de
type fini G sur un schéma noethérien X est constructible. Clairement, on peut aussi supposer que X est
irréductible. Soit F un tel faisceau contenu dans le faisceau constant G. Par récurrence noethérienne, on
peut supposer que la restriction de F & tout fermé strict de X est constructible. Il suffit donc de montrer
quil existe un ouvert non vide U de X tel que JF|yy soit constant. On considere I'application injective
Fy, — G, = G. Puisque JF), est un groupe abélien de type fini, quitte & remplacer X par un ouvert non
vide suffisamment petit, on peut supposer que 'application F(X) — F, est surjective. Il en résulte que
pour tout ouvert non vide V' de X, 'application F(V) — F,, est surjective, or ces deux groupes sont
naturellement contenus dans G, ainsi, cette application est bijective et F est bien le faisceau constant de
fibre ), d’oli le résultat. <

Remarque 1.45. FEn utilisant la suite spectrale de coniveau, on peut démontrer le théoréme 1.42 de
maniére plus élégante. C’est d’ailleurs la démonstration qui est donnée dans [KS]. C’est la méthode
qu’emploie aussi Nisnevich dans [Nis, théoréme 1.32, page 279], cependant une erreur malheureuse s’est
glissée dans la démonstration qui y est donnée. Néanmoins, si on y retire un arqgument faua® , il y est
démontré largement de quoi démontrer le théoréme.

(M Une partie d’un espace topologique noethérien est dite constructible si elle est réunion finie de localement fermés.
(8)Le probléeme est que la suite spectrale de coniveau & un terme E1, qui contrairement & un certain nombre de suites
spectrales en cohomologie, est tel que Efq n’est pas nul en général pour ¢ < 0.
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Quelques notions d’algebre homotopique

Le cadre abstrait introduit par Quillen dans [Quil] permet d’axiomatiser ce que l’on appelle la théorie
de ’homotopie. Nous allons ainsi rappeler la notion de catégorie de modeles, ainsi que quelques résultats
d’algebre homotopique dont nous aurons besoin. Les catégories de modeles permettent notamment de
rendre plus explicite le calcul des morphismes dans certaines catégories obtenues par localisation, dans
un cadre suffisamment général pour s’appliquer & plusieurs situations intéressantes que nous rencontre-
rons. Cette méthode peut étre considérée comme une généralisation “non-abélienne” de ’équivalence de
catégories entre la catégorie dérivée DT A ol A est une catégorie abélienne possédant assez d’injectifs et
la catégorie & homotopie pres des complexes®) dans A bornés inférieurement dont tous les termes sont
des objets injectifs. Comme nous aurons aussi besoin de cette technique tres utile pour construire des ca-
tégories de modeles, nous rappellerons précisément ce que ’on entend par “raisonnement du petit objet”.
Enfin, on rappellera quelques résultats sur les ensembles simpliciaux, les foncteurs dérivés, les limites et
les colimites homotopiques, et la correspondance de Dold-Kan.

Catégories de modeles fermées

On se donne une catégorie € munie de trois classes de morphismes Fib, Cof, W appelées respectivement
fibrations, cofibrations et équivalences faibles.

Définition 2.1. On appelle fibration triviale une fibration qui est aussi une équivalence faible et cofibra-
tion triviale une cofibration qui est aussi une équivalence faible.

Définition 2.2. Un morphisme [ : X — Y est un rétracte de g : X' — Y’ s’il existe un diagramme

commutatif de la forme suivante :
/’IE\

X— X —X

]

Y —Y ——Y

N

Définition 2.3.
— Soit un carré commutatif de la forme ci-dessous dans C. Dans cette situation, un relevement est
un morphisme B 5 X rendant les deux triangles adjacents commutatifs :

A—X

1 p
B——=Y
~ Soient A - B un morphisme et & une classe de morphismes dans C. On dit que i posséde la
propriété de relévement a gauche par rapport a & si pour tout carré commutatif dans lequel la
fleche de gauche est i et la fleche de droite est dans &, un relévement existe ;
— Soient X £5Y un morphisme et & une classe de morphismes dans €. On dit que p posséde la

propriété de relevement a droite par rapport a € si pour tout carré commutatif dans lequel la fleche
de droite est p et la fleche de gauche est dans &, un relevement existe.

(9)Sauf mention du contraire, les complexes que nous considérerons seront notés cohomologiquement (i-e. le degré est
noté en haut, les différentielles sont de degré +1 et vont a priori vers la droite). Le foncteur de décalage —[1] s’obtient en
décalant d’un cran vers la gauche les complexes de sorte que pour tout complexe K et ¢ € Z, HI(K[1]) = HIT}(K). La
notion de complexe borné supérieurement (resp. inférieurement) sera toujours interprété avec ces conventions. Cependant,
on utilisera implicitement 1’équivalence entre les deux conventions via la formule K, := K~"™ pour tout n € Z.

19
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On considere les axiomes suivants :
AXIOME CM1— La catégorie C admet des limites finies et des colimites finies.
AXIOME CM2—

X4f>Y

BN
Z
Dans un tel diagramme commutatif, si, parmi les trois fleches f, g et h, deux sont des équivalences
faibles, alors la troisiéme aussi*?).
AXIOME CM3— Les trois classes de morphismes formées par les fibrations, les cofibrations et les
équivalences faibles sont stables par rétracte.
AXIOME CM4— Pour tout carré commutatif de la forme suivante, ot p est une fibration et i une
cofibration, il existe un relévement ¢ (rendant le diagramme commutatif) si i ou p est une équivalence
faible :

HX

A

|7
i p
B- Y

[

AXIOME CM5—
— Tout morphisme f peut se factoriser en f = poi avec i une cofibration et p une fibration triviale.
— Tout morphisme f peut se factoriser en f = poi avec i une cofibration triviale et p une fibration.

Définition 2.4. (C, Cof, Fib, W) est une catégorie de modéles fermée si ces données vérifient les axiomes
CM1, CM2, CM3, CM4, ¢t CM5.

Remarque 2.5. Cette définition est “auto-duale” dans la mesure ou si l'on change C en la catégorie
opposée C°P, et si l'on permute fibrations et cofibrations, sans changer les équivalences faibles, C est
une catégorie de modéles fermée si et seulement si C°P est (tous les aziomes étant invariants par cette
transformation). Ainsi, tout théoréme concernant les catégories de modéles fermées aura une version
duale.

Les structures de catégories de modeles fermées que nous considérerons satisferont des axiomes ren-
forcés. Ainsi, on introduit deux axiomes qui renforcent respectivement les axiomes CM1 et CMS5 :
AXIOME CM1t— La catégorie C admet des limites et des colimites quelconques.
AXIOME CM5+T—
— Tout morphisme f peut se factoriser fonctoriellement en f = poi avec i une cofibration et p une
fibration triviale.
— Tout morphisme f peut se factoriser fonctoriellement en f = poi avec i une cofibration triviale et
p une fibration.
Pour démontrer les axiomes de certaines catégories de modeles fermées, nous utiliserons le lemme
suivant (ainsi que sa version duale) :

Lemme 2.6. (Astuce de Joyal) Supposons que les données (C, Cof, Fib, W) satisfassent aux axiomes
CM1, CM2 et que

— les cofibrations soient stables par composition et par co-changement de base ;
— les fibrations aient la propriété de relevement a droite par rapport aux cofibrations triviales ;

— tout morphisme f puisse se factoriser en f = poi avec i une cofibration et p une fibration triviale.
Alors, Uaxiome CM4 est vérifié.

DEMONSTRATION DU LEMME — Soit un carré commutatif, avec p une fibration triviale et 7 une cofibration.

A—X

Construisons le diagramme suivant :

(10)L’axiome CM2 est communément appelé “la propriété du deux sur trois”.
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A X ldx X

RN

B— =B, X1 Sz >y

Pour cela, on construit la somme amalgamée de B et X le long de A grace a 'axiome CM1, et

on factorise la flsche canonique B| |, X — Y en une cofibration B| ], X —> Z suivie d’une fibration
triviale Z — Y. Comme les cofibrations sont stables par co-changement de base, i’ est une cofibration.
Puisque les cofibrations sont stables par composition, 7 o4’ est une cofibration. De plus, comme X 2y
et Z — Y sont des équivalences faibles, j o’ est une cofibration triviale d’apres 'axiome CM2. Or p est
une fibration, donc un relevement ¢ existe, et on en déduit un relevement B — X dans le carré initial.
<

Algebre homotopique

La définition des catégories de modeles fermées donnée précédemment est celle décrite dans [GJ].
Néanmoins, d’autres axiomes intervenant dans la définition de Quillen des catégories de modeles dans
[Quil] se déduisent de celle-ci grace a des caractérisations par des propriétés de relevement.

Dans cette partie, on fixe une catégorie de modeles fermée (C, Cof, Fib, W). Il va s’agir de déduire des
axiomes CM1, CM2, CM3, CM4, CM5 quelques propriétés importantes et quelques constructions.
Lemme 2.7.

— Les fibrations sont les morphismes ayant la propriété de relevement a droite par rapport aux cofi-

brations triviales ;

— Les fibrations triviales sont les morphismes ayant la propriété de relevement a droite par rapport

aux coftbrations ;

— Les cofibrations sont les morphismes ayant la propriété de reléevement a gauche par rapport aux

fibrations triviales ;

— Les cofibrations triviales sont les morphismes ayant la propriété de relévement a droite par rapport

aux fibrations.

DEMONSTRATION — [GJ, lemme 1.1, page 67] <

Remarque 2.8. Grace a ce lemme, on remarque que dans une catégorie de modéles fermée, on peut
caractériser une des trois classes de morphismes Fib, Cof, W a partir des deux autres.

Corollaire 2.9.
— Les fibrations sont stables par composition et par changement de base ;
— Les cofibrations sont stables par composition et par co-changement de base;
— Les fibrations triviales sont stables par composition et par changement de base ;
— Les cofibrations triviales sont stables par composition et par co-changement de base;
— Les isomorphismes sont dans FibN CofN W.

Définition 2.10. Soit X un objet de C. On dit que X est cofibrant si le morphisme ¢ — X est une
cofibration et on dit que X est fibrant si le morphisme X — o est une fibration, ¢ (resp. o) désignant
Uobjet initial (resp. final) de C.

Définition 2.11. Soient D une catégorie et W une classe de morphismes dans D. Supposons que soient

donnés une catégorie D[Wfl} et un foncteur D 9, 'D[W’l] tels que pour tout w € W, Q(w) soit un

isomorphisme et tels que pour toute catégorie & munie d’un foncteur D BLe tel que pour tout w € W,

R(w) soit un isomorphisme, il existe un unique foncteur D[Wfl} 9., & rendant le diagramme suivant
commutatif :

p—= ¢

7
o 4

D[W]

Dans ce cas, on dit que @[Wfl] est la catégorie localisée stricte de D par rapport a 'W.
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Grace au lemme de Yoneda, la localisée stricte, si elle existe, est unique & isomorphisme unique
prést) . On démontre assez facilement que si D est une petite catégorie et W un ensemble arbitraire de
morphismes, alors D [Wfl] existe. Mais si D n’est pas petite, il faut étre plus précautionneux.

Nous allons maintenant rappeler la construction de € [W_l]. Pour cela, nous allons définir d’autres
notions introduites dans [Quil].

Définition 2.12.

— Soit A un objet de C. Un objet cylindre pour A est la donnée d’un triangle commutatif de la forme

ci-dessous, ou i est une cofibration, o une équivalence faible et V la codiagonale :

AUA

1=19U71

A—F—A
— Soient f et g deux morphismes A — B dans C. Une homotopie a gauche entre f et g relativement a

un objet cylindre (fl, 1, o) de A est un morphisme A Btel que le diagramme suivant commute :

— Soient f et g deux morphismes A — B dans C. On dit que f et g sont homotopes d gauche s’il

existe un objet cylindre (A,i,o) et une homotopie a gauche entre f et g relativement a (A,i,a).

On remarque que tout objet de C possede un objet cylindre en vertu de I'axiome CMS5.

Lemme 2.13. 3
— Si A est un objet cofibrant de C et (A,i,a) un objet cylindre pour A, alors les morphismes iq et

i1 sont des cofibrations triviales ;
~ Si A et B sont deuz objets de C, la relation d’homotopie & gauche sur Home (A, B) est une relation
d’équivalence si A est cofibrant.

DEMONSTRATION DU LEMME — [GJ, lemme 1.5, page 69] <

Ces notions comportent bien entendu des versions duales. On peut ainsi définir la notion d’objet
chemin, la notion d’homotopie & droite relativement & un objet chemin fixé et enfin la relation d’homotopie
a droite.

Lemme 2.14. Soient A un objet cofibrant et B un objet fibrant.

Alors, si f et g sont deuxr morphismes A — B dans C, les conditions swivantes sont équivalentes :

— f et g sont homotopes a gauche ;

— f et g sont homotopes a gauche relativement a un objet cylindre de A fixé ;

— f et g sont homotopes a droite ;

— f et g sont homotopes a droite relativement a un objet chemin de B fixé.

Sous ces hypotheses, on note w(A, B) l'ensemble quotient de Home (A, B) pour la relation d’homo-
topie.

DEMONSTRATION DU LEMME— [GJ, corollaire 1.9, page 72] N
Il résulte des définitions et du lemme précédent que 'on peut définir une unique catégorie 7C.¢ dont
les objets sont les objets de € qui sont fibrants et cofibrants, telle que I’ensemble des morphismes de X

vers Y soit I’ensemble m(X,Y), et telle que la composition des morphismes soit induite par la composition
des morphismes dans C.

Théoréme 2.15. Soit X Ty un morphisme dans C entre objets fibrants et cofibrants. Alors, f est
une équivalence faible si et seulement si la classe de f est un isomorphisme dans wC.y.

DEMONSTRATION DU THEOREME — [GJ, théoreme 1.10, page 73] <

(1D On peut relacher un peu les exigences portant sur la catégorie D W~ . En effet, on peut déceler dans cette
définition un probléme 2-universel, une solution & un probléme 2-universel étant alors définie (seulement) & équivalence de
catégorie pres.
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Lemme 2.16. (Lemme fondamental de l’algébre homotopique)
— La catégorie localisée stricte Ho(C) de € par rapport ¢ W existe et on note v le foncteur de
localisation € — Ho(C) ;
- Si X est un objet cofibrant et Y un objet fibrant, alors le foncteur v induit une bijection 7(X,Y) =
HomHo(e) (/VXa ’VY)

DEMONSTRATION DU LEMME— L’idée [GJ, théoreme 1.11, page 75] consiste & choisir pour tout objet
X un représentant fibrant et cofibrant X’ grace & I'axiome CMS5 :

c€Cof . €FibNW
p——> X —>X

\LECO]‘OW

X/

\LEFib

On peut supposer que X = X si X est cofibrant et que X’ = X si X est fibrant.

On définit les objets de Ho(€) comme étant les objets de C et les morphismes de X vers Y dans
Ho(C) comme étant I'ensemble 7(X’,Y”’). On définit la composition des morphismes en utilisant la
catégorie mC.r. On dispose d’un foncteur évident Ho(€) — 7€,y qui & X associe X'. Ce foncteur est
par définition une équivalence de catégories.

En utilisant I’axiome CM4, on peut aisément relever tout morphisme X .Y enun morphisme
X’ £, Y’. Néanmoins, le passage le plus technique consiste a vérifier que g est bien défini a homotopie
prés pour pouvoir définir un foncteur € —— Ho(0).

Une fois ce travail effectué, la vérification du fait que (Ho(€), ) est bien la localisée stricte de € par
rapport a W ne présente pas de difficulté particuliere. <

Corollaire 2.17. On peut définir un foncteur évident €.y — Ho(C). De plus, ce foncteur est une
équivalence de catégories.

Proposition 2.18. Les équivalences faibles sont exactement les morphismes qui deviennent des isomor-
phismes dans la catégorie homotopique Ho(C).

On remarquera que, sans supposer les objets fibrants ou cofibrants, si f,g : X — Y sont deux
morphismes pour lesquels il existe une homotopie & gauche (resp. & droite) relativement & un objet
cylindre (resp. chemin) entre f et g, alors f et g coincident dans la catégorie homotopique i.e. vf = 7vg.

Lemme 2.19. Si I est un ensemble tel que les produits indexés par I existent dans C et tel que tout
produit d’équivalences faibles indexé par I soit une équivalence faible, alors Ho(C) admet des produits
indexés par I. De plus, le foncteur de localisation € —— Ho(C) y commute.

DEMONSTRATION DU LEMME — Soit (Xj);.; une famille d’objets de €. Notons X = HXi le produit
iel
dans C. Il s’agit de montrer que v.X est le produit de (yX;);.,; dans Ho(C). Grace a notre hypothese, on
peut supposer que pour tout ¢ € I, X; est fibrant. Il s’agit de montrer que pour tout objet ¥ de Ho(C),
I'application canonique Homggo(e) (Y, 7X) — H Homyy,(e) (Y, 7X;) est bijective. On peut supposer que
i€l
Y =W avec W cofibrant. Mais, alors, en utilisant un objet cylindre pour W, on obtient directement le
résultat en appliquant le lemme fondamental de ’algebre homotopique (X étant évidemment fibrant). <

Raisonnement du petit objet

Pour démontrer 'existence de suffisamment d’injectifs dans certaines catégories abéliennes, plusieurs
méthodes existent. Dans la catégorie des modules & gauche sur un anneau A, on peut montrer leur
existence en utilisant la dualité de Pontryagin et en se ramenant au cas A = Z. Ainsi, pour démontrer
par exemple que la catégorie des faisceaux de Modules sur un espace topologique annelé possede assez
d’injectifs, on peut plonger les germes dans des modules injectifs sur les germes du faisceau d’anneaux et
prendre le faisceau des sections “discontinues”. Cependant, dans [Grot] et [CE], une autre méthode est
décrite et celle-ci est beaucoup plus générale puisqu’elle assure directement ’existence de suffisamment
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d’injectifs dans beaucoup de catégories abéliennes. On se propose ici de décrire une généralisation de
cette méthode pour construire des catégories de modeles. En effet, 'axiome le moins évident a vérifier
en pratique est 'axiome CM5, et justement, le raisonnement du “petit objet” (et son analogue transfini
dans le cas ou les objets qui y interviennent ne sont pas de présentation finie (cf. définition 2.20)) sert a
construire des factorisations fonctorielles (cf. théoréme 2.28).

Définition 2.20. Soit X un objet d’une catégorie C possédant des limites inductives. On dit que X est
de présentation finie si le foncteur Home (X, —) : € — Ens commute aux limites inductives filtrantes.

Définition 2.21. Soit I un ensemble ordonné filtrant et k un cardinal™® . On dit que I est grand devant
K si toute partie de I de cardinal inférieur ou égal a k admet un majorant.

Définition 2.22. [SGA 4 I 9.2] Soit X un objet d’une catégorie C possédant des limites inductives et
K un cardinal, on dit que X est k-accessible si le foncteur Home (X, —) : € — Ens commute auz limites
inductives indexées par les ensembles ordonnés filtrants grands devant k.

On dit que X est accessible s’il existe un cardinal k tel que X soit k-accessible.

On rappelle qu'un cardinal k est dit successeur s’il existe un cardinal « tel que x soit le plus petit
cardinal strictement supérieur a a. Le lemme suivant établit 'existence de “grands” ensembles ordonnés.

Lemme 2.23. Si k est un cardinal et v un cardinal infini successeur strictement supérieur & k, alors
l’ensemble ordonné ~ est grand devant le cardinal k.

DEMONSTRATION DU LEMME — Soit « le cardinal dont v est le successeur. Pour démontrer le résultat,
on peut clairement supposer que £ = a. Soit X un ensemble de cardinal x (par exemple X = k). Soit
Y C v une partie de cardinal < k. Comme + est un ordinal limite, pour tout y € Y, y + 1 € =, or comme
~ est le cardinal successeur de k, I’ensemble y + 1 = {z € v, 2z < y} est de cardinal inférieur ou égal & &,
on peut donc choisir une injection ¢, de y + 1 dans X.

Notons W lensemble {(y,u) € Y x v,u € y+ 1}. Notons A I'image de W dans v par la seconde
projection. On vérifie aussitot que A est un ordinal, dont le cardinal est inférieur ou égal a celui de W
qui est lui-méme inférieur ou égal a celui de Y x X. Le cardinal de Y x X est majoré par le cardinal
de X x X qui est le cardinal de X (c’est-d-dire ) car X est un ensemble infini. Le cardinal de X étant
majoré par k£ qui est un cardinal strictement plus petit que 7y, 'ordinal A est strictement inclus dans -y,
ainsi A € . A est donc un majorant de I’ensemble Y dans +. <

Définition 2.24. Soient C une catégorie possédant toutes les limites inductives et ® un foncteur € — C

muni d’une transformation naturelle de foncteurs Ide 2, 9.
Pour tout ordinal o, on définit par récurrence transfinie :
- un foncteur ®* : € — C,
— pour tout ordinal B < o, un morphisme de foncteurs Og q : PP — O, ces morphismes vérifiant
la condition ©p/ o = Op o 00Opa g pour tout i/ < § < « et la condition O o = Idga, de sorte que :

(1) (I)O = Ide 5

(2) Sia est un ordinal, alors ®** = & 0 ®*, pour tout objet X € €, O (a+1),x = Aoo(x), €t pour
tout ordinal 8 < o, Og (a+1) = Oa,(a+1) © Op,a;

(3) Si a # 0 est un ordinal limite, alors pour tout X € C, ®*(X) = liiquﬂ(X), les éléments de o
BEa
étant ordonnés par l'inclusion et les morphismes de transition du systeme inductif étant ©g g x

pour B C [, pour tout ordinal B < o ; Opg o, x est le morphisme canonique (X)) — P¥(X).

Définition 2.25. Soient C une catégorie possédant toutes les limites inductives et (S¢ = T¢) une
peB

famille de morphismes de C indexée par un ensemble B. Pour tout morphisme X .Y dans C, on

(12)On rappelle qu’un ordinal est un ensemble a tel que la relation d’appartenance € y induise une relation d’ordre
(total) strict qui soit un bon ordre (i.e. toute partie non vide admet un minimum) tel que tout élément de « soit inclus dans
a (i.e. a est un ensemble transitif.). Ainsi, on utilisera implicitement la structure canonique d’ensemble ordonné dont est
munie tout ordinal, et on rappelle que les ordinaux paramétrisent les classes d’isomorphismes d’ensembles bien ordonnés.
Enfin, la relation d’équipotence définit une relation d’équivalence sur les ordinaux. Un cardinal est par définition un ordinal
qui est le plus petit élément dans sa classe d’équipotence. Enfin, en supposant I’axiome du choix, les cardinaux paramétrisent
les classes d’équipotence d’ensembles ; en effet, ’axiome du choix permet de mettre une structure d’ensemble bien ordonné
sur tout ensemble. Un ordinal successeur est le plus petit ordinal strictement plus grand qu’un autre ordinal donné, les
ordinaux limites étant les ordinaux non vides qui ne sont pas des ordinaux successeurs.
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considére l’ensemble Dy des diagrammes commutatifs D de la forme suivante, ot p(D) € B :

i(D
SsD(D) % X

lw(D) lf
(D
TL,D(D) j(*)> Y

On peut former le carré cocartésien suivant dans C, et celui-ci permet de construire une factorisation
de f :

Ll Semi®n
DE@f

il_lsa(D) As

L Toy . Dp(f) E

DEDf
1233
(j(%
\
Y

!

A
On remarque aussitot que cette factorisation X L Dg(f) R Y est fonctorielle sur f, dans la

mesure oll, pour tout morphisme de X ¥ vers X RN Y”’, on a un diagramme commutatif canonique :
X X'
lAf lAf,
Pg(f) — ®s(f')
T
Y Y’

Pour tout objet Y € C, on a ainsi construit un foncteur &gy : €/Y — €/Y, muni d’une transforma-

tion naturelle Ide /v 2, ®p y. Comme la catégorie C/Y possede toutes les limites inductives (le foncteur
d’oubli €/Y — €y commutant), on peut définir, pour tout ordinal o, un foncteur ®gy : €/Y — C/Y,

. . A
muni d'une transformation naturelle Ide/y — ®§ .

Définition 2.26. Soit C une catégorie possédant toutes les limites inductives, (Sg, N Tw) 5 un

we
ensemble de morphismes dans C et o un ordinal. Pour tout morphisme X Ty dans C, on pose
P3(f) = @3y (f). On dispose ainsi d’une factorisation de f :

f

A II
x L ey(f) L=y

f

A 1|
Lemme 2.27. La factorisation X —> %(f) —L Sy est fonctorielle sur f.
DEMONSTRATION DU LEMME — On construit la fonctorialité par récurrence transfinie sur «, en utilisant
la fonctorialité des morphismes Ay et py évoquée précedemment. <

Théoréme 2.28. Soit C une catégorie possédant toutes les limites inductives, (S¢ LN T¢) un en-
peB
semble de morphismes dans C.
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Soit K un cardinal tel que pour tout ¢ € B, l'objet S, € C soit k-accessible. Soit v un ordinal limite
qui est grand devant le cardinal k.

0]
Alors, pour tout morphisme X .Y dans €, le morphisme ®L(f) Ly possede la propriété de
relévement a droite par rapport a tous les morphismes ¢ € B.
En outre, si les objets (S‘P)gaGB sont de présentation finie, il suffit de prendre v = w = Ng.

DEMONSTRATION DU THEOREME — Il s’agit de montrer qu’il existe un relévement dans le carré commu-
tatif suivant, ou i et j sont quelconques et ¢ € B :

S@%@%

F, P
TAP %Y

Comme 7 est un ordinal limite, ®} s’identifie & @@g. De plus, v est grand devant « et S, est
BeYy
k~accessible, il existe donc un § € « tel que i se factorise par @g, d’ol la possibilité de compléter le

diagramme suivant en utilisant la définition de @g“ :

Se o5 oy
® q)gH
7
T, - ? Y

Ensembles simpliciaux

Les ensembles simpliciaux jouent un role privilégié dans la théorie de I’homotopie. Non seulement
ils fournissent un premier exemple de catégorie de modeles fermée, mais ils servent aussi a en construire
d’autres comme celles qui interviendront dans la théorie homotopique des schémas.

Définition 2.29. On note A la catégorie dont les objets sont les entiers naturels (notés n avec n € N)
et telle que l’ensemble des morphismes de n vers m (n,m € N) soit l'ensemble des fonctions croissantes
de {0,...,n} vers {0,...,m}, la composition étant induite par la composition des fonctions croissantes.

Définition 2.30. La catégorie des ensembles simpliciauxr A°PEns est la catégorie des préfaisceaux d’en-
sembles sur A. Plus généralement, si C est une catégorie, la catégorie des objets simpliciauzr dans C est
la catégorie des foncteurs covariants A°P — €, et on la note A°PC.

Pour tout entier n € N* et 0 < i < n, on note d* : n — 1 — n I'unique application croissante injective
évitant i. Pour tout entier n € N et 0 < i < n, on note s° : n+ 1 — n I'unique application croissante
surjective prenant deux fois la valeur 7. Ces morphismes dans A sont respectivement appelés cofaces et
codégénérescences. Les actions des cofaces (resp. codégénérescences) sur les ensembles simpliciaux sont
appelées faces (resp. dégénérescences) et sont notées d; (resp. s;).

La catégorie A admet une présentation standard dont les générateurs sont les opérateurs de coface
et de codégénérescence et dont les relations sont écrites par exemple dans [GJ, page 4].

Par le lemme de Yoneda, on dispose d’un foncteur pleinement fidele A — A°PEns, et pour tout
n € N, on note A™ I'image de n par ce foncteur.

Dans un ensemble simplicial X, on appelle n-simplexe tout élément de X (n) = Homaorgns(A™, X);
on note simplement X,, ensemble X (n). On dit qu'un n-simplexe est non dégénéré s’il n’est pas dans
I'image des dégérescences.
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Pour tout n € N, on note |A"| le sous-ensemble de Ri‘H constitué des éléments (xq, ..., x,) tels que

n
in = 1. On dispose de facon évidente d’un foncteur |A®| : A — Top qui & n associe |A™|, ou Top
i=0
désigne la catégorie des espaces topologiques. On dit que |A®| est un objet cosimplicial dans Top.
Définition 2.31. Soit X un espace topologique, on note SX [’ensemble simplicial qui a n associe l’en-
semble Homrop (|A™], X)) muni de la structure évidente de préfaisceau d’ensembles sur A. On appelle
SX [l’ensemble simplicial singulier de X .

Proposition 2.32. Le foncteur S : Top — A°PEns admet un adjoint a4 gauche |—| appelé réalisation
topologique.
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — [GJ, proposition 2.2, page 7] <

Définition 2.33. Pour tout n € N, on note OA™ I’ensemble simplicial qui est le sous-préfaisceau de A™
engendré par les simpleres non dégénérés de dimension n — 1 dans A™. Pour toutn € N* et 0 < k < n,
on note A} le sous-ensemble simplicial de A™ engendré par les n—1-simplexes de A™ de la forme d; (Idﬁ)
pour i # k.

Définition 2.34. Soit X —- Y une fleche dans Top. On dit que f est une équivalence faible d’espaces
topologiques si Uapplication mo(X) — mo(Y) induite par f est bijective et si pour tout point x € X et
n > 1, Uapplication évidente 7, (X, x) — 7, (Y, f(x)) est bijective.

Définition 2.35. Dans la catégorie A°PEns, une cofibration est un monomorphisme, une équivalence
faible est un morphisme f tel que |f| soit une équivalence faible d’espaces topologiques, et une fibration
est un morphisme ayant la propriété de relévement a droite par rapport a toutes les inclusions A — A"
pourn € N* et 0 < k <n.

Théoréme 2.36. La catégorie A°PEns munie des cofibrations, fibrations et équivalences faibles de la
définition précédente est une catégorie de modeles fermée. De plus, dans A°PEns un morphisme est une
fibration triviale si et seulement s’il possede la propriété de relévement a droite par rapport aux inclusions
OA™ — A" pour n € N.

DEMONSTRATION DU THEOREME — [GJ, théorémes 11.2; 11.3, pages 61-62] <
On notera Ho(A°P&ns) ou HP la catégorie homotopique associée a cette catégorie de modeles
fermée.

Remarque 2.37. Un des théorémes les plus importants de la topologie algébrique affirme que la catégorie
Ho(A°PEns) est naturellement équivalente a la catégorie formée a partir de celle des espaces topologiques
en inversant les équivalences faibles d’espaces topologiques. Cette catégorie est également équivalente a la
catégorie & homotopie prés des CW-complezes™) .

Définition 2.38. Soient X et Y deux ensembles simpliciauz, on note hom(X,Y") l’ensemble simplicial
n+— Homaorg,s (X x A", Y).
Lemme 2.39.

(1) On dispose d’un isomorphisme canonique, pour tous X,Y,Z € A°Ens :
hom(X, hom(Y,Z)) = hom(X x Y, Z)
(2) Il existe une bijection canonique, pour tous X,Y € A°%Ens :
hom(X,Y), = Homaerens(X,Y)

(3) L’aziome simplicial SM'T est vérifié : pour toute cofibration A . B et toute fibration X 2>Y
dans A°PEns, le morphisme canonique suivant est une fibration dans A°PEns qui est triviale si
1 ou p est de plus une équivalence faible :

hom(B, X)) — hom(A, X)) X hom(a,y) hom(B,Y)

(13)En effet, il existe une structure de catégorie de modeles fermée sur Top dont les équivalences faibles sont les
équivalences faibles d’espaces topologiques pour laquelle tous les objets sont fibrants. En outre, les CW-complexes sont des
objets cofibrants pour cette structure de catégorie de modeles fermée et tout espace topologique X a le type d’homotopie
faible d’'un CW-complexe (par exemple |SX|), ce qui permet de conclure que la catégorie homotopique de la structure de
catégorie de modeles sur Top s’identifie bien & la catégorie & homotopie prés des CW-complexes.
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Foncteurs dérivés

En algebre homologique, quand on dispose d’un foncteur additif A L, B entre deux catégories abé-
liennes, on peut le faire agir “terme a terme” sur les catégories des complexes dans A et B. On sait qu’en
général le foncteur obtenu ne préserve pas les quasi-isomorphismes de complexes i.e. F' n’est pas toujours
un foncteur exact. Néanmoins, si F' est exact a gauche et que A possede suffisamment d’injectifs, on peut
définir un foncteur dérivé total & droite RF : DT A — DT B, obtenu par exemple en identifiant DT A &
la catégorie a homotopie pres des complexes bornés inférieurement dans A constitués d’objets injectifs
et en appliquant F' terme a terme dans cette catégorie de complexes a homotopie pres. Le but de cette
partie est de faire la méme chose dans le contexte des catégories de modeéles.

La définition des foncteurs dérivés est liée aux “extensions de Kan” (voir [Mac]) :

Définition 2.40. Soit C une catégorie munie d’un ensemble de fleches W et F' un foncteur € — A
ou A est une catégorie arbitraire. On suppose que la catégorie localisée G[Wl] “existe”, et on note y
le foncteur de localisation C — (?[W_l]. S’il existe, on appelle foncteur dérivé total a droite de F la
donnée d’un foncteur RF : G[Vlfl} — A muni d’une transformation naturelle € : F' ~» RF oy, cette

donnée devant vérifier la propriété universelle suivante : pour tout foncteur G : G[W_l] — A muni
d’une transformation naturelle eq : F' ~» G o7y, il existe une unique transformation naturelle 6 : RF ~~ G
telle que e = (@ x ) o €.

Lemme 2.41. (Ken Brown’s lemma) Soit (C, Fib, Cof, W) une catégorie de modéles fermée, A une caté-
gorie quelconque et F' un foncteur € — A.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

— F transforme équivalences faibles entre objets fibrants en isomorphismes ;

— F transforme fibrations triviales entre objets fibrants en isomorphismes.

DEMONSTRATION DU LEMME — Ce lemme est une conséquence formelle du lemme général suivant. <

Lemme 2.42. Dans une catégorie de modéles fermée, tout morphisme entre objets fibrants peut s’écrire
poq ou p est une fibration et q est un inverse a droite d’une fibration triviale.

DEMONSTRATION DU LEMME — La démonstration de I’énoncé dual se trouve dans [GJ, lemme 8.4, page
123]. <

Proposition 2.43. Sous les conditions équivalentes du lemme 2.41, F : € — A admet un foncteur
dérivé total a droite (RF : Ho(C) — A,e: F ~» RF o). De plus, si X est un objet fibrant de C, le
morphisme F(X) — RF(X), induit par € est un isomophisme.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Pour tout objet X de €, on choisit un morphisme X =% X f
avec ax cofibration triviale et X fibrant. On pose H(X) = F(X). Il s’agit, dans un premier temps, de

munir H d’une structure de foncteur € — A. Pour cela, considérons un morphisme X —~ Y dans €. Il
résulte de CM4 qu’il existe un morphisme ¢’ rendant le diagramme suivant commutatif :

Y.y
X; Loy

On pose alors H(g) = F(g'). Vérifions que cette définition est indépendante du choix de ¢’. On choisit

un objet chemin pour Yy :
|
[eg

}A/f —_— Yf X Yf
(po,p1)
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Si gg et ¢) sont deux tels relevements, en utilisant ’axiome CM4, on construit une homotopie a droite h
entre g, et ¢ :

coayog
X ———Y,

7,’/
axl e J{(;»o,pl)

Xf e Yf X Yf
(96:91)

On en déduit que g, = po o h et que g7 = p1 o h. Pour montrer que F(g{) = F(g}), il suffit de vérifier que
F(po) = F(p1). Or, F(po) et F(p1) sont deux inverses & gauche de F(o) qui est un isomorphisme car o
est une équivalence faible entre objets fibrants (Yf est fibrant car la projection Yf — o est la composée
de (po,p1), qui est une fibration avec la projection Yy x Yy — e qui est une fibration car le produit
de deux objets fibrants est fibrant). On vérifie alors aisément que H est un foncteur € — A. De plus,
il transforme les équivalences faibles dans C en isomorphismes de A. Donc, par la propriété universelle
de Ho(C), il existe un unique foncteur, noté RF' : Ho(€C) — A, tel que H = RF o ~. On définit un
morphisme de foncteurs € : F' ~» H = RF o en posant ex = F(ax).

1l s’agit maintenant d’établir la propriété universelle de (RF, ¢), 'unicité & isomorphisme unique pres
étant comme de coutume évidente. Soit G un foncteur Ho(€) — A muni d’une transformation naturelle
eg : F ~ Go~. Pour tout objet X de €, il existe un unique morphisme dx : RF(yX) — G(vX) rendant
le diagramme suivant commutatif :

F(x) Y RE(yX)

ox

EG(X)\L \LEG(Xf)
£
GO X) 5o G0 Xy)

Il est immédiat que & définit un morphisme de foncteurs RF oy ~ G o~y : € — A. Compte tenu de
la construction de Ho(€), on sait que tout morphisme dans Ho(C) entre deux objets vX et vY peut
s’écrire comme une suite de morphismes de la forme v f avec f morphisme dans € ou de la forme (70)_1
ou o est une équivalence faible dans C. Par conséquent, § définit en fait un morphisme de foncteurs
RF ~» ~ : Ho(C) — A. Par construction, on a eg = (6 x) o . On vérifie trés facilement que § est
l'unique transformation naturelle § : RF' ~ G telle que e = (0 %) oe. <

La proposition et les lemmes précédents admettent des versions duales, on peut ainsi définir la notion
de foncteur dérivé total a gauche d’'un foncteur F' satisfaisant les hypotheses duales a celles du lemme
2.41 et on le note LF. On remarquera que la propriété universelle vérifiée par le foncteur dérivé total
ne dépend que de la notion d’équivalence faible dans la catégorie de modeles C et pas des notions de
cofibration et de fibration.

Définition 2.44. Soient C et D deux catégories de modeles fermées, C LD et D - € deus foncteurs
formant un couple de foncteurs adjoints (G, F). On dit que (G, F) est une adjonction de Quillen si G
préserve les cofibrations et F' les fibrations. On dit que (G, F) est une équivalence de Quillen si de plus

pour tout objet cofibrant X de D et tout objet fibrant Y de €, si X LLFY et GX %Y sont deus
morphismes se correspondant par l'adjonction (G, F), alors f est une équivalence faible dans D si et
seulement si g est une équivalence faible dans C.

Si (G, F) est un couple de foncteurs adjoints entre deux catégories de modeles, alors, en vertu du
lemme 2.7, G préserve les cofibrations si et seulement si F' préserve les fibrations triviales et F' préserve
les fibrations si et seulement si G préserve les cofibrations triviales.

Le lemme 2.41 admet le corollaire suivant :

Proposition 2.45. Si (G, F) est une adjonction de Quillen, alors G préserve les équivalences faibles
entre objets cofibrants et F' préserve les équivalences faibles entre objets fibrants.

Définition 2.46. On note LG : Ho(D) — Ho(C) (resp. RF : Ho(C) — Ho(D)) le foncteur dérivé
total & gauche (resp. a droite) du foncteur yo G : D — Ho(C) (resp. yo F : € — Ho(D)).

Théoréme 2.47. Si (G, F) est une adjonction de Quillen, alors les foncteurs (LG,RF) forment un
couple de foncteurs adjoints. De plus, LG et RF' constituent des équivalences de catégories (nécessairement
quasi-inverses 'une de l'autre) si et seulement si (G, F) est une équivalence de Quillen.
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DEMONSTRATION DU THEOREME — Soit A un objet de D et B un objet de €. Soit A, — A une fibration
triviale avec A, cofibrant et B — By une cofibration triviale avec By fibrant.

Homyy,(¢)(LGYA,vB) s'identifie & 7(GA., By) (GA. étant cofibrant puisque G préserve les cofi-
brations et 1’objet initial). Comme G préserve les objets cylindres d’objets cofibrants, on obtient que
I'adjonction (G, F)) induit une bijection 7(GA., By) = m(A., FBy) (F By étant fibrant car F' préserve les
fibrations et 'objet final), et 7(A., FBy) s’identifie enfin & Homyyg ey (vA, RFyB). On vérifie aussitot
que cette bijection Hompye(e)(LGYA, 7B) = Hompyee) (A, RFyB) est bifonctorielle par rapport a A
et B dans C et D. De méme que dans la démonstration de la proposition 2.43, on sait que cela implique
que la correspondance précédente est bifonctorielle par rapports aux morphismes dans Ho(C) et dans
Ho(D). Ainsi, (LG, RF) est un couple de foncteurs adjoints.

Dans un couple de foncteurs adjoints, I’adjoint a gauche est une équivalence de catégories si et
seulement si 'adjoint a droite est une équivalence de catégories, et dans ce cas, ces deux foncteurs
forment des équivalences de catégories inverses I'une de 'autre.

Supposons que (V,U) soit une équivalence de Quillen. Il s’agit de montrer que les morphismes cano-
niques de foncteurs Idge(p) ~» RF o LG et LG o RF ~~ Idye(e) sont des isomorphismes. Considérons le
morphisme canonique vX — RF(LG~YX). Pour montrer que c’est un isomorphisme, on peut supposer

que X est cofibrant. Dans ce cas, ce morphisme est I'image par v du morphisme X — F ((GX ) f) ou

(GX) f désigne un remplacement fibrant de GX. Par hypothése, ce morphisme est une équivalence faible
si et seulement si GX — (GX) 7 est une équivalence faible, ce qui est certain, d’ou le premier isomor-
phisme voulu. Le second se traite de la méme fagon. Donc, RF' et LG constituent des équivalences de
catégories inverses I'une de 'autre.

Réciproquement, supposons que RF et LG soient des équivalences de catégories. Soient X un objet

cofibrant de D et Y un objet fibrant de €. Soient X JLFY et GX -2 Y deux morphismes se corres-

pondant par adjonction. X L FY est une équivalence faible si et seulement si YX — RF~Y est un
isomorphisme, ce qui équivaut, car (LG, RF) sont quasi-inverses I'un de lautre, & ce que LGy X — 7Y
soit un isomorphisme, ce qui est équivalent au fait que GX -2 Y soit une équivalence faible. <

Limites et colimites homotopiques
Cas général
Soit J une petite catégorie. Notons Hom(J, A°PEns) la catégorie des foncteurs I — A°PEns.

Définition 2.48. Soit S‘"L G un morphisme dans Hom(J, A°PEns). On dit que [ est une équiva-
lence faible (resp. une fibration, resp. une fibration triviale) point par point si si pour tout i € J,
f@@) = F(@) — G(i) est une équivalence faible (resp. une fibration, resp. une fibration triviale) dans

A°PEns.

Lemme 2.49. La catégorie Hom(J, A°PEns), munie des équivalences faibles point par point, des fi-
brations point par point, et des morphismes ayant la propriété de relévement a gauche par rapport aux
fibrations triviales point par point comme cofibrations, est une catégorie de modéles fermée.

DEMONSTRATION DU LEMME — La vérification des axiomes CM1T, CM2 et CM3 est immédiate. En
admettant provisoirement CMS5, la vérification de CM4 résulte aussitot de astuce de Joyal (duale).
Il suffit donc de vérifier 'axiome CM5™. Pour tout ¢ € J, on construit trés facilement un adjoint &
gauche K — K; au foncteur Hom(J, A°PEns) — A°PEns qui a F associe F(i). Notons A I'ensemble
des morphismes A} — A" et A’ ensemble des morphismes 0A™ — A™. Il résulte du théoreme 2.36
qu’un morphisme dans Hom(J, A°PEns) est une fibration (resp. fibration triviale) point par point si et
seulement s’il a la propriété de relevement a droite par rapport a tous les morphismes de la forme ;
pour ¢ € J et ¢ dans A (resp. A’). L’existence des deux types de factorisations fonctorielles résulte alors
de 'argument du petit objet (théoreme 2.28). N

On rappelle que I'on note lim : Hom(J, A?Ens) — A°PEns le foncteur adjoint a droite du foncteur

J
“foncteur constant” A°?Ens — Hom(J, A°PEns).

Définition 2.50. Si J est une petite catégorie. On définit le nerf NJ de J comme étant l’ensemble
simplicial tel que pour tout n € N, (NJ), soit I’ensemble des foncteurs A™ — T (A™ étant ici la catégorie
canoniquement associée d l’ensemble ordonné {0, ...,n}), la structure d’ensemble simplicial étant induite
par la structure évidente d’objet simplicial de A® dans la catégorie des petites catégories.
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Il est essentiellement sorital que le foncteur N— de la catégorie des petites catégories vers la catégorie
AP Ens est pleinement fidele et que si f et g sont deux foncteurs I — J avec J et J deux petites catégories,
il existe une bijection canonique entre ’ensemble des morphismes de foncteurs H : f ~» g et 'ensemble des
morphismes d’ensembles simpliciaux H : A' x NJ — NJ tels que les morphismes Hy, H; : NJ — NJ
(induits par les deux inclusions A® — A!) soient respectivement Nf et Ng.

11 résulte formellement de ce qui précede que si (G, F) est un couple de foncteurs adjoints G : I — J
et F':J— 7, alors les morphismes NG et NF induisent des équivalences d’homotopie entre NJ et NJ.
En particulier, le nerf d’une catégorie ayant un objet initial (ou un objet final) est contractile.

Définition 2.51. Le foncteur A°PEns — Hom(J, A°PEns) qui a K associe le foncteur évident i —
K x N(I/i) admet un adjoint a droite ho:l]im : Hom(J, A°PEns) — A°PEns.

On vérifie facilement que hf(})lign = ho%imhoél}im = ho%imhofllim et que 'on a un morphisme canonique

X

lim — holim.
T J
Théoréme 2.52. Le foncteur ho%im et son adjoint a gauche forment une adjonction de Quillen entre les
catégories A°PEns et Hom(J, A°PEns). De plus, Rhofl]im : Ho(Hom(J, A°PEns)) — Ho(APEns) est le

foncteur dérivé total a droite du foncteur v olim : Hom(J, APEns) — Ho(APEns).
J

DEMONSTRATION DU THEOREME — Voir [BK]. <

Définition 2.53. Pour tout F € Hom(J, A°PEns), il existe un ensemble simplicial hocg)lim?, unique a

isomorphisme unique pres, tel que l’on dispose d’un isomorphisme fonctoriel pour tout Y € A°PEns :

hom <hocg)limff", Y> = hoillimhom(f}“(f), Y)

On dispose d’un morphisme canonique hocohm — hm Par ailleurs, hocohm est le foncteur adjoint

a gauche du foncteur qui & un ensemble snnphmal K assoc1e le foncteur J — A°PEns qui a 4 associe
hom(N(¢\J), K).
Proposition 2.54. hocjolim : Hom(J, A°PEns) — A°PEns préserve les cofibrations point par point et
les équivalences faibles point par point.

De plus, le foncteur induit Lhocg)lim : Ho(Hom(J, A°PEns)) — Ho(ACPEns) est le foncteur dérivé

total a gauche de v olim : Hom(J, A?Ens) — Ho(APEns).
J

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — La premiére assertion résulte formellement, en utilisant I’axiome

simplicial SM7 et des adjonctions, du théoreme précédent sur les limites homotopiques. Le fait que ce

soit le foncteur dérivé de v o lim est expliqué dans [Mor1, pages 102-103]. <
J

Corollaire 2.55. Pour toute catégorie filtrante o droite J et tout foncteur F € Hom(J, A°PEns), le
morphisme canonique im F — hocg)limff est une équivalence faible.
J

Proposition 2.56. Pour tout X € A°PEns, on peut définir un foncteur X : A°? — A°PEns qui a
n associe ’ensemble X,, vu comme ensemble simplicial de dimension 0. Il existe alors un morphisme
fonctoriel hogolimX — X et c’est une équivalence faible.

op

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — [BK, XII 3.4] <

Carrés homotopiquement cartésiens

On considere ici deux catégories d’indices : A! x Al et la sous-catégorie pleine € de A x A! dont les
objets sont tous les objets de A x A! & I'exception de (0,0). Notons j : &€ — Al x Al cette inclusion
et i : @« — Al x Al le foncteur de la catégorie & une fleche vers A! x Al envoyant I'unique objet de o
sur (0,0).

Définition 2.57. Soit F un objet de Ho(ﬂfom(Al x Al A"pgns)). On dit que F est homotopiquement
cartésien si le morphisme canonique i*F — Rlim j*3 est un isomorphisme dans Ho(A?&Ens).
&
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Lemme 2.58.

A——B
C——D
Dans la catégorie A°PEns, une condition nécessaire et suffisante sur un carré de cette forme pour
étre homotopiquement cartésien est qu’il existe une factorisation B —— B’ —> D avec B — B’

une équivalence faible et B' — D une fibration telle que le morphisme évident A — B’ xp C soit une
équivalence faible. Si tel est le cas, toute factorisation conviendra.

Catégories de modeles fermées propres

La notion de carré homotopiquement cartésien vue dans le paragraphe précédent pour les ensembles

simpliciaux peut se généraliser a des catégories de modeles plus générales, a condition d’ajouter un axiome
supplémentaire.
Définition 2.59. Soit C une catégorie de modeles fermée. On dit que C est propre a droite si l'image
réciproque d’une équivalence faible par une fibration est une équivalence faible. Dualement, C est dite
propre a gauche si C°P est propre a droite, c’est-a-dire que l’image directe d’une équivalence faible par
une cofibration est une équivalence faible. On dit que C est propre si C est propre a gauche et a droite.

Si € est propre a droite, on définit un carré homotopiquement cartésien dans € comme étant un carré
satisfaisant le critere du lemme 2.58. On montre alors qu’un carré est homotopiquement cartésien si et
seulement si son “transposé” est homotopiquement cartésien, et on peut aussi définir le foncteur dérivé
du foncteur hm Hom(€,C) de sorte que Rhm “coincide” avec lim pour les diagrammes dont une des

deux fleches est une fibration. On peut aussi etabhr que la Juxtaposmon de deux carrés homotopiquement
cartésiens est homotopiquement cartésien.

Théoréme 2.60. La catégorie de modéles fermée A°PEns est propre.

DEMONSTRATION DU THEOREME — [GJ, corollaire 8.6, page 126] <

Correspondance de Dold-Kan et cohomologie singuliére

Nous allons rappeler comment on peut construire un adjoint & droite au foncteur H!P — DSO(Ab)
induit par le foncteur qui & un ensemble simplicial X associe le complexe C,(X), DS(Ab) désignant la
sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée D(Ab) formée des complexes concentrés en degrés < 0.

Correspondance de Dold-Kan

Notation 2.61. Notons comp_ (Ab) la catégorie des complexes de groupes abéliens (notés homologique-
ment) concentrés en degrés > 0.

Définition 2.62. Soit A € A°PAb, on appelle complexe de Moore associé a A l'objet de comp_ (Ab)
(noté abusivement A) dont la composante de degré n € N est A, et tel que pour tout n > 1, le morphisme
n

de bord A, 2, A1 soit 0 = Z(—l)idi. On note NA € comp_ (Ab) le sous-complexe de A tel que

i=0
n—1

pour tout n € N, NA,, = m kerd; C A,. On dit que N A est le complexe normalisé de A.
i=0

Si X est un ensemble simplicial, on note C,.(X) € comp_ (Ab) le complexe de Moore de l’ensemble
simplicial ZX, ou Z— désigne 'adjoint a gauche du foncteur d’oubli A°PAb — A°PEns.

Théoréme 2.63. (Correspondance de Dold-Kan)
— Le foncteur N : A°PAb — comp_ (Ab) est une équivalence de catégories ;
— L’inclusion canonique NA — A dans comp_ (Ab) est une équivalence d’homotopie (fonctorielle)
pour tout A € A°PAb.
On note I' : comp_ (Ab) — A°PAb un quasi-inverse de N. Le foncteur I' sera aussi noté K.

DEMONSTRATION DU THEOREME — [GJ, corollaire 2.3, page 149] <
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On peut généraliser cette correspondance de Dold-Kan en remplacant la catégorie des groupes abéliens
par une catégorie abélienne quelconque.

Lemme 2.64.
(1) Le foncteur X — Cy(X) transforme équivalences faibles en quasi-isomorphismes ;
(2) Tout groupe simplicial est un ensemble simplicial fibrant ;

(3) Pour tout groupe abélien simplicial A et tout entier n € N, il existe un isomorphisme canonique

(A, 0) = Hy(NA).

DEMONSTRATION DU LEMME — Le point (1) est classique et est un bon exercice. Le point (2) est démontré
dans [GJ, lemme 3.4, page 12] et implique presque formellement le point (3) qui est établi dans [GJ,
corollaire 2.7, page 153]. <

On en déduit que dans A°PAb, un morphisme induit un quasi-isomorphisme au niveau des complexes
de Moore associés si et seulement si c’est une équivalence faible quand on oublie la structure de groupe
abélien.

Corollaire 2.65. Si, dans la catégorie A°PAb, on décréte qu’une équivalence faible (resp. une fibration)
est un morphisme induisant une équivalence faible (resp. une fibration) aprés application du foncteur
d’oubli A°PAb — A°PEns et qu’une cofibration est un morphisme ayant la propriété de relévement a
gauche par rapport auz fibrations triviales dans A°PAb, alors A°PAb est une catégorie de modéles fermée
propre.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE — La vérification des axiomes CM1T, CM2 et CM3 est évidente.
Modulo CM5, CM4 résulte de 'astuce de Joyal (cf. lemme 2.6). L’axiome CM5™ résulte facilement de
Pargument du petit objet (cf. théoréme 2.28). La propreté a droite résulte formellement de la propreté
a droite de A°?Ens (ou encore plus formellement du fait que tous les objets de A°PAb soient fibrants).
La propreté a gauche résulte du fait que les cofibrations dans A°PAb sont des monomorphismes et de
I'existence de suites exactes longues en homologie associées a des suites exactes courtes de complexes. <

D’apres la correspondance de Dold-Kan, on en déduit l'existence d’une structure de catégorie de
modeles fermée*®) propre sur comp 4 (AD).

Théoreme 2.66. Le foncteur “complexe singulier normalis¢” NZ— : A°?Ens — comp  (Ab) admet
un adjoint & droite F' : comp  (Ab) — A°PEns. Pour les structures de catégories de modéles fermées
envisagées, (NZ—;T") est une adjonction de Quillen. De plus, NZ— et T’ préservent les équivalences
faibles. On dispose ainsi d’un couple de foncteurs adjoints C, : H'P? — D=°(Ab), T : D=C(Ab) — H'°P,

DEMONSTRATION DU THEOREME — On a vu que les foncteurs C,(—), NZ— : A°?Ens — comp, (Ab)
préservent les équivalences faibles et que le morphisme canonique NZ— — Cy(—) induit un isomor-
phisme de foncteurs H'? — D=°(Ab). D’aprés la correspondance de Dold-Kan, il suffit donc d’étudier
Padjonction (Z—, ) au niveau des catégories de modeles A°PAb et A°PEns, i désignant le foncteur d’oubli
A%PAbD — A°PEns. Comme par définition @ préserve les fibrations et les équivalences faibles, (Z—, ) est
une adjonction de Quillen, d’ou le résultat. <

Cohomologie singuliére

Définition 2.67. Pour tout groupe abélien G, pour tout n € N et X € A°PEns, on note H"(X; G) le n-
iéme objet de cohomologie du complexre Homy(C,(X); G). Ces groupes forment la cohomologie singuliére
de X a coefficients dans G.

C,(X) étant un complexe de groupes abéliens libres, H"(X; G) est le n-iéme objet de cohomologie de
'objet RHomy(Cy(X); G) € D(Ab), c’est-a-dire Homp<o 4 (Cx(X); GIn]). L'adjonction du théoréme
2.66 implique le théoreme suivant.

Théoréme 2.68. Pour tout n € N et tout groupe abélien G, il existe un isomorphisme canonique de
foncteurs H'P — Ab, pour tout X € H*P, ou K(G,n) =T'(G[n]) :

H"(X; G) = Hompgeor (X; K (G, n))]

(1490n peut montrer que dans comp_ (Ab), un morphisme f : Xo — Yo est une cofibration si et seulement si f est un
monomorphisme et que coker f est projectif terme a terme, et que f est une fibration si et seulement si pour tout n > 1,

Xn — Yy, est surjectif (cf. [GJ, lemme 2.1, page 155]), les équivalences faibles étant les quasi-isomorphismes.
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Remarque 2.69. Nous pourrions aussi construire une adjonction similaire dans le contexte pointé, en
utilisant cette fois-ci le foncteur d’oubli Ab — Ens, et en remplagant le foncteur X — ZX (resp. X —
Cy(X)) par le foncteur (X,x) — ZX/Zx (resp. (X,z) — C’*(X,x)), compte tenu de l’isomorphisme
évident C,(X) = C,(Xy) pour tout X € A°PEns. Ainsi, l'adjonction entre les catégories D=°(Ab) et
H™? se “factorise” par HYP .

Cette remarque implique le corollaire suivant :

Corollaire 2.70. Pour tout n € N et tout groupe abélien G, il existe un isomorphisme canonique de
foncteurs HY? — Ab, pour tout X € HY?, ou K(G,n) =T(Gn]) :

H"(X;G) = Homyr (X; K (G, n))]

Ainsi, le seul groupe d’homotopie non trivial de K(G,n) est m,(K(G,n)) qui est canoniquement
isomorphe a G.



CHAPITRE 3

Faisceaux simpliciaux

Il va maintenant s’agir de construire deux structures de catégorie de modeles fermée sur la catégorie
APFais(Sm/S y,,), la construction de la seconde structure nécessitant la connaissance de la premiére.
Cette premiere structure, que nous appellerons structure simpliciale, désigne la structure de catégorie de
modeles définie dans [Jal] pour un site de Grothendieck quelconque, la catégorie homotopique corres-
pondante ayant déja été introduite dans certains travaux précédents, comme la theése de Luc Illusie [I11].
Dans I’étude de la structure simpliciale sur A?Fais(8m/S y,,), il sera question d’une généralisation du
théoréme de Brown et Gersten [BG]| qui aura des applications tres utiles pour la construction de la théorie
homotopique des schémas. La seconde structure, Al-localisée ou “motivique”, résultera alors, suivant la
méthode utilisée dans [M'V] de 1"“inversion” de la projection AL — S.

Nous définirons ensuite une structure de catégorie de modeles fermée sur la catégorie de faisceaux
Fais(8m/S y,,), que nous comparerons & la structure définie par Voevodsky dans [Voe2], et nous étu-
dierons rapidement les variantes pointées. Enfin, nous ferons rapidement le lien entre cette théorie des
faisceaux simpliciaux et celle, plus classique, de la cohomologie des faisceaux de groupes abéliens.

La structure simpliciale sur A®?Jais(8m/Sy,,)

Equivalences faibles simpliciales

Dans cette partie, on fixe un site 8§ = (€, T) possédant assez de points. On va définir une structure
de catégorie de modeles sur A°?Fais(8).
Définition 3.1. Soit X € A°PPreFais(8) et un entier n > 1. On définit le n-iéme préfaisceauw d’ho-
motopie de X comme étant le préfaisceau d’ensembles I1,X tel que pour tout objet U € €, IL,X(U) =
{(v,u),u € X(U)y,y € mp(X(U),u)}, muni des morphismes de restriction évidents. On définit de fagon
évidente un morphisme de préfaisceaux d’ensembles 11, X — Xg. Le 0-iéeme préfaisceau d’homotopie de
X est le préfaisceau d’ensembles TgX tel que pour tout objet U € C, TiX = mo(X(U)).

Soit X € Fais(8) et n > 0. On note I3 X = ay(I,,X). On dispose d’un morphisme fonctoriel de
faisceaux ng — Xo pour n > 1.

Pour tout n > 1 et X € APPreFais(8) (resp. X € A°PFais(8)), le préfaiscean I, X (resp. le faisceau
[17X) est un groupe au-dessus de Xg, abélien si n > 2.

Ainsi, si X € A°Fais(8), pour tout U € C et n > 1, I3 X(U) est un groupe au-dessus de I'ensemble
X(U),- En particulier, “au-dessus” de toute section v € X(U),, on dispose d'un groupe que I'on notera
Wn}U(:X:, u)

Définition 3.2. Soit X 7, Y un morphisme dans A°PFais(8), on dit que f est une équivalence faible
simpliciale si
. gor T f 1o ) )
(1) Le morphisme IIg X —> TIgY est un isomorphisme ;

(2) Pour tout n > 1, le carré suivant est cartésien :

) f
nrx —=11’y

L,

Xo —— Yo

Lemme 3.3. Soit @ : Fais(8) — Ens un foncteur fibre sur le site 8. Pour tout X € A°PFais(8), il
existe une bijection canonique ® (II7X) = To(®(X)) et pour tout n > 1, Uapplication ® (I X) — ®(Xo)
s’identifie canoniquement a Uapplication évidente |_| Tn(@(X), fo) — D(Xp).

fo€2(Xo)

35
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DEMONSTRATION DU LEMME — D’apreés le théoréme 1.21, ce lemme résulte essentiellement de la commu-
tation aux limites inductives filtrantes des foncteurs 7,(—,-),,~; de la catégorie des ensembles simpliciaux
pointés vers les groupes et du foncteur mo(—) de la catégorie des ensembles simpliciaux vers les ensembles.
<

Proposition 3.4. Soit (®;),.; une famille conservative de foncteurs fibres sur le site 8, et X 4, Y un
morphisme dans A°?Fais(8), alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) f est une équivalence faible simpliciale ;

(2) pour touti € I, ®;(f): Di(X) — D;(Y) est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux.
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Cela résulte directement du lemme 3.3. <

Corollaire 3.5. Soit (f*, fi) : Fais(8) — Fais(8') un morphisme de topos (par exemple, un morphisme

de sites 8 — 8'), 8 et 8’ possédant suffisamment de points. Soit X LN Y un morphisme dans Fais(8').
Si 0 est une équivalence faible simpliciale, alors f*0 est une équivalence faible simpliciale.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE — Pour tout foncteur fibre ® de §, ® o f* est un foncteur fibre de §,
donc @(f*X) — ®(f*Y) est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux d’apres la proposition 3.4.
Donc f*X — f*Y est une équivalence faible simpliciale en vertu de la proposition 3.4. <

La structure de catégorie de modéles fermée

Définition 3.6. On note Cof; la classe des monomorphismes dans A°?Fais(8), Wy la classe des équi-
valences faibles simpliciales et Fibs la classe des morphismes ayant la propriété de relévement a droite
par rapport 6 Cofy N Wy. Les classes Cofs et Fibs sont respectivement appelées cofibrations (simpliciales)
et fibrations simpliciales.

Théoréme 3.7. (A°PFais(8), Cofy, Fibs, Ws) est une catégorie de modéles fermée. De plus, les aziomes
CM1t et CM5™ sont vérifiés.

DEMONSTRATION DU THEOREME — La validité de I'axiome CM17 est évidente. L’axiome CM2 résulte
de la proposition 3.4 et de la propriété du deux sur trois pour les équivalences faibles d’ensembles sim-
pliciaux. Les monomorphismes sont stables par rétracte, les morphismes caractérisés par des propriétés
de relevement aussi. Donc pour vérifier I'axiome CM3, il reste & remarquer, en utilisant la proposition
3.4, que les équivalences faibles simpliciales sont stables par rétracte puisque c’est le cas des équivalences
faibles entre ensembles simpliciaux. Admettons un instant que I'axiome CMS5 soit vérifié, comme les
fibrations simpliciales ont la propriété de relevement a droite par rapport aux cofibrations simpliciales
triviales, et que les monomorphismes dans A°?Fais(8) sont stables par composition et par co-changement
de base (cette derniére assertion peut se vérifier par exemple sur les fibres), 'astuce de Joyal (lemme 2.6)
permet de démontrer que 'axiome CM4 est satisfait. Il ne reste donc qu’a établir CM5™.

Soit a un cardinal infini qui majore le cardinal de I’ensemble des parties de 1’ensemble de toutes
les fleches de la catégorie € (ou plus précisément d’une petite sous-catégorie pleine équivalente & C), qui
majore le cardinal d'un ensemble (<I>j)j s de foncteurs fibres formant un systeme conservatif et qui majore
le cardinal de 'ensemble des objets de la catégorie Voisg, pour tout j € J.

Définition 3.8. Soit F € PreFais(8). On dit que F est a-borné si pour tout objet U € C, le cardinal de
F(U) est inférieur & a. On dit que X € A°PPreFais(8) est a-borné si pour tout n € N, X,, est a-borné.

Lemme 3.9. Soit X — Y un morphisme dans A°PFais(8). f est une fibration simpliciale si et seulement
si f possede la propriété de releévement & droite par rapport aux monomorphismes i de A°PPreFais(8)
dont le but est a-borné et tels que ax (i) € W.

DEMONSTRATION DU LEMME — Soit X Y un morphisme dans A°?Fais(8) possédant la propriété de
relevement a droite par rapport aux monomorphismes ¢ dans A°P?PreFais(8) dont le but est a-borné et
tels que ag (i) € Ws.
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On se donne un carré commutatif de la forme ci-dessous, ot 4 est une inclusion quelconque A LB
dans A°PPreFais(8)(1?) telle que ag(i) € Wy :

A—=X

7}

Pour démontrer qu’il existe un relevement dans ce diagramme, d’apres le lemme de Zorn, il suffit de
montrer que si ¢ n’est pas un isomorphisme, il existe un sous-préfaisceau simplicial B’ de B, contenant
strictement A, tel que le morphisme agA — agB’ € W, et tel qu’il existe un morphisme ¢ rendant le
diagramme suivant commutatif :

A——>x
4

|~

B !

|

B——Y
Pour cela, il suffit de montrer le lemme 3.10. En effet, on peut appliquer ce résultat avec By le
sous-préfaisceau simplicial de B engendré par une section n’appartenant pas a A, Bg étant évidemment
a-borné. On obtient alors un diagramme cocartésien tel que la fleche de gauche possede la propriété de
relevement & gauche par rapport & f, d’ou le relevement escompté, puisque B’ est un sous-préfaisceau de
B contenant strictement A :
BoNA——A

L

By — B/

<

Lemme 3.10. Soit A —— B un monomorphisme dans A°PPreFais(8) tel que ax(i) € W, et By un
sous-préfaisceau simplicial a-borné de B. Alors, il existe un sous-préfaisceau simplicial a-borné B, de B
tel que linclusion ag (B, NA) — ag(By,) soit une équivalence faible simpliciale.

DEMONSTRATION DU LEMME — L’idée [Jal, page 65] consiste & construire une suite croissante (Bq),
de sous-préfaisceaux a-bornés de B, de la facon suivante : on veut que le défaut d’injectivité ou de
surjectivité des morphismes induits au niveau de tous les groupes d’homotopie (ainsi que les 7y) des fibres
(pour les foncteurs fibres (fbj)j ¢.7) par l'inclusion B, N A — B, disparaisse au niveau correspondant pour
I'inclusion Byy1 N A — By41, en notant B,y le sous-préfaisceau de B engendré par les sections de By,
et par un ensemble bien choisi de sections de B. Ceci est possible, essentiellement car as(i) est une
équivalence faible simpliciale et que tous les groupes d’homotopie (resp. ) intervenant ci-dessus sont de
cardinal < « et que I'on n’en considére qu'un nombre majoré par le cardinal a.

Quand on considere la réunion B,, = U,>¢B, qui est a-bornée, on obtient évidemment une équivalence
faible simpliciale as (B, NA) — ag(By). <

Définition 3.11. Pour tout U € C, on note K —— Ky le foncteur adjoint a gauche du foncteur
A%PPreFais(8) — A%Ens qui a F associe F(U). C’est le foncteur “préfaisceau simplicial constant”.

Lemme 3.12. Soit X 7, Y un morphisme dans A°PFais(8). Si f posséde la propriété de relévement a
droite par rapport a tous les monomorphismes dans A°PPreFais(8) dont le but est a-borné, alors f est
une fibration simpliciale et une équivalence faible simpliciale.

DEMONSTRATION DU LEMME — D’apres le lemme 3.9, f est une fibration simpliciale. Pour tout U € €
et n > 0, le préfaisceau simplicial A, est a-borné. Comme le morphisme canonique 0A}, — AF; est un

U
monomorphisme de but a-borné, par adjonction, le morphisme d’ensembles simpliciaux X(U) 1) YY)

possede la propriété de relevement & droite par rapport a l'inclusion 0A™ — A™. Ainsi X(U) — Y(U)

(15)11 suffit de montrer le résultat pour tout monomorphisme i de A°P Fais(8), mais la démonstration fait naturellement
intervenir des préfaisceaux.
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est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux. En passant aux fibres, on obtient que X R Y est une
équivalence faible simpliciale. N

Lemme 3.13. Tout objet X € A°PFais(8) est accessible.
DEMONSTRATION DU LEMME — Remarquons tout d’abord qu’il suffit de montrer deux faits :

(1) pour toute petite catégorie C, tout objet de la catégorie € des préfaisceaux d’ensembles sur C
est accessible ;

(2) il existe un cardinal x tel que le foncteur d’inclusion Fais(8) — PreFais(§) commute aux
limites inductives filtrantes indexées par les ensembles ordonnés filtrants grands devant «.

On démontre (1) facilement en remarquant que si X € C et que l'on note « le cardinal de ensemble
|_| X(U) (ou la réunion disjointe est prise sur tous les morphismes dans C), alors X est k-accessible.

v-_u
Pour démontrer (2), il suffit de montrer I'existence d’un cardinal  tel que pour tout ensemble ordonné
dans Fais(8), L = |U +—lim (X;(U))| €
i€l
Fais(8). Tentons de trouver des conditions suffisantes sur x pour que cette condition soit vérifiée. Pour
cela, soit U un objet de C et R un crible couvrant de U pour T. Il s’agit de montrer que ’application
évidente L(U) — L(U)p = lim L(V) est bijective. Notons R € PreFais(8) le préfaisceau tel que

V—UER

R(V') soit 'ensemble des morphismes V' — U de C appartenant a R, pour tout V € C. Il est immédiat
que X(U)p s’identifie canoniquement & Homp,.54i5(s) (R, X) pour tout X € PreFais(8).

Supposons que R soit k-accessible dans la catégorie PreFais(8). Pour tout i € I, l'application
Homyp, c5q;5(s) (U, Xi) — Homp,cgqs(s) (R, Xi) est bijective, en passant a la colimite sur I, on obtient

que I'application lim Homp,cgqis(s)(U, X;) — lim Homgp,cgqis(s) (R, X;) est bijective. Les hypotheses
i€l i€l

filtrant I grand devant x et tout systeme inductif (X;),.;

faites permettent d’en déduire que I'application L(U) — Homp,cgqis(s) (iR, lim XZ) est bijective, c’est-
€1

a-dire que L(U) — L(U)p est bijective. Donc, L est un faisceau. En utilisant (1), on montre qu’il existe
effectivement un cardinal x vérifiant '’hypothese utilisée dans la démonstration, d’ou le résultat. <

Notons B un ensemble représentatif de tous les morphismes dans A°?Fais(8) obtenus en appliquant
ag & un monomorphisme dans A°?PreFais(8) dont le but est a-borné, et B’ le sous-ensemble de B formé
des morphismes qui sont aussi des équivalences faibles simpliciales. D’apres les lemmes 3.13 et 2.23, on peut
utiliser le théoréme 2.28 avec les ensembles de morphismes B et B’ dans la catégorie A°?Fais(8), d’olt deux
types de factorisations fonctorielles, moyennant le choix d’un ordinal v convenable. Il reste & établir que ces
factorisations vérifient les propriétés requises par I'axiome CM57 . Soit donc un morphisme quelconque

X 7, Y. Tout d’abord, puisque les morphismes appartenant & B et B’ sont des monomorphismes, on
vérifie, par induction ordinale, que les morphismes X — ®L(f) et X — @, (f) sont des cofibrations
simpliciales. En passant aux fibres et en utilisant notamment que les cofibrations triviales d’ensembles
simpliciaux sont stables par co-changement de base, on obtient aussi que le morphisme X — ®2,(f)
est une équivalence faible simpliciale. Maintenant, en utilisant les lemmes 3.9 et 3.12, on obtient que le
morphisme ®}(f) — Y est une fibration simpliciale et que ®},(f) — Y est une fibration simpliciale et
une équivalence faible simpliciale. Ainsi, I'axiome CM5% est vérifié. <

Il résulte facilement du lemme 2.19 (et de I’énoncé dual) que la catégorie homotopique Hog(8) associée
a la structure simpliciale possede des produits finis et des sommes directes quelconques et que le foncteur
APFais(§) — Ho,(8) y commute.

Proposition 3.14. La structure de catégorie de modeéles sur A°?Fais(8) est propre.
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Il découle facilement du théoréme 1.21 qu’une fibration dans

A°PFais(8) induit des fibrations au niveau des fibres. Ainsi, la propreté & gauche et la propreté a droite
de A°PFais(8) résultent formellement de la propreté de A°PEns. <

Proposition 3.15. Si (f*, f.) : Fais(8) — Fais(8') est un morphisme de topos, alors (f*, fy) :
A°PFais(8) — A°PFais(8’) est une adjonction de Quillen. En particulier, on dispose d’un couple de
foncteurs adjoints (f*,Rfy) : Hos(8) — Hoy(8').
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Il suffit de remarquer que f* préserve les monomorphismes (ce
qui résulte du fait que f* est exact & gauche) et que f* préserve les équivalences faibles (cf. lemme 3.5).
<

Le théoréme de Brown et Gersten et la descente Nisnevich

Définition 3.16. Soit F un préfaisceau simplicial sur X zq, (resp. Xnis ou 8m/Sy;,;.) avec X (ou S) un
schéma noethérien. On dit que F vérifie la propriété de Mayer-Vietoris (resp. Mayer-Vietoris généralisée)
si F(p) — o est une équivalence faible et si pour tout Y dans Xzqr (resp. Xnis ou 8m/Sy,,) et tout
recouvrement Zariski élémentaire (resp. Nisnevich élémentaire) {U — Y;V — Y} de Y, le diagramme
d’ensembles simpliciaux suivant est homotopiquement cartésien :

F(Y) FU)

N

FV) —= FU xy V)

L’objectif de cette section est de généraliser a la topologie de Nisnevich le théoreme suivant qui
concerne la topologie de Zariski :

Théoréme 3.17. Soit X un schéma noethérien. Soit F 7, G un morphisme dans A°PPreFais(X zqr).
On suppose que F et G vérifient la propriété de Mayer-Vietoris et que le morphisme azq4,F — az4+G est
une équivalence faible simpliciale dans A°PFais(X zqr). Alors, pour tout ouwvert U € X z4r, F(U) — G(U)
est une équivalence faible d’ensembles simpliciauz.

DEMONSTRATION DU THEOREME — En utilisant I’axiome CM5™' pour A°Ens, on remarque que I'on
peut supposer que pour tout U € X z4,, F(U) AN (U) est une fibration. On veut alors montrer que pour
tout a € §(U),, la fibre f~!(a) est contractile. Pour cela, on peut supposer que X = U. Soit a € §(X),,

considérons le préfaisceau simplicial X tel que le diagramme suivant soit cartésien :

XK—=7

|,

PO g
Les propriétés élémentaires des carrés homotopiquement cartésiens dans A°PEns font que XK vérifie
la propriété de Mayer-Vietoris. Ainsi, il suffit de vérifier que le théoreme est vrai pour le morphisme
X — o. On peut donc supposer de plus que G = e.
Sous cette hypothese, commengons par montrer que pour tout U € Xz, 8'il existe s € F(U),, alors

F(U) est contractile. En effet, on peut considérer la famille de foncteurs (75),c : Uzar — Ense qui &

V associe (mq(F(V), S\v))q - SV et W sont deux ouverts inclus dans U, on déduit facilement de la
propriété de Mayer-Vietoris 1'existence de “suites exactes” d’ensembles pointés de la forme suivante, pour
tout ¢ € N :

Ty (V AW) 2 T,(V UW) —— Ty(V) x T,(W)

Ces suites exactes sont “fonctorielles” sur les couples (V, W) d’ouverts de U, on peut alors appliquer [BG,
théoréme 1’] qui permet de conclure que T, (V) = e pour tout V € Ugzg, et g € N.

Ainsi, si F admet une section sur U € X z,,, pour tout ouvert V. C U, F(V) est contractile.

Par noethérianité, il existe un ouvert maximal U’ tel que F(U’) soit non vide. Pour conclure, il suffit
de montrer que U’ = X. Pour cela, soit U un ouvert sur lequel F posseéde une section et supposons qu’il
existe x € X — U. Comme la fibre F, est contractile, il existe un ouvert V' contenant x sur lequel F
possede une section. Considérons alors le carré homotopiquement cartésien suivant :

FUUV) F(U)
F(V) FUNV)
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D’apres ce qui précede, F(U), F(V) et F(U NV) sont contractiles, le carré étant homotopiquement
cartésien, F(U U V) est aussi contractile, d’ou le résultat. <

Théoréme 3.18. Soit X (resp. S) un schéma noethérien. Soit F — G un morphisme dans la caté-
gorie APPreFais(Xnis) (resp. APPreFais(Sm/Sy,,)). On suppose que F et G vérifient la propriété
de Mayer-Vietoris généralisée et que le morphisme an;sF — an;sG est une équivalence faible simpli-
ciale dans APFais(Xnis) (resp. A°PTFais(8m/S y,,)). Alors, pour tout U € Xpyis (resp. Sm/S . ),
F(U) — G(U) est une équivalence faible d’ensembles simpliciauz.

DEMONSTRATION DU THEOREME — Il suffit clairement de traiter le cas du site Xp;s. On peut de plus
supposer que X = U. D’apres le théoreme 3.17, il suffit de montrer que azq,mF — azq,m;G est une
équivalence simpliciale dans A?Fais(X zq,) ot my désigne le foncteur de restriction des préfaisceaux
sur Xpn;s & Xzqr. Pour cela, d’apres le lemme 1.19, il suffit de montrer que pour tout x € X, si 'on
note g le morphisme canonique de schémas Spec Ox , — X, alors le morphisme ¢*F — ¢*G induit une
équivalence faible d’ensembles simpliciaux au niveau des sections globales. On peut alors raisonner par
récurrence sur la dimension de Ox ,. Le méme argument que dans la démonstration du théoreme 1.37
permet d’affirmer que les préfaisceaux simpliciaux ¢*F et ¢*G vérifient la propriété de Mayer-Vietoris
généralisée. Ainsi, on peut supposer que X est un schéma local noethérien, de point fermé s. De plus,
par hypothese de récurrence, pour tout W dans X ;s tel que dim W < dim X, le morphisme d’ensembles
simpliciaux F(W) — G(W) est une équivalence faible. Pour tout (V,v) € Vois)]\([fﬁ tel que le cardinal de
la fibre Vj soit 1, {U’ — X;V — X} est un recouvrement Nisnevich élémentaire (avec U’ = X — s),
ainsi pour tout H € {F, G}, le diagramme suivant est homotopiquement cartésien :

H(X) H(U")

| |

HV) —= H(U' xx V)

Considérons le cube commutatif suivant, ou les équivalences faibles sont marquées avec le symbole

i 6%) 5
F(X) FU)
S(vV) S(U" xx V)
7 _—
?(V) fTF(U/ X x V)

Comme une limite inductive filtrante de carrés homotopiquement cartésiens dans A°?Ens est un
carré homotopiquement cartésien, on peut passer & la limite inductive sur tous les (V,v) définissant le
pro-objet Spec O’}(’S. Dans le cube commutatif obtenu, les faces avant et arriere sont homotopiquement
cartésiennes et les trois morphismes (autres que celui du haut & gauche) reliant ces deux faces sont des
équivalences faibles (pour deux d’entre elles, cela résulte de ’hypothese de récurrence et pour la troisieme
de ’hypothése sur les fibres Nisnevich de F et ), on en déduit que F(X) — G(X) est une équivalence
faible, d’ou le résultat. <

Remarque 3.19. En appliquant ce théoréme aux préfaisceauzr simpliciaur de dimension simpliciale 0,
on obtient comme corollaire la caractérisation des faisceaur Nisnevich intervenant dans le théoréeme 1.37.

Lemme 3.20. Sur les sites X ;s et 8m/S y,,, tout faisceau simplicial I simplicialement fibrant posséde
la propriété de Mayer-Vietoris généralisée.
DEMONSTRATION DU LEMME — Compte tenu de la définition des carrés homotopiquement cartésiens,

il suffit clairement de vérifier que pour toute immersion ouverte V —— U, le morphisme d’ensembles
simpliciaux F(V) — F(U) est une fibration. Cela revient & dire que le morphisme F — e possede la
propriété de relevement & droite par rapport aux morphismes (A" x V)| | APxV (A7 xU) — A" x U.
Or, ces morphismes sont évidemment des cofibrations triviales simpliciales, d’ou le résultat par CM4. <
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Adjonctions
On suppose encore que § = (€, T) est un site avec suffisamment de points. Notons Hom(—, —) le hom.
interne sur A°?Fais(8) pour la structure monoidale — x —, c¢’est-a-dire le bifoncteur adjoint & droite de
— x —. Notons hom(—, —) les sections globales de Hom(—, —).

Lemme 3.21. Soient A —— B une cofibration et X —2>Y une fibration dans APFais(§).

1) Le morphisme évident Hom(B,X) — Hom (A, X) Xgcomay) Hom(B,Y) est une fibration qui
(A Y)
est triviale si i ou p est de plus une équivalence faible simpliciale ;

(2) Le morphisme évident hom(B,X) — hom(A, X) X pom(a,yy hom(B,Y) est une fibration qui est
triviale si i ou p est de plus une équivalence faible simpliciale.

DEMONSTRATION DU LEMME — La deuxiéme assertion résulte de la premiére en utilisant le fait qu'une
fibration (resp. fibration triviale) dans A°?Fais(8) induit une fibration (resp. fibration triviale) apres pas-
sage aux sections globales, ce qui peut se voir, par adjonction, en utilisant le foncteur faisceau constant
A%Ens — A°PFais(8) adjoint & gauche du foncteur sections globales, et le fait que ce foncteur fais-
ceau constant transforme cofibrations (resp. cofibrations triviales) dans A°E&ns en cofibrations (resp.
cofibrations triviales) dans A°?Fais(8§).

Il s’agit donc de montrer que le morphisme Hom(B,X) — Hom (A, X) X3com(a,y) Hom(B,Y) est
une fibration, qui est triviale si 7 ou p est de plus une équivalence faible.

En utilisant la définition de Hom(—, —) et la caractérisation des fibrations (resp. fibrations triviales)
dans A°PFais(8) par des propriétés de relevement & droite, on se rameéne & montrer que si i : A — B
et j : X — Y sont deux cofibrations, alors le morphisme évident A x Y| | axx B xX — B xY est une
cofibration qui est triviale si 7 ou j est de plus une équivalence faible. <

On remarquera que la deuxieme partie du lemme précédent permet de définir une structure de
catégorie de modeles fermée simpliciale(!®) sur A°PFais(S).

Lemme 3.22. Soit X -1 Y un morphisme dans A°?Fais(8) avec X et 'Y simplicialement fibrants. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) f est une équivalence d’homotopie;
(2) f est une équivalence faible simpliciale ;

(3) pour tout U € C, le morphisme X(U) — Y(U) est une équivalence faible d’ensembles simpli-
ciauz.

DEMONSTRATION DU LEMME— Un résultat élémentaire sur les catégories de modeles simpliciales im-
plique, étant donné que tous les objets sont cofibrants dans A°?Fais(8), que pour tout X € A%Fais(8§),
X x Al est un objet cylindre pour X (avec les structures évidentes). L’équivalence entre (1) et (2) résulte
alors formellement du lemme fondamental de ’algebre homotopique. En vertu des définitions 3.1 et 3.2,
(3) implique (2), et évidemment (1) implique (3). <

La structure A'-localisée sur A%Fais(8m/Sy;,)
Définition de la structure

Soit S un schéma noethérien. On note Ho,(8m/S y,,) la catégorie homotopique associée & la structure
simpliciale de catégorie de modeles fermée (A°?Fais(8m/S y;,), Cofs, Fibs, W) définie dans la partie
précédente, c’est-a-dire que Hog(8m/S ;) = APFais(Sm/S y,,) [W;l]. On désigne par e l'objet final
de 8m/S et par . : @ — Al le zéro du S-schéma en anneaux Al.

Définition 3.23. Soit X un objet de APFais(Sm/Sy,,). On dit que X est A'-local si pour tout Y €
Fais(8m/S y,,), Uapplication HomHOS(Sm/SMS) (9 X Al,DC) — HomHos(Sm/SNis)(H,X) induite par .
est bijective.

On remarque que la propriété pour un objet d’étre A'-local ne dépend que de sa classe d’isomorphisme
dans la catégorie Ho,(8m/S v, ).

(16)Pour plus de détails sur les catégories simpliciales et les catégories de modeles simpliciales : voir [GJ]



42 3. FAISCEAUX SIMPLICIAUX

Définition 3.24. Soit X -5 Y un morphisme dans A°PFais(Sm/Sy,,), on dit que f est une Al-
équivalence faible si pour tout objet A-local Z de Hos(8m/S ;). Uapplication évidente

HOmHOS (Sm/SNq‘,s) (13, Z) — HOmHOS(Sm/SNiS) (:X:, Z,)
est bijective.

Définition 3.25. On note Wy la classe des A'-équivalences faibles dans A°?Fais(8m/Sy,,), Cofy:
la classe de tous les monomorphismes dans A°?Fais(8m/S y,,) et Fiby1 la classe des morphismes dans
APFais(8m/S y,,) possédant la propriété de relévement a droite par rapport a Cofyr N Wiy .

On remarquera que Wy C Wyi. Un des objectifs de cette partie est d’établir que le quadruplet
(A°PFais(8m/S y,,), Cofar, Fibyi, Wy1) est une catégorie de modeles fermée, dite A'-localisée. La seule
difficulté réside dans la démonstration de ’axiome CMS5, et plus particulierement la factorisation “cofi-
bration triviale/fibration”, I'autre factorisation résultant de CM5 pour la structure simpliciale.

Il résulte immédiatement de la définition que pour tout objet Y dans A?Fais(Sm/S y,,), la projection
Y x Al — Y est une Al-équivalence faible.

Lemme 3.26. Soit X € A°Fais(Sm/Sy,,). Si X est simplicialement fibrant, alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(1) X est Al-local;
(2) La fibration simpliciale f}{om(Al, f)C) — X induite par v est une équivalence faible simpliciale ;

(3) Pour tout U € 8m/S, la fibration X(A};) — X(U) est une équivalence faible.

DEMONSTRATION DU LEMME— Le fait que les morphismes intervenant dans les conditions (2) et (3)
soient des fibrations résulte du lemme 3.21. Toujours d’apres ce lemme, f}Com(Al, DC) est simplicialement
fibrant, ainsi d’apres le lemme 3.22, les conditions (2) et (3) sont équivalentes.

Supposons (2), le morphisme f}Com(Al, DC) — Hom(e,X) étant une fibration simpliciale triviale, en
appliquant le lemme 3.21, on obtient que pour tout objet (nécessairement cofibrant simplicialement) Y €
A°PFais(8m/S y,,), le morphisme d’ensembles simpliciaux hom (Y, Hom (A, X)) — hom(Y, Hom(e, X))
est une fibration triviale d’ensembles simpliciaux, or ce morphisme s’identifie au morphisme évident
hom (9 X Al,f)C) — hom(Y,X). En passant au m, le lemme fondamental de 1’algébre homotopique im-
plique que I'application HomHos(Sm/SN“) (y x A, I)C) — HomHOS(Sm/sms)(H7 X) est bijective, ainsi X

est Al-local.

Supposons maintenant (1), pour démontrer (3), il suffit de montrer que pour tout objet Y dans
APFais(Sm/Sy,,) (lesY = U avec U € 8m/S sont suffisants), le morphisme entre ensembles sim-
pliciaux fibrants induit par ¢ hom (H X Al,T)C) — hom(Y,X) est une équivalence faible dans A°PEns.
Pour vérifier cela, utilisons le lemme de Yoneda dans la catégorie homotopique H!*°P. D’apres le lemme
fondamental de I’algebre homotopique dans A°PEns, il suffit de montrer que pour tout K € A°PEns,
I’application hom (K, hom (H X AI,X)) — hom(K,hom(Y,X)) induit un isomorphisme sur le my. Or, il
est clair que ce morphisme s’identifie a I’application hom (K xY x Al DC) — hom(K x Y,X) induite par
t, or ce morphisme est bijectif sur le my grace a 'hypothese et au lemme fondamental de ’algebre homo-
topique dans A°?Fais(Sm/S y,,), d’ol le résultat. <

Nous verrons plus loin (cf. lemme 3.41) que les faisceaux simpliciaux simplicialement fibrants et Al-
locaux sont exactement les objets fibrants pour la structure de catégorie de modeles A'-localisée que nous
sommes en train de construire.

Lemme 3.27. Soit X - Y un morphisme dans APFais(8m/Sy,,). Les conditions suivantes sont
équivalentes

(1) f est une Al-équivalence faible;

(2) pour tout W € Fais(8m/S y,,) simplicialement fibrant et A'-local, le morphisme de faisceauz
simpliciauz Hom(Y, W) — Hom (X, W) est une équivalence faible simpliciale ;

(3) pour tout W € Fais(8m/Sy,;,) simplicialement fibrant et A'-local, le morphisme d’ensembles
simpliciauz hom(Y, W) — hom(X,' W) est une équivalence faible.

DEMONSTRATION DU LEMME— En raison du lemme 3.22, (2) est équivalent au fait que pour tout
U e 8m/S et W € A%Fais(8m/Sy;,) simplicialement fibrant et A'-local, le morphisme d’ensembles
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simpliciaux Hom (Y, W)(U) — Hom (X, W)(U) soit une équivalence faible. Or, en utilisant des adjonc-
tions évidentes, cela revient & demander que hom(Y, Hom(U, W)) — hom(X, Hom (U, W)) soit une équi-
valence faible. Ainsi, compte tenu du fait que si W est simplicialement fibrant et Al-local et si W' €
A°PFais(8m/S y,,) alors Hom(W', W) est simplicialement fibrant et Al-local (cf. lemmes 3.26 et 3.21),
(2) est équivalent au fait que pour tout W € A%Fais(Sm/Sy;,,) simplicialement fibrant et A'-local, le
morphisme hom(Y, W) — hom(X, W) est une équivalence faible, c’est-a-dire que (2) et (3) sont équiva-
lents. De méme que dans la preuve du lemme 3.26, on peut appliquer le lemme de Yoneda dans H*P et
en utilisant la méme technique que dans le début de cette démonstration, on obtient que (3) est équi-
valent au fait que pour tout W € A°?Fais(8m/S y,,) simplicialement fibrant et A'-local, le morphisme
hom(Y, W) — hom(X, W) induit une bijection au niveau du . On obtient ainsi I’équivalence entre (1)
et (3) en utilisant le lemme fondamental de l’algebre homotopique. <

Carrés homotopiquement cocartésiens et colimites homotopiques

Lemme 3.28.

(1) Dans A°*Fais(8m/Sy,,), Uimage directe d'une A'-équivalence faible par une cofibration est
une équivalence faible ;

(2) Dans A°PFais(8m/Sy,,), limage directe d’une cofibration qui est aussi une A'-équivalence
faible est une cofibration qui est aussi une A'-équivalence faible ;

(3) Dans un cube commutatif de la forme ci-dessous, si les faces avant et arriére sont des carrés co-
cartésiens, que les morphismes X — Y et X' — Y’ sont des cofibrations et que les morphismes
X—X,Y—Y et Z— 2 sont des A'-équivalences faibles, alors le morphisme T — T’
est une A'-équivalence faible.

xl > yl

%

Q.C

x
‘ 2 — 97’
Z

.

DEMONSTRATION DU LEMME — Pour ces trois assertions, il s’agit de montrer qu’un certain morphisme est
une Al-équivalence faible. D’apres le lemme 3.27, cela se teste aprés application du foncteur hom(—, W)
avec W € APFais(8m/S y,,) simplicialement fibrant et A'-local. En vertu du lemme 3.21, on est ramené
a des énoncés dans la catégorie des ensembles simpliciaux qui résultent notamment de la propreté a droite
de la structure de catégorie de modeles fermée sur A°PEns. <

Définition 3.29. Pour toute petite catégorie I, on peut définit un foncteur “colimite homotopique”
hocg)lim : Hom(J, APFais(Sm/S y,;,)) — A%PFais(Sm/S y,,) de sorte que pour tout foncteur F : I — APFais (¢
hocg)limﬂ~ soit le faisceau simplicial associé au préfaisceau simplicial U — hocg)lim[ff U)).

Les colimites homotopiques commutant aux limites inductives, il résulte de cette définition et du
théoreme 1.21 que la formation des colimites homotopiques commute & I'application d’un foncteur fibre

sur le topos Fais(8m/S y,,)-
Le lemme suivant est une formalité :

Lemme 3.30. Soit J une petite catégorie, pour tout foncteur F : I — A°PFais(8m/S y,,) et tout
Y e A%Fais(8m/S y,,), il existe un isomorphisme canonique :

hom (hocg)limf}'7 H) = hg)(l)%omhom(i}"7 Y)

Lemme 3.31. Soit J une petite catégorie et soit F ~~ G une transformation naturelle de foncteurs
J— APFais(8m/S y,,), on suppose que pour tout i € J, le morphisme F(i) — (i) est une équivalence
faible simpliciale (resp. une A'-équivalence faible). Alors, le morphisme hocg)limff'~ — hocg)limg est une

équivalence faible simpliciale (resp. une A-équivalence faible).
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DEMONSTRATION DU LEMME — Le cas des équivalences faibles simpliciales s’obtient en appliquant un
systeme conservatif de foncteurs fibres et en utilisant la proposition 2.54.

Le cas des A'-équivalences faibles s’obtient, grace au critére du lemme 3.27, en appliquant le foncteur
hom(—, W) pour W simplicialement fibrant et Al-local. On conclut alors en utilisant le lemme 3.21, le
lemme précédent, le lemme 2.52 et la proposition 2.45. <

Lemme 3.32. SoitJ une petite catégorie filtrante et soit F ~~ G une transformation naturelle de foncteurs
J— A°PFais(8m/S y,,), on suppose que pour tout i € J, le morphisme F(i) — (i) est une équivalence
faible simpliciale (resp. une A'-équivalence faible).
Alors, le morphisme limF — lim G est une équivalence faible simpliciale (resp. une A'-équivalence
J J

faible).

DEMONSTRATION DU LEMME — Le cas des équivalences faibles simpliciales est facile : il suffit d’appliquer
un systeme conservatif de foncteurs fibres. Le cas des A'-équivalences faibles se traite en utilisant le lemme
3.31 et en utilisant le fait que pour tout F € Hom(J, A°?Fais(8m/S y,,)), le morphisme canonique
hocg)limf}~ — lim ¥ est une équivalence faible simpliciale grace au corollaire 2.55 et a l'utilisation de

J
foncteurs fibres. <

Lemme 3.33. Soit F AN § un morphisme dans A°?Fais(8m/S y,,). On suppose que pour tout n € N,

. fn Lo . . . .
le morphisme F,, — G,, est une Al-équivalence faible (en considérant les faisceauz comme des faisceaus
simpliciauz de dimension 0).
Alors, f est une A'-équivalence faible.

DEMONSTRATION DU LEMME — Il résulte de la proposition 2.56 que pour tout X € A?Fais(8m/S y.,.),
le morphisme canonique hogolimx — X est une équivalence faible simpliciale. Le lemme résulte alors
op

aussitot du lemme 3.31. 5

Lemme 3.34.
(1) Le produit de deux A'-équivalences faibles est une Al-équivalence faible ;
(2) Une somme directe de A-équivalences faibles est une A'-équivalence faible ;

(3) Sii: A— B etj:C— D sont deur cofibrations dans A°?Fais(8m/S y,,), alors le mor-
phisme évident A X D[], 0B x € — B x D est une cofibration qui est une Al-équivalence
faible si i ou j est une A'-équivalence faible.

DEMONSTRATION DU LEMME— (1) Il suffit de montrer que si f est une équivalence faible, alors pour
tout objet X € A°PFais(Sm/Sy,,), [ x X est une A'-équivalence faible, ce qui résulte facilement du
critere du lemme 3.27.

(2) D’apres le critére du lemme 3.27, il suffit de constater qu’un produit (non nécessairement fini)
d’équivalences faibles entre ensembles simpliciaux fibrants est une équivalence faible.

(3) L’assertion concernant les monomorphismes est évidente. L’autre cas résulte formellement du
lemme 3.28 et de (1). <

Al-localisation

Définition 3.35. On note Hog p1_1,.(Sm/S ;) la sous-catégorie pleine de Hos(8m/S y,,) formée des
objets Al-locaux.

Lemme 3.36. Soit X - Y un morphisme dans A°PFais(Sm/Sy,,). On suppose que X et Y sont Al-
locauzx.
Alors, f est une équivalence faible simpliciale si et seulement si f est une A'-équivalence faible.

DEMONSTRATION DU LEMME — Cela découle directement du lemme de Yoneda appliqué & la catégorie
Ho, p1_10c(8m/Sy,,) et de la définition des A'-équivalences faibles. <

Théoréme 3.37. Le foncteur d’inclusion Hog p1_1,.(8m/S y,;,) — Hos(8m/S y,,) admet un adjoint a
gauche L1 .
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Nis

DEMONSTRATION DU THEOREME — D’apres le lemme 3.9, il existe un ensemble By de monomorphismes
dans APFais(Sm/S ;) tel que les fibrations simpliciales soient exactement les morphismes ayant la pro-
priété de relevement a droite par rapport a Bg. Notons B; un ensemble représentatif des monomorphismes
de la forme U x A" | |;;, gan Ay x OA™ — A}, x A™ induits par ¢ : ¢ — A pour n > 0 et U € Sm/S.
D’apres le lemme 3.26, un objet X € AFais(Sm/Sy;,,) est simplicialement fibrant et A'-local si et
seulement si X — e possede la propriété de relevement a droite par rapport a B := By UB;. En utilisant
le lemme 3.34, on montre que By U By C Cofyi N Wy

Grace au théoreme 2.28, il existe un foncteur ¥ : APFais(Sm/Sy,;,) — APFais(8m/S y,,) muni
d’une transformation naturelle IdA(,p?m,S(Sm/SMS) — W tel que pour tout X € APFais(8m/S y,,)

X — ¥(X) soit un composé transfini d’images directes de sommes directes d’éléments de B et que
U (X) — e possede la propriété de relevement & droite par rapport a B.

Ainsi, pour tout X € A%Fais(Sm/Sy,,), Y(X) est simplicialement fibrant et A'-local. D’apres les
lemmes 3.34 et 3.28, on sait qu'une image directe de sommes directes d’éléments de B est dans Cofy1 "Wy .
En faisant une récurrence sur les ordinaux, on déduit facilement du lemme 3.32 qu'un composé transfini
de Al-cofibrations triviales est une A'-cofibration triviale, ainsi X — W(X) est une cofibration triviale
et une A'-équivalence faible.

On en déduit que ¥ préserve les A'-équivalences faibles. Comme les objets dans 'image essentielle
de ¥ sont A'-locaux, le lemme 3.36 implique que ¥ transforme A!-équivalences faibles en équivalences
faibles simpliciales. Comme les équivalences faibles sont des A!-équivalences faibles, par définition de
Ho,(8m/S y,,), ¥ induit un foncteur Hog(8m/S y,;,) — Hog a1_10c(8m/S y,,) que 'on note L.

On dispose d’'un morphisme de foncteurs évident IdHOs(SM/SNiS) — 40 Ly1, i étant le foncteur

d’inclusion Hog p1_j0c(8m/S ;) — Hos(8m/S ;). On en déduit un morphisme bifonctoriel, pour tout
X € Hos(8m/S ;) et Y € Hog p1_10:(8m/S ;) -

Homyy, |\ (smys,,,)EarX,¥) — Homy, (5,5 (X, 1Y)

Le fait que ce morphisme soit bijectif est équivalent au fait que le morphisme X — ¥(X) soit une
Al-équivalence faible pour tout X € A°?Fais(8m/Sy,;,), par définition. Ainsi, L1 est bien le foncteur
adjoint & gauche de i : Hog g1 (8m/S ;) — Hos(8m/S y;,)- <

Rappelons qu’il nous reste a démontrer ’axiome affirmant ’existence de factorisations “cofibration
triviale/fibration” pour la structure Al-localisée. Pour cela, nous allons utiliser les mémes techniques que
pour la structure simpliciale, mais la A!-localisation va rendre les démonstrations plus techniques. On se
propose donc de démontrer le lemme technique suivant :

Lemme 3.38. Il existe!™ un cardinal § tel que, dans la catégorie APFais(Sm/S y,,), un morphisme
est une Al-fibration si et seulement s’il posséde la propriété de relévement a droite par rapport aux A'-
cofibrations triviales A —— B dans A%PFais(Sm/S y,,) telles que B soit f-borné (ce qui signifie ici que
pour tout U € 8m/S et n € N, B(U),, est un ensemble de cardinal < 3).

n

DEMONSTRATION DU LEMME— Au cours de la démonstration, nous ferons apparaitre certaines restric-
tions sur le cardinal § pour que le résultat soit vrai.

Supposons tout d’abord 3 plus grand que le cardinal o du lemme 3.9. En effet, cette hypothese
permet de faire en sorte que si F € APPreFais(Sm/Sy;,) est B-borné alors aysF est f-borné(1®) .

On suit la méthode du lemme 3.9. Soit donc un morphisme X 7, Y dans A°PFais(8m/S y,,) possé-
dant la propriété de relévement & droite par rapport & toutes les Al-cofibrations triviales dans la catégorie
A%PFais(Sm/S y,,) dont le but est S-borné.

Soit A — B une Al-cofibration triviale dans A%Fais(8m/S ,,). Supposons donné un diagramme
commutatif de la forme suivante dans A°?Fais(Sm/S y,,) :

(A7 Le cardinal qui est construit ici est vraiment énorme, en tout cas monstrueusement plus grand que celui qui
intervenait dans le cas de la structure simpliciale (cf. lemme 3.9).

(18)On utilise ici essentiellement la “formule” définissant le foncteur L, le fait que la prétopologie de Nisnevich est
noethérienne, et la conséquence de ’axiome du choix affirmant que si X est un ensemble infini, alors X et X x X ont le
méme cardinal. Comme nous allons le voir par la suite, nous pourrions étre beaucoup moins précis dans ces estimations de
cardinaux.
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B——=Y
Notons O I’ensemble des couples (B’, @) ol B’ est un faisceau simplicial contenu dans B et contenant
A, tel que le morphisme A — B’ soit une A'-équivalence faible, et oll ¢ est un morphisme B’ — X tel
que le diagramme suivant soit commutatif :

On munit O de la structure d’ordre induite par le prolongement des morphismes. Il résulte du lemme
3.32 que O est un ensemble inductif. D’apres le lemme de Zorn, O admet un élément maximal (B', ). Il
résulte des définitions que le morphisme B’ — B est une A'-cofibration triviale. Ainsi, pour établir le
résultat, on se ramene a montrer que si ¢ n’est pas un isomorphisme, ’ensemble O contient un élément
strictement plus grand que le couple (A, A — X). Un argument similaire & celui du lemme 3.9 montre
qu'il suffit de démontrer le lemme 3.39 (avec 5 = a).

Lemme 3.39. Pour tout cardinal 3, il existe un cardinal 5 tel que pour toute Al-cofibration triviale
A — B, si Bg est un sous-faisceau simplicial 3-borné de B, il existe un sous-faisceau simplicial 3’ -borné
B de B contenant By tel que le morphisme Bog NA — By soit une A'-équivalence faible.

DEMONSTRATION DU LEMME-— Nous faisons ici I’'abus de notation consistant & identifier le foncteur
de A'-localisation Lj: construit précédemment avec le foncteur ¥ dont il provient. Pour tout X €
APFais(Sm/S y,,), Lar(X) était construit comme étant 1'élévation & la puissance ordinale  d’un cer-
tain foncteur ®g : APFais(8m/S y,,) — APFais(8m/S y,;,) (cf. théoreme 3.37) évalué en X, avec
un ordinal bien choisi. Nous savons que y pouvait étre choisi comme étant un cardinal infini successeur
d’un cardinal  tel que les sources des fleches dans B (celui du théoréme 3.37) soient x-accessibles.
Remarquons maintenant qu’un morphisme f dans A°?Fais(Sm/S y,,) est une Al-équivalence faible
si et seulement si L1 (f) est une équivalence faible simpliciale.
Etudions les sorites suivants :
(1) Lar : A%PFais(8m/S y,,) — A%PFais(Sm/S y,,) commute aux limites inductives indexées par
les ensembles ordonnées filtrants grands devant le cardinal & ;
(2) Pour tout cardinal 3, il existe un cardinal ' tel que si F € A°Fais(8m/S y,,) est f-borné,
alors ®g(F) est f'-borné;

(3) Pour tout cardinal 3, il existe un cardinal ' tel que si F € A°?Fais(8m/S y,,) est f-borné,
alors L1 (F) est 3'-borné;

(4) Pour tout cardinal 3, il existe un cardinal 3’ tel que si A — B est une A'-cofibration triviale
dans A°PFais(8m/S y,,) et si By un sous-faisceau simplicial S-borné de B, il existe un sous-
faisceau simplicial #’-borné By de B contenant By tel que le “défaut® de bijectivité” des
applications induites par le morphisme L1 (BoNA) — Lg1(Bp) au niveau des mo(—) (resp.
mn(—,-)) des fibres de ces faisceaux simpliciaux disparaisse au niveau correspondant pour le
morphisme L1 (B NA) — L1 (By).

(19 Dans un tel carré commutatif d’ensembles, on dira que le défaut de bijectivité de f disparait dans g si image de
g contient I'image de ¢ et si pour tout couple (z,y) d’éléments de X, si f(z) = f(y) alors p(x) = p(y).
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Nis

On démontre (1) en commengant par remarquer que par définition &g commute aux limites induc-
tives filtrantes indexées par les ensembles ordonnées grands devant k. On vérifie ensuite facilement par
récurrence transfinie que toute puissance ordinale de ®g (en particulier Ly:1) commute & ce méme type
de limites inductives.

Pour démontrer (2), en revenant & la définition de ®g, il suffit de constater que I’on peut majorer le
cardinal de Hom AorFais( )(S, X) en fonction de 8 et d’un cardinal 3 tel que X soit X soit G-borné.
(20)

8m/S n;s
Pour démontrer (3), il suffit d*“itérer” a la puissance ordinale v les estimations
(2).

Le point (4) résulte (3) et du (1). En effet, d’apres (3), on controle le cardinal de ’ensemble des sections
de Ly:(B) qu’il faudrait ajouter & L1 (Bg) pour que les défauts de bijectivité considérés disparaissent.

de cardinaux issues de

De plus, d’aprés (1), on sait que toute section de La1(B) est dans U'image de Ly (%) pour un sous-

faisceau simplicial B de B d-borné, avec ¢ un cardinal plus grand que le cardinal a du lemme 3.9, et dont
I’ensemble ordonné sous-jacent soit grand devant k.

Le lemme résulte finalement de (4) et de (1). On construit par récurrence ordinale une fonction
croissante (By), ¢, de sous-faisceaux simpliciaux de B. Pour tout ordinal A € 7, B4 s’obtient & partir
de B en appliquant (4) et si A € v+ 1 est un ordinal limite (non vide), By est la réunion des By, pour
X € X En itérant les estimations de (4), on obtient, en fonction de 3, un cardinal 3’ tel que B soit

B'-borné. 1l est immédiat que le morphisme lim L1 (Bx NA) — lim L1 (By) est une équivalence faible
A€y AEv
simpliciale. Or, comme 7 est un ensemble ordonné filtrant grand devant k, ce morphisme s’identifie au

morphisme La1 (B, NA) — Lp1(B,). Ainsi, si on pose B, = B, on obtient que Boc N A — B est
une Al-équivalence faible.

La catégorie homotopique des S-schémas

Théoréme 3.40. Soit S un schéma noethérien. La catégorie A°PFais(Sm/S y,,) munie des classes
(Cofyr, Fiby1, Wy1) constitue une catégorie de modéles fermée. De plus, les aziomes CM1T et CM5™
sont vérifiés. Enfin, cette catégorie de modéles est propre et simpliciale.

On note H(S) la catégorie homotopique de cette catégorie de modéles, et on Uappelle la catégorie
homotopique de S.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Les axiomes CM1t, CM2 et CM3 sont évidents. Modulo
CMS5, laxiome CM4 résulte directement des définitions et de I'astuce de Joyal (cf. lemme 2.6). Pour
établir qu’il s’agit d’une catégorie de modeles fermée, il reste donc a montrer CM5. Grace a la structure
simpliciale sur A?Fais(8m/Sy,,), on sait que tout morphisme peut se factoriser fonctoriellement en
p o avec i un monomorphisme et p une fibration triviale simpliciale. Ainsi, p possede la propriété de
relevement par rapport & tous les monomorphismes, en particulier p est une Al-fibration, de plus, p est
une équivalence faible simpliciale, donc une A'-équivalence faible, ce qui démontre une moitié de I’axiome
CM5™ .

Grace au lemme 3.38, on sait qu’il existe un ensemble B de Al-cofibrations triviales telles qu’un
morphisme dans A°?Fais(Sm/Sy,,) soit une Al-fibration si et seulement s’il posséde la propriété de
relevement a droite par rapport a B. D’apres le théoreme 2.28, on obtient que tout morphisme dans
A°PFais(Sm/S y,;,) peut se factoriser fonctoriellement en p o avec ¢ un composé transfini d’images
directes de sommes directes d’éléments de B et p un morphisme possédant la propriété de relevement a
droite par rapport a B. Ainsi, p est une A'-fibration. De plus, dans la démonstration du théoreme 3.37,
on a montré que dans ces conditions i était une A'-cofibration triviale, d’oli le résultat.

Le fait que cette structure de catégories de modeles soit propre a gauche résulte du lemme 3.28. La
propreté a droite est moins immédiate, elle est démontrée dans [MV, théoreme 3.2, page 86].

C’est avec méme bifoncteur hom : (APFais(8m/S y,,) x A%Fais(Sm/S ;)" ) — A°PEns que
celui du lemme 3.21 que 'on définit une structure de catégorie de modele simpliciale sur notre catégorie

(20)Pour établir ces sorites-la, nous pourrions aussi utiliser le fait simple suivant : si C L, D est un foncteur entre
deux catégories munies d’une fonctionnelle & valeurs dans les cardinaux mesurant la “taille” des objets (invariante par
isomorphisme), alors on peut majorer la taille de FX en fonction de la taille de X si pour tout cardinal 3, il existe un
ensemble représentatif des classes d’isomorphismes d’objets de € de taille < 3.
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de modeles, la méthode de démonstration de I'axiome SMT7 étant semblable a celle utilisée pour la
structure simpliciale, compte tenu du lemme 3.34. <

Lemme 3.41. Soit X un objet de A°PFais(Sm/Sy,,). Alors, X est simplicialement fibrant et A'-local
si et seulement si X est A'-fibrant.

DEMONSTRATION DU LEMME — Supposons que X soit simplicialement fibrant et A'-local. Soit A B
une Al-cofibration triviale. On doit montrer que X — o possede la propriété de relevement & droite
par rapport & . Considérons pour cela le morphisme d’ensembles simpliciaux hom(B, X) 4, hom(A, X).
D’apres le lemme 3.27, 6 est une équivalence faible. De plus, 6 est une fibration en vertu de 'axiome SM7
pour la structure de catégorie de modeles simpliciale sur A°?Fais(8m/S y,,). Ainsi, § est une fibration
triviale d’ensembles simpliciaux. En particulier, 8 est surjective en degré simplicial 0, ainsi ’application
Hoonp?ais(Sm/sN“>(B, X) — Hoonp?ms(Sm/SMs)(A, X) est surjective, d’ott le résultat.
Le sens réciproque est trivial. <

Remarque 3.42.

(1) Le composé du foncteur i : Hos g1_10.(8m/S ;) — Hoy(8m/S ;) et du foncteur évident
Ho,(8m/S y,;,) — H(S) est une équivalence de catégories Hog p1_j,.(8m/S ;) — H(S) ;

(2) Il résulte du lemme 3.34 et du lemme 2.19 que, dans la catégorie H(S), les sommes directes
quelconques et les produits finis existent et que le foncteur A°?Fais(8m/S y,;,) — H(S) y com-
mute.

(3) On dispose d’un foncteur évident H*P — H(S) induit par le foncteur “faisceau constant”, et
ce foncteur commute aux sommes directes quelconques et aux produits finis.

La structure de catégorie de modeles sur Fais(Sm/S ;)

Soit S un schéma noethérien. Nous venons de voir que A°?Fais(8m/S y,,) possédait une structure
de catégorie de modeles fermée A'-localisée. Nous nous proposons maintenant de définir une structure
de catégorie de modeles sur Fais(8m/S y,,) dont la catégorie homotopique soit équivalente a la catégorie
homotopique de A% Fais(8m/S ;) pour la structure Al-localisée, ce qui permettra de faire le lien avec
la structure considérée dans 'article [Voe2]. On notera parfois Spcg la catégorie Fais(Sm/S y,,).

La construction de Morel et Voevodsky dans [MV]

On considere la catégorie Fais(Sm/S,,,) comme une sous-catégorie pleine de A°?Fais(Sm/Sy;,)
via le foncteur qui & un ensemble X associe 'ensemble simplicial de dimension 0 associé (i.e. le préfaisceau
constant X sur la catégorie A correspondant).

Définition 3.43. Dans la catégorie Fais(8m/S y,,), on note Wy la classe des morphismes dont l'image

dans APFais(Sm/S y,,) est une Al-équivalence faible, Cofy1 la classe des monomorphismes, et Fiby:

la classe des morphismes ayant la propriété de relévement a droite par rapport auz cofibrations triviales
dans Fais(8m/S y,,)-

Définition 3.44. A tout objet cosimplicial D* de APFais(Sm/S y,,), on associe un foncteur de réa-
lisation |—|pe @ A°PFais(8m/S ;) — A%PFais(Sm/Sy,,) de la facon suivante. Soit X un objet de
APFais(Sm/S y,,). On identifie les X,, a des objets de A°PFais(8m/Sy,,) de dimension 0. On peut
alors considérer le coégalisateur |X| . du diagramme suivant :

|| %uxD™ L | | %, x D"

p:m—n neN

— |x|D°

Le morphisme f est induit par les applications X,, x D™ — X,, X D™ induites par la structure cosimpli-

ciale de D® et g est induit par les applications X,, x D™ — X, X D™ induites par la structure simpliciale
de X.

On remarquera que |A"| . est canoniquement isomorphe & D™ et que |—|,. “commute” au foncteur
— x J pour tout F € Fais(Sm/S y,,)-
Définition 3.45. On note A%, l'objet cosimplicial de Sm/S C Fais(8m/S y,,) tel que pour tout n € N,
A7y soit le S-schéma affine lisse d’Algébre quasi-cohérente Og[Ty, ..., T,|/(> o T; — 1), la structure
cosimpliciale étant la structure classique.
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On définit un foncteur SingAl t APFais(8m/S ;) — A%PFais(8m/S y,,) de sorte que pour tout
X € A°?Fais(8m/S y,,) et n € N, Sing‘s1 (X) = Hom (A}, X,), la structure simpliciale sur SingAl (X)
étant induite par la structure simpliciale sur X et la structure cosimpliciale de A%, Hom(—, —) désignant
U“adjoint a droite” du bifoncteur — x — : Fais(8m/S y,,) X Fais(8m/S y,,) — Fais(8m/S y,,)-
Notons A® T'objet cosimplicial de A°?Fais(8m/S y,,) obtenu en appliquant le foncteur “faisceau
constant” a l'objet cosimplicial A® de A°Ens. On montre facilement que le foncteur |—|A.. Ae,
A

APFais(Sm/S ;) — APTFais(8m/Sy,,) est I'adjoint & gauche du foncteur SingAl.
De plus, il est aussi tautologique que |—|A.1 : A%PFais(8m/S ;) — Fais(8m/S y,,) est adjoint &
A

gauche du foncteur SingAl :Fais(8m/S ;) — APFais(8m/S y,,), restriction de SingAl aux faisceaux
simpliciaux de dimension simpliciale 0.
Lemme 3.46. Soit D* un objet cosimplicial de A°PFais(8m/S y,,). Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

— Le morphisme D°| | D — D* induit par Uinclusion OA' — Al est un monomorphisme ;

— Le foncteur |—|pe : APFais(8m/S y,,) — APFais(8m/S y,,) préserve les monomorphismes.

DEMONSTRATION DU LEMME — On suppose que le morphisme D°| | D° — D? est un monomorphisme.
En faisant une récurrence sur le squelette [MV, lemme 1.1, page 48], on se rend compte qu’il suffit
de montrer que pour tout n > 1, le morphisme |iy,|. est un monomorphisme, ol ¢, est 'inclusion
OA™ C A™. Pour n > 2, le fait que |tn]pe s0it un monomorphisme est une conséquence formelle des
identités cosimpliciales, et pour n = 1, c’est notre hypothese, d’oti le résultat. <

Lemme 3.47. Soit D} — D3 un morphisme d’objets cosimpliciaux dans A°?Fais(8m/S y,,). On sup-
pose que ces deux objets cosimpliciauz vérifient ’hypothése du lemme précédent. Si pour tout n € N,
D7 — DY est une A'-équivalence faible, alors pour tout X € A°?Fais(Sm/Sy,,), le morphisme cano-
nique |DC|D; — DC|D5 est une Al-équivalence faible.

DEMONSTRATION DU LEMME— Il suffit de faire une récurrence sur le squelette et d’utiliser la propreté
a gauche de la structure A'-localisée de catégorie de modeles sur A?Fais(8m/S y;,)- <

On peut appliquer ce lemme aux morphismes A® x A%, — A® et A®* x A}, — A}, induits par
les projections. De plus, comme |X|, o = X pour tout X € A°*Fais(8m/S y,,), on obtient un isomor-
phisme canonique X ~ |X| Ae dans la catégorie homotopique de A?Fais(8m/S y,,) pour la structure

A
Al-localisée.

Lemme 3.48. Le morphisme canonique “application constante” X — SingAl (X) est une Al-équivalence
faible pour tout X € A?Fais(8m/S y,,)-

DEMONSTRATION DU LEMME— Pour tout n € N, le morphisme X,, — Singﬁl(DC) s’identifie au mor-
phisme “application constante” X,, — J{om(Agl , xn) On démontre facilement que ces morphismes sont
des Al-équivalences d’homotopie, donc des Al-équivalences faibles. Il résulte alors du lemme 3.33 que
X — Sing™ (X) est une Al-équivalence faible. <

Théoréme 3.49. Le quadruplet (S"ais(Sm/SNis), Cofy1, Fiby1, WAI) est une catégorie de modéles fer-

mée. De plus, le couple de foncteurs adjoints (\—|A.l 7SingAl) forme une équivalence de Quillen entre
A

cette structure sur Fais(Sm/Sy,,) et la structure A'-localisée sur A°PFais(8m/S y,,)-
Enfin, cette structure de catégorie de modéles fermée sur Fais(Sm/Sy,,) est propre et les axiomes
CM1* et CM5™ sont vérifiés.

’ ’ N\ ’ . 7 N . 1
DEMONSTRATION DU THEOREME — Il résulte de ce qui précede que [—[ . et Sing”® sont des foncteurs
Al
1
adjoints, que |—| A et SingA préservent et refletent les Al-équivalences faibles et que |—| A préserve
A A

les cofibrations. Donc, une fois que nous saurons que (ff"ais(Sm/SMS)7 Cofyr, FNibA1,WA1> est bien une

catégorie de modeles, le fait que ces deux foncteurs adjoints forment une équivalence de Quillen sera
trivial.

La vérification des axiomes CM1%, CM2 et CM3 est immédiate. Modulo CMS5, I'axiome CM4
résulte de astuce de Joyal (lemme 2.6) et des définitions.
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Remarquons que si X iR Y est un morphisme dans Fais(Sm/Sy;,,), alors f € Fibs: si et seulement
si SingAl (f) € Fiby1. En effet, SingAl(f) est une A'-fibration de A°Fais(8m/S y,,) si et seulement

si SingAl (f) possede la propriété de relevement & droite par rapport aux Al-cofibrations triviales dans

APFais(Sm/S y,,), ce qui est équivalent, par adjonction, au fait que f possede la propriété de releve-

ment & droite par rapport aux réalisations (via le foncteur |—| A.1) de toutes les Al-cofibrations triviales
A

de A°PFais(8m/Sy,,). Mais par ce procédé, d’aprés ce qui précede, on obtient exactement les Al-

cofibrations triviales dans Fais(8m/S y,,). Ainsi, SingAl (f) est une Al-fibration de A°?Fais(Sm/S ;)
si et seulement si f est une A'-fibration dans Fais(8m/S y;,).

De plus, on sait qu’il existe un ensemble B de A'-cofibrations triviales dans A?Fais(Sm/S y,,) telles
qu'un morphisme y soit une A'-fibration si et seulement s’il possede la propriété de relevement & droite
par rapport a B.

Ainsi, dans Fais(8m/Sy,,), un morphisme est dans Fiby: si et seulement il posséde la propriété
de relevement & droite par rapport a |B| INY C Cofpy1 N Wy, D’apres le théoreme 2.28, on obtient ainsi

I’existence d’une factorisation fonctorielle dans Fais(8m/S y,,) de tout morphisme f sous la forme p o4
avec i € Cofyr NWyu1 et p € Fiby:.

Notons B’ un ensemble de monomorphismes dans A°?Fais(8m/S Nis) tel quun morphisme dans
A°PFais(Sm/S y,,) soit une Al-fibration triviale si et seulement s'il posséde la propriété de relevement a
droite par rapport & B. D’apres le théoréme 2.28, tout morphisme dans Fais(Sm/S Nis) Deut se factoriser
fonctoriellement en poi avec ¢ un monomorphisme et p un morphisme possédant la propriété de relevement
a droite par rapport a ’B” Al Par adjonction, SingAl (p) est une Al-fibration triviale, on peut en déduire

A

que p € Fibyr NW,i.

La propreté de la structure de catégorie de modeles sur Fais(8m/S y,,) résulte formellement de la
propreté de la structure A'-localisée de catégorie de modeles sur A°?Fais(§m/S Nis) €t de ce qui précede.
<

On notera parfois |—|g le foncteur |—|,. .
A

Comparaison avec la définition de Voevodsky dans [Voe2]

Dans larticle [Voe2], Voevodsky donne une autre définition de la structure de catégorie de modeles
fermée sur Fais(Sm/Sy,,). Pour montrer 'équivalence entre ces deux définitions, il suffit de montrer
que les deux notions d’équivalences faibles coincident puisque dans cet article, une cofibration est un
monomorphisme et une fibration est un morphisme ayant la propriété de relevement a droite par rapport
aux cofibrations triviales.

Voevodsky y définit un ensemble®?) d’*“extensions anodines élémentaires” que on notera A. I1 définit
ensuite un foncteur Ex> : Fais(Sm/S y,,) — Fais(Sm/Sy,,) en appliquant le théoreme 2.28 avec l'en-
semble de morphismes A et 'ordinal w (puisque les sources des morphismes dans A seront de présentation
finie). Ainsi, on dispose d’un morphisme X — Ez>°(X) pour tout X € Fais(8m/S y,,) et celui-ci est un
composé dénombrable d’images directes de sommes directes de morphismes appartenant a A. De plus,
pour tout X € Fais(8m/Sy,,), le morphisme Ez>°(X) — o possede la propriété de relevement a droite
par rapport a A.

Définition 3.50. Soit X —1» Y un morphisme dans A°PFais(Sm/S y,,). On dira que f est une équiva-
lence faible naive si pour tout U € 8m/S, X(U) — Y(U) est une équivalence faible d’ensembles simpli-
clauz.

Définition 3.51. Un morphisme X 2, Y dans Fais(8m/S y,,) est une (Al)/—équivalence faible si le
morphisme SingAl (Ez>= (X)) — SingAl (Ex*(Y)) est une équivalence faible naive.
Définition 3.52. Pour tout X € Fais(8m/Sy,,) et U € 8m/S, on définit I’ensemble ﬂ(‘ilU(i)C) par
la formule 7roA71U(3C) = 7ro<SingA1(Ex°°(3C))(U)), et pour tout x € Ex>*(X)(U), et n > 1, on pose
A (X,2) = 7o (Sing® (B (20))(U), o).
(2D)Nous préciserons plus tard la définition de A, étant donné que j’ai été conduit & modifier 1égérement la définition

de cet ensemble pour pouvoir établir ’équivalence entre les différentes définitions de la notion d’équivalence faible dans
Fais Sm/S ;s -
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Il est clair qu'un morphisme X 7, Y est une (Al)l—équivalence faible si et seulement si pour tout
Ued8m/S, woA’lU(DC) — ﬂOA’IU(H) est bijective et que pour tout x € Ex>(X)(U), et n > 1, Iapplication
ﬁﬁjU(f)C,ac) — FﬁjU(%, f(z)) est bijective.

Définition 3.53. On note A un ensemble représentatif de la classe des morphismes dans la catégorie
Fais(8m/S ;) prenant lune des deux formes suivantes :

(1) U x |AZ| |_| Vx|A" g — U X [A"|g, oun >1,0 <k <n, avec V— U une immer-
Vx|Ag
sion ouverte dans 8m/S ;

(2) U x A x |9A™4 L] U x {0} x |A"|g — U x A' x |A"| otin >0, avec U € 8m/S.
Ux{0}x|0A™|g

Dans larticle [Voe2], seul le premier type d’extensions anodines élémentaires apparait. Pourtant,
il ne me parailt pas évident qu’il soit suffisant de mettre seulement ces morphismes dans A, la raison
principale pour cela étant que le foncteur |—|g : APFais(8m/S y,,) — Fais(Sm/Sy,,) (et méme sa
restriction & A°PEns) ne commute pas aux produits finis(??), ainsi par exemple A x |A™| 4 ne s’identifie
pas & |A! x A"| ! Néanmoins, on montre facilement en utilisant les résultats précédents que pour tous
X et Y dans APFais(8m/Sy,;,), le morphisme évident |X x Y|g — |X|g X [Y|g est une A'-équivalence
faible. Ce fait a pour conséquence que Fais(8m/S y,,) ne possede pas de structure simpliciale évidente.

Théoreme 3.54. i X -1 Y un morphisme dans Fais(Sm/Sy,,), alors f est une A'-équivalence faible
si et seulement si f est une (Al)l-éqm’valence faible.

DEMONSTRATION DU THEOREME — La clef de la démonstration est la descente Nisnevich. Commencons
par remarquer que pour tout X € Fais(8m/Sy;,,), X — Ex°°(X) est une A'-équivalence faible. En effet,
ce morphisme est un composé dénombrable d’images directes de sommes directes d’éléments de A. Or, il
est immédiat que tous les morphismes appartenant & A sont des A'-cofibrations triviales. Il en va de méme
d’une somme directe de Al-cofibrations triviales, et méme d’un composé dénombrable d’apres le lemme
3.32. Ainsi, X — Ez>°(X) est bien une Al-cofibration triviale. Donc, X — Y est une Al-équivalence
faible si et seulement si Ex>°(X) — Ez>°(Y) est une Al-équivalence faible.

Pour conclure, il suffit donc de montrer que si X <, Y est un morphisme dans Fais(8m/S ;) tel
que X — o et Y — o ont la propriété de relevement & droite par rapport & A, alors f est une Al-
équivalence faible si et seulement si SingAl (f) est une équivalence faible naive. Notons R une résolution
fibrante dans A°?Fais(8m/S ,,) muni de la structure simpliciale, c’est-a-dire que R est un foncteur
A%PFais(Sm/S ;) — A°PFais(8m/S y,,) prenant ses valeurs dans la classe des objets simplicialement
fibrants et que ce foncteur est muni d’une transformation naturelle X — RX qui soit une équivalence
faible simpliciale pour tout X € A°*Fais(8m/S y,,), I'existence du foncteur R et de la transformation
naturelle étant donnée par 'axiome CM5™ pour la structure simpliciale de catégorie de modeles fermée
sur APFais(8m/S y,,)-

Soit Z € {X,Y}. On vérifie aussitdot que le fait que Z — o posseéde la propriété de relevement
a droite par rapport au premier type de morphismes dans A est équivalent au fait que pour toute

immersion ouverte V -2 U dans 8m/S, le morphisme évident SingAl(Z)(U) — SingAI(Z)(V) soit
une fibration. Comme SingAl(Z) est un faisceau pour la topologie de Nisnevich, il en résulte que
SingAl (Z) € APFais(Sm/S y,,) possede la propriété de Mayer-Vietoris généralisée. D’apres le théoreme
3.18 et le lemme 3.20, le morphisme SingAl (Z2) — R(SingAl (Z)) est une équivalence faible naive. Ainsi,

d’apres le lemme 3.26, pour que SingAl(Z) soit Al-local, il faut et il suffit que pour tout U € §m/S, le
morphisme d’ensembles simpliciaux, induit par ¢ : @ — Al, SingAl(Z) (U x A) — SingAl(Z)(U) soit
une équivalence faible. En fait, c’est une fibration triviale, en effet, dire que ce morphisme possede la
propriété de relevement a droite par rapport a I'inclusion A™ — A™ pour n > 0 est équivalent, par
adjonction, au fait que Z — e possede la propriété de relevement a droite par rapport au deuxieme type
de morphismes dans A.

(22)1] est bien connu en topologie que la réalisation topologique du produit de deux ensembles simpliciaux est le produit
des deux réalisations dans la catégorie des espaces topologiques séparés et a topologie engendrée par les compacts. Le lecteur
pourra comparer Al x Al et Al x Al dans les deux contextes.
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On sait que X — Y est une A'-équivalence faible si et seulement si SingAl (X) — SingAl (Y) est une
1 1
A'-équivalence faible. Comme Sing® (X) et Sing” (Y) sont Al-locaux, on sait que c’est équivalent au
1 1
fait que Sing® (X) — Sing” (Y) soit une équivalence faible simpliciale. Or, d’apres le lemme 3.22, ceci

équivaut au fait que R (SingAl (f)C)) — R (SingAl (H)) soit une équivalence faible naive. Or, le morphisme
SingAl (Z2) — R(SingAl (Z)) est une équivalence faible naive pour Z € {X,Y}.
Donc, R(SingAl(f)C)) — R(SingAl (9)) est une équivalence faible naive si et seulement si le mor-

phisme SingAl (X) — SingAl (Y) est une équivalence faible naive. Ainsi, sous les hypotheses faites, on

a bien établi que X — Y est une A'-équivalence faible si et seulement si SingAl (X) — SingAl (Y) est
une équivalence faible naive, c’est-a-dire ce qu’il nous fallait pour conclure. <

Variantes pointées
Catégories pointées et structures de catégories de modeles fermées

Rappelons qu’une catégorie pointée est une catégorie admettant un objet a la fois initial et final. Si
C est une catégorie admettant un objet final (noté e), on notera C, la catégorie o\C, appelée catégorie
des objets pointés de C, cette catégorie étant évidemment pointée. On dispose d’un foncteur “oubli du

point-base” C, e sie possede des sommes directes finies, alors ce foncteur admet un adjoint a
gauche —; : € — €, qui & X associe X| |e pointé de fagon évidente. Remarquons que le foncteur oubli
du point-base commute aux limites projectives représentables, mais pas a toutes les limites inductives
représentables. Néanmoins, un carré dans €, est cocartésien si et seulement s’il le devient apres application
du foncteur d’oubli du point-base.

Définition 3.55. Soit C une catégorie de modeéles fermée. Dans la catégorie Co, on dit qu’un morphisme
f est une équivalence faible (resp. une cofibration, resp. une fibration) si et seulement si U f est une
équivalence faible (resp. une cofibration, resp. une fibration) dans C.

Proposition 3.56. Si C une catégorie de modéles fermée, alors Co est aussi une catégorie de modéles
fermée. Si Uaziome CM1V (resp. CMb™ ) est vérifié dans €, alors il en va de méme dans C,. Si C est
propre (resp. a gauche, resp. & droite), alors Co est propre (resp. a gauche, resp. a droite). De plus, les
foncteurs (—,U) forment une adjonction de Quillen.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — (’est immédiat. <

On peut appliquer cette proposition pour les catégories de modeles fermées A°PEns, Fais(8m/S y,,)
et A°PFais(Sm/Sy,,) (munie, au choix, de la structure simpliciale ou de la structure A'-localisée).
On notera ainsi HY? la catégorie homotopique des ensembles simpliciaux pointés, Ho, o (8m/S ;) la
catégorie homotopique des faisceaux simpliciaux pointés pour la structure simpliciale et Hq(.S) la catégorie
homotopique pointée des S-schémas, c’est-a-dire, au choix, la catégorie homotopique de la catégorie
Fais(Sm/S y,,), ou de la catégorie APFais(8m/Sy,,), pour la structure A'-localisée.

Il résulte aussitot de la propreté a gauche des structures de catégories de modeles considérées
ici que les foncteurs de localisation A%Ens, — HYP, A%PFais(8m/Sy;.), — Hos o (8m/S ;) et
APTFais(8m/S y;s), — He(S) commutent aux sommes directes.

Définition 3.57. Soit C une catégorie de modéles fermée (propre & gauche). Si A 5 X est une cofi-
bration de C, on définit un objet cofibrant X/A de Co en formant le carré cocartésien suivant :

|

o — /A

A-produit

Soit € une catégorie de modeles fermée. Pour tous X et Y objets de C,, on note X V Y leur somme
directe dans C,. On dispose de plus d’un morphisme évident X VY — X x Y, de sorte que 'on peut
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former le carré cocartésien ci-dessous pour définir un objet X A'Y de €, :

XvYy—=XxxY

|

0—>X/\y

Lemme 3.58. Si, dans C, pour tout objet X, le foncteur — x X commute aux limites inductives finies,
alors le bifoncteur — N — définit sur C, une structure de catégorie monoidale symétrique, dont l’objet
neutre est SO := e

DEMONSTRATION DU LEMME— (’est assez formel. Par exemple, pour établir I'“associativité”, il suffit
essentiellement de montrer que pour tous objets X, Y, et Z de C,, on a un carré cocartésien canonique
dans C, ce qui n’est pas tres difficile mais utilise néanmoins notre hypothese :

(XxYxo)| [(XxexZ)|[|](exYxZ)—=AxYxZ

| l

. XANYAZ

<

Lemme 3.59. Supposons que C soit une catégorie de modéles fermée propre 4 gauche telle que tout
morphisme de source o dans C soit une cofibration et que pour tous objets X et Y de C,o, le morphisme
canonique XVY — X x Y soit une cofibration. Supposons en outre, que dans C, le produit de deux
équivalences faibles soit une équivalence faible.

Alors dans C,, le N-produit de deuz équivalences faibles est une équivalence faible.

DEMONSTRATION DU LEMME — On commence par montrer que — \V — préserve les équivalences faibles,
et on utilise la définition de — A — pour montrer qu’il en est de méme de — A —. <

Proposition 3.60. Sous les hypotheses des deux lemmes précédents, le produit — N\ — : Cq X Cq — C,
induit une structure de catégorie monoidale symétrique sur la catégorie Ho(C,), que l’on note encore
— A — et dont l'objet neutre est l'image de SO dans Ho(C,).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Le bifoncteur — A — : 4 x €4 — G, préserve les équivalences
faibles, ainsi il induit un bifoncteur — A — : Ho(C,) x Ho(Cs) — Ho(C,). De plus, les isomorphismes
de “cohérence” de la structure monoidale sur €, se localisent évidemment pour donner des isomorphismes
de “cohérence” permettant d’obtenir cette structure monoidale sur Ho(C,). <

En vertu des résultats antérieurs, on déduit de cette proposition des structures monoidales A sur
les catégories homotopiques H”, Ho(S) et Hoy o(Sm/S y,,). De plus, les foncteurs Hy” — H,(S) et
Ho, .(8m/S ;) — He(S) sont monoidaux. On démontre aussi facilement que les catégories de modeles
APEns et APTFais(8m/S y,,) (pour les deux structures) sont simpliciales.

Définition 3.61. Pour tout n € N, S = (S;)An, avec S} = AY/OA' € A°PEns,.

Lemme 3.62. Pour tout U € 8m/S, le foncteur A°?Fais(8m/Sy,,), — A%PEns, qui a F associe
F(U) admet un adjoint & gauche K — K ANUy. Ce couple de foncteurs adjoints est une adjonction de
Quillen a la fois pour la structure simpliciale et la structure A'-localisée sur APFais(Sm/S n;s). -

On note respectivement RT'(U; —) et RAII‘(U; —) les foncteurs dérivés totaux a droite du foncteur
F +—— F(U) pour les structures de catégories de modéles correspondantes.

DEMONSTRATION DU LEMME— La démonstration est essentiellement triviale, il suffit de constater que
le foncteur K —— K A Uy préserve les cofibrations et les cofibrations triviales (pour les structures de
catégories de modeles considérées). <

Corollaire 3.63. PourtoutU € 8m/S, X € Fais(Sm/Sy,,), et n € N, il existe une bijection canonique :

1 (X) = Homyy, (5)(S2 A Uy, X)
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DEMONSTRATION DU COROLLAIRE — Il résulte de ce qui a été vu dans la démonstration du théoréme

A
n

3.54 que 7 IU(DC) = Homyytor (S;”, RAlf(U;X)). Le corollaire résulte alors du lemme précédent et du

théoreme 2.47 sur les adjonctions de Quillen. <

Lien avec la cohomologie des faisceaux de groupes abéliens

Comme nous aurons besoin de cette technique pour interpréter certaines théories cohomologiques
(cohomologie étale, cohomologie singuliere ordinaire) dans la théorie homotopique des schémas, nous
allons présenter le lien naturel qui existe entre les foncteurs dérivés du foncteur “sections sur un objet X”
dans le cas de la catégorie des complexes de faisceaux de groupes abélienes et dans le cas de la catégorie
des faisceaux simpliciaux sur un site.

Dans toute cette partie, on fixe un site § = (€, T) ayant suffisamment de points. On note comp_ (8)
la catégorie des complexes de faisceaux de groupes abéliens sur 8§ notés homologiquement et concentrés
en degrés positifs ou nuls. On rappelle que la correspondance de Dold-Kan permet de dire que comp__(8)
est équivalente a la catégorie des faisceaux de groupes abéliens simpliciaux sur 8. On rappelle aussi qu’un
morphisme entre groupes abéliens simpliciaux est une équivalence faible (comme morphisme entre en-
sembles simpliciaux) si et seulement s’il induit un quasi-isomorphisme au niveau des complexes normalisés
associés (ou des complexes de Moore associés).

Théoréme 3.64. 1] existe une structure de catégorie de modeles fermée propre sur comp, (8) = A°PAbFais(8)
dont les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes de faisceauz, les fibrations les morphismes in-
duisant une fibration simpliciale quand on les considére comme morphismes de faisceaux simpliciauz, les
cofibrations étant les morphismes ayant la propriété de relevement a gauche par rapport auz fibrations
triviales. On note D=°(8) la catégorie homotopique de cette catégorie de modéles.

DEMONSTRATION DU THEOREME — La démonstration des axiomes CM1t, CM2 et CM3 est évidente.
D’apres l'astuce de Joyal, on constate qu’il suffit de démontrer 'axiome CM5™ pour établir CM4.
En utilisant les résultats du théoreme 3.7, la factorisation “cofibration/fibration triviale” peut se faire
grace au raisonnement du petit objet puisque si B est un ensemble de morphismes dans A°?Fais(8) tel
qu’un morphisme de A°?Fais(8) soit une fibration simpliciale si et seulement s’il possede la propriété
de relevement a droite par rapport a B, alors les fibrations dans A°?AbFais(8) sont exactement les
morphismes ayant la propriété de relevement a droite par rapport aux morphismes de la forme Zi ou
i € B, Z— désignant le foncteur adjoint & gauche du foncteur d’oubli AP AbFais(8) — A°PFais(8). On
peut procéder de méme pour la factorisation “cofibration triviale/fibration” en utilisant le fait que Z—
préserve les équivalences faibles. La propreté a droite de la structure résulte de la propreté a droite de
la structure de catégorie de modeles sur A°?Fais(8) et la propreté & gauche se démontre facilement en
prenant le point de vue des complexes de faisceaux de groupes abéliens en remarquant qu’une cofibration
de comp , (8) est un monomorphisme. g

Corollaire 3.65. Les foncteurs d’oubli Ab——= Ensy — Ens et leurs adjoints a gauche induisent
des adjonctions de Quillen entre les catégories de modeles fermées A°PAbTais(8) = comp  (8), APTFais(§),
et A°PFais(8) pour les structures simpliciales.

On notera que dans les adjonctions de Quillen du corollaire précédent, tous les foncteurs préservent
les équivalences faibles.
Théoréme 3.66. Soit § un site avec suffisamment de points. Pour tout compleze I € comp_(8), tout
entier d € N et X € C, si on note K(F) l'image de F dans A°PFais(8),, alors on a des isomorphismes
canoniques de groupes abéliens :

Homy,, ,(s)(S¢ A X4, K(F)) = Hg(RI'(X; 5))

Ici, RD(X; —) désigne le foncteur dérivé®®) total & droite D=° (comp(8)) — D=%(Ab) du foncteur
“sections sur X ”.

o’

(23)On peut signaler le fait rassurant suivant : on peut montrer que si A est une catégorie abélienne de Grothendieck
(par exemple AbJFais(8)), alors la catégorie des complexes (non nécessairement bornés) dans A peut étre munie d’une
structure de catégorie de modeles fermée dont les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes et dont les cofibrations
sont les monomorphismes. De plus, la sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée D(A) de A formée des objets dont
les objets de cohomologie sont nuls en degrés strictement positifs est naturellement équivalente & la catégorie obtenue en
inversant les quasi-isomorphismes dans la catégorie des complexes K dans A tels que K™ = 0 si n > 0. En particulier, le
foncteur DS0(8) — D(AbTFais(8)) est pleinement fidele.
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DEMONSTRATION DU THEOREME — Ce théoréme résulte d’adjonctions formelles parmi lesquelles figurent
une de celles du corollaire précédent ainsi que les adjonctions de Quillen dont les foncteurs de Quillen a

droite sont les foncteurs d’évaluation en X : A%?Fais(8), — AZ et comp, (8§) — comp, (Ab). <






CHAPITRE 4

Les théorémes fondamentaux de la théorie

Nous allons maintenant étudier plus en détail certaines propriétés de la théorie homotopique des
S-schémas. Nous allons commencer par établir quelques isomorphismes trés utiles dans H(.S), puis nous
considérerons deux théoremes fondamentaux qui donneront naissance a des triangles distingués dans la
catégorie homotopique stable 8H(S) que nous définirons plus tard, ceci impliquant formellement Pexis-
tence de suites exactes longues pour les théories (co)homologiques naturellement associées a des objets
de 8FH(S).

Spheres
Fibrés vectoriels et Espaces de Thom

Définition 4.1. Soit & — X un fibré vectoriel avec X € 8m/SZY). On note & — s(X) louvert de &,
complémentaire de la section nulle. On définit l'espace de Thom de € — X comme étant le quotient
E/(E€ —s(X)) € Fais(8m/Sy,,), (cf. définition 3.57). On le note Th(E).

On note Ox le fibré vectoriel trivial de rang 1 sur X. Pour tout fibré vectoriel £ — X, on note
P(€) — X le fibré projectif associé.
Lemme 4.2.

(1) Pour tout fibré vectoriel & = X avec X € 8m/S, p est une A'-équivalence faible, de méme
que la section nulle X — & ;

(2) Soient & — X et F — Y deuzx fibrés vectoriels de bases respectives X et Y dans 8m/S. Alors,
il existe un isomorphisme canonique dans Fais(Sm/Sy,,),, EXNTF — X xg Y désignant le
produit tensoriel externe des fibrés vectoriels € et F :

Th(E R F) = Th(€) A Th(F)

(3) Pour tout fibré vectoriel € L, X avec X € 8m/S, il existe une Al-équivalence faible canonique
P(E @ Ox)/P(E) — Th(E) dans Fais(Sm/S y,,), ot P(E) — P(E ® Ox) désigne l'immersion

ermée a l'infini.
[

DEMONSTRATION DU LEMME— Pour montrer (1), il suffit de montrer que p est une Al-équivalence
d’homotopie, ’homotopie étant donnée ici par I'action de Al sur €. Le point (2) résulte facilement du
fait que la topologie de Nisnevich est plus fine que la topologie de Zariski.

On dispose d’une immersion ouverte & AN P(€ ® Ox), qui dans un systeéme de coordonnées s’écrit
e — [e : 1]. On note P(€ ® Ox) — X Pouvert complémentaire dans P(€ ® Ox) de I'image®® par j de la
section nulle de €. Ainsi, P(€ ® Ox) admet un recouvrement Zariski par € et P(€ ® Ox) — X. Comme
la topologie de Zariski est moins fine que la topologie de Nisnevich, on en déduit que sur le diagramme
suivant, le carré de gauche est cocartésien, et que par conséquent, la fleche de droite est un isomorphisme
dans Fais(8m/S y,,),

& — s(X) e Th(E)

o :

PE®Ox)—X —=PEBOx) —=P(EDOx)/(P(EDOx) — X)

Or, P(€ ® Ox)—X s’identifie canoniquement & un fibré vectoriel de rang 1 sur P(€), la projection étant
induite par le morphisme, qui en coordonnées homogenes, s’écrit [« : y] — [z], 'action de A! étant donnée
par (A, [z : y]) — [z : Ay], ceci ayant un sens car on a enlevé le point de coordonnées homogeénes [0 : 1]. Le

(298 X est lisse sur S, &, qui est lisse sur X, est évidemment lisse sur S.
(25) Autrement dit, relativement & X, on enléve le point de coordonnées homogenes [0 : 1].

57
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composé de la section nulle de ce fibré vectoriel avec I'immersion ouverte P(€ ® Ox) — X — P(E ® Ox)
s’identifie & I'immersion fermée & linfini P(€) — P(€ ® Ox). On en déduit un morphisme canonique
P(E@Ox)/P(E) — P(E®Ox)/(P(E® Ox) — X). Le morphisme P(€) — P(€ & Ox) — X est une Al-
équivalence faible, puisqu’il s’agit de la section nulle d’un fibré vectoriel, ce qui implique, par propreté
a gauche de la structure de catégorie de modeles sur Fais(8m/Sy,;,),, que le morphisme canonique
P(E® Ox)/P(E) — P(EDOx)/(P(E® Ox) — X) = Th(E) est une Al-équivalence faible. <

Spheres S§2™n

Définition 4.3. On rappelle que l'on note St € APFais(8m/Sy,,), le faisceau constant A'/OAL et
St = (Ssl)m pour n > 0. On pose S} = (G, 1) et SP = (Stl)m pour tout n > 0. Pour tous p > q > 0,
on pose(26) Sp4 = Sp=a A G,

Lemme 4.4. Il existe un isomorphisme canonique AlJA' — {0} ~ SL A S} = 521 dans H,(S).

DEMONSTRATION DU LEMME — Il suffit de considérer la colimite homotopique du diagramme D suivant
pour la structure Al-localisée (ot Al est pointé par 0, mais S§ A Al par (1,1)) :

St —— (Al1)

ll
SEA AL

Il existe un zig-zag D" <—— D —— D' dans Hom (EP, APFais(Sm/Sy;,),), ot D’ (resp. D”) est
le diagramme obtenu & partir de D en remplacant A! (resp. S} A Al) par e, & désignant la catégorie
“équerre”. Par propreté a gauche de la structure Al-localisée sur A°?Fais(8m/S Nis)es les morphismes
limD — lim D’ et lim D — lim D" sont des Al-équivalences faibles. Le lemme résulte alors du fait que

—
eor

Zop o7 o7
lim D" = 5! et que lim D" = A'/A' — {0}. <
£op £op

Le lemme précédent et le lemme 4.2 admettent le corollaire suivant :

Corollaire 4.5. Si on note T = A'/(A' —{0}), il existe des isomorphismes canoniques dans He(S)
pour tout n >0 :
TN ~ A" /(A" — 0) = P /P! o 52

Objets simpliciaux de Cech

Nous allons maintenant décrire la technique de “descente & la Cech”. Celle-ci va nous permettre
d’obtenir des résultats globaux a partir de résultats locaux. Nous décrirons completement un exemple
d’utilisation de cette technique dans le lemme 4.10.

Définition 4.6.

— Soit X un objet dans une catégorie C admettant des produits finis. On définit un objet simplicial
C(X) dans la catégorie € en posant C(X), = X", les dégénérescences étant induites par les
applications diagonales évidentes et les faces par l’oubli d’une coordonnée.

— Soit € une catégorie admettant des produits fibrés. Soit X — Y un morphisme dans €. On peut
appliquer la construction précédente & la catégorie C/Y pour définir un objet simplicial C(ﬂ') dans
la catégorie C, muni d’un morphisme 0(71') — Y, Y étant vu comme objet simplicial constant.

On remarque que si X est un objet dans une catégorie C admettant des produits finis, alors le foncteur
C(—): € — A°PC est le foncteur adjoint & gauche du foncteur A°?C — € qui a A associe Ayg.

Lemme 4.7. Soit X —Y un morphisme dans Ens. Alors, le morphisme d’ensembles simpliciaus
C(m) — Y est une fibration qui est triviale si et seulement si m est surjectif.

DEMONSTRATION DU LEMME — C’est assez immédiat d’aprés I’adjonction précédente. <

(26) Quand nous stabiliserons la théorie, S g et Stl deviendront inversibles pour une certaine structure monoidale A. On
pourra alors parler des spheres SP>? pour tous p,q € Z.
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Lemme 4.8. Soit 8§ un site ayant assez de points. Soit X —— Y un morphisme dans Fais(8). Alors, le
morphisme C(m) — Y est une équivalence simpliciale si et seulement si w est un épimorphisme.

DEMONSTRATION DU LEMME— Ce lemme résulte formellement du précédent grace & l'utilisation de
foncteurs fibres. <

Un exemple important d’épimorphisme de faisceaux est donné par le lemme suivant :

Lemme 4.9. Soit U = {Ul- I, } , € Covpnis(X) avec X € 8m/S. Alors, le morphisme évident
i€

P Uic; Us — X dans Fais(8m/S y,,) est un épimorphisme, c’est-a-dire que le morphisme canonique
C(p) — X est une équivalence faible simpliciale dans A°PFais(Sm/S y,,)-

DEMONSTRATION DU LEMME— On pose W = |l;c; Us- Le morphisme p s’identifie canoniquement a
limage réciproque de la fleche W — X wia le morphisme canonique (cf. proposition 1.33) de topos
wx : Fais(8m/S y,,) — Fais(Xnis). Le foncteur 7% commute aux limites inductives, il préserve donc
les épimorphismes. Ainsi, il suffit de montrer que W — X est un épimorphisme dans Fais(X ;). 11
s’agit d’appliquer un foncteur fibre —, a ce morphisme, ot y : Spec K — X est un point de X a valeurs
dans un corps. Dans la proposition 1.26, on a vu que si Z € Xyys, alors Z, = Homy (Spec K, V). 1l
s’agit donc de montrer que W, est non vide, ce qui résulte immédiatement du fait que U est une famille
couvrante de X pour la prétopologie de Nisnevich. <

Le lemme??) suivant est un exemple d’utilisation des objets simpliciaux de Cech.

Lemme 4.10. Soit X € 8m/S et T -2+ X un torseur sous un fibré vectoriel F sur X. Alors, T - X
est une A'-équivalence faible.

DEMONSTRATION DU LEMME — Dans le cas ol le F-torseur T est trivial, la conclusion résulte aussitot
du lemme 4.2. Par définition des torseurs, il existe un recouvrement ouvert (fini) (U;),.; de X tel que le
Fiy,-torseur Ty, soit trivial. Ainsi, si V est un ouvert de X contenu dans un des ouverts U;, le morphisme
Tjy — V est une A'-équivalence faible.

On note W € 8m/S le schéma | |;.; U; et W — X le morphisme évident. Notons 7’ le morphisme
T xx W — W. Considérons le carré commutatif suivant dans A°?Fais(Sm/S y,,) :

C(r) —=T

b

C(r) —X

D’apres les lemmes 4.8 et 4.9, les morphismes C (1) — X et C (n) — T sont des Al-équivalences
faibles. Donc, pour montrer que T — X est une Al-équivalence faible, il suffit de montrer que le mor-
phisme C (7) — C () est une A'-équivalence faible. Pour démontrer cela, il suffit, d’aprés le lemme
3.33, de montrer que pour tout n € N, le morphisme C (7’ )y — C (m),, est une A'-équivalence faible,
ce qui résulte du fait que le Fjy-torseur T}y soit trivial si V' est I'intersection d’une famille (non vide)
d’ouverts de la forme U;. 5

Pureté homotopique et éclatements

Nous allons maintenant aborder deux théoréemes fondamentaux de la théorie homotopique des sché-
mas.

Théoréme 4.11. (Pureté homotopique) Soit Z — X une immersion fermée dans Sm/S. Il existe un

isomorphisme canonique X /(X — Z) = Th(Nx z) dans He(S) ot Ny, z désigne le fibré normal®®) de
1.

(27)Ce lemme justifie aussi a posteriori la méthode utilisée par Jouanolou dans [Jou] pour prolonger  la catégorie des
schémas quasi-projectifs sur un corps la K-théorie de Karoubi-Villamayor qui n’est définie que pour les anneaux. En effet, il
montre que tout schéma quasi-projectif sur un corps admet un fibré vectoriel et un torseur sous ce fibré qui soit un schéma
affine. Il obtient ainsi une K-théorie invariante par Al-homotopie sur ces schémas.

<2S)NXYZ désigne le cone affine sur Z dont I’Algébre graduée quasi-cohérente associée est I’Algeébre symétrique de J/J2
ou J désigne le faisceau quasi-cohérent d’Idéaux définissant le sous-schéma fermé Z dans X. On rappelle que les hypotheses
faites impliquent que la composante de degré n de cette Algebre symétrique s’identifie & J7/J7+1.



60 4. LES THEOREMES FONDAMENTAUX DE LA THEORIE

Théoréme 4.12. (Eclatements) Soit Z —*5 X une immersion fermée dans 8m/S. Notons X7 X+ X
Iéclatement de Z dans X, Xz étant lisses sur S. Notons U = X —Z = Xz —p~1(Z). Alors, le diagramme
suivant est homotopiquement cocartésien dans He(S) :

p 1 (2) —= Xz /U

|k

Z X/U

PRINCIPE DE DEMONSTRATION — Voir [MV, théoréme 2.23, page 115; proposition 2.29, page 118] ou
[Mor1]. Ces deux théoremes se démontrent essentiellement de la méme maniére. Dans les deux cas, il
s’agit de montrer qu’un certain morphisme 1);, paramétré par I'immersion fermée i, est une A'-équivalence
faible(*). La construction de ces morphismes est faite dans [MV] et [Mor1], Pingrédient principal pour
la pureté homotopique étant la déformation au céne normal. Pour montrer que 1; est une A'-équivalence
faible, on commence par le cas ou 7 est la section nulle d’'un morphisme de la forme A" x X — X avec
X € 8m/S, cas qui n’est pas trés difficile. On utilise ensuite la propriété d’excision suivante :

Lemme 4.13. Si Z — X est une immersion fermée dans Sm/S et Y L5 X un morphisme étale avec
Y € 8m/S tel que Y xx Z — Z soit un isomorphisme, alors ; est une A'-équivalence faible si et
seulement si Yy est une Al-équivalence faible, ou i’ désigne l'immersion fermée Z — Y.

Grace a ce lemme et au cas “trivial”, on montre que 1); est une Al-équivalence faible s’il existe
un morphisme étale X 9, A" et un entier 0 < k < n tel que 'image inverse du sous-schéma fermé
A* x {(0,...,0)} par ¢ soit Z.

D’apres [EGA IV 17.12.2.(d)], on en déduit que le résultat est vrai si on se restreint a des ouverts
Zariski suffisamment petits de X. On utilise alors la technique de descente & la Cech (cf. lemmes 4.8 et
4.9) et le lemme 3.33 pour établir le cas général, en s’inspirant de la méthode du lemme 4.10. <

(29) Pour la pureté homotopique, on construit un zig-zag X/(X —Z) ——I<—7TJh Nx,z dans Fais 8m/Sy,;, ,

et il s’agit de montrer que les deux morphismes qui constituent ce zig-zag sont des A'-équivalences faibles.



CHAPITRE 5
La stabilisation a la Spanier-Whitehead

La stabilisation

Suivant la méthode de Voevodsky, nous allons décrire comment on peut inverser formellement un
objet T dans une catégorie monoidale symétrique €, pour former une catégorie (E’[T _1]. Nous verrons
ensuite comment son critere de la permutation circulaire permet de “prolonger” la structure monoidale
de € & la catégorie €[T!]. Nous appliquerons cette construction & la catégorie monoidale (H,(S),A)
pour inverser (]P’l, oo), et définir une catégorie de Spanier-Whitehead SW(S) sur laquelle nous définirons
de plus une structure triangulée.

La catégorie C[T ]

Soit (€, A, 1) une catégorie monoidale symétrique et T' un objet quelconque de C.

Définition 5.1. G[T’l] est la catégorie dont les objets sont les couples (X,n) ot X est un objet de C
etn € Z et telle que pour tous objets (X,n) et (4, m), Homer-1)((X,n), (4, m)) soit la colimite filtrante
lim  Home (T"*+™) A X, TNE+™) AY) induite par le A a gauche avec T, la composition étant définie

de fagon évidente. On dispose d’un foncteur évident v : C — G[T*I] qui a X associe (X,0).
Le lemme suivant permet d’obtenir une condition nécessaire importante sur un objet d’une catégorie
monoidale symétrique pour étre inversible.

Lemme 5.2. Soit X un objet inversible dans une catégorie monoidale symétrique (C,A,1). Alors,
Aute(X) est un groupe abélien.

DEMONSTRATION DU LEMME— Soit Y un inverse de X pour la structure monoidale. Il existe donc

un isomorphisme 1 -2 X AY. On peut définir un isomorphisme X — X AY A X par la composée des

deux morphismes X — 1A X et 1A X AL A YA X. Grace a cet isomorphisme, on obtient que tout

morphisme XAYAX — X AY AX peut s’écrire de fagon unique sous la forme Idx A Idy A f avec
f € Home(X,X). De méme, on obtient que tout morphisme X AYAX — X AY A X peut s’écrire de
fagon unique sous la forme g AIdy AIdy pour g € Home (X, X). Comme — A — A — est un trifoncteur, les
morphismes Idy AIdy A f et g AIdy A Idy commutent pour tous f, g € Home (X, X). Ainsi, le monoide
des endomorphismes de X A Y A X est commutatif. Comme X AY A X est isomorphe a X, le monoide des
endomorphismes de X est commutatif, en particulier son groupe des automorphismes est abélien. <

Remarque 5.3.

(1) Dans une catégorie monoidale symétrique (C,A,1), si X est un objet de C et n € N, alors il
existe une action & gauche canonique de ¥, sur X\". Elle est induite par la “permutation des
facteurs”; pour la construire rigoureusement, on peut utiliser la présentation classique de %,
par générateurs et relations®?) | en définissant les actions des générateurs et en vérifiant que les
relations agissent trivialement ;

(2) Si X est de plus inversible pour la structure monoidale, l'action de ¥, doit se factoriser par
le groupe dériwé de X, pour tout n € N, ce qui est équivalent au fait que l’automorphisme de
X AXAX induit par un 3-cycle soit l'identité dans C.

Ainsi, pour pouvoir espérer munir G[T *1] d’une structure monoidale symétrique (compatible avec
celle de €) pour laquelle l'objet v(7T') soit inversible, il est nécessaire que 'action de la permutation
circulaire sur T' AT AT devienne l'identité dans la catégorie C [T‘l]. Nous allons maintenant expliquer
pourquoi cette condition est également suffisante.

(3O>D’aprés la théorie des groupes de Coxeter, on peut prendre comme générateurs les transpositions s; = (i @+ 1)
pour 1 <i < n — 1, les relations étant 522 =lpourl<i<n-—1let (sisi+1)3 =1lpour1<i<n-—2
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Remarque 5.4. Il n’est pas évident qu’il existe une unique structure monoidale symétrique sur G[T‘l]
satisfaisant les conditions ci-dessus. Ainsi, une idée est de construire plutdt une catégorie €' (équivalente
a G[Tﬁl}) munie d’une structure monoidale symétrique et d’un foncteur monoidal € — €’ telle que pour
toute catégorie monoidale symétriqgue D, il revienne essentiellement au méme de se donner un foncteur

monoidal € = D tel que F(T) soit inversible et de se donner un foncteur monoidal € L. .

On construit facilement une équivalence de catégories G[T’l] =N {(T A T)fl}, et du point de vue

du probleme 2-universel esquissé ci-dessus, il est clair qu’il est équivalent d’inverser T et d’inverser T'AT'.
Or, comme nous allons le voir, il est plus facile d’inverser T' A T, car non seulement la condition sur la
permutation circulaire est vérifiée pour 77 := T A T, mais de plus, la permutation des deux facteurs de
T' AT’ vaut Didentité dans C[T] :
Théoréme 5.5. Soit T un objet d’une catégorie monoidale symétrique (C,A, 1) tel que la permutation
circulaire sur T'NT NT wvale l'identité dans G[T‘l]. Alors, il existe une structure monoidale symétrique
A sur G[T‘l] telle que le foncteur C SAN (?[T_l] soit monoidal, et que pour tout (X,n) € G[T‘l],
YT'A (X, n) = (X,n+1).

DEMONSTRATION DU THEOREME — Compte tenu de ce qui préceéde, on peut supposer que la transposition
agit trivialement sur T'A T. On pose simplement (X,n) A (Y,m) = (X AY,n + m) au niveau des objets.
Au niveau des morphismes, toutes les fagons “imaginables” de définir le bifoncteur — A — vont coincider
du fait que les groupes de permutations agissent trivialement sur les puissances A de T' (au moins apres
application d’une puissance suffisamment grande du foncteur T' A —). La vérification des axiomes des
catégories monoidales symétriques est alors longue mais facile. <

La catégorie de Spanier-Whitehead

On va maintenant appliquer les résultats précédents a la catégorie monoidale symétrique (Ho(S), A)
pour inverser (P',00). On rappelle (cf. corollaire 4.5) que (P!, 00) est isomorphe dans He(S) & S! A S}
et a Al/Al —{0}.

Lemme 5.6. Soit £ le fibré trivial A* — S de rang 1 sur S. Soit T = Th(§) = A'/A* — {0}, alors la
permutation circulaire sur T vaut identité dans Hq(9).

DEMONSTRATION DU LEMME — L’action naturelle GL,, x A — A" du schéma en groupes GL,, sur
A™ induit une action GL,, x (A™ —0) — A™ — 0. Il s’ensuit une action pointée canonique de GL,, sur
Th(g®™).
La description de I’isomorphisme ‘J’h(f@?’) = ‘J'h(é)/\?’ permet de dire que la permutation circulaire
sur T AT AT coincide avec l’action sur 'espace de Thom du fibré trivial A3 — S qu’induit la matrice
010
0 0 1 | € GL3(S). Cette matrice est dans 'image de SL3(Z) dans SL3(.S). Comme toute matrice
1 00
de SL3(Z) est un produit de transvections (Z étant euclidien), il suffit de montrer que les matrices de la
forme Id+u € SL3(Z) avec u nilpotente agissent trivialement sur Th(£®%) dans H,(S). On peut définir un
morphisme de schémas A! — GL3(S) par la matrice Id +Tu € GL3(Z[T]). En composant 6 x Idg,ces)
avec l'action de GL3 sur Th({%?), on obtient un morphisme de S-schémas A! x Th(£%?) — Th(£%?)
(préservant le point base de Th (5@3)) valant Idg,¢osy en T' = 0 et I'action de Id +uw en 7' =1, d’ou le
résultat, car deux morphismes homotopes coincident dans He(.5). <

Définition 5.7. Soit S un schéma noethérien. On appelle catégorie de Spanier- Whitehead la catégorie
H,(S) [(S’Sl A Stl)_l} et on la note SW(S).

En vertu du lemme précédent et du théoreme 5.5, SW(S) possede une structure monoidale symétrique
et le foncteur Hy (S) —— SW(S) est monoidal. On vérifie facilement que SW(S) admet des sommes directes

finies (notées V) et que le foncteur Hq(S) —— 8W(S) y commute. De plus, on remarque que pour tout
objet X € SW(S), les foncteurs — A X et X A — commutent aux sommes directes finies. Ainsi, on omettra
souvent le foncteur ~.

Lemme 5.8. SW(S) est une catégorie additive.

DEMONSTRATION DU LEMME— Construisons donc des structures compatibles de groupes abéliens sur
les ensembles de morphismes dans SW(S). D’aprés les résultats précédents, le foncteur Hy? — SW(S)
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(composé de HY? — H,(S) et de v : Hqe(S) — SW(S)) est monoidal et commute aux sommes directes
finies.

Ainsi, 'image G dans SW(S) du co-groupe abélien standard S? € H. est un co-groupe abélien dans
SW(S) qui est inversible pour la structure monoidale de SW(.S).

Soient f,g deux éléments de Homgyy(s)(X,Y) avec X,Y deux objets de SW(S). On définit un mor-

phisme G A X LN G AY de fagon a rendre le diagramme suivant commutatif :

0

GAX GAX)V(GAX) ——>GAY

(GAF,GNg)
+/\x \Lg /

(SVEAX

G étant inversible pour la structure monoidale de SW(S), le foncteur § A — est pleinement fidele,
ainsi 6 provient d’un unique morphisme X — Y que l'on note f 4 g. On vérifie facilement que cette
définition fait de Homgyw(s) (X, Y) un groupe abélien. La vérification des axiomes des catégories additives
est ensuite triviale. <

On remarquera que nous eussions pu prendre n’importe quel co-groupe abélien de SW(.S), inversible
pour la structure monoidale pour définir la structure additive. En fait, tout objet de SW(S) admet
une unique structure de co-groupe, nécessairement abélien. Par conséquent, nous pourrons aussi utiliser
I'image du co-groupe S! de H”” qui devient abélien dans SW(S).

Le lemme suivant est formel :

Lemme 5.9. Pour tout objet X de SW(S), le foncteur X A — est additif.

La structure de catégorie triangulée sur SW(S5)

Définition 5.10. On définit un foncteur —[1] : SW(S) — 8W(S) par la formule —[1] = — A S}.
Dans la suite, on utilisera implicitement I'isomorphisme canonique entre les bifoncteurs (— A —)[1] et

— A (—[1]) dans 8W(S).

Définition 5.11. Soit X Y un morphisme dans A°PFais(Sm/S y,,),. On définit un objet cone(f)
de A°?TFais(8m/S y,,), en formant le carré cocartésien (et homotopiquement cocartésien) suivant dans
APFais(Sm/S yis),, ot Al est pointé par 0 :

X —> LA AL

o, |

Y —— cone(f)

Id
Le morphisme de faisceaux simpliciaux X L XAAL estle composé du morphisme X () X x Al et
de la projection X x A — X A Al ot Al est considéré comme un faisceau simplicial pointé par 0, et ot
cone(f) est pointé de sorte que le morphisme ny soit pointé. On appelle céne(f) le cone de f.

Remarque 5.12. [] résulte de la propreté a gauche des structures de catégories de modeles étudiées sur
A%PFais(Sm/S y,;,), que si f est une cofibration (i.e. un monomorphisme), alors le morphisme évident
cone(f) — Y/X est une équivalence faible simpliciale (en particulier une A'-équivalence faible).

Si f est la projection X — e, alors cone(f) s’identifie canoniquement & X A SL.
De plus, pour tout diagramme commutatif de la forme ci-dessous, on dispose d’un morphisme évident
cone(f) — cone(f').
f

:I ’T
xl />y/

Lemme 5.13. Dans le carré commutatif précédent, si les fléches verticales X — X' et Y — Y’ sont
des A'-équivalences faibles, alors le morphisme céne(f) — cone(f') est une Al-équivalence faible.
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DEMONSTRATION DU LEMME — Cela résulte aussitot de la propreté a gauche de la structure A'-localisée
sur APTFais(8m/S y,,),- <

En particulier, pour tout morphisme X 4, Y dans APFais(Sm/Sy,,),, on dispose d'un morphisme

(]
. N TR . - . . . .
canonique cone(f) — coéne(X — o). On obtient ainsi la suite de morphismes suivante, fonctorielle en

un sens évident sur f :

x#y—m;céne(f)Lf)C/\Ssl

On remarquera que la suite de morphismes associée a un morphisme de la forme Z A f avec Z un
objet de A?Fais(Sm/Sy,,), peut s'obtenir en appliquant le foncteur Z A — a la suite de morphismes
associée a f.

En appliquant le foncteur -y, on peut associer a tout morphisme X R Y dans APTFais(Sm/Sy,,),
un triangle (appelée suite cofibre de f) dans (SW(S), —[1]), cette construction étant fonctorielle :
X vf y Yy cone(f) ves A[1]
De méme que précédemment, on remarque que la suite cofibre de Z A f est obtenue (modulo des
isomorphismes canoniques) en appliquant le foncteur (yZ) A — a la suite cofibre de f. Ceci permet de
rendre naturelle la définition suivante :

Définition 5.14. Dans (SW(S), —[1]), un triangle distingué est un triangle T tel qu’il existe un entier n €
N tel que le triangle (YT"")AT soit isomorphe a la suite cofibre d’un morphisme dans A% Fais(8m/S y,,), -

Il résulte des définitions que I'image par le foncteur A A — d’un triangle distingué de SW(.S) est un
triangle distingué pour tout objet A dans SW(S) (et non seulement dans A°?Fais(8m/Sy,,),)-

Théoreéme 5.15. La catégorie (SW(S), —[1]) munie de ses triangles distingués est une catégorie trian-
gulée.

DEMONSTRATION DU THEOREME — Il s’agit de vérifier les axiomes énoncés dans [Ver, pages 93-94].
Comme S! est inversible pour la structure monoidale A, —[1] est bien une auto-équivalence*!) de caté-
gories, et SW(S) est bien additive.

Compte tenu des arguments précédemment donnés, pour vérifier les axiomes, on peut se borner
a considérer les triangles qui sont les images par le foncteur v : A%Fais(Sm/Sy,,), — SW(S) de

diagrammes de la forme X Y Z XASY dans A°PFais(8m/Sy,,),, tout triangle de

(SW(S), —[1]) étant isomorphe & un tel triangle apres application du foncteur 7" A — pour n assez
grand.

out triangle isomorphe & un triangle distingué est distingué. Pour tout obje e ) le

TR I) Tout triangle i he triangle distingué est distingué. Pour tout objet X de SW(S), 1

triangle X . X 0 X[1] est bien distingué car pour tout objet X de A°*Fais(Sm/S y,,)

Idy est une cofibration et par conséquent cone(Idy) = X/X = 0. D’apres ce qui précede, le fait que tout

'Y

morphisme X — Y dans SW(S) s’insere dans un triangle distingué X Y Z X[1] est
évident.
(TR II) Pour démontrer quun triangle X ——=Y —"> 2 —>X[1] est distingué si et seule-

ment si le triangle Y —>= 2 —> X[1] ] Y[1] est distingué, constatons qu’il suffit de faire le sens

—u[l
d’implication direct. En effet, si Y —— 2, —= X[1] ol Y[1] est distingué, en appliquant deux fois
. . . —u(l] —v[1] —wl(1] . .
le sens direct, on obtient que le triangle X[1] Y[1] Z[1] X[2] est distingué. En ex-
ploitant que la transposition agit par —1 sur S! A S!, on obtient facilement que ce dernier triangle

est isomorphe au triangle S! A X JdA SIay ddry SInz ddry SIAX[1], qui est par conséquent

v

2 —>=X[1] est un tri-
angle distingué. Montrons maintenant le sens direct, considérons un triangle distingué de la forme

distingué. En revenant a la définition, on obtient bien que X ——=1Y

X EERS Y " cone(f) XA S!. On peut former le diagramme suivant ol tous les carrés sont

(3D Dans les axiomes de [Ver], on demande que —[1] soit en fait un automorphisme de catégories, mais cela ne présente
pas de probléme majeur.
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cocartésiens :
1

X XA AL

P,

Y ——> come(f)

ll lnﬂf
Y A Al — cone(ny)

En envoyant YAA! sur e, on déduit du grand rectangle cocartésien précédent un morphisme canonique

cone(ny) 2 Sl qui est une A'-équivalence faible par propreté a gauche. On en déduit que le triangle
no A4 enpor”! . . .

Y —— cone(ny) — X[1] —Y[1] est distingué. Il est immédiat que Ao, = ey. Il reste & montrer

que &, © A~1 = —f[1]. On se rend facilement compte que pour établir cette égalité, on peut supposer que

f =1Idx. Formons le carré cocartésien suivant dans A°?Fais(8m/Sy,,), :

1

X X AAL

P
XANAl——>2Z

En envoyant au choix un des deux termes X A A! sur e, on obtient deux morphismes canoniques a, 3 :
Z — X A S, et ces deux morphismes sont des Al-équivalences faibles. Il s’agit ainsi de montrer que,
dans SW(S), Boa™t = —Idxps:. Posons 8§ = SU ot U désigne le cercle unité complexe, pointé par 1. On
identifie évidemment 1’ensemble simplicial pointé $ & un faisceau simplicial pointé. Notons § ’équivalence

faible “évidente” S} 2. 8etU - Ula conjugaison complexe. On construit facilement une A'-équivalence
faible Z — X A 8 de sorte que le diagramme suivant soit commutatif dans He(S) :

Z o X ASE
\ \
a TAS 1dASu XAS
X A SE 1d
\
TAS

1

Il résulte de ce diagramme que pour montrer que fo o~ = —1, il suffit de montrer que Su vaut —1,

ce qui est évident.

(TR III, IV) Les démonstrations sont les mémes que dans le cas “non faisceautique”... <
Lemme 5.16.
A——=B
T
)

Soit un carré homotopiquement cocartésien de la forme ci-dessus dans A°?Fais(8m/Sy,,), pour la

structure Al-localisée. Alors, il existe un morphisme canonique D L AN Sl dans He(S) de sorte que
le triangle suivant soit un triangle distingué dans SW(S) :

AP ee™ A
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DEMONSTRATION DU LEMME — Par définition des carrés homotopiquement cocartésiens, on peut suppo-
ser que le carré est cocartésien et que i est une Al-cofibration. D’apres (TR II), il suffit d’établir existence

i’ i
d’un morphisme canonique ¢ dans He(S) de sorte que le triangle B v é ‘l D J>.A[1} L;f% vV e)[1]
soit distingué. Pour cela, il suffit de construire un isomorphisme canonique dans H,(S) entre A A St et
i/,j/
€ := cone (B Vv e (—>) D | satisfaisant certaines compatibilités.

Par définition du coéne, on a le carré cocartésien suivant :

BvE—>(BVE)AA!

L

D €

D s’exprimant comme somme amalgammée de B et de C le long de A, on construit facilement le carré
cocartésien suivant :

lot

BAAL

)

CAAl ——¢
On peut former le carré cocartésien suivant :

A—> A AL

AN AL &
Grace aux morphismes i et j, on construit un morphisme évident & — €, et c’est une A'-équivalence
faible en vertu de la propreté & gauche de la structure A'-localisée, grace & ’hypothese disant que i est
une cofibration.

Il est tres facile de construire un isomorphisme dans H,(S) entre & et A A SL. Il y en a en fait
deux canoniques qui dépendent d’un choix de “signe”, et on vérifie aussitot que I'un des morphismes

D2 ANS 1 qui en résulte vérifie les compatibilités requises pour que le triangle envisagé dans le lemme
soit distingué. <

Une sous-catégorie triangulée intéressante de SW(S5)

Comme le souligne Voevodsky dans Darticle [Voe2], la catégorie SW(S) présente I'inconvénient de
ne pas posséder de sommes directes infinies. Néanmoins, en ajoutant une hypothese de finitude sur les
objets de SW(.S), nous allons former une sous-catégorie triangulée SW/ (S) de SW(S). Nous verrons plus
tard que swtf (S) s’identifie & une sous-catégorie pleine d’une autre catégorie triangulée 8H(S) qui sera
obtenue par une autre méthode de stabilisation qui permette la formation des sommes directes infinies.

Espaces de type fini

Rappelons que I'on note Spc|g la catégorie Fais(8m/Sy,,) et Spcy g la catégorie des objets pointés
de Fais(8m/S y,;,)-
Définition 5.17. On note Spcfg la plus petite classe C d’objets de Spc‘s satisfaisant les conditions
sutvantes :
(1) Si deuz objets X etY de 8pc|g sont isomorphes, alors X € C si et seulement siY € C;
(2) St X € 8m/S, alors X € C;

(3) Soit un carré cocartésien dans Spcig

Q=—n
M~
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Si A, B, et C sont dans C et si le morphisme A — B est un monomorphisme, alors X € C.
On note Spct.{s la sous-catégorie pleine de Spc,‘s formée des espaces pointés dont l’espace sous-jacent

est dans Spcltg .

Il est trivial que Spcltg et Spct.{ g sont des catégories essentiellement petites.

Lemme 5.18.

- 51X etY sont dans Spcltg, alors X 1Y et X XY sont dans Spcltfgc ;

- S5 X etY sont dans Spci{s, alors X VY, X xY et X \Y sont dans Spc?‘fs.

DEMONSTRATION DU LEMME— La seule affirmation non triviale est celle affirmant que le produit de
deux espaces appartenant a Spcfg est dans Spc’lfg.

Soit X € 8m/S, la classe C = {Y € 38pes, X XY € Spc‘tg} vérifie les hypotheses de la définition
5.17. Donc, pour tout X € 8m/SetY € Spcfg, XxYe Spcltg.

Maintenant, la classe €' = {X € Spc‘S,VY € Spc‘tg XxY e Spcltf;} vérifie aussi les hypotheses de
la définition 5.17, donc pour tous X, Y € Spcltf;, XxY e Spc"fg. <

Lemme 5.19. Soit {Y,} o, un systéme inductif filtrant dans Spcig, et K € Spcfé , alors l'application
canonique suivante est bijective :

lim Homg,,. . (K, Ys) — Homsgy, (K lim Ya>

acl acl
Autrement dit, les objets de Spcltg sont de présentation finie dans la catégorie Spcig. De méme, les

objets de Spc?‘cs sont de présentation finie dans la catégorie Spcy|g.

DEMONSTRATION DU LEMME — Soit (Yg),; un systeme inductif filtrant, notons C la classe des objets
K e Spc| g qui satisfont la conclusion du lemme. Il suffit de vérifier que C est stable par les opérations
intervenant dans la définition de Spc‘tg. Le résultat s’obtient alors tres facilement grace au lemme de
Yoneda, a la commutation des limites inductives filtrantes aux limites projectives finies dans Ens et au
corollaire 1.13.

Enfin, la variante pointée résulte formellement du cas non-pointé en remarquant que e € Spc‘tg. <

Remarque 5.20. Pour les nécessités ultérieures, il est utile de définir des versions simpliciales AOp?ais(Sm/SNis)"
et AOP?ais(Sm/SNis)if des catégories Spcfg et Spci"lcs. On définit ainsi la catégorie AOpffais(Sm/SNis)tf

comme étant la plus petite sous-catégorie strictement pleine de A°PFais(Sm/S y,,) contenant les objets

de la forme U x K avec U € 8m/S et K € A°PEns un ensemble simplicial fini et stable par 'opération

(3) de la définition de Spcf;, On définit alors de méme A"pff"ais(Sm/SNis)if et les analogues des lemmes

5.18 et 5.19 sont vrais pour les mémes raisons.

La catégorie triangulée SW'/(S)

Définition 5.21. SW'(S) est la sous-catégorie pleine de SW(S) constituée des objets isomorphes d des

objets de la forme T"* AyX oun €Z et X € SIDC?(S-

Théoréme 5.22. SWY(S) est une sous-catégorie triangulée de SW(S), stable par — A —. De plus,
SWtf(S) est la sous-catégorie triangulée de SW(S) engendrée par les Uy pour U € 8m/S.

DEMONSTRATION DU THEOREME — En vertu du théoréme 5.18, il est clair que le foncteur —[1] induit une
auto-équivalence de catégories de SW'/ (S) et que swtf (S) est stable par — A —. Il est de plus immédiat

que les cones des morphismes dans Spci‘f ¢ sont dans Spc?lc g+ Néanmoins, pour conclure que sWt/ (S) est

une sous-catégorie triangulée de SW(S), ce n’est pas fini, il faut montrer que le cdne d’un morphisme
dans SW' (S) est dans SW'/(S). Pour cela, il suffit de montrer que tout morphisme dans H,(S) entre
objets dans l'image de Spct.{ 5 est isomorphe a I'image d’un morphisme dans Spci{ g» ce qui résulte du

lemme technique 5.24 dont une démonstration est donnée plus loin.
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En utilisant le lemme 5.16, il est immédiat que pour tout X € Spc X+ est dans la sous-catégorie

s
triangulée de SW(S) engendrée par les Uy avec U € &m/S. En utilisant le triangle distingué canonique

SY Xt X SY[1] , on obtient que X est aussi dans la sous-catégorie triangulée de SW(.9)

engendrée par les Uy avec U € 8m/S si X € Spc ce qui permet de conclure. <

°|S”
Avant d’énoncer et d’établir le lemme 5.24, voici un lemme d’acyclicité du type Brown-Gersten dont
nous avons besoin :
Lemme 5.23. On note B un ensemble représentatif de toutes les A'-cofibrations triviales entre objets
de Spc . Soit F — G une A'-équivalence faible dans Fais(Sm/Sy,,). Supposons que les morphismes
F — e et G — o possédent la propriété de relévement a droite par rapport a B.
Alors, pour tout X € Spcls, le morphisme hom(DC Sing® (3")) — hom(f)C7 SingAl(S)) est une équi-

valence faible d’ensembles simpliciauzx.

DEMONSTRATION DU LEMME — Comme B contient ’ensemble A de la définition 3.53, il résulte d'une des
étapes de la démonstration du théoreme 3.54 qui utilisait le théoreme de Brown-Gersten que 1’assertion
du lemme est vraie pour X € 8m/S.

De plus, on montre tres facilement que pour tout carré cocartésien de la forme ci-dessous dans Spcl 5

A——=B
C——=D
si ¢ est un monomorphisme, alors pour Z € {F, G}, le diagramme suivant est homotopiquement cartésien
dans A°PEns :
hom (D, Sing ) —> hom (B Sing® (Z))

i i

hom (C, SingAl (Z)) — hom (A, SingAl (Z))

Ainsi, si I'assertion du lemme est vraie pour A, B et C, alors c’est également le cas pour D. On en déduit
le résultat pour tout X € Spc‘ 5 <

Lemme 5.24. Soient X ety deum objets de Spc . Si f est un morphisme X ~ Y dans H(S), alors il existe

une Al-cofibration tmj}mle y_L, 9 avec H € Spc‘s et un morphisme f X — H dans Fais(8m/S y,,) tel
que lon ait I’égalité f =io f dans H(S). L’analogue pointé est aussi vrai.
DEMONSTRATION DU LEMME— On note ici Bz le foncteur Fais(Sm/S y,;,) — Fais(Sm/Sy,,) ob-

tenu en appliquant Pargument du petit objet (cf. théoreme 2.28) & l’ensemble de morphismes B de

Fais(8m/S y,,), les sources des fleches appartenant & B étant de présentation finie en vertu du lemme
5.19. On note aussi Bz = (Evm ) les foncteurs qui donnent naissance a Ex par passage a la limite

inductive. Il est immédiat que Ex commute aux limites inductives filtrantes.
Revenons & la situation initiale. Choisissons une résolution fibrante Y — G de Y pour la structure

de catégorie de modeles fermée sur Fais(Sm/Sy,,). Le morphisme canonique Y — E’Troo(‘d) étant une
Al-cofibration triviale, on obtient une factorisation de la forme suivante en vertu de CM4 :

Yy—=FEr (Y)—=$
D’apres le lemme fondamental de I’algebre homotopique dans A°?Fais(Sm/Sy,,) pour la struc-
ture Al-localisée, ’ensemble Homy, (5)(X,Y) s’identifie au mo de hom (DC, SingAl (9)) D’apres le lemme
d’acyclicité précédent, le morphisme hom (X, SingAl (E}“’(y))) — hom (X,SingAl(S)) est une équi-

valence faible. On peut donc relever le morphisme f : X ~» Y en un morphisme X —2 vaoo(‘j) dans
Fais(8m/S y,,)- Le faisceau X étant de présentation finie, remarquons que g se reléve en un morphisme



UNE SOUS-CATEGORIE TRIANGULEE INTERESSANTE DE $W(S) 69

x L E?c"(y) avec n € N. En utilisant que E?cl commute aux limites inductives filtrantes, il est essen-
tiellement sorital de montrer que h se reléve en un morphisme X — Y dans Fais(Sm/S Nis) avec Y — Y
un composé fini d’images directes de sommes directes finies de morphismes dans B. Il s’ensuit que Y est
dans Spcg et que Y — Y est une Al-cofibration triviale, d’ou le résultat.

L’analogue pointé résulte assez formellement de ce résultat. <






CHAPITRE 6
Les spectres

Quelques propriétés des spectres, niveau par niveau
Définitions

On fixe un objet®? T ¢ AOpf?ais(Sm/SNis)if (cf. remarque 5.20). On choisit(®®) aussi un élé-
ment o dans la paire {S,Al — loc}. Dans la suite, quand il sera question de o-équivalences faibles
(ou simplement d’équivalences faibles sans plus de précision) entre objets de A°?Fais(8m/Sy,,) (ou
APFais(Sm/S y,,),), il sagira d’équivalences faibles simplicales si 0 = s ou de A'-équivalences faibles
si 0 = A! — loc, et de méme pour les cofibrations, les fibrations... Nous noterons HZ(S) la catégorie
homotopique instable pointée de S obtenue en inversant les o-équivalences faibles dans la catégorie des
faisceaux simpliciaux pointés sur 8m/S ;.. Nous supposons qu'’il existe un objet 77 € HJ(S) tel que
T>T' ASL
Définition 6.1. Un T-spectre E est la donnée d’une suite (E,), oy d’objets de APTFais(Sm/Sy,.),
munie d’une suite de morphismes o, : T NE,, — E, 11 que l'on appelle morphismes d’assemblages. On
dispose d’une notion évidente de morphisme de T -spectres, on note Spect?(S) la catégorie des T'-spectres.
On appellera niveau 'entier n intervenant dans la définition.

On vérifie facilement que la catégorie Spect}(S) admet des colimites et des limites quelconques et
que celles-ci commutent au foncteur Specty (S) — A%Fais(Sm/S y,,)
tout n € N.

Nous allons définir un certain nombre de foncteurs au niveau des T-spectres. Les démonstrations des

lemmes suivants sont toutes triviales, ce qui justifie leur omission.
Lemme 6.2. Pour tout n € N, le foncteur Spect}.(S) — A%Fais(8m/S y;.).
adjoint @ gauche F,, : APFais(8m/Sy,,), — Specty(S). Il est défini de sorte que pour tout X €
A%PTFais(Sm/S y,,)e, on ait (FRX), . =T AX, (F,X), = e sik < n, les morphismes d’assemblages
étant les morphismes évidents.

qui a E associe E,, et ce pour

, E— E, admet un

Définition 6.3. Le foncteur Fo : APTFais(Sm/Sy,,), — Spect’)(S) est aussi appelé “suspension infi-

;500

nie”, et on le notera 7.

Lemme 6.4. On définit un foncteur s_ : Specty(S) — Specty(S) en faisant correspondre ¢ E le T'-
spectre s_E tel que (s_E), = E, 1 pour tout n € N, les morphismes d’assemblages étant les morphismes
évidents induits par ceur de E. On définit un autre foncteur s, : Specty.(S) — Spect}(S) en faisant
correspondre a E le T-spectre s E tel que (s4E), ; = E, pour tout n € N et que (s+E), = o avec les
morphismes d’assemblages évidents.

Alors, (s4,5-) est un couple de foncteurs adjoints.

Définition 6.5. On définit un bifoncteur — A — : Specty.(S) x A%Fais(8m/S y,.), — Specty(S) en
faisant correspondre a tout couple (E,X) le T-spectre EA X tel que pour tout n € N, (EAX), =E, AX,
les morphismes d’assemblages étant obtenus (modulo les isomorphismes canoniques d’associativité de la

structure monoidale N\ sur APFais(Sm/Sy,,),) en smashant a droite par X les morphismes d’assem-
blages de E.

(32)En pratique, T sera Ssl ou Pl o .

(33)La méthode de stabilisation présentée ici, fondée sur les articles [Ja2] et [Hov1], s’applique aussi bien aux struc-
tures simpliciale et Al-localisée de catégorie de modeles fermée sur A°PFais Sm/Sy,, - Ainsi, nous traitons ces deux cas
simultanément. Nous pourrions aussi utiliser les définitions de larticle [Voe2] qui se place dans le cadre de la structure de
catégorie de modeles sur Fais Sm/Sy,, que nous avons aussi évoquée, la catégorie homotopique 8JH(S) qui y est définie
étant équivalente & celle que nous allons construire & partir de la structure Al-localisée sur A°PJFais Sm/S Nis -

71
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Lemme 6.6. Pour tout X € A°Fais(8m/Sy,.),, le foncteur — A X : Specty.(S) — Specty.(S)
admet un adjoint a droite noté Hom(X, —) tel que pour tout T-spectre E et n € N, Hom(X,E), =
Home (X, En)(34), les morphismes d’assemblages étant les morphismes évidents.

Dans le cas particulier o X = T, on pose Qr— := Hom(T, —).
Définition 6.7. On définit une structure de catégorie simplicale (cf. [GJ, définition 2.1, page 81]) sur

Spect?ﬂ(S), en définissant un ensemble simplicial hom(E, F) pour tous T-spectres E et F de sorte que pour
tout ensemble simplicial K, on ait une bijection canonique :

Hompaorgys (K, hom(E,F)) = HomspectNT(S)(E NKy, F)

Deux structures de catégories de modeles fermées sur Spectlj\i(S)

On dit qu'un morphisme E L, F dans Spect}}(S) est une cofibration (resp. ...) niveau par niveau si

pour tout n € N, E, ELN F,, est une cofibration (resp. ...).

Définition 6.8.

(1) On désigne par cofibrations injectives, équivalences injectives et fibrations injectives les classes
de morphismes dans Spect?(S) qui sont respectivement les cofibrations niveau par niveau, les
o-équivalences faibles niveau par niveau, et les morphismes ayant la propriété de relévement a
droite par rapport auzx o-cofibrations triviales niveau par niveau ;

(2) On désigne par cofibrations projectives, équivalences projectives et fibrations projectives les clas-
ses de morphismes dans Specth\i(S) qut sont respectivement les morphismes ayant la propriété
de relevement a gauche par rapport auzx fibrations triviales niveau par niveau, les o-équivalences
faibles niveau par niveau et les o-fibrations niveau par niveau.

Lemme 6.9.

(1) La catégorie Specty(S) munie des cofibrations injectives, des équivalences injectives et des fi-
brations injectives est une catégorie de modéles fermée propre et simpliciale ;

(2) la catégorie Spect?(S’) munie des cofibrations projectives, des €quivalences projectives et des
fibrations projectives est une catégorie de modéles fermée propre et simpliciale.

De plus, les axiomes CM1t et CM5™ sont vérifiés dans ces deuz cas.

DEMONSTRATION DU LEMME — Dans les deux cas, la vérification des axiomes CM1+, CM2, CM3 est
triviale. L’axiome CM4 résulte ici, modulo CM5, de l'astuce de Joyal (cf. lemme 2.6) ou de sa version
duale. 1l ne reste donc & vérifier que I’axiome CM5™, la propreté et 1'axiome simplicial pour ces deux
structures.

Commencgons par la structure projective, grace aux adjonctions, il est clair qu'un morphisme E JF
dans Spect?l(S ) est une fibration projective (resp. fibration projective triviale) si et seulement si f possede
la propriété de relevement a droite par rapport aux morphismes F,j, avec n € N, ou j parcourt un
ensemble suffisamment grand de o-cofibrations triviales (resp. de cofibrations) dans A?JFais(Sm/S y,,),-
De plus, il résulte des propriétés de — A — que F,,j est une équivalence projective si j est une cofibration
triviale. Avec le théoréme 2.28, on obtient alors facilement CM5™ pour la structure projective en utilisant
quelques propriétés des o-équivalences faibles que nous avons vues.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le lemme suivant :

Lemme 6.10. Un morphisme E L F dans Spect?ﬂ(S) est une cofibration projective (resp. cofibration
projective triviale) si et seulement si Eg — Fq est une cofibration (resp. cofibration triviale) et que pour
tout n € N, le morphisme T NF, |_|T/\En E,.+1 — Fn41 déduit des morphismes d’assemblages est une
cofibration (resp. cofibration triviale).

DEMONSTRATION DU LEMME — Il est facile de montrer que les morphismes satisfaisant le critere du
lemme sont des cofibrations projectives (resp. des cofibrations projectives triviales).

Il résulte de 'argument du petit objet que toute cofibration projective (resp. cofibration projective
triviale) est un rétracte d’un composé transfini d’images directes de sommes directes de morphismes de
la forme F,,j avec n € N et j une cofibration (resp. cofibration triviale) dans A?Fais(8m/S y;,),- Ainsi,

(34 Home (2, —) désigne le foncteur adjoint a droite du foncteur - AN X
A%PFais 8m/S ;s , — A%PTFais Sm/Sy,,



STABILISATION DES T-SPECTRES 73

pour tester le critére du lemme pour toutes les cofibrations projectives (resp. cofibrations projectives
triviales), il suffit de le vérifier pour les morphismes de la forme F,j, avec n € N et j une cofibration
(resp. cofibration triviale), ce qui est immédiat. N

En particulier, on remarque que les cofibrations projectives (resp. cofibrations projectives triviales)
sont aussi des cofibrations injectives (resp. cofibrations injectives triviales).

Montrons maintenant CM5™ pour la structure injective. On démontre assez facilement, & partir
des lemmes 3.38, 3.39, 3.9 et 3.10, qu'il existe un ensemble B de cofibrations injectives triviales dans
Spect’}(S) tel qu'un morphisme dans Spect’.(S) soit une fibration injective si et seulement s’il possede la
propriété de relevement a droite par rapport a B. D’apres le théoreéme 2.28, on en déduit ’existence d’une
factorisation fonctorielle de tout morphisme dans Specty(S) sous la forme p o i ol p est une fibration
injective et ¢ une cofibration injective triviale. En ajoutant & B un ensemble bien choisi de cofibrations
projectives, on obtient 'autre type de factorisation. Ainsi, on a montré CM5™ pour la structure injective.

La propreté de ces deux structures de catégorie de modeles fermée sur Spect?(S) résulte formellement
de la propreté de la o-structure sur A°?Fais(8m/Sy,,),, & condition de remarquer que les fibrations
injectives triviales sont aussi des fibrations projectives triviales (ce qui résulte aussitdt du fait que les
cofibrations projectives sont aussi des cofibrations injectives).

L’axiome simplicial SM7 pour les deux structures de catégorie de modeles considérées résulte (cf.
[GJ, proposition 3.11 et corollaire 3.12, page 94]) de Paxiome SM7b, qui est tres facile & vérifier ici. <

Stabilisation des T-spectres

L’objectif premier de cette partie est de définir une nouvelle structure de catégorie de modeles fermée
sur la catégorie Spect?(S). Pour cela, nous allons utiliser la notion de o-équivalence stable définie dans
larticle [Voe2] dans le cas de la structure Al-localisée sur Fais(8m/S y,,). Nous allons montrer qu’avec
les cofibrations injectives comme cofibrations, on obtient bien une structure de catégorie de modeles
fermée sur Spect’y.(S), le seul ingrédient non “évident” pour établir cela étant la descente Nisnevich.

Il s’agira ensuite d’évoquer, sous certaines hypotheses, 1’existence d’une structure monoidale symé-
trique sur la catégorie homotopique stable obtenue, ainsi que I'existence d’une structure triangulée.

Objets o-flasques

Pour pouvoir calculer efficacement les foncteurs dérivés de certains foncteurs que nous étudierons plus
loin, nous avons besoin d’introduire une notion plus faible que celle d’objet o-fibrant dans la catégorie
A%PFais(Sm/S y,,), Par analogie avec le cas des catégories de faisceaux de groupes abéliens sur certains

sites, ces objets seront appelés o-flasques(®) :
Définition 6.11.
(1) Un objet X € APFais(Sm/S ;)

relévement a droite par rapport aux o-cofibrations triviales entre objets de A°PFais(Sm/S ;)

est o-flasque si la projection X — e posséde la propriété de
tf

o

(2) Un objet E € Spectl;i(S) est o-flasque si pour tout n € N, E,, est o-flasque9).

Lemme 6.12.

(1) Soit J une petite catégorie filtrante. Pour tout foncteur F : ] — AT ais(8m/Sy,,), (resp.
F:7— SpectI;I«(S)), si pour tout i € J, F (i) est o-flasque, alors lim I est o-flasque ;
J

(2) SoitX 4, Y une o-€équivalence faible entre deux faisceauzr simpliciauzx pointés o-flasques. Alors,
pour tout A € A"pff"ais(Sm/SNis)tf, le morphisme hom(A,X) — hom(A,Y) est une équiva-

L]
lence faible d’ensembles simpliciauz;

tf

o ’

(3) Si X est un faisceau simplicial pointé o-flasque, alors pour tout A € A°PFais(8m/S y,,)
Home(A,X) est o-flasque;

(4) Pourtout A € AOpf}‘ais(Sm/SNis)t.f, le foncteur Home (A, —) préserve les o-équivalences faibles
entre objets o-flasques.

(35) Cette définition est comparable & celle donnée par Jardine dans [Ja2].
(36)En particulier, les T-spectres o-projectivement fibrants sont o-flasques.
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DEMONSTRATION DU LEMME — (1) Il suffit de remarquer que le foncteur Hoonpsrm‘s(sm/SN ) (A,-)
tf e

commute aux colimites filtrantes pour tout A € A°?Fais(8m/S y,,)J -

(2) Notons € la classe des objets de A"pf}”ais(Sm/SNis)if tels que le morphisme d’ensembles sim-
pliciaux hom(A,X) — hom(A,Y) soit une équivalence faible d’ensembles simpliciaux. En utilisant un
argument similaire a celui intervenant dans la démonstration du théoreme 3.54, on remarque que la des-
cente Nisnevich implique que pour tout U € 8m/S, Uy € C. De plus, si K est un ensemble simplicial
pointé fini et si X € €, alors X A K € €. Ainsi Uy A K € € pour tout U € 8m/S et K ensemble simplicial
pointé fini. Ensuite, on peut conclure en utilisant un argument analogue a celui du lemme 5.23.

(3) En revenant aux définitions, il suffit d’utiliser le fait que Home (A, —) admet un adjoint & gauche
— A A qui préserve les o-cofibrations triviales et la catégorie A°?Fais(8m/S Nis)if .

(4) Soit f une o-équivalence faible entre objets o-flasques. Pour vérifier que Home(A, f) est une
o-équivalence faible, il suffit de vérifier que c’est une équivalence faible naive de faisceaux simpliciaux
pointés. Ainsi, il suffit de montrer que pour tout U € 8m/S, hom(U;., Home(A, f)) est une équivalence
faible. Par adjonction, ce morphisme s’identifie au morphisme hom(U; A A, f) qui est une équivalence

faible d’apres (2). <

Boucles étranges

Comme de coutume avec les spectres, des difficultés techniques apparaissent quand il s’agit de
construire certains morphismes, ne serait-ce que pour vérifier la commutativité de certains diagrammes.

Définition 6.13. Pour tout T-spectre E, on note QL.E le T-spectre tel que (QZTE)n = Hom(T,E,,) pour
tout n € N. Le morphisme d’assemblage®”) T N Homg (T, E,) — Home(T,Eny1) est le morphisme ad-
joint du morphisme Home (T, E;) — Home (T, Home (T, E,+1)) qui est obtenu en appliquant le foncteur
Home (T, —) au morphisme E,, — Home (T, E,+1) adjoint du morphisme d’assemblage de E.

L’intérét de considérer Q% réside dans le lemme suivant (cf. [Hov1, définition 4.4]) :

Lemme 6.14. Les morphismes adjoints des morphismes d’assemblage de E induisent un morphisme de
T-spectres canonique g : E — s_QLE.

On note A le foncteur s_Q, : Specty.(S) — Specty.(S). On a ainsi une transformation naturelle
n: IdSpect?}(S) ~ A

Définition 6.15. On note A : Spect’}(S) — Spect}(S) le foncteur qui o un T-spectre E associe la
colimite du diagramme suivant :

TE TAE A2E TIABE Ma4e

E AE AZE A3E

AE

A ce stade, il est crucial de remarquer que pour tout E € Spect}(.S), les deux morphismes A(7g), 7a; :
AE — AZE sont égaux.

Lemme 6.16. Pour tout E € Spect}.(S), le morphisme nps : A°E — A(A®E) est un isomorphisme.

DEMONSTRATION DU LEMME — On utilise ici la remarque précédente et le fait que T soit dans la catégorie
APFais(Sm/S Nis)if (pour s’assurer que A commute aux colimites filtrantes). <
Les résultats sur les faisceaux simpliciaux pointés o-flasques admettent le corollaire suivant :

Corollaire 6.17. Les foncteurs A et A préservent la catégorie des T-spectres o-flasques. De plus, ils
préservent les o-équivalences projectives entre T-spectres o-flasques.

On note Ho, (Spectsi(S)) la catégorie homotopique associée a la structure o-injective de catégo-

rie de modeles sur Specty(S) et HJ(S) la catégorie homotopique associée & la o-structure de catégo-
rie de modsles sur A%Fais(Sm/Sy,.),. Notons RA,RA> : Ho, (spectl;i(S)) . Ho, (spectﬁ(S))
les foncteurs dérivés totaux & droite des foncteurs A et A°. D’aprés ce qui précede, ils existent et

(37)Ce morphisme d’assemblage est bien différent du morphisme d’assemblage de QrE. En effet, en notation “fonc-
tionnelle”, ce dernier s’écrit (¢, f) — (¢ — o (¢, f(¥'))), tandis que le morphisme d’assemblage de QY.E s’écrit (¢, f) —

(" — o', £(1)))
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peuvent se calculer en utilisant des résolutions o-flasques. On dispose d’une transformation naturelle

p: IdHoU (Spectl}(S)) — RA.

Définition 6.18. Soit E 1> F un morphisme dans Spect}(S) (resp. Ho, (SpectI;I«(S))). On dit que f
est une o-équivalence stable si RA®(f) est un isomorphisme dans Ho, (Spectl;lﬂ(S)).

Lemme 6.19.

(1) Soit I une petite catégorie filtrante et f : F ~ G une transformation naturelle entre deux
foncteurs F,G € fHom(fJ,Spect%ﬂ(S)). Si, pour tout i € I, F(i) LN (i) est une équivalence
stable, alors lim f : lim F' — lim G est une équivalence stable.

J J J

(2) Pour tout objet E € Ho, (Spect?ﬂ(S)), les morphismes canoniques E 25> RAE et E — RA®E

sont des équivalences stables.

DEMONSTRATION DU LEMME — (1) Grace a I'axiome CM5™ pour la structure o-injective sur la catégorie
Spect?ﬂ(S ) et au fait que les colimites filtrantes d’équivalences injectives sont des équivalences injectives,
on peut supposer que pour tout ¢ € J, F (i) et G(i) sont injectivement fibrants, en particulier o-flasques.
Dans ce cas, cela résulte aussitot du fait que les objets o-flasques sont stables par colimites filtrantes,
que A*° commute aux colimites filtrantes, et encore une fois du fait que les équivalences injectives sont
stables par colimites filtrantes.

(2) Cela résulte aussitot des propriétés de stabilité de la catégorie de T-spectres o-flasques et de leur
acyclicité pour les foncteurs A et A°°. En particulier, les formules évidentes décrivant les composés des
foncteurs dérivés de A et A>° sont vérifiés au niveau des T-spectres o-flasques. Ainsi, il résulte du lemme
6.16 que la fleche canonique E — RAE est une équivalence stable. Ensuite, il résulte par exemple de (1)
que E — RAE est une équivalence stable. <

Définition 6.20. Pour tout E € Spect}(S), A € AOp?ais(Sm/SNis)if et k € Z, on pose :
m:E(A) =  lim HOI’IIH:(S) (T/\i ANA, Ei—k)

ou les morphismes de transition du systéme inductif sont induits par le foncteur T A — et les morphismes
d’assemblages de E.

Il est immédiat qu’a tout A € AOp?ais(Sm/SNis)t.f et a tout k € Z, on peut en fait associer un
foncteur 7 (—)(A) : Ho, (Spectlj\l(S)) — Ens,.
Lemme 6.21.

1) Pour tout A € A°PFais(Sm/S . et k < 0, il existe un isomorphisme canonique, pour tout
( Nis/e
T-spectre E : '
hom(.A, (A°°E)7k) = lim hom(TM /\A7Ei,k)

i>max (0,k)
otu les morphismes de transition du systeme inductif sont induits par le foncteur T N — et les
morphismes d’assemblage de E. En particulier, pour tout A € A"”S"ais(Sm/SNis)tf etk <0,

existe un isomorphisme canonique de foncteurs Ho, (SpectQNw(S)) — ENns, :
(=) (A) = Homyg s) (A, (RA™(=))_y,)
(2) Pour tout A € AOp?ais(Sm/SNis)if etk € Z, il existe un isomorphisme canonique de foncteurs
Ho, (Spect?(S)) — Ens, -
Tr1(=)(A) = T (=)(T A A)

DEMONSTRATION DU LEMME — (2) est trivial. Pour établir la premiere partie de (1), il suffit d’expliciter
avec précision les deux foncteurs. La seconde partie de (1) résulte de I’application de la premiére moitié
de (1) aux T-spectres o-flasques et du lemme 6.12. <

Corollaire 6.22. Soit f : E — F dans Spect}.(S) (resp. Ho, (Spect?(S))). Les conditions suivantes

sont équivalentes :
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(1) f est une équivalence stable ;
(2) Pour tout A € AOp?ais(Sm/SNis)tf et k € Z, Uapplication 7 (f)(A) est bijective ;

(3) Pour tout U € 8m/S, k <0 et n € N, Uapplication 7, (f)(S? AUy) est bijective.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE — Supposons (1). Par définition, RA®(f) est un isomorphisme dans

Ho, (Spectl;{(S )), ainsi, en appliquant la premiere partie du lemme précédent, on obtient que pour tout

k<Oet Ac A"pﬁais(Sm/SMS)t’f, Papplication 7 (f)(A) est bijective. En utilisant la deuxiéme partie
du lemme précédent, on obtient (2).

(2) implique tautologiquement (3). Montrons maintenant que (3) implique (1). On peut évidemment
supposer que E et F sont o-flasques. On veut montrer que pour tout k& < 0, (A®E)_, — (A®F)_,
est une équivalence simpliciale. D’apres la premiere partie du lemme précédent, on obtient que pour
tout U € 8m/S, le morphisme d’ensembles simpliciaux pointés A®E_;(U) — A®F_;(U) induit une
bijection au niveau des groupes d’homotopie de ces ensembles simpliciaux relativement a leurs points-
bases. Comme ce sont des H-groupes (car T est isomorphe & une suspension), il s’agit d’une équivalence

faible d’ensembles simpliciaux pointés, d’ou le résultat. <

Remarque 6.23. D’aprés ce qui précede, il est évident qu’un morphisme de T-spectres E — F qui
induit des o-équivalences faibles E,, — F,, pour tout n assez grand est une o-équivalence stable.

Une structure stable sur Spect}(5)

Définition 6.24. Une cofibration stable est un morphisme dans Spect?(S) qui est une cofibration in-
jective. Une fibration stable est®®) un morphisme de Spect%ﬂ(S) possédant la propriété de relevement a
droite par rapport a toutes les cofibrations injectives qui sont aussi des o-équivalences stables.

Théoréme 6.25. La catégorie Specty(S) munie des cofibrations stables, des o-équivalences stables et
des o-fibrations stables est une catégorie de modéles fermée propre et simpliciale, les aziomes CM1T et
CM5"t étant aussi vérifiés. On note SHL(S) la catégorie homotopique de cette catégorie de modéles.

DEMONSTRATION DU THEOREME — La vérification des axiomes CM1t, CM2, CM3 est évidente. Une
fois que 'on aura CM5, I’astuce de Joyal (cf. lemme 2.6) permet ensuite de démontrer CM4. Montrons
donc CM5*. La structure injective de catégorie de modeles sur Spect;.(S) donne des factorisations
fonctorielles de la forme f = p o i avec p une fibration injective triviale et ¢ une cofibration injective
pour tout morphisme f dans Spect?(S ). p est une fibration injective triviale donc possede la propriété
de relevement & droite par rapport a toutes les cofibrations injectives, en particulier p est une fibration
stable. De plus, p est est une équivalence injective, donc p est une fibration stable triviale et ¢ une
cofibration injective. Pour démontrer 'autre partie de CM5™T, en vertu du théoréme 2.28, il suffit de
montrer qu’il existe un ensemble B de cofibrations stables triviales tel qu'un morphisme dans SpectI;]ﬂ(S )
soit une fibration stable si et seulement s’il possede la propriété de relevement a droite par rapport &
B. On démontre 'existence de B avec la méme méthode que celle du lemme 3.38, le lemme 3.39 devant
étre remplacé par un lemme se démontrant essentiellement de la méme facon®?). Ainsi, nous avons bien
construit une catégorie de modeles.

Tous les objets de cette catégorie de modeles stable sont cofibrants, ainsi il est formel (cf. [GJ,
proposition 8.1 et lemme 8.5, pages 123-124]) que cette structure est propre a gauche. Montrons que cette
structure est propre a droite. On va méme montrer que l'image réciproque d’une équivalence stable par
une fibration projective est une équivalence stable. On se donne un carré cartésien dans Spect;.(S) de la
forme suivante ot F — H est une fibration projective et G — H une équivalence stable :

E——F

L

G——H

(38) On prendra garde au fait que I’on pourrait aussi définir les fibrations stables en demandant qu’elles aient la propriété
de relevement a droite par rapport aux cofibrations projectives qui sont aussi des équivalences stables. On obtiendrait ainsi
une autre structure stable sur SpectI;!ﬂ(S). Mais, la structure choisie ici est plus commode par certains aspects puisque par
exemple tous les objets y sont cofibrants.

(3911 g’agit de remplacer le foncteur de Al-localisation L 41 par le foncteur AL oit L : Spect}.(S) — Spect(.(S) est
un certain foncteur, construit grace a un argument du petit objet, possédant la propriété d’étre a valeurs dans la catégorie
des T-spectres o-flasques. Il convient ensuite de faire les estimations de cardinaux nécessaires...
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On veut montrer que E — F est une équivalence stable. En vertu de la propreté a droite de la
structure projective sur Spectgl(S), on peut clairement supposer que E, F, G et H sont projectivement
fibrants. A°° commutant aux limites projectives finies, on obtient le carré cartésien suivant :

A®E —> A®F

.

A®G —— A°H
Par hypothese, A°G — A°°H est une o-équivalence projective entre T-spectres o-flasques, en parti-
culier, pour tout n € Net U € 8m/S, (A*G),,(U) — (A*H), (U) est une équivalence faible d’ensembles
simpliciaux pointés. On montre facilement que (A*F) (U) — (A°°H), (U) est une fibration, ainsi, par
propreté a droite de la structure de catégorie de modeles sur A°?Ens, (A*E), (U) — (A>F), (U) est
une équivalence faible, ainsi E — F est bien une équivalence stable.
Le caractere simplicial de cette catégorie de modeles n’est pas completement immédiat a vérifier. On

op
note toujours hom le bifoncteur (Spect?(S)) x Spect} (S) — A°PEns associé aux deux structures

de catégories de modeles simpliciales précédemment rencontrées. On utilise toujours 'axiome SMT7b
(cf. [GJ, proposition 3.11 et corollaire 3.12, page 94]). Compte tenu de ce qui a déja établi pour la
structure injective, il suffit de montrer que pour tout ensemble simplicial K € A°&Ens, le foncteur
— A K, : Spect}(S) — Spect}.(S) préserve les équivalence stables. Notons € la classe des ensembles
simpliciaux K satisfaisant cette propriété. Si |K| est contractile, le morphisme canonique de foncteurs
= A (Ky) ~ = A(o4) = Idgpeai (s) induit une équivalence injective pour tout objet de Spect’}(S).
Comme le foncteur identité préserve les équivalences stables, on obtient que € contient tous les ensembles
simpliciaux K tels que |K| soit contractile. En particulier, pour tout n € N, A™ € €. Gréce a la propreté a
gauche de la structure stable et a une récurrence sur la dimension, on obtient que tout ensemble simplicial
fini K est dans C. Par passage a la colimite filtrante sur les sous-complexes finis d’un ensemble simplicial
arbitraire K, on obtient que € = A°&ns, d’ou le résultat. <

Définition 6.26. Soit E un objet de Specty.(S) (resp. Ho, (Specth\i(S))). On dit que E est un Q-spectre
st le morphisme canonique E — RAE est un isomorphisme.

En particulier, si E € Spect})(S) est projectivement fibrant(“?) alors E est un Q-spectre si et seulement
si pour tout n € N, le morphisme canonique E,, — Home (T, E, 1) adjoint du morphisme d’assemblage
de E est une o-équivalence.

Lemme 6.27. Soit E un objet de Specty(S). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) E est stablement fibrant ;

(2) E est un Q-spectre injectivement fibrant.

DEMONSTRATION DU LEMME — La démonstration repose fondamentalement sur le fait que la catégorie
de modeles stable que 'on vient de construire est simpliciale.

Supposons (1). Les cofibrations injectives triviales étant évidemment des cofibrations stables tri-
viales, E est injectivement fibrant (en particulier projectivement fibrant). Soit n € N, on veut montrer
que le morphisme canonique E,, — Home(T,E, 1) est une o-équivalence. Du fait que la structure de
catégorie de modeles sur A°?Fais(8m/S y, ), est simpliciale, il s’agit de montrer que pour tout A €
APFais(8m/S y,,),, le morphisme d’ensembles simpliciaux hom(A, E,;) — hom(A, Home(T, E,41)) est
une équivalence faible. Grace a des adjonctions simpliciales, on voit que ce morphisme s’identifie au mor-
phisme hom(F, A, E) — hom(F,+1(T A A), E) induit par le morphisme évident F, 1 (T AA) — F A
dans Spect?(S ). Pour montrer que ce morphisme d’ensembles simpliciaux est une équivalence faible, on
peut utiliser le fait que la structure stable est simpliciale. En effet, le morphisme F,, 41 (T AA) — F, A
est évidemment une équivalence stable entre objets cofibrants, et E est stablement fibrant de sorte que le
morphisme hom(F, A, E) — hom(F,+1(T A A),E) est bien une équivalence faible. Ainsi, E est bien un
-spectre injectivement fibrant.

Supposons (2). D’apres CMS5, il existe une équivalence stable E — U avec U stablement fibrant.
Comme pour tout 2-spectre injectivement fibrant G le morphisme canonique G — A*°G est une équi-
valence injective, on obtient que E — U est une équivalence injective. Maintenant, donnons nous une
cofibration stable triviale quelconque A — B dans Spectl;i(S ), comme E est injectivement fibrant, le

(40)]e fait d’étre o-flasque est ici largement suffisant
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morphisme d’ensembles simpliciaux hom(B, E) — hom(A, E) est une fibration. De plus, pour tout objet
C € Spect}.(9), le morphisme hom(C, E) — hom(C,U) est une équivalence faible car E — U est une
équivalence injective et C injectivement cofibrant. Or, hom(B,U) — hom(A, U) est une fibration triviale
en vertu de SM7 pour la structure stable, U étant stablement fibrant et A — B une cofibration stable
triviale. Il en résulte que hom(B, E) — hom(A, E) est une équivalence faible. Or, ¢’était déja une fibra-
tion. Donc, ce dernier morphisme d’ensembles simpliciaux est surjectif en degré simplicial 0, ce qui est
équivalent au fait que E — e posséde la propriété de relevement a droite par rapport a A — B. <

Corollaire 6.28. Un morphisme f dans SpectI;(S) est une équivalence stable st et seulement si pour tout
Q-spectre injectivement fibrant W, le morphisme d’ensembles simpliciauz hom(f, W) est une équivalence
faible.

Corollaire 6.29.
— Les sommes directes quelconques et les produits finis existent dans SHL(S) et le foncteur de loca-
lisation Specty.(S) — SHTL(S) y commute ;
— Le foncteur £ : H3(S) — 8HL(S) commute auz sommes directes.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE — D’apres le lemme 2.19, il s’agit de montrer que les sommes directes
d’équivalences stables et les produits finis d’équivalences stables sont des équivalences stables. L’assertion
concernant les sommes directes résulte du corollaire précédent et I’assertion concernant les produits finis se
ramene, étant donné qu’un produit fini d’équivalences injectives est une équivalence injective, au constat
que pour tous T-spectres o-flasques E et F, E x F est o-flasque et que A (E x F) = A*E x A*>°F.

La derniere assertion résulte du fait que le foncteur X5 : A?Fais(Sm/Sy,,), — Spect’}.(S) com-
mute aux sommes directes. <

Corollaire 6.30. Pour tout objet A dans APFais(8m/S ), le couple de foncteurs adjoints (— A A, Home (A, —))
est une adjonction de Quillen pour la structure stable sur Specth«(S).

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE— Le foncteur — A A préserve clairement les cofibrations stables.
Pour montrer qu’il préserve les équivalences stables, il suffit, en utilisant le lemme 6.27 et le corollaire
6.28, de remarquer que si W est un Q-spectre injectivement fibrant, alors Home (A, —) est un Q-spectre
injectivement fibrant. <
Proposition 6.31. Pour tout morphisme T N Ty dans la catégorie AOP?ais(Sm/SMS)t.f, il existe
un foncteur canonique Spectlr}i2 (S) 2, Spectl;i1 (S). Si 0 est une o-équivalence faible, alors 0* induit une
équivalence de catégories SHI2(S) = 8HIL(S).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Voir [Ja2, proposition 2.13, page 477]. <

1 oo
Définition 6.32. Pour tout schéma noethérien S, on pose SH(S) = Sj{gpl);loc) (S). On appelle SH(S) la
catégorie homotopique stable de S.

Lemme 6.33. Il existe un foncteur canonique SW(S) 2, SH(S). Pour tout (X,n) € SW(S), A(X,n)
est canoniquement isomorphe dans SH(S) a limage d’un T-spectre E tel que E; = TNEE) A X pour
k assez grand, les morphismes d’assemblages T N Ey, — Ep 1 étant les isomorphismes évidents pour k
assez grand. De plus, le diagramme suivant est commutatif (& isomorphisme canonique prés de foncteurs) :

H,(S) —= SW(S)

A
=5 i

SH(S)

DEMONSTRATION DU LEMME— C’est évident & condition de remarquer que pour tout T-spectre E, il
existe un morphisme canonique du T-spectre tronqué évident E' = (e,...,8,E,,E,,1,...) vers E, et que
ce morphisme devient un isomorphisme dans 8H(.S), ce qui résulte aussitdt des définitions. N
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Lemme 6.34. Pour tout objet (X,n) de SWtf(S) et tout T-spectre E. Il existe des isomorphismes
canoniques :

m(E)(X) = lim  Homy, s (TA(W) A, Eq) =~ Homygs(s)(A(X, n), E)

g>max (0,—n)

En particulier, le foncteur SW' (S) — SH(S) induit par X est pleinement fidéle.

DEMONSTRATION DU THEOREME — On peut clairement supposer que n < 0 et que E est o-flasque. Dans
ce cas, \(X(,n) = F_,X. Le foncteur F_,, : A°?Fais($m/Sy,;,), — Spect;(S) est un foncteur de Quillen

a gauche pour la o-structure sur A?Fais(Sm/S ), et la structure stable sur Spect}(S). Comme A®E
est un (-spectre, on a un isomorphisme canonique Homgsg¢(g)(F_,X, E) =, Homy, (5)(X, (AE)_,,).
D’apres le lemme 6.21, Homyy, (5) (X, (A®E)_,,) s’identifie & m,, (E)(X), d’ot le résultat. <

Les structures triangulée et monoidale symétrique sur $H(S)

Théoréme 6.35. SiT € A"pffais(Sm/SNis)if est tel que la permutation circulaire agisse trivialement
sur TAT AT dans H(S) [T, alors la catégorie SHL(S) admet une structure monoidale symétrique
canonique A telle que :
— Pour tous n,m € N et A, B € A?Fais(Sm/Sy,,)
SHL(S) :

o» il existe des isomorphismes canoniques dans

FrAANF,B2F,im(AAB)
— Pour tout T-spectre E et X € A°PFais(Sm/Sy,,)
SHL(S) :

. il existe un isomorphisme canonique dans

EASPX~EAX

— Pour toute famille (E,) de T-spectres et tout T-spectre F, le morphisme canonique suivant est

un isomorphisme :

acA

Ga(Ea ANF) — (GEs) AF
— BXT est inversible pour la structure monoidale sur SHZL(S).

PRINCIPE DE DEMONSTRATION DU THEOREME — Voir [Ja2] et [HSS]. Une méthode de démonstration
consiste a définir une autre catégorie de T-spectres : la catégorie des T-spectres symétriques Spect%(S ).
On peut définir sur cette catégorie plusieurs structures de catégorie de modeles fermée : projective, in-

jective, stable. On construit un couple de foncteurs adjoints (V,U) avec SpectZ(S) Y, Spect}.(9) et

Spect}(9) Y, Spect’(S). Pour la structure stable sur Spect?(S) et une structure*!) de catégorie de
modeles stable sur Spect}.(S), (V,U) est une adjonction de Quillen. La catégorie Spect’(S) posséde
une structure monoidale symétrique canonique*?) que ’on note A. On démontre que le bifoncteur dérivé
total & gauche de A induit une structure monoidale symétrique sur la catégorie homotopique stable des
T-spectres symétriques. Pour en déduire I'existence d’une structure monoidale symétrique sur 8HZ(.S)
bénéficiant des propriétés avancées, I’étape la plus délicate consiste & montrer que (V,U) est une équiva-
lence de Quillen. <

(41) Cette structure de catégorie de modeles sur SpectEL(S) possede les mémes équivalences stables que celle que nous
avons considérée, mais dans cette structure, les cofibrations sont les cofibrations projectives, et non les cofibrations injectives.

(42)Nous eussions pu définir la catégorie des T-spectres comme la catégorie des ®-modules & gauches dans la catégorie
des suites d’objets de A°P?Fais Sm/Sy,, , sur le monoide des “sphéres” § = (T"\"), oy, ® étant une structure monoidale
symétrique a préciser. L’obstruction a ’existence d’une structure monoidale symétrique sur SpectEI«(S) provient de la non-
commutativité du ®-monoide S. Les spectres symétriques s’obtiennent en considérant la catégorie Seq%(S) des suites
symétriques d’objets de A°?JFais Sm/Sy,, ,, c’est-a-dire des suites (Xn),cy d’objets de A°PFais Sm/Sy;, ., Xn étant
muni d’une action & gauche du groupe 3, pour tout n € N. Cette catégorie Seq%(S) possede aussi une structure monoidale
symétrique canonique ®. La suite symétrique des sphéres 8§ = (T/\”)neN (munie des actions évidentes) est encore un ®-
monoide. On peut donc définir Spect%(S) comme la catégorie des ®-modules a gauche sur le ®-monoide 8. Or, ce ®-monoide
8 est commutatif, ainsi, on obtient une structure monoidale symétrique A canonique sur Spect%(S).
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Pour tout morphisme E L, F dans Spect}.(S), on peut définir un T-spectre cone(f) en formant le
carré cocartésien suivant :

E—>EAA!

o
F —> cone(f)

De méme que pour la catégorie de Spanier-Whitehead, on peut définir une suite cofibre canonique :

E‘f>F*>C(3ne(f)—>E/\Ss1
Si f est de plus une cofibration injective, le morphisme évident cone(f) — F/E est une o-équivalence
stable, grace a la propreté a gauche de la structure stable sur Spect?ﬂ(S ).
On peut définir un foncteur —[1] = — A S : SHL(S) — SHL(S). On définit un triangle distingué
dans 8HZL(S) comme étant un triangle isomorphe & Iimage d'une suite cofibre dans SHZ (S). Avec ces
définitions, on a le théoreme suivant :

Théoreme 6.36. SiT € A"pf}"ais(Sm/SNis)if est tel que la permutation circulaire agisse trivialement
sur T AT AT dans HI(S) [T, alors la catégorie SHZL(S) munie du foncteur —[1] est une catégorie
triangulée. De plus, la structure triangulée est compatible avec la structure monoidale symétrique sur

SHL(S).

DEMONSTRATION DU THEOREME— Gréce au théoréme précédent, on sait que S} est inversible pour la
structure monoidale sur SHZ(S). On en déduit, de méme que pour la catégorie de Spanier-Whitehead,
que 8HZL(S) est une catégorie additive et que —[1] est une auto-équivalence de catégories. La vérification
des axiomes des catégories triangulées est alors similaire a celle du théoreme 5.15. <

Avec le théoreme 5.22, le théoreme précédent admet le corollaire suivant :

Corollaire 6.37. SWtf(S) est canoniquement équivalente a la sous-catégorie triangulée de SH(S) en-
gendrée par les objets Xp3Uy ou U € 8m/S. De plus, le foncteur SW(S) — 8IH(S) est monoidal.

Dimension cohomologique
Sl-spectres

On peut utiliser les constructions précédentes en mettant la structure simpliciale (i.e. la structure non
Al-localisée) sur A?Fais(Sm/Sy,,), et en posant T' = S!. On obtient ainsi la catégorie des Si-spectres,

notée Spectis: (S). La catégorie homotopique stable associée est notée 83—(:31 (S). Celle-ci est triangulée et
monoidale sy?nétrique.

Nous pouvons aussi noter SpN la catégorie des Sl-spectres ordinaires et SH' la catégorie homo-
topique stable(*?) des Sl.spectres ordinaires. On appellera simplement spectres les objets de SpN. Pour
tout k € Z, notons 7y, : SpN — Ab le foncteur qui a un spectre associe son k-ieme groupe d’homotopie
stable. On dispose d’'un foncteur “suspension infinie” > : A°?&ns — Sp'.

La catégorie Spectgi (S) est clairement isomorphe a la catégorie des faisceaux sur 8m/S ;. a valeurs

dans Sp".

Définition 6.38. Pour tout E € Spectgi(S) et n € Z, on note m,(E) le préfaisceau de groupes abéliens
(44)

sur 8m/Sy,, qui a U € Sm/S associe (S? ANU4,E). On appelle m,(E) le n-iéme préfais-

s1
SHE® (9)
ceau de groupes d’homotopie stable de E. On note 7, (E) le faisceau de groupes abéliens associé a my,(E).

Pour tout foncteur fibre @ : Fais(8§) — Ens, on peut définir de fagon évidente un foncteur “fibre”
® : Spect: (S) — Sp"'. On démontre facilement le lemme suivant en utilisant la méthode du corollaire
6.22, basée sur le théoreme de Brown-Gersten :

(43)La structure de catégorie de modeles que nous utilisons sur SpN est celle dont les équivalences faibles sont les
équivalences stables de spectres, dont les cofibrations sont les monomorphismes et dont les fibrations sont les morphismes
ayant la propriété de relevement a droite par rapport aux cofibrations stables triviales.

1
(449) Autrement dit, grace & ladditivité de la catégorie Sﬂ-(fs (S), il existe une structure canonique de groupe abélien
sur l’ensemble pointé 7, (E)(U4) intervenant dans la définition 6.20. On prendre garde & ne pas confondre la définition du
faisceau 7y, (E) et celle des foncteurs my, (E)(A), la derniére ne concernant que des objets pointés.
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Lemme 6.39. Soit E -2 F un morphisme dans Spectg}; (S). Les conditions suivantes sont équivalentes :

— f est une équivalence stable simpliciale ; '

- f induit un isomorphisme au niveau des préfaisceaur de groupes d’homotopie stable m,(E) ~ m,(F)
pour tout n € Z;

— f induit un isomorphisme au niveau des faisceaux de groupes d’homotopie stable 7, (E) ~ m,(F)
pour tout n € Z ;

— Pour tout foncteur fibre ® sur 8m/S ., le morphisme de spectres ®(E) — ®(F) est une équiva-
lence stable;

— Pour tout foncteur fibre ® dans un systéme conservatif de foncteurs fibres sur 8m/S y,,, le mor-
phisme de spectres ®(E) — O(F) est une équivalence stable.

On dispose aussi d’un foncteur spectre constant Sp" — Spectgl (S). En vertu du lemme précédent,
il transforme évidemment équivalences stables entre spectres en équivalences stables simpliciales.

Lemme 6.40. Pour tout U € 8m/S, le foncteur Sp' — Spectgg (S) qui a E associe EAU, admet pour
adjoint a droite le foncteur qui & un objet F € Spectg}(S) associe le spectre F(U). De plus, ce couple de
foncteurs adjoints forme une adjonction de Quillen pour les structures stables sur ces deux catégories.
On note H(U; —) : Sﬂ{ssi (S) — SH' le foncteur dérivé total a droite du foncteur “évaluation en U”
SpectE;(S’) — Sp". Pour tout E € Sp" et F e Spectgi(S’), on dispose d’un isomorphisme canonique :

Homggtor (E, H(U; F)) = Homsﬁfg(s)(E AU, F)
En particulier, pour tout n € Z, on a un isomorphisme canonique :

T (H(U; F)) = Homs:}cfé (S)(S;’ AUy F)

DEMONSTRATION DU LEMME — La vérification du fait qu’il s’agit d’une adjonction est immédiate. Pour
vérifier qu’il s’agit d’une adjonction de Quillen, il suffit de remarquer que — A U, préserve les mono-
morphismes et les équivalences stables. La derniere assertion provient des résultats généraux sur les
adjonctions de Quillen (cf. théoréeme 2.47). <

La suite spectrale de Bousfield-Kan-Brown-Gersten-Thomason-Nisnevich

On a besoin de supposer ici que S est de dimension de Krull finie. Le théoréme suivant permet de
relier les groupes d’homotopie globaux a la cohomologie des faisceaux de groupes d’homotopie locaux :

1
Théoréme 6.41. Alors, pour tout E € $H5- (S) et U € 8m/S, il existe une suite spectrale :

B = Y, (U3 7y (F) == Ta-p(H(U: F)) = Homg, oy (STPA U )

Les différentielles de cette suite spectrale sont de la forme d,. : EP — EPTmatr=1

PRINCIPE DE DEMONSTRATION DU THEOREME — On peut évidemment supposer que F est un faisceau
a valeurs dans la catégorie des spectres fibrants. On peut alors utiliser [Tho, proposition 1.36] ou [Nis,
théoréme 2.22, page 312]. La démonstration repose essentiellement sur deux ingrédients : la résolution de
Godement et la suite spectrale de Bousfield-Kan (cf. [BK]) pour un objet cosimplicial. La suite spectrale
de Bousfield-Kan donne un terme FEi, et l'utilisation de la résolution de Godement permet de faire
intervenir la cohomologie des faisceaux dans le calcul du terme Fj.

On peut construire cette suite spectrale de maniere un peu plus conceptuelle en utilisant la ¢-structure
homotopique définie par Fabien Morel (cf. [Mor2]). <

Définition 6.42. Soitn € Z.
— Soit E un objet de Sp™ (resp. SH'P ), on dit que E est n-connexe si pour tout k < n, m(E) =0;
1
— Soit E un objet de Spectgl(S) (resp. 835" (S)), on dit que E est n-conneze si pour tout k < n, le
faisceau 7, (E) est nul.

Corollaire 6.43. Soit E € Spectg;(S) un St-spectre n-connexe. Alors, pour tout U € 8m/S et tout

kE>dimU —n, Homsﬂfg ) (Us, S ANE) =0.
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DEMONSTRATION DU COROLLAIRE — Cela résulte aussitdt de la suite spectrale du théoréme 6.41, du
théoréme 1.42 sur la dimension cohomologique Nisnevich de U, et du fait que S} est inversible pour la

1
structure monoidale sur SH5* (S). <

Lemme 6.44. Pour tout ensemble simplicial pointé K, le spectre X°K est —1-conneze.

DEMONSTRATION DU LEMME — Cela résulte des théorémes de Van Kampen et d’Hurewicz. En effet, il
est bien connu que l'on a un isomorphisme (canonique au signe pres) C, (S A X) = C\(X)[—1] dans
D~ Ab pour tout ensemble simplicial pointé X 43, On en déduit que, si on note H,(Y;Z) = H, (C'* (Y))
pour tout ensemble simplicial pointé Y, on a Hy(ST A K;Z) = 0 pour tout ¢ < n. De plus, d’apres le
théoréeme de Van Kampen, ST A K est connexe et simplement connexe pour n > 2. D’apres le théoreme de
Hurewicz, m,(S? A X) = e pour n > 2 et 0 < ¢ < n. En passant & la limite, on obtient bien ’annulation
des groupes d’homotopie stable strictement négatifs de X*° K. <

A'-localisation des S!-spectres

Lemme 6.45. Notons ici C la catégorie SpectE; (S) munie de la structure stable simpliciale de catégorie
de modéles et €' la catégorie Spects: (S) munie de la structure stable A'-localisée. Notons G : € — €
et F: € — @ les foncteurs induits par le foncteur identité de Spectis: (S).

1 1
Alors, (G, F) est une adjonction de Quillen. On note Ly : Sﬂii_lOC(S) — 835 (S) le foncteur
dérivé total a droite de F : @' — € pour les structures de catégories de modéles envisagées.

DEMONSTRATION DU LEMME — Il s’agit essentiellement de montrer que dans Spectgi (S), une équi-
valence stable simpliciale est une A'-équivalence stable. On peut utiliser le critere du corollaire 6.28
qui ramene la question & celle de montrer qu’'un §2-spectre injectivement fibrant au sens A'-localisé est
un §)-spectre injectivement fibrant au sens simplicial, ce qui résulte tautologiquement du fait que dans
A°PFais(8m/S y,,) une équivalence faible simpliciale est une A'-équivalence faible. <

Dans la suite, on omet dans la notation le foncteur “dérivé” a gauche du foncteur G considéré dans
le lemme précédent.

Corollaire 6.46. Pour tous E € 89{5; (S) et F e Sﬁ}{zil‘iloc(S), on a une bijection canonique :
Homsﬂfg (S)(E,LAl F) = Homsj{sg (E7 F)

Alfluc(s)

1 1
De plus, le foncteur Ly : Sini_loc(S’) L 8HE (S) est pleinement fidéle.
Dans la suite de cette partie, par prudence, on suppose que S est de dimension de Krull finie.

Théoréeme 6.47. Soit E € SpectE;(S) un Sl-spectre n-connexe. Alors, LyiE est n-conneze.

DEMONSTRATION DU THEOREME— Voir [Mor2| pour le cas ou1 S est le spectre d’un corps parfait et
[Mor3] pour le cas général. <

Corollaire 6.48. Soit E € Spectgg (S) un Sl-spectre n-connexe. Alors, pour tout U € 8m/S et tout
k> dimU —n, Hom Ui, SEANE) =0.

s1
Al —loc

SH (S)(

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE— Comme S¥ est inversible pour la structure monoidale, il s’agit de

—k o 5. . N —k
montrer que HomS%zfl,loc(S) (Ss AUy, E) = 0. Ce groupe s’identifie & Homsg{:«g () (Ss AU, Ly E).

D’apres le théoreme précédent, L1 E est n-connexe. On peut conclure en appliquant le corollaire 6.43. <

Le théoréme de connectivité

Nous avons maintenant les moyens d’établir le théoreme suivant :
Théoréme 6.49. Pour tout X € 8m/S, F € APFais(8m/Sy,,),, M€ Z et n>dim X, on a :
Homsg{(s)(X+, S;L A Szn A Z]%??) =0
(45) Pour tout ensemble simplicial Y, Cy (Y) désigne le complexe associé par la méthode classique au groupe abélien

simplicial “libre” sur Y. Si Y est pointé par y, Cx(Y) est le quotient Cx (Y)/Cy(y). Il est aussi bien connu que le foncteur
Cy(—) (resp. Cx(—)) transforme équivalences faibles dans A°PEns (resp. A°PEns,) en quasi-isomorphismes.
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DEMONSTRATION DU THEOREME — La démonstration se fait en trois étapes. Les deux premiéres sont
la suite spectrale de Bousfield-Kan-Brown-Gersten-Thomason-Nisnevich et le théoreme 6.47. La derniere
étape consiste a montrer qu’inverser aussi G,, n’est pas génant. Remarquons que 1’on peut évidemment
supposer que m < 0.

D’apres le lemme 6.34, 'ensemble de morphismes Homgs(sy(Uy, S3 A Si* A F) s’identifie a la coli-
mite lim Homy, (s) (SgC ASEANU,L, SR A SET™ A ff"). La diagonale de N x N étant cofinale dans N, ce

k>>0

dernier groupe s’identifie & lim Homyy, (g (Sf ASE AU, STHF A Sf/“" A ?). A nouveau, le lemme
k,k'>>0
6.34 implique que ce groupe s’identifie & lim Homsws% () (Sf/ A Sfl AU, S’g““l A Stkurm A ?). On
k'>>0 Al —loc
en déduit qu’il suffit de montrer I'assertion suivante :

Assertion 1. SoitU € 8m/S et F € APFais(Sm/S y,,)
0.

. Pourtoutk > 0 etn > dimU, Hom__ s

(SFAS
S%Alfloc(s)

L’assertion 1 est vérifiée pour k = 0 d’apres le corollaire 6.48 et le lemme 6.44. Supposons maintenant
que k > 1. On sait qu’il existe un isomorphisme S* A SF = P*/PF=1 dans He(S). On en déduit I'existence

d’un triangle distingué de la forme suivante dans Si}{ii1 1oe(S)
Pl — Pk GF A S —— P
En appliquant —AU a ce triangle distingué, on obtient un autre triangle distingué dans 85—(2%7 1o (S)
(P! x U), — (P* x U) | —= Sk A SE AU, — (P x U) 1]

Comme U est noethérien, la dimension de Krull de P¥ x U (resp. P*~! x U) est dimU + k (resp.
dimU + k — 1). En utilisant les suites exactes longues associées au triangle distingué précédent et au

foncteur cohomologique Hom ,_ s (—;F), on obtient I’assertion 1, puisqu’elle est vraie pour P* x U

S%Alfloc(s)
et P¥=1 x U dans le cas ol la puissance de S} est 0. <
Corollaire 6.50. Pour tout X € 8m/S,, 3 € A®Fais(8m/Sy,,),, m € Z etn >dimX, on a :

HOmgg{(S)(X, S;L A Stm A Zﬁff ) =0

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE— Dans le cas ott dimX > dim S, on peut conclure en utilisant
le triangle distingué canonique SY Xy X S9[1] . Sinon, on montre facilement*%) que
X ~U; avec U € 8m/S et dimU < dim X, d’ott le résultat. <

Théories homologiques et cohomologiques

Construction de théories

Définition 6.51. Soit E € 8H(S). Pour tout F € 8H(S), p,q € Z, on pose :
Epvq(F) = HOmSg.((S)(F, SPa N E)
E,o(F) = Homsgss) (5", EAF)

Définition 6.52. On définit un foncteur —(1) : SH(S) — SH(S) en associant & E le spectre E A
(P!, 00)[—2] =2 E A X°°(Gyp, 1)[—1].

On en déduit I'isomorphisme :

E'(F) =~ Homgys)(F,E(q)[p])

(46) Pour cela, il faut supposer que S est connexe, cas auquel on se rameéne trivialement.
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Définition 6.53. Pour tous E € 8H(S), X € H(S), p,q € Z, on pose :
) = EVU(SH(XL)

Ep,q(x) = Ep,q(E]‘fﬁ (X4))

Triangles distingués dans SH(S)

Comme 8H(S) est une catégorie triangulée et monoidale symétrique, un triangle distingué donne
naissance a des suites exactes longues pour les théories homologiques et cohomologiques représentées par
un objet E € 8H(S) quelconque.

Théoréme 6.54.

— Pour tout recouvrement Nisnevich élémentaire (U, V) de X € Sm/S, il existe un triangle distingué
de Mayer-Vietoris généralisé canonique :

UxxV), —=U; ®Vy —= X, — (U xx V),[1]

— Pour toute immersion fermée Z 5 X dans Sm/S, il existe un triangle distingué de Gysin cano-
nique, N — Z désignant le fibré normal de i :

(X — Z)+ —— X, ——=Th(N) —— (X — Z)+[1]

— Pour toute immersion fermée Z 5 X dans 8m/S, si on note p : Xz — X Uéclatement de Z
dans X, il existe un triangle distingué canonique :

p L) —— 24 ®(Xz), — Xy ——p 1 (2),[1]

DEMONSTRATION DU THEOREME— Grace au lemme 5.16, on sait que tout carré homotopiquement
cocartésien dans A°?Fais(Sm/S y,,), pour la structure A'-localisée donne lieu & un triangle distingué de
SH(S). Le triangle de Mayer-Vietoris provient d’un carré tautologiquement homotopiquement cocartésien,

celui de Gysin du théoreme de pureté homotopique 4.11 et le dernier du théoreme 4.12. <

Remarque 6.55. Nous verrons que la cohomologie motivique (si S est le spectre d’un corps de carac-
téristique 0), la cohomologie étale, la K-théorie algébrique (si S est régulier) et la cohomologie singuliére
ordinaire (associée a un point complexe (ou réel) de S) sont des théories cohomologiques représentées par
des objets de SH(S). Ainsi, les triangles distingués du théoréme précédent donnent naissance a des suites
exactes longues pour ces théories.



CHAPITRE 7
La K-théorie algébrique

Il va maintenant s’agir de construire un P!-spectre qui représente la K-théorie algébrique dans 83(SS).
La K-théorie algébrique des schémas n’étant pas invariante par homotopie en général, nous devrons
supposer que S est régulier. Dans ce cas, nous donnerons une description géométrique de ce P!'-spectre &
partir de grassmanniennes infinies.

Construction et propriétés de la K-théorie algébrique
Définition
Rappelons rapidement comment Quillen définit la K-théorie algébrique d’un schéma X.
Définition 7.1.

(1) Soit A une petite catégorie exacte®”, on note QA la catégorie dont les objets sont les objets de
A et telle que si M et N sont deux objets de QA, alors ’ensemble des morphismes de M wvers
N dans QA soit l'ensemble des isomorphismes (dans A) de M wvers un sous-quotient admissible
de N, c’est-a-dire que Homga (M, N) est l'ensemble des classes d’équivalences de diagrammes

M~<2— P s N otiestun monomorphisme admissible et p un épimorphisme admissible,

les isomorphismes de tels diagrammes devant induire l’identité sur M et N. La composition des
fleches dans QA est obtenue par le procédé “évident”.

(2) Soit A une catégorie exacte, on pose K(A) = RQNQA,0)*) et pour tout n € N, on pose
Kn(A) = 1, (K(A)) = T (NQA, 0)(49).

La construction Q étant fonctorielle par rapport aux foncteurs exacts, les groupes de K-théorie des
catégories exactes le sont aussi. On montre que pour toute catégorie exacte A, Ko(.A) est un groupe
abélien et qu’il s’identifie au groupe de Grothendieck de A.

Définition 7.2. Pour tout n € N et tout schéma noethérien séparé X, on note G,(X) = K,(Coh(X)) et
Kn(X) = Ko (P(X)) ot Coh(X) désigne la catégorie abélienne des Ox -Modules cohérents et P(X) la sous-
catégorie exacte de Coh(X) formée par les O x -Modules localement libres. On note G(X) = K(Coh(X)) et
K(X) = K(P(X)).

Si f: X —Y est un morphisme de schémas, f* : P(Y) — P(X) est un foncteur exact, donc
induit un morphisme K(Y) — K(X) dans Hi”. De méme, si f : X — Y est un morphisme plat, alors
f* i Coh(Y) — Coh(X) est exact et induit donc un morphisme G(Y) — G(X). Ainsi, la K-théorie
est contravariante par rapport a tous les morphismes de schémas et la G-théorie est contravariante par
rapport aux morphismes plats entre schémas noethériens séparés.

Rigidification de la construction

Les paragraphes suivants ont pour but de définir un préfaisceau simplicial pointé F sur la catégorie
des schémas quasi-compacts tel que pour tout schéma quasi-compact X, RQ(F(X)) soit canoniquement
isomorphe & K(X) dans HL?P.

On dispose de la catégorie fibrée (cf. [SGA 1 VI]) des fibrés vectoriels (i.e. des Modules localement
libres de rang fini) sur la catégorie des schémas, c’est-a-dire, modulo le choix d’un clivage normalisé, de
la donnée, pour tout schéma X, d'une catégorie P(X) formée des O x-Modules localement libres de rang
C’est-a-dire que ’on se donne une classe de diagrammes 0 M’ : M M 0 que l'on ap-
pelle suites exactes courtes satisfaisant certains axiomes (cf. [Qui2]), les morphismes i et p apparaissant dans ces suites
exactes courtes étant respectivement appelés monomorphismes admissibles et épimorphismes admissibles.

(48)Le foncteur RO : Ht.‘)p — Hi()p désigne le foncteur dérivé total a droite du foncteur Q : A°PEnse — AP Ens,,
adjoint & droite du foncteur SI A —.

(49)Le foncteur N associe & une petite catégorie son nerf qui est un ensemble simplicial (cf. définition 2.50).

(47)

85
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fini et, pour tout morphisme de schémas Y — X, d’un foncteur u* : P(X) — P(Y), telle que pour tout
schéma X, Idy = Id p(x) et que pour tous morphismes composables u et v, on ait des isomorphismes

vt (uv)* vérifiant certaines relations de cocycles.

En appliquant la construction Q, on obtient encore une catégorie fibrée (X — QP(X)), donc quand
on applique le foncteur nerf N, on associe & tout schéma X un ensemble simplicial NQP(X) et & tout
morphisme de schémas Y — X un morphisme d’ensembles simpliciaux u* : NQP(X) — NQP(Y),
mais on n’a pas nécessairement v*u* = (uv)* pour tous morphismes composables u et v, néanmoins on
dispose d’une homotopie entre ces deux morphismes d’ensembles simpliciaux, ces homotopies étant de
surcroit soumises a certaines relations de cocycles.

Ainsi, pour construire un préfaisceau simplicial pointé F sur la catégorie des schémas dont les groupes

d’homotopie des sections sur tout schéma X s’identifient a sa K-théorie, il s’agit de rendre fonctorielle
une définition qui ne lest a priori que modulo des isomorphismes canoniques de foncteurs. Autrement
dit, nous allons rectifier un “pseudo-foncteur”.
Définition 7.3. Soit X un schéma quasi-compact. Construisons une petite catégorie P(X) de la facon
suivante. Un objet de P(X) consiste en la donnée d’un recouvrement owvert (Us),.; de X ou I est un
ensemble de la forme {1,...,n} pour un certain n € N, d’une famille d’entiers naturels (r;);.; et d'une
famille (Mij)(ij)eﬁ ot M; est une matrice de taille (rj,r;) a coefficients dans 'anneau T'(Uyj; Ox)®0,
telle que pour tout i € I, My; soit la matrice identité et que pour tous (i,j, k) € I3, on ait la relation
Mix|Uijie = Mjg|Usji % Mij|Usjk.

On sait qu’a une telle donnée, on peut associer un O x-Module & (bien défini a isomorphisme unique
pres) tel que E|U; = Oy, et que la matrice M;; décrive lisomorphisme O?}U — O;}U qui résulte de ces
identifications.

Un morphisme entre deuz objets de P(X) est alors, par définition, un morphisme entre les Ox-
Modules qui leur sont canoniquement associés.

Soit Y - X un morphisme entre deuz schémas quasi-compacts. Nous allons définir un foncteur
P(X) == P(Y) de la fagon suivante. A tout objet (U;),cr. (ri);cr (Mij)(i,j)eﬁ de P(X), on associe
lobjet de P(Y') correspondant aux données (ufl(Ui))ieI, (ri)icrs (Mij)(ij)eﬂ ot My; est la matrice
obtenue en appliquant le morphisme canonique I'(U;j; Ox) — F(u‘l(Uij); Oy) auz coefficients de M;;.
Au niveau des morphismes, on munit u* de la structure de foncteur évidente P(X) ~— P(Y).

Le lemme suivant est trivial :

Lemme 7.4. Pour tout schéma quasi-compact X, Idx : P(X) — P(X) est le foncteur identité et pour
tout diagramme 7 ——Y ——= X dans la catégorie des schémas quasi-compacts, les foncteurs v* o u*
et (uowv)* sont égaux. De plus, pour tout schéma quasi-compact X, la catégorie P(X) est munie d’un
objet nul particulier correspondant a l'unique objet (Us);cr, (7i);cr (Mij)(ij)eﬁ de P(X) tel que I = {1}
et 1 = 0, ces objets nuls particuliers étant compatibles auzx foncteurs images Téciproques.

On peut ainsi poser la définition suivante pour laquelle on rappelle que la catégorie P(X) est munie
d’une structure de catégorie exacte en décrétant qu'une suite de O x-Modules localement libres de rang

fini 0 - & — & — & — 0 est exacte sl s’agit d’une suite localement scindée de Modules pour la
topologie de Zariski sur X.

Définition 7.5. On note F le préfaisceau simplicial pointé qui a un schéma quasi-compact X associe
Uensemble simplicial NQP(X) pointé par lobjet nul canonique de P(X). Si S est un schéma noethérien
séparé, on note encore F le préfaisceau simplicial pointé sur 8m/S obtenu par restriction.

(50) Comme de coutume, on pose U;; = U; NUj et Uy = U; NU; N Ug.
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Localisation

Théoréme 7.6. Soit S un schéma noethérien séparé. Pour tout schéma X € 8m/S tel que X soit diviso-
riel®V) | alors le morphisme canonique K(X) — (RQ o RT)(X;F)52) est un isomorphisme dans HY?. De
plus, si X est régulier, RT(X;F) est conneze, c’est-a-dire que le morphisme évident F(X) — RT(X; F)
est un isomorphisme dans HLP.

DEMONSTRATION DU THEOREME — En paraphrasant le théoreme 3.18 (i.e. en modifiant convenablement
les hypotheses et la conclusion pour se limiter aux schémas divisoriels), il s’agit de montrer que le pré-
faisceau simplicial G := Q(Fx>(F))®53) possede la propriété de Mayer-Vietoris généralisée dans le sens
restreint suivant : pour tout recouvrement Nisnevich élémentaire (U — X;V — X)) dans Sm/S, avec
X et V divisoriels (donc U et X — U aussi), le diagramme suivant est homotopiquement cartésien :

5(X) S(U)

.

G(V) —=G(U xx V)

Ce fait provient des résultats de Thomason et Trobaugh dans [TT]. En effet, ils construisent une
K-théorie des complexes parfaits, équivalente a la K-théorie de Quillen pour les schémas divisoriels, et
établissent le théoreme de localisation [T'T, théoréme 7.4] qui, joint au théoréme d’excision [T'T, théoréme
7.1] permet de conclure.

Pour X régulier, on peut se “passer” de la théorie de Thomason-Trobaugh et utiliser & la place le
théoréme de localisation [Qui2, proposition 3.2, paragraphe 7] pour la G-théorie, en utilisant I’équivalence
faible K(Y) ~ G(Y") pour Y régulier (cf. [Qui2, paragraphe 7.1]). On montre alors que F vérifie la propriété
de Mayer-Vietoris généralisée sur 8m/X, d’ou le résultat, avec en prime la connexité de RT'(X;F). <«

Notation 7.7. Pour tout schéma noethérien séparé X et n € N, notons KZ(X) le n-iéme groupe de
K-théorie algébrique de Thomason-Trobaugh de X.

Corollaire 7.8. Soit S un schéma noethérien séparé. Pour tout X € 8m/S et n € N, il existe un
isomorphisme canonique de groupes®Y :

KZ(X) = HomHos,.(Sm/SNm) (Sg A X+’ R}COT)’L. (S;’ Sr))

De plus, il existe un morphisme canonique KZ(X) — Homyy, (g) (Sg A X4, RHom, (551,97)) et les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Ce morphisme est bijectif pour tout n € N et X € Sm/S';
(2) pour tout schéma X € 8m/S et n € N, le morphisme évident K, (X) — K, (AX) est bijectif ;

(3) pour tout schéma X € 8m/S, affine sur SpecZ, et n € N, le morphisme K,(X) — K, (Aﬁf)
est bijectif.

En particulier, pour S régulier, K,(X) = K} (X) = Homg, (s)(S? A X4+, RHom, (SL, F)).

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE — Le fait que pour tout X € 8m/S et n € N on ait un isomorphisme
canonique KX (X) = HomHOSY.(Sm/SMS) (S;‘ A X4, RHom, (SS}, 3")) résulte des arguments donnés dans
la démonstration du théoreme précédent.

La fleche canonique KZ (X) — Hompy, (g (S;‘ AN X4+, RHom, (S;, 3")) s’obtient en appliquant le fonc-
teur Ho, o (8m/S ;) — He(S) aux éléments de Homyy,, | (8m/Sy.) (87 A X4, RHom,(S1, F)). L’équi-
valence entre les trois conditions envisagées résulte essentiellement des différentes caractérisations des
objets Al-locaux (cf. lemmes 3.26 et 3.22), 'argument supplémentaire & ajouter étant qu'un morphisme

(51) Cest-a-dire que I'on demande que X admette une famille ample de © x-Modules inversibles, la définition de cette
notion se trouvant dans [SGA 6 II 2.2.4]. Tout schéma quasi-projectif sur un schéma affine vérifie cette propriété, ainsi
que tout schéma régulier séparé d’aprés [SGA 6 II 2.2.7.1].

(52)RF(X; —) désigne le foncteur dérivé total & droite du foncteur “sections sur X”, pour la structure simpliciale de
catégorie de modeles sur A°PFais Sm/Sy,, .- On peut évidemment étendre ce foncteur aux préfaisceaux simpliciaux
pointés en composant avec le foncteur faisceau associé.

(53) Bz>° désigne ici une résolution fibrante dans la catégorie de modeles A% Ens,.

(54)

La structure de groupe sur le membre de droite est induite par la structure naturelle de co-groupe de S} dans HLP.
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de Groupes § — H dans HL? est un isomorphisme si et seulement si pour tout n € N, l'applica-
tion 7m,(G) — 7, (H) est bijective. On montre ainsi que (1), (2) et (3) sont équivalentes au fait que
RHome (51, F) soit un objet Al-local de Ho, o (Sm/S ;).

La derniere assertion résulte de l'invariance par homotopie de la G-théorie (cf. [Qui2, proposition
4.1, paragraphe 7). <

Remarque 7.9.

Les conditions équivalences du corollaire précédent ne sont pas vérifiées pour un schéma de base S
arbitraire. Par exemple, si S = Spec (k[e]/e?) avec k un corps, la fleche évidente Ki(S) — Ki(AY) n'est
pas bijective. En effet, ce morphisme de groupes abéliens admet comme facteur direct’®™) le morphisme
(k[e}/sQ)X — ((k‘[e]/EQ)[T])>< qui n’est pas surjectif.

Le théoréme de périodicité

Rappelons le théoreme fondamental suivant sur la K-théorie algébrique :

Théoréme 7.10. (Théoréme du fibré projectif) Soit X un schéma noethérien et & un Ox-Module lo-
calement libre de rang v € N. Notons 7 : P(€) — X le fibré projectif associé a & et o le morphisme

r—1
défini par la “formule” a(xg, ..., xr_1) = in X Op(ey(—i). Alors, le premier morphisme ci-dessous est
=0

un isomorphisme dans HLP, et le second Uest aussi si de plus X est divisoriel (ou si X est arbitraire et
que K désigne la K-théorie de Thomason-Trobaugh) :

[[6X)—2~GEE) [ KX 2= KE(E)
1=0 1=0

DEMONSTRATION DU THEOREME — La démonstration pour la G-théorie se trouve dans [Qui2, proposi-
tion 4.3, paragraphe 7]. Pour la K-théorie de Thomason-Trobaugh, c’est le théoréme [T'T, théoreéme 4.1],
ce qui implique le résultat pour la K-théorie de Quillen dans le cas des schémas divisoriels. <

Théoréme 7.11. Soit S un schéma noethérien séparé. Alors, il existe un isomorphisme canonique®®)
RQ(F) ~ RHoma ((P', 00), RQU(F)) dans Ho, o(Sm/Sy,;,) ou F est le préfaisceau simplicial de la défini-
tion 7.5.

DEMONSTRATION DU THEOREME — Comme nous allons le voir, il s’agit d’une conséquence formelle du
théoréme du fibré projectif. Notons X un remplacement simplicialement fibrant de RQJF ot F est le faisceau
simplicial de la définition 7.5. Il est clair que X induit un Groupe dans la catégorie Hog o(8m/S v, ).
dont on pourrait montrer qu’il est abélien.

Si n € Z, pour tout X € $m/S, le foncteur P(X) — P(P%) qui & & associe € X O(n) induit
un morphisme d’ensembles simpliciaux K(X) — K(]P%(), bien défini & homotopie pres. La méthode de

rigidification que nous avons employée permet de construire facilement un morphisme & Sn, Hom, (IP’_l‘_, F )
dans A°Fais(8m/Sy,,), qui corresponde aux morphismes d’ensembles simpliciaux précédents. Plus
précisément, le bifoncteur P(X) x P(X) — P(P%) qui a (€, ¢&’) associe EXO @ &' K O(—1) induit, pour
tout X € 8m/S, un morphisme d’ensembles simpliciaux pointés F(X) x F(X) — F(P%). On en déduit
un morphisme de faisceaux simpliciaux pointés F x F — Hom, (IP’}F,S'“), ce qui donne un morphisme
K x K - Home (PL,K) dans APFais(8m/S y,,), (bien défini & homotopie pres).

Dans le cas du fibré vectoriel trivial de rang 2, le théoreme du fibré projectif peut se reformuler en
disant que le morphisme o est un isomorphisme dans Ho, o(8Sm/S y,.)-

Si P! est pointé par co, le morphisme évident PL — P! dans Fais(8m/Sy,,), induit un mor-
phisme Hom, (P*, K) L, Homa (PL,X) dans A°?Fais(8m/S y;,). On définit un morphisme canonique
Home (]P’l, fK) Y, % dans Ho, «(8m/Sy;,) en posant ¥ = pry o a~ ! o 3. Nous allons montrer que ¥ est

un isomorphisme.

(55)On peut montrer que si A est un anneau, alors K1 (A) est abélianisé du groupe linéaire infini GL (A) qui contient
A* comme facteur direct fonctoriel sur A. Autrement dit, K;(A) = H1(GLx (A); Z).
(56)11 a quand méme fallu faire un choix de signe.
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Considérons la suite cofibre évidente S? —== P} ——pl dans A°?Fais(8m/Sy;,),- 1l est fonda-

mental de remarquer que la fleche S? =, IP’EL admet une rétraction canonique. En appliquant le foncteur
home(—,X) : (A"p?ais(Sm/SNis).)Op — A%Ens,, cette suite cofibre donne naissance & des suites
exactes longues d’homotopie associée a une fibration d’ensembles simpliciaux. L’existence de la rétraction
implique que ces suites exactes longues dégénérent en des suites exactes courtes (scindées) de la forme
suivante, pour tout X € Sm/S et n € N :

0 — 7 (Home (P, K) (X)) —— 7, (Home (P, K) (X)) —— mp (K(X)) —0

Le morphisme o induit un isomorphisme 7, (K(X)) x 7, (X(X)) == m, (Homa (P}, K)(X)). 1 est
clair que sous cette identification, le morphisme d’inclusion de la suite exacte courte précédente identifie
Tn (Home (P!, K) (X)) au noyau du morphisme 7, (K(X)) x m, (K)(X) — 7, (K)(X) qui & (z,y) associe
x +y. On en déduit que la projection de ce noyau sur le premier facteur m,(X)(X) est bijective, c’est-
a-dire que D’application 7, (Home (P!, X)) (X) — m,(X)(X) induite par ¥ est bijective. Ainsi, ¥ est un
isomorphisme dans Ho, o(8m/S ), d’ou le résultat. <

Grace au corollaire 7.8, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 7.12. Pour tout schéma S noethérien régulier et séparé, il existe un spectre K € 8H(S) tel
que pour tout schéma X € 8m/S et p,q € Z on ait un isomorphisme canonique de la forme suivante,
avec Ki(X)=0sii<0 :

K?1(X) = Kaq—p(X)

Remarque 7.13. Sans hypothése de régularité sur S, on a quand méme des résultats du méme type,
pourvu que l'on prenne des coefficients autres que Z (cf. remarque 7.9). Ainsi, si S est un schéma noe-
thérien et G un groupe abélien, il existe un spectre K(—; G) € 8H(S) tel que KP1(X;G) = Ki_p(X;G)

pour tout X € 8m/S dans le cas ou G = Z/nZ avec n inversible sur S ou G = Z{ﬂ avec p nil-

potent sur S, les groupes KE (X;G) étant ceux définis dans [T'T, paragraphe 9.3, page 376]. Par exemple,
K(—;Z/nZ) € 8H(S) est construit a partir de la cofibre homotopique de la multiplication par n dans
un spectre (non A'-local) représentant la K-théorie algébrique (de Thomason-Trobaugh). Ces groupes de
K-théorie avec coefficients sont naturellement reliés aux groupes de K-théorie usuels via des théorémes
des “coefficients universels”.

Grassmanniennes et classifiants du groupe général linéaire

Il va maintenant s’agir de donner une interprétation géométrique du spectre représentant la K-théorie
algébrique. Pour cela, nous allons commencer par rappeler comment on peut définir les grassmanniennes,
puis nous tenterons d’expliquer pourquoi elles sont liées a la K-théorie algébrique (au moins pour S
régulier).

Grassmanniennes

Soient d,r € N. On considere le schéma affine Vg, ~ A4+ igse sur SpecZ. Pour tout anneau
commutatif A, on identifie les points V. (A) & 'ensemble des matrices de taille (d 4 r,d) a coefficients
dans A. Plus précisément, pour tout schéma X, on a une bijection canonique entre Vg ,.(X) et I’ensemble
des morphismes de O x-Modules de OdX vers O‘)i(“. On note Uy, le sous-schéma ouvert de Vy, qui en
tant que faisceau sur la catégorie des schémas pour la topologie de Zariski est le faisceau associé au
préfaisceau qui & un schéma X associe l’ensemble des morphismes de Ox-Modules de 0% vers Og;”
admettant un inverse & gauche. Ainsi, pour tout schéma X, Uy ,(X) s’identifie & ’ensemble des sous-
Ox-Modules de O%™" localement libres et localement facteurs directs de rang d, munis d’une base. On
dispose d'une action a droite évidente de GLq4 sur V; . laissant stable 'ouvert Uy .. On peut montrer que
le faisceau Zariski quotient Ug,/GLg est représentable par un schéma Grg,, lisse sur SpecZ, que Pon
appelle grassmannienne des sous-espaces linéaires de dimension d dans 1’espace affine de dimension d + 7.

Le schéma GRrg, représente le foncteur qui a un schéma X associe I'ensemble des sous-O x-Modules
L de OF™ tels que 04" /L soit localement libre de rang 7.

Les fonctions qui a un sous-Ox-Module L de Ogl;”” localement facteur direct de rang d associent
La{0} C OdXH xOx = O[)i;”"“ pour tout schéma X induisent une immersion fermée Grg, — GRg 41
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qui est aussi induite par un morphisme GLg-équivariant Uy, — Uy 41 apres passage au quotient par
GLg4. De méme, I'application L — Ox @ L induit une immersion fermée Grq, — GR144,r-

Définition 7.14. Pour tout schéma noethérien S, on note GRq o la colimite (dans Fais(8m/Sy,,))

lim Grg,.. On note GRoo oo la colimite lim GRa,00- On pose aussi GLy = lim GLg ot les morphismes de
reN deN deN

schémas en groupes GLg — GL14 sont induits par application qui a une matrice inversible A associe
1 0

(b 4)

Classifiants des GL, pour d € NU {c0}

Définition 7.15. Soit M un monoide. On note BM [’ensemble simplicial NM ou M est la catégorie a
un objet canoniquement associée a ce monoide. Si M est un monoide simplicial (i.e. un Monoide dans
la catégorie A°PEns ou un objet simplicial & valeurs dans la catégorie des monoides), alors on note
BM Uensemble simplicial diagonal de Uensemble bisimplicial n — B(M,,). Autrement dit, (BM), =
(B(M,))

On prolonge évidemment cette définition aux catégories de faisceaux d’ensembles (simpliciaux).

La proposition suivante contient un certain nombre de faits non triviaux concernant la K-théorie
algébrique :

n

Proposition 7.16. Pour tout anneau A, on note M(A) le monoide simplicial | ],y BGL4(A) dont la
loi est induite par la somme directe des matrices. Alors, il existe un homomorphisme canonique dans
H.? | induisant un isomorphisme en homologie singuliére :

BGLu(A) x Z — RQ(BM(A))

On note BGL (A) la “composante neutre” du Groupe RQ(BM (A)). Enfin, il existe un isomorphisme
canonique de groupes, pour tout anneau commutatif A et tout entier n € N :

K, (Spec A) = m, (BGLZ (A) x Ko(A))

On peut rigidifier la définition de BGL;7 et on supposera dorénavant que l’on a un morphisme
BGL,(A) — BGLI (A) dans A°&ns, fonctoriellement pour tout anneau A.

Pour tout schéma noethérien S, on note BGLy, et BGLZ les préfaisceaux simpliciaux X +——
BGL. (A'(X)) et X — BGLZ (A'(X)) et on a un morphisme canonique de préfaisceaux simpliciaux
BGL,, — BGL.

Proposition 7.17. Pour tout schéma noethérien S, le morphisme BGLy — BGLY est une Al-
équivalence faible dans Ho, o (8M/S ;).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Il suffit de montrer que pour tout anneau A le morphisme
d’ensembles simpliciaux (SingAlBGLoo)(A) — (SingAlBGL;)(A) est une équivalence faible. Pour

X e {BGLOO, BGL;}7 SingAlﬁC(A) est 'ensemble simplicial diagonal de ’ensemble bisimplicial n ——
X(A[To, ..., T.)/ (X1 Ti — 1)). Pour tout anneau B, le morphisme BGL« (B) — BGLZ (B) induit un
isomorphisme en homologie singuliere, ainsi, en utilisant par exemple la suite spectrale d’un bicomplexe,
on obtient que (SingAlBGLOO) (A) — (SingAlBGLjo) (A) induit un isomorphisme en homologie sin-
guliere.

D’apres le théorie des “obstructions”, pour montrer qu un morphisme d’ensembles simpliciaux pointés
X — Y induisant un isomorphisme en homologie singuliére est une équivalence faible, il suffit de montrer
que X et Y sont des espaces connexes abéliens (i.e. leur groupe fondamental est abélien et agit trivialement
sur les groupes d’homotopie supérieurs). On peut montrer (cf. [And, paragraphe 2]) que B(}L;ro ale type
d’homotopie faible d’un préfaisceau de groupes simpliciaux, donc SingAlBGLi‘O aussi, et par conséquent
SingAlBGLio (A) est un espace connexe abélien.

Il ne parait pas évident a priori de mettre une structure de H-monoide sur SingAlBGLOO(A).
Néanmoins, on peut définir une multiplication p sur le faisceau simplicial BGL, en prenant 'image par
le foncteur B du morphisme de faisceaux de groupes GLy, X GL,, — GL, obtenu en faisant passer a
la limite inductive les morphismes de schémas en groupes GL,, x GL, — GLy,~—— GL,, qui &
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un couple de matrices inversibles (A4, B) associent la matrice M telle que :
Mo 1951 =A4;; V1<i,j<n

My 25 = By Vi<i,j<n
M =1 Vk>n
My =0 sinon

On voudrait étre capable montrer que p fait de SingAlBGLOO(A) est un H-monoide (commuta-
tif) en construisant des systémes compatibles de Al-homotopies pointées traduisant I’associativité, la
commutativité et l'existence d’un élément neutre pour la loi u sur BGL,, mais il n’est pas néces-

saire d’en faire autant. Comme il s’agit de vérifier que m; (SingAlBGLOO(A),o) agit trivialement sur
Tn, (SingAlBGLOO(A),o> pour tout m > 1, et que tout élément dans ces groupes d’homotopie pro-

vient d’un élément dans un groupe d’homotopie de SingAlBGLn pour n assez grand, il suffit®?) de
construire des systémes non nécessairement compatibles de A'-homotopies pointées définies sur les fais-
ceaux simpliciaux BGL,, dont BGL, est la limite inductive filtrante, ce qui donnerait des systémes non
nécessairement compatibles de A'-homotopies pointées pour les faisceaux simpliciaux SingAlBGLn. En
restreignant les valeurs de n a certaines classes de congruences modulo des puissances de 2 et en utilisant
le fait que toute matrice de permutation paire dans GL4(Z) est un produit de transvections, on obtient
les Al-homotopies pointées voulues, exactement de la méme maniere que celle qui permet de montrer que
la permutation circulaire sur (Pl)/\3 est Al-homotope a l'identité (cf. lemme 5.6). <

Compte tenu du fait bien connu que pour tout anneau local A, Ko(A) = Z, on a déja vu que BGL} xZ
représentait la K-théorie algébrique (de Thomason-Trobaugh) dans Hog o(Sm/S y;;,), et dans He(S) si S
est régulier. La proposition précédente implique que BGL, X Z représente la K-théorie algébrique dans
H,(S) si S est régulier. Enfin, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 7.18. Pour tout schéma noethérien S, il existe un isomorphisme canonique dans He(S) :
GRoo,00 = BGL

Plus précisément, on a des isomorphismes canoniques GRy,oc ~ BGLqy pour tout d € N.

PRINCIPE DE DEMONSTRATION DU THEOREME— Pour justifier 'existence d™un isomorphisme dans
H,(S) entre Gry oo et BGLg4, nous nous contenterons de l'argument heuristique suivant : en topolo-
gie algébrique, si G est un groupe, on peut construire le classifiant de G (i.e. un objet isomorphe &
BG dans HL? ) en prenant l’espace de base B d’un G-fibré principal E — B dans Top tel que E
soit contractile. Ici, par définition, Uy o — GRg 00 est un GLg-torseur (Zariski). Nous allons seulement
montrer que la fleche Uy o, — @ est une Al-équivalence faible, ce qui est quand méme une étape tres

importante pour démontrer le théoreme (cf. [M'V, proposition 3.7, page 138]). La partie intéressante du
raisonnement suivant est essentiellement celle de [Morl, lemme 4.2.5, page 60]. On veut montrer que

SingAl(Udm) — e est une équivalence faible simpliciale. Pour cela, il suffit de montrer que le mor-

phisme Uy ~, — ® possede la propriété de relevement & droite par rapport aux morphismes de la forme

|OA™[qe X Spec A — |A"[ . X Spec A pour tout schéma affine Spec A € $m/S et tout entier n € N.
A A

Il faut alors revenir & la définition de |OA™| e, - Notons A ’anneau(®® des morphismes de faisceaux
A
|8A”|A.1 x Spec A — AL. On a un morphisme évident |3A"|A.1 x Spec A — Spec A dans la catégorie
A A

Fais(8m/Sy,,). En fait, on a méme la factorisation suivante :

\aAn\% x Spec A —~ Spec A — Spec (A[To, ..., T,]/ (X ig Ti — 1)) = |AR‘A;1 x Spec A

Donnons nous donc un morphisme [0A™| . X Spec A 2, Uqg,r pour un r € N. Commencgons par
Al

montrer que ¢ se releve en un morphisme de source Spec A. Comme Uy, est un sous-schéma ouvert du

(57) Je remercie Fabien Morel de m’avoir expliqué cet argument.
(58)Intuitivement, A est Panneau des familles de fonctions sur les faces de |6A”|A.1 X Spec A qui coincident sur les
A

“Intersections” deux-a-deux.
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schéma affine V., on voit qu'il existe un unique ¢’ rendant le diagramme suivant commutatif :

|aA”|AZﬂ1 x SpecA Spec A

lw Lp/

Ud,r —— Vd,r

Montrons que ¢’ se factorise par Uy . Pour cela, il suffit de montrer qu’ensemblistement I'image de ¢’ est
dans 'ouvert Ug,,. Maintenant, notons (F;);c(  ,y les “n + 1-faces de |8A”|A.1 x Spec A7, c’est-a-dire
et A

que F; = Spec (A[Ty, ..., T,]/(T;, > o T; — 1)) et que I'on a des morphismes canoniques F; — Spec A,
se factorisant par |A"| As x Spec A. Par définition, le morphisme |_|?=0 F; — Spec A est schématiquement
dominant, donc surjectif, car son image est la réunion des images des morphismes F; — Spec A, dont
on vérifie facilement que ce sont des immersions fermées. Or, I'image de chaque face F; dans Vj, est
contenue dans U, par hypothese, ainsi ¢’ se factorise bien en un morphisme Spec A — Uy, toujours
noté ¢'.

On s’est donc ramené & montrer que le morphisme Uy o, — ® posséde la propriété de relevement
a droite par rapport au morphisme Spec A — |An|A§1 x Spec A. On peut montrer, mais ce n’est pas

trivial®®), que Spec A — |A™|,. «Spec 4 €t une immersion fermée. Il suffit donc de montrer le lemme
Al

suivant :

Lemme 7.19. Soit B — A un morphisme surjectif d’anneauxr commutatifs, avec B noethérien. Alors,
Vapplication Uy o (Spec B) — Uy 0o (Spec A) est surjective.

DEMONSTRATION DU LEMME— On rappelle que pour tout anneau C, U, (SpecC) s’identifie & 'en-
semble des morphismes de C-modules C¢ — C%" qui sont Iinclusion d’un C-module localement fac-
teur direct. Par transposition, Ug,(SpecC) s’identifie & ’ensemble des morphismes surjectifs de C-
modules C%" — C?. Sous ces identifications et le lemme de Yoneda, I'immersion fermée canonique
Ugqr — Uqgry1 correspond a l'application qui & un morphisme surjectif ¢4t — 04 associe le mor-

phisme composé (yd+r+1 Cd+r ¢d ot le morphisme C%t7+1 — 97 est la projection sur
les d + r premiers facteurs.

Soit z un élément de Uy, (Spec A) c’est-a-dire un morphisme surjectif de A-modules A%+ - A9,
On peut choisir des relevements dans B des coefficients de la matrice associée a x, il existe ainsi un
morphisme de B-modules B4+" -, B? tel que y ®g A = x. Le noyau I du morphisme B — A est
un B-module de type fini. Il existe donc un entier & € N et un morphisme B* — I C B? tel que le
morphisme évident BH7tF =, B4 soit surjectif. On vérifie facilement que I'image de z € Ud.r+k(Spec B)
dans Uy 41 (Spec A) est I'image de x par 'application évidente Uy, (Spec A) — Uy, r4+1(Spec A), ce qui
permet de conclure. <

<

Corollaire 7.20. Pour tout schéma régulier noethérien et séparé S, il existe un Q-spectre BGL € 8H(.S)
tel que pour tout n € N, BGL,, soit canoniquement isomorphe dans Hqe(S) ¢ GRoo 00 X Z et tel que l'on ait
un isomorphisme canonique BGIL ~ RHom(SS1 A S,},IBGL) dans 8H(S), de sorte que pour tous p,q € Z
et X € 8m/S, on ait une bijection canonique :

BGL”(X) = Kag—p(X)

(59)On serait tenté d’utiliser [Morl, lemme 2.2.24, page 27|, mais malheureusement, il manque une petite hypothése
pour que ce lemme soit parfaitement juste.



CHAPITRE 8

Motifs

Nous allons maintenant tenter de construire la cohomologie motivique dans le contexte de la catégorie
homotopique stable des schémas. On suppose que S = Speck ou k est un corps. Nous commencerons
par introduire les outils nécessaires pour construire la catégorie triangulée des motifs effectifs sur k de
Voevodsky, dont la construction repose beaucoup sur I’étude cohomologique des préfaisceaux Nisnevich
avec transferts. Une fois ce cap passé, nous pourrons procéder a la construction des analogues parfaits en
théorie homotopique des schémas des spectres d’Eilenberg-MacLane intervenant en topologie algébrique.
Pour établir que le spectre Hy obtenu est un Q-spectre (représentant ce que 1’on appelle la cohomologie
motivique), nous devrons utiliser le théoreme de Friedlander-Voevodsky disant que le twist de Tate est
un foncteur pleinement fidele dans la catégorie des motifs effectifs géométriques. Enfin, nous étudierons
quelques propriétés de la cohomologie motivique et nous montrerons que la cohomologie étale est aussi
représentée par un spectre de SH(k).

Préfaisceaux et faisceaux Nisnevich avec transferts

Rudiments de théorie des intersections et catégorie SmCor(k)

Définition 8.1. Soit k un corps et X, Y deux objets de Sm/k. On note Cor(X,Y) le groupe abélien libre
sur l’ensemble des sous-schémas fermés intégres Z de X X Y tels que la premiére projection Z — X
soit un morphisme fini et surjectif sur une composante conneze de X. On appelle Cor(X,Y) le groupe des
correspondances finies de X vers Y.

Il va maintenant s’agir de construire une catégorie SmCor(k) dont les objets seront les objets de
&m/k et telle que pour tous X et Y dans SmCor(k), Homg,,corx)(X,Y) = Cor(X,Y).

Définition 8.2. Soit X un schéma®?). On appelle cycle algébrique sur X un élément du groupe abélien
libre sur l’ensemble des sous-schémas fermés intégres de X. On note Cycl(X) ce groupe abélien. Si
Z — X est une immersion fermée, on note [Z] € Cycl(X) la somme ) mpF ou I désigne I’ensemble
des composantes irréductibles de Z et ot mp désigne la longueur de 'anneau local (artinien) de Z au
point générique de F' € I.

Ainsi, si X et Y sont deux objets de 8m/k, Cor(X,Y) est un sous-groupe de Cycl(X X; Y). Nous
allons maintenant rappeler quelques propriétés de fonctorialité des cycles algébriques.

Lemme 8.3. (Image réciproque pour les morphismes plats) Soient X et Y deux schémas, si X 7,

est un morphisme plat, il existe un unique morphisme de groupes f* : Cycl(Y) — Cycl(X) tel que pour
tout sous-schéma fermé Z de Y, on ait la formule :
2] = 1Z xy X]
De plus, siY 2> Z est un autre morphisme plat, alors on a I’égalité (go f) = frog*.

DEMONSTRATION DU LEMME — Voir [Ful, lemme 1.7.1, page 18]. <

Lemme 8.4. (Image directe) Soit X v un morphisme de type fini. Pour tout sous-schéma fermé
intégre Z de X tel que le morphisme Z — 'Y soit propre, on pose f[Z] = dz[f(Z)] ot dz désigne le degré
de Uextension de corps k(Z)/k(f(Z)) si celle-ci est finie et 0 sinon. On note f, le morphisme de groupes
a valeurs dans Cycl(Y') obtenu en prolongeant cette application par linéarité au sous-groupe engendré par
de tels [Z]. En particulier, si f est propre, f. définit un morphisme de groupes Cycl(X) ELR Cycl(Y)

De plus, si X —25 Y est un autre morphisme de type fini, dans la formule (fog), = fxogs, le membre
de gauche est défini si et seulement le membre de droite l’est, et dans ce cas il y a égalité.

(60)Dans cette partie, le mot “schéma” désignera un schéma noethérien et séparé.
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DEMONSTRATION DU LEMME — La fonctorialité résulte immédiatement de la multiplicativité du degré
des extensions de corps, le fait que les ensembles de définition de (f o g), et f. o g, coincident résultant
des propriétés formelles des morphismes propres (cf. [EGA II 5.4]). <

Lemme 8.5. (Changement de base) On se donne un carré cartésien de schémas, ot f est un morphisme
plat :
f/

Y ——

ip/ ip
f
X —X

\ \ z - * - s .y 7 -
La ot py est défini, pl, o f'" Uest aussi, et on a l’égalité suivante :

piof”=f op.

Définition 8.6. Soit X € Sm/k connexe. On se donne deuz sous-schémas fermés intégres Z et Z'. On
dit que Z et Z' s’intersectent proprement si les composantes irréductibles C de Z N Z' sont toutes de
dimension dim Z +dim Z’ — dim X (i.e. il y a égalité dans la formule dim C' > dim Z + dim Z’ — dim X ).
Onpose Z-7Z' =% ~i(C; Z - Z")[C] € Cycl(X) ou C parcourt les composantes irréductibles de Z N Z' et
ot i(C; Z - Z') est Uentier (strictement positif) donné par la formule des Tor de Serre. Cela signifie que
si on note A Uanneau local régulier de X au point générique de C, et si J et J sont respectivement les
idéaux premiers de A correspondant a Z et Z', alors on a l’égalité suivante ou Lg(—) désigne la longueur
d’un élément du groupe de Grothendieck des A-modules de longueur finie :

oo
i(C;Z-2") =g <Z (—1)*Tor;} (A/7, A/H))
q=0
A partir de cette définition, si X € Sm/k, on peut définir de méme la notion d’intersection propre de
deuz cycles x et y appartenant ¢ Cycl(X) et définir par bilinéarité le produit d’intersection - qui est un
morphisme de groupes d valeurs dans Cycl(X) défini sur le sous-groupe de Cycl(X)®z Cycl(X) engendré
par les [Z] @ [Z'] avec Z et Z' deux sous-schémas fermés intégres de X s’intersectant proprement.

L’associativité du produit d’intersection (quand cela a un sens) résulte essentiellement de 1’associati-

L
vité du produit tensoriel total ® et des diverses suites spectrales qui en découlent.

Proposition 8.7. Soient X, Y et Z trois objets de Sm/k. On se donne des correspondances finies ¢ €
Cor(X,Y) et i € Cor(Y,Z). Notons pryo: X X Y X Z — X X, Y, pros3 : X X3 Y X, Z — Y %, Z
et prig: X Xg Y X Z — X Xy Z les projections. Alors, les cycles pri 5 et pr3 33 s’intersectent pro-
prement, on note ¥ * p € Cycl(X XY X Z) leur intersection. On peut définir 1/) op = PT1,3*(¢ * ),
c’est-a-dire que :
Yop=npris ((0ri29) - (prss¥))
Cette définition fait de SmCor(k) une catégorie additive.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Il s’agit essentiellement de montrer que les cycles intervenant
dans le produit d’intersection figurant dans la définition de la composition des correspondances finies
s’intersectent proprement. La démonstration est ce point est facile et résulte du fait simple suivant : si
X — S est un morphisme fini surjectif, alors dim X = dim S. Ensuite, la méthode de démonstration
est la méme que celle de [Ful, proposition 16.1.11], a la différence qu’ici nous n’avons pas besoin de
quotienter les groupes de cycles algébriques par 1’équivalence rationnelle, étant donné que les cycles que
nous intersectons s’intersectent toujours proprement. <

Définition 8.8. Grace au produit externe de cycles algébriques, on peut définir une structure monoidale
symétrique, notée — x — sur SmCor(k) qui, au niveau des objets de SmCor(k), correspond au produit
dans la catégorie Sm/k.

Préfaisceaux avec transferts

Définition 8.9. Soit k un corps. Un préfaisceau avec transferts sur k est un foncteur additif de la
catégorie SmCor(k)° wvers la catégorie des groupes abéliens Ab. Un préfaisceau avec transferts sur k est
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appellé faisceau Nisnevich avec transferts si le préfaisceau induit sur la catégorie Sm/k est un faisceau pour
la topologie de Nisnevich. On note PreFais(SmCor(k)) la catégorie des préfaisceaur avec transferts sur k
et Faisnis(SmCor(k)) la catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts sur k. On dit d’un préfaisceau
F avec transferts sur k qu’il est invariant par homotopie si pour tout X € 8m/k, le morphisme évident
FX)—TF (A}() est un isomorphisme, et d’un faisceau Nisnevich avec transferts qu’il est invariant par
homotopie s’il l’est en tant que préfaisceau avec transferts.

Définition 8.10. Pour tout X € Sm/k, on note L(X) le préfaisceau avec transferts Cor(—,X). On
dispose d’un morphisme canonique X — L(X) dans la catégorie des préfaisceauz d’ensembles sur Sm/k.
Ce morphisme s’obtient en associant d un morphisme de schémas dans Sm/k le cycle de son graphe. De
méme, on a un foncteur évident Sm/k — SmCor(k).

Un des ingrédients principaux de la démonstration du lemme suivant est la descente étale des schémas
finis (cas particulier de la descente fidélement plate des Modules quasi-cohérents [SGA 1 VIII]).

Lemme 8.11. Pour tout X € 8m/k, Cor(—, X) = L(X) est un faisceau pour la topologie étale sur Sm/k.

Lemme 8.12. Soit (Y 2, X) € Counis(X) un recouvrement Nisnevich dans Sm/k. Alors, le com-

plexe suivant est exact dans la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur Sm/k pour la topologie de

Nisnevich :
pri—Dprs

S L(Y xx Y) L(Y) —2 > L(X) 0

DEMONSTRATION DU LEMME — [VSF, proposition 3.1.3, chapitre 5, page 199] N

On peut montrer que ce lemme implique le corollaire suivant :

Corollaire 8.13. Les catégories PreFais(SmCor(k)) et Faisnis(SmCor(k)) sont abéliennes et le fonc-
teur d’inclusion de Faisy;s(SmCor(k)) dans PreFais(SmCor(k)) admet un adjoint & gauche exact ap-
pellé “faisceau Nisnevich avec transferts associ€¢”. De plus, si F est un préfaisceau avec transferts sur k, le
faisceau Nisnevich sous-jacent au faisceau Nisnevich avec transferts associé a F s’identifie canoniquement
au faisceau associé au préfaisceau sur Sm/k induit par F. Autrement dit, la formation du faisceau associé
“commute” au foncteur d’“oubli des transferts”.

Théoréeme 8.14. (Voevodsky) On suppose que F est un préfaisceau Nisnevich avec transferts sur k,
invariant par homotopie. Alors, an;sF est invariant par homotopie et la fleche évidente az 4, F — an;isF
est un isomorphisme.

Si k est parfait, alors pour tout entier i € N, le préfaisceau X —— Hﬁws (X;anisTF) est naturellement
muni d’une structure de préfaisceau avec transferts invariant par homotopie. De plus, le morphisme
évident Hy,, (X azq,-F) — HYy;, (X;anisF) est un isomorphisme. En particulier, la sous-catégorie plei-
ne HI(k) de Faisn;s(SmCor(k)) formée des faisceaux Nisnevich avec transferts invariants par homotopie
est une catégorie abélienne et le foncteur d’inclusion de HI(k) dans Faisn;s(SmCor(k)) est exact.

DEMONSTRATION DU THEOREME — [VSF, théoréme 3.1.12, chapitre 5, page 205] <

Définition 8.15. Soit F un préfaisceau de groupes abéliens sur Sm/k. Pour tout X € 8m/k, on note
Cy(F) le compleze de Moore associé au groupe abélien simplicial ?(X X A:&l), Si F est un préfaisceau
avec transferts, alors Cy(F) est un complexe de préfaisceaux avec transferts.

Lemme 8.16. Soit F un préfaisceau avec transferts sur k. Alors, les préfaisceaux et les faisceauz d’ho-
mologie de Cy(F) sont invariants par homotopie.

DEMONSTRATION DU LEMME — D’apres le théoréme 8.14, il suffit de montrer que les préfaisceaux d’ho-
mologie de C,(F) sont invariants par homotopie, ce qui est classique [VSF, proposition 3.5, chapitre 3,
page 97]. <

Théoréme 8.17. Soit k un corps parfait et F un préfaisceau avec transferts sur k. Si an;sF = 0 alors
azqarCiF est un compleze exact de faisceaur Zariski.

DEMONSTRATION DU THEOREME — [VSF, proposition 5.2, chapitre 4, page 157] <
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La catégorie triangulée des motifs effectifs DM/ (k)

Dans toute cette partie, on suppose que k est un corps parfait. Nous allons rappeler la construction
de la catégorie triangulée des motifs (mixtes) effectifs DM (k) de Voevodsky, ce qui nécessite I'utilisa-
tion de plusieurs théorémes de [VSF]. Puis, aprés avoir étudié quelques propriétés de DM (k), nous
montrerons comment comparer certains ensembles de morphismes dans DM (k) et dans H, (k)

Définitions

Définition 8.18. La sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée D™ (Faisn;s(SmCor(k))) formée
des complezes dont les faisceauzr de cohomologie sont dans HI(k), c’est-a-dire invariants par homoto-
pie, est motée DMfff(k). D’apreés le théoréme 8.14, DMfff(k) est une sous-catégorie triangulée de

D~ (Faisnis(SmCor(k))). On appelle DM (k) la catégorie triangulée des motifs effectifs sur k.

Lemme 8.19. Pour tout X € 8m/k et K € D™ (Faisnis(SmCor(k))), on a un isomorphisme canonique,
pour tout q € 7 :

HomD_("faisNis (SmCor(k)))(L(X)7 K[(JD = H(JZ\MS (X7 K) = Hq(RF(Xa K))

DEMONSTRATION DU LEMME— On commence par le cas ot K est un complexe concentré en degré
0. En prenant une résolution injective(®?) I* de ¥ := HO(K) dans Faisyis(SmCor(k)), on remarque
qu’il suffit de montrer que pour tout objet injectif I de Faisy;s(SmCor(k)), le faisceau Nisnevich induit
par I est acyclique pour le foncteur “sections sur X” pour tout X € 8m/k. D’aprés le lemme 1.40, il
suffit de montrer que pour toute immersion ouverte U — V dans 8m/k, application I(V) — I(U)
est surjective. D’apres le lemme de Yoneda, cela résulte aussitot du fait que le morphisme de faisceaux
L(V) — L(U) soit un monomorphisme, ce qui se vérifie facilement.

On peut généraliser ce résultat aux complexes (bornés supérieurement) arbitraires de faisceaux avec
transferts en utilisant le théoréeme 1.42 de finitude de la dimension cohomologique Nisnevich des schémas
dans 8m/k qui implique la convergence des suites spectrales permettant de se ramener au cas précédent.

Définition 8.20. Si K est un complexe dans Faisy;s(SmCor(k)) borné supérieurement, on note Cy(K)
le compleze total du bicomplexe de terme général Cp(K,).

Théoréme 8.21. Le foncteur K — C,(K) préserve les quasi-isomorphismes de complexes bornés su-
périeurement dans Faisn;s(SmCor(k)). De plus, pour tout compleze K dans Faisn;s(SmCor(k)) (borné
supérieurement), les faisceauz de cohomologie de C,(K) sont invariants par homotopie. On en déduit que
C, induit un foncteur RC, : D™ (Faisnis(SmCor(k))) — DM (k) qui est triangulé. De plus, RC,
est le foncteur adjoint & gauche du foncteur d’inclusion DM (k) — D™ (Faisnis(SmCor(k))). Enfin,
RC, identifie DM (k) a la catégorie triangulée quotient D™ (Faisnis(SmCor(k)))/A, oi A est la plus
petite sous-catégorie triangulée strictement pleine de D™ (Faisn;s(SmCor(k))) stable par la formation des

sommes directes représentables dans D™ (Faisnis(SmCor(k))), stable par facteurs directs et contenant
les complexes de la forme L(AY) — L(X) pour tout X € 8m/k.

DEMONSTRATION DU THEOREME — Dans une catégorie abélienne, un morphisme de complexes est un
quasi-isomorphisme si et seulement son céne est un complexe acyclique. Comme la formation du cone
commute & I’application de tout foncteur additif, pour montrer que C} préserve les quasi-isomorphismes de
complexes bornés supérieurement de faisceaux Nisnevich avec transferts, il suffit de montrer que si K est
un complexe acyclique de faisceaux avec transferts borné supérieurement, alors le complexe de faisceaux
Nisnevich (avec transferts) C, K est acyclique. Les préfaisceaux de cohomologie de C, K s’obtiennent en
appliquant C, aux préfaisceaux de cohomologie de K, ces derniers ayant un faisceau associé nul pour la
topologie Nisnevich, on a gagné grace au théoreme 8.17.

Il en résulte un foncteur triangulé RC, : D™ (Faisy;s(SmCor(k))) — D™ (Faisn;s(SmCor(k))).
Gréace au lemme 8.16 et & la suite spectrale d’un bicomplexe, le théoréme 8.14 implique que C,(K) €
DM (k) pour tout complexe K € D™ (Faisyis(SmCor(k))). Ainsi, on a bien défini un foncteur RC, :
D™ (Faisnis(SmCor(k))) — DM (k).

Les autres énoncés figurant dans ce théoréme sont établis dans [VSF, proposition 3.2.3, chapitre 5,
page 209]. <

(61) Fais ngs (SmCor(k)) possede assez d’injectifs d’apres les résultats de [Grot).
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Définition 8.22. On définit le foncteur “motif” SmCor(k) M, DM (k) par la formule M(X) =
C(L(X)). On note DM;,J;f(k) la. sous-catégorie triangulée karoubienne de DM/ (k) engendrée par les
motifs de variétés lisses sur k. La catégorie DM;fnf(k) est appelée la catégorie triangulée des motifs
effectifs géométriques.

Grace notamment au théoréeme précédent, on peut montrer qu’il existe une structure monoidale
symétrique naturelle @ sur DM/ (k) telle que le foncteur M : SmCor (k) — DM (k) soit monoidal
symétrique. <

Un lien entre DM/ (k) et H,(k)

Nous allons maintenant étudier certaines relations entre les catégories DM (k) et Hy (k).

Théoréme 8.23.
— Soit K un objet de comp_ (Faisn;s(SmCor(k))). On note encore par abus K le faisceau simplicial
(de groupes abéliens) sur 8m/S obtenu en appliquant la correspondance de Dold-Kan. Alors, le
faisceau simplicial SingAl (K) est un objet Al-local de Hog o(Sm/k y,,)-
— Pour tout entier g € N et tout X € Sm/k, il existe des isomorphismes canoniques :

HE%S(X; C*K) = HOmDMiff(k)(M(X)7C*K[—q]) = HOmH.(k)(Sg A\ X+,K)

— Pour tout morphisme K L, K' dans comp_ (Faisnis(SmCor(k))), [ est une A'-équivalence faible
dans A°PFais(8m/ky,,), si et seulement si le morphisme Cu K — C,K' est un isomorphisme

dans DMfff(k‘) (i.e. si c’est un quasi-isomorphisme de faisceaux Nisnevich).

DEMONSTRATION DU THEOREME — Le fait que H! (X;C,K) = Homy ), er7 ) (M(X), C.K[—q]) pour
tout ¢ € N, X € 8m/k et K € comp  (Faisyis(SmCor(k))) résulte aussitot du lemme 8.19 et du
théoreme 8.21. D’apres le théoreme d’Eilenberg-Zilber généralisé (cf. [GJ, théoreme 2.4, page 205]), on
1
a un quasi-isomorphisme canonique de complexes de (pré)faisceaux C, K =~ SingA K (avec les abus
de notations signalés précédemment). Ainsi, d’apres le théoréme 3.66, on a un isomorphisme canonique
H! (X;C.K) = HomHOSY.(Sm/kMS) (S;I ANXy, SingAlK). Or, d’apres la généralisation évidente (via
la suite spectrale d’hypercohomologie) aux complexes de faisceaux Nisnevich avec transferts du théoreme
8.14, les préfaisceaux avec transferts Hy? (X;C,K) sont invariants par homotopie. Il en va donc de

méme pour les groupes Homyy (sm/s )(Sg A X+,SingA1K>, ce qui montre que SingAlK est Al-
s, Nis :

local, et que par conséquent on a un isomorphisme canonique Hy? (X, C,K) = Hompg, s)(S? A X, K).
Le dernier énoncé résulte aisément des autres. <

Spectres d’Eilenberg-MacLane et cohomologie motivique

Dans cette partie, on fixe un corps parfait k.

Prolongement du foncteur L

Pour pouvoir définir le spectre Hy, représentant la cohomologie motivique, nous allons avoir besoin

de prolonger un petit peu le foncteur L : 8m/k — Faisy;s(SmCor(k)). En fait, nous allons le prolonger
a toute la catégorie Fais(Sm/ky,,) :
Proposition 8.24. Il existe un foncteur L : Fais(Sm/ky,,) — Faisnis(SmCor(k)) (unique a isomor-
phisme canonique pres) commutant aux limites inductives et prolongeant le foncteur L précédemment
défini sur 8m/k. De plus, comme foncteur & valeurs dans la catégorie des faisceaur de groupes abéliens
sur Sm/ky,., L commute aussi auzx limites inductives. Enfin, L est le foncteur adjoint & gauche du
foncteur d’oubli des transferts et de la structure de groupe Faisyis(SmCor(k)) — Fais(Sm/k ;).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — On a déja vu avec le corollaire 8.13 que le foncteur d’oubli
des transferts de la catégorie Faisn;s(SmCor(k)) vers la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur
8m/ky,;, commutait aux limites inductives. Ainsi, il ne reste qu’a montrer que le foncteur d’oubli U :
Faisnis(SmCor(k)) — Fais(8m/ky,,) admet un adjoint & gauche et que celui-ci prolonge le foncteur
L précédemment défini sur 8m/k. Il s’agit de montrer que pour tout F € Fais(Sm/ky,,), le foncteur
qui & Y € Faisnis(SmCor(k)) associe Hom%is(sm/kms)(?,U(H)) est représentable par un objet de
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Faisnis(SmCor(k)). Dans le cas ou F = X € 8m/k, ce foncteur est visiblement représenté par L(X).
Comme tout faisceau sur 8m/k,,, est limite inductive de tels faisceaux et que Faisy;s(SmCor(k))
admet des limites inductives, on obtient que I’adjoint & gauche L de U est défini sur toute la catégorie
Fais(8m/ky,,), d’ou le résultat. <

Définition 8.25. Pour tout F € Fais(Sm/ky,,),, on pose L(F) = L(F)/L(e) € Faisyis(SmCor(k)).

1 résulte de la proposition précédente que le foncteur L : Fais(Sm/ky,;,), — Faisnis(SmCor(k))
commute aux limites inductives et que c’est le foncteur adjoint & gauche du foncteur d’oubli des transferts
Faisnis(SmCor(k)) — Fais(Sm/ky,),-

Un exemple important de faisceau pointé sur lequel il est utile que le foncteur L soit défini est donné
par le lemme suivant, qui est trivial :

Lemme 8.26. Soit X € 8m/k et (U;);c; une famille finie de sous-schémas de X . Si pour tout ¢ # J C I,
n U; € 8m/k, alors le faisceau pointé X/(U;c; Ui) est dans Spc ok~ De plus, L(X/ (User Us)) s’identifie
jeJ
canoniquement au quotient L(X)/ (3 ,c; L(U;)).
Proposition 8.27.
(1) Pour tous faisceaux F et G dans Fais(8m/ky;,,), il existe un morphisme Z-bilinéaire canonique
L(F) x L(S) — L(F x G) ;
(2) pour tous faisceauzx pointés F et G dans Fais(Sm/ky,,),, il existe un morphisme canonique
L(F) NL(G) — L(F AG) dans Fais(8m/ky,,), ;
(3) pour tout faisceau F dans Fais(Sm/ky,,), il existe un morphisme canonique I — L(F) dans
Fais(8m/ky,;,) ;
(4) pour tout faisceau pointé F dans Fais(Sm/ky,,),, il existe un morphisme canonique § — L(F)
dans Fais(Sm/ky,,),-

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Il suffit de faire passer & la colimite les morphismes déja définis
dans le cas ot F et G sont dans Sm/k. <

Comportement homotopique du foncteur L : Fais(Sm/ky,,), — Faisnis(SmCor(k))

Définition 8.28. Soit I € Fais(Sm/ky,,),, on dit que T est schématique si I est isomorphe a un
Jfaisceau pointé de la forme X/(U;c; Us) € Spc.lk ot (Us);c; est une famille finie de sous-schémas de

X € 8m/k telle que pour toute partie non-vide J C I, ﬂ U; soit dans Sm/k.
jeJ
Remarquons que la catégorie des espaces pointés schématiques est stable par les opérations V et A.
Théoréeme 8.29. Soit f : X — Y un morphisme dans Fais(8m/ky,,), entre espaces schématiques. Si
f est une A'-équivalence faible, alors L(f) : L(X) — L(Y) est une A'-équivalence faible.

PRINCIPE DE DEMONSTRATION DU THEOREME — Compte tenu de la proposition 8.27, si f est une Al-
équivalence d’homotopie pointée (par exemple le morphisme évident (A}F) A X — X pour tout X €
Fais(8m/ky,,),), alors L(f) est aussi une Al-équivalence d’homotopie, donc en particulier une Al-
équivalence faible.

Ensuite, en introduisant un ensemble adapté d’“extensions anodines” (plus grand que celui de la
définition 3.53), on peut construire une variante Fz’ du foncteur Fz>° de la définition 3.51 telle que
toute A'-équivalence faible f entre espaces pointés schématiques induise une A'-équivalence d’homotopie
pointée Ex’'(f), ce qui se fait de fagon similaire au lemme d’acyclicité 5.23.

On se ramene ainsi & montrer que pour tout espace pointé schématique X, le morphisme canonique
X — E2/(X) induit une A'-équivalence faible L(X) — L(E2’(X)). Enfin, on utilise essentiellement le
fait (cf. théoreme 8.23) que si f est un morphisme dans Fais(Sm/k ), , alors L(f) est une Al-équivalence
faible si et seulement si C,L(f) est un isomorphisme dans DM/ (k) (i.e. un quasi-isomorphisme de
faisceaux Nisnevich) et le fait que C, : comp  (Faisys(SmCor(k))) — comp_ (Faisn;s(SmCor(k)))
préserve les quasi-isomorphismes (cf. théoréme 8.21), pour montrer qu'il suffit d’établir que pour tout
morphisme f parmi nos extensions anodines, le morphisme [~/( f) est un monomorphisme et le morphisme
C,L(f) est un quasi-isomorphisme, ce qui n’est pas excessivement compliqué. <
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Le théoreme de Dold-Thom et les spectres d’Eilenberg-MacLane

Avant de définir le spectre Hz représentant la cohomologie motivique, commencgons par étudier le
cas classique.

Définition 8.30. Soit X un ensemble pointé. On note Symm™ X le produit symétrique infini de X, c’est-

a-dire lim (X™/%,), Uaction de ¥, étant action évidente par permutation, les morphismes de transition
neN

étant induits par Uapplication qui d un n-uplet associe le (n + 1)-uplet obtenu en rajoutant le point-base de
X. Symm™ X est naturellement muni d’une structure de monoide commutatif dont on note (Symm"cX)+
le groupe abélien symétrisé. Cette définition se prolonge évidemment a la catégorie A°PEnNSs,.

Théoréeme 8.31. (Dold-Thom) Soit X € A°PEns,. Alors, il existe un isomorphisme (non canonique)
dans HY? :
(Symm=x)* ~ [ K(ﬂn(X;Z),n)
neN

DEMONSTRATION DU THEOREME — Commencons par I’observation suivante, qui est triviale :
Lemme 8.32. Pour tout ensemble pointé (X, x), il existe un isomorphisme canonique de groupes abé-
liens :
(Symm™(X,z))" = ZX ) Zx
D’apreés la correspondance de Dold-Kan, (Symm™ (X, z))" ~ F(C‘*(X)) dans HLP. Comme la caté-

gorie abélienne des groupes abéliens est de dimension cohomologique 1, on peut montrer qu’il existe un
isomorphisme (non canonique) dans D=°(Ab) entre C, (X) et H H,,(X;Z)[n], d’ou le résultat d’apres le

neN
théoreme 2.66. 4

Corollaire 8.33. Pour tout n € N, il existe un isomorphisme canonique dans HLY? -
(Symm>(S!))" ~ K(Z,n)

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE— Il ne reste qu’a montrer que 'isomorphisme construit dans le
théoreme précédent est bien canonique. En effet, dans le théoréeme précédent, on a utilisé le fait que pour
tout complexe K € D(Ab) ot D(Ab) désigne la catégorie dérivée de la catégorie des groupes abéliens,
il existe un isomorphisme non canonique K ~ [[ ., HI(K)[—q] dans D(Ab). Il est clair que la non-
canonicité de cet isomorphisme est mesurée par I’ensemble des automorphismes de K dans D(Ab) agissant
trivialement sur les objets de cohomologie. La non-canonicité de ’isomorphisme est donc mesurée par le
groupe [ ez Exty, (HT™ (K), HY(K)) qui est évidemment trivial dans le cas particulier considéré. <

Définition 8.34. Pour tout n € N, on pose :
K(Z(n),2n) = i((PR oo)An)

On définit le spectre d’Eilenberg-MacLane Hy, comme étant le (]P’l7 oo) -spectre tel que pour toutn € N,
(Hz), = K(Z(n),2n) et tel que les morphismes d’assemblages soient donnés par le diagramme commutatif
suivant ot i désigne le morphisme canonique (Pl,oo) — f/(IP’l,oo) et ou p est le morphisme “produit
externe de cycles” de la proposition 8.27, pour tout n € N :

(P!, 00) A (Hz), — (Hz),,,

“w
inId

L(P*,00) A K(Z(n),2n)

Remarque 8.35. La définition de Hy, est analogue o la construction “produit symétrique infini” (complété
en groupes) intervenant dans le théoréme de Dold-Thom. En effet, si X est un schéma lisse sur k,
L(X,)(Speck) s’identifie canoniquement au groupe abélien libre sur Uensemble des points fermés de X,
c’est-a-dire ce que l’on peut attendre d’un honnéte produit symétrique infini complété en groupes.
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Pourtant, d’autres constructions tres similaires ne fonctionnent pas, et c’est ce qui distingue la défini-
tion précédente de celles-ci. Ainsi, par exemple, si on considére les faisceaux Nisnevich constants K(Z,d)
pour tout d € N ot K(Z,d) est un ensemble simplicial pointé dont lunique groupe d’homotopie non tri-
vial est le d-ieme qui s’identifie a Z, alors, on ne peut pas espérer former de P'-spectre intéressant en les
mettant ensemble, puisque tout morphisme de la forme P! A K(Z,d) — K(Z,d') est trivial dans He(S)
pour tous d,d" € N. En effet, RQp K(Z,d') est l'objet nul de Hq(S), la raison principale pour cela étant
que la cohomologie des faisceaux constants est inintéressante en topologie de Nisnevich (de méme qu’en
topologie de Zariski). Néanmoins, nous verrons que lutilisation de cette méme idée en topologie étale
permettra de montrer que la cohomologie étale est représentée par un objet de SH(k).

Comparaison avec la topologie

H
On a vu qu’en topologie algébrique (cf. théoréme 2.66), il existait une adjonction DSO(,Ab) = HiP |

M
H étant I’adjoint & droite de h7|(62), H.’P étant une catégorie d*“espaces” (A homotopie pres) et DSO(Ab)
une catégorie de “coefficients” (a quasi-isomorphismes pres). Dans ce contexte, pour construire un objet de
H. représentant le foncteur “cohomologie singuliere & coefficients dans Z, en degré n € N”, 'adjonction
que nous venons de rappeler implique (cf. corollaire 8.33) qu'il suffit de choisir une sphere S de dimension

n et de lui appliquer le foncteur H o M, c’est-a-dire de prendre la complétion en groupes de son produit
symétrique infini. On a ainsi H*(X;Z) = Homyyor (X, [H o I\~/|} (S))

Comme Suslin ’a remarqué en premier pour définir une homologie des schémas, ’analogie est parfaite
avec le cas des schémas lisses sur k. En effet, la catégorie d’espaces HLP est remplacée par la catégorie
homotopique H, (k) (ou 8H(k)), et DM (k) (ou une de ses variantes) va remplacer D=°(Ab) comme
catégorie de “coefficients”. Nous avons défini un foncteur L : Fais(8m/ky,,), — Faisnis(SmCor(k))
dont nous avons établi quelques bonnes propriétés homotopiques (au moins si on se restreint & certains
espaces que nous avons appelés schématiques). Ce foncteur nous permettra de définir un foncteur “motif”
(réduit) M qui & un espace schématique pointé associera un motif effectif dans DM (k). De plus, on
a construit une propriété d*“adjonction” dans le théoreme 8.23. De méme qu’en topologie, nous pouvons
appliquer le foncteur H o M & une sphere de dimension n dans He (k) pour former un “K(Z,n)” et par
suite définir un spectre Hy, représentant ce que I'on appelle la cohomologie motivique, analogue au spectre
représentant la cohomologie singuliere dans SH .

Cependant, contrairement au cas classique, il existe plusieurs objets a priori non isomorphes(®®) de
8H (k) méritant de s’appeller “sphere de dimension 2n” : S27, ..., (IP’I)A", oo SEA(A™ —0), S27.

Nous allons maintenant étudier plus en détails ce spectre Hy.

Cohomologie motivique

Nous allons commencer par montrer qu’il existe plusieurs descriptions équivalentes du P!-spectre
H, ce qui nous permettra de comprendre pourquoi la quasi-inversibilité d’un certain objet Z(1) pour la
structure monoidale symétrique de DM, ;,J;f (k) implique formellement que Hy soit un Q-spectre, quand k
est un corps parfait(64.

Définition 8.36. Soit X € Fais(8m/ky,,), un espace schématique pointé, on note M(X) Uobjet de
DM;,{lf(k) donné par la formule M(X) = C,L(X). L’objet M(X) est le motif réduit de X. Pour tout
n € N, on pose

Z(n) = M((Pl)m) [~2n]

On a vu avec le théoreme 8.29 que le foncteur motif réduit I\~/|(—) transformait A'-équivalences faibles
(entre espaces schématiques pointés) en isomorphismes dans DM (k) et transforme le produit A (entre
espaces schématiques pointés) en le produit ® dans DM, geTJ;f (k). Ce résultat est 'ingrédient majeur de la
démonstration du lemme suivant et de son corollaire :

(62) Ce foncteur est induit par le foncteur qui & un ensemble simplicial associe son complexe singulier (normalisé) réduit.
(63)Par exemple, si k est un sous-corps de R, grace & la remarque 8.58 & venir, on peut montrer que pour tout n € Z,

les objets S™9 =S¢ A S , sont deux-a-deux non isomorphes dans SH(k).
qe
(64)En effet, la quasi-inversibilité de Z(1) était connue jusqu’a trés récement seulement sous I’hypothese de la résolution

des singularités, mais cette hypotheése a été supprimée dans [Voe3].
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Lemme 8.37. Pour tout espace pointé schématique X et n € N, il existe un isomorphisme canonique
dans DM;T{@f (k) : B B
M(X)[n] = M(|ST[ A X)

Corollaire 8.38. Pour tout n € N, il existe des isomorphismes canoniques dans DM (k)

Z(n) = M(SP)[-n]
= (IP"/]P’" 1) 2n]

= M( An/(A” —0))[-2n]
De plus, pour tous n,m € N, on a un isomorphisme canonique Z(n + m) = Z(n) ® Z(m).

Le théoreme 8.23 admet la généralisation naturelle suivante :

Proposition 8.39. (“Adjonction”) Pour tout espace schématique pointé X, tout entier ¢ € N et tout
objet K € comp_ (Faisy;s(SmCor(k))), il existe des isomorphismes canoniques :

HomDMiff(k) (M(X)a C*K[f(ﬂ) = HomD*(Sm/kNis) ((ZX/Z.)[QL C*K) = HomH.(k) (Sg A Xa K)

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — A partir du théoréme 3.66, on peut montrer facilement 1’exis-
tence d’un isomorphisme canonique HomD_(Sm/kN_w)((ZX/Zo)[q],C*K) = Homy, ;,)(S¢ A X, K). En
outre, d’apres le théoreme 8.21, il s’agit d’établir 'existence d’un isomorphisme canonique de la forme
Homp - (545, (SmCor(k))) (L(X)7 K’) = HomD,(Sm/kN“)((ZX/Zo), K') pour tout objet K’ de la caté-
gorie D™ (Faisn;s(SmCor(k))) et pour tout espace schématique pointé X. Or, cela résulte essentiellement
d’une adjonction formelle, du fait crucial que pour tout objet injectif I de Faisy;s(SmCor(k)) et tout

espace schématique pointé X, le faisceau Nisnevich de groupes abéliens sous-jacent a I soit acyclique
pour le foncteur Homgais(sm Ik )(X ,—) et que ce méme foncteur n’ait qu'un nombre fini de foncteurs
Nis

dérivés a droite non nuls, ce qui s’obtient facilement en utilisant le cas ou X est un schéma lisse sur k
(cf. lemme 8.19) et en adaptant par exemple la méthode du lemme 5.23 au cas abélien. N

Théoréme 8.40. Si k est un corps parfait, alors le foncteur — @ Z(1) : DMZLI (k) — DME}f (k) est
pleinement fidéle. Autrement dit, Z(1) est quasi-inversible pour la structure monoidale symétrique ® sur
DML (k).

gm

DEMONSTRATION DU THEOREME — La démonstration est faite dans [VSF, théoréme 4.3.1, chapitre
5] seulement dans le cas ou k admet la résolution des singularités. Cette hypotheése a été enlevée dans
[Voe3]. <

On appelle twist de Tate le foncteur — @ Z(1) : DM;,J;f(k) — DM;,{lf(k).
Corollaire 8.41. Si k est un corps parfait, alors le P'-spectre Hy est un Q-spectre (pour la structure
Al-localisée).

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE — Il suffit de montrer que pour tous X € 8m/k et k,n € N, 'applica-
tion évidente Homyy, () (S¥ A X1, K(Z(n),2n)) — Homg, () (P* A S¥ A X, K(Z(n +1),2n + 2)) est
bijective. Grace a "adjonction” (i.e. la proposition 8.39), ce morphisme s’identifie avec le morphisme

évident Hom,y e/ (|\7|(X), Z(n)[2n — k]) — Hom,, 15, (|\7|(1p>1 AX4),Z(n+ 1)[2n+2 — k]), ot
donc & Hom ey (M(X),Z(n)[2n - k]) — Homy, e/ (M(Pl AX4)[=2],Z(n+1)2n — k]) Si
on pose Y = Z(n)[2n — k], compte tenu du fait que Z(1) = M(P')[-2], cette application s’identifie
au morphisme Hom, 7 ) (M(X)u Y) A Hom /s (|\~/|(X) ®Z(1),Y ® Z(l)) qui est bijectif
d’apres le théoreme 8.40. <

On est maintenant en mesure de décrire la cohomologie motivique d'une part en termes du P!-spectre
Hj et d’autre part en termes de la catégorie DM, gﬂf (k) (dans laquelle on pourrait aussi inverser Z(1)
pour former la catégorie triangulée des motifs géométriques DMy, (k)).
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Lemme 8.42. Sik est un corps parfait, alors pour tout entier ¢ € N, il existe un isomorphisme canonique,
pour tout p € Z: et tout espace schématique pointé X :

H2Y(X) = Homgg (1) (X, Hz A SP79 A SF) = Homy, y/es7 ) (M(X)7 Z(Q)[P])

DEMONSTRATION DU LEMME — Soit a un entier tel que @ > ¢ et @ > p — ¢. On a un isomorphisme
canonique HY(X) = Homgy () ((}P’l)A_a A SI=P=a A STITEA X, HZ>. Comme Hy, est un Q-spectre, le
groupe précédent s’identifie & Homyy, () (ST A S, A X, K(Z(a), 2a)). D’apres la proposition 8.39,
ce dernier groupe s’identifie a HomDMgglf(k) (I\NII(StﬂHa) ANX,Z(a)[p—q+ a]). Comme I\NII(X ANY) =
M(X) ® M(Y) pour tous espaces schématiques pointés X et Y, ce groupe est également isomorphe &
Hom ) /cr7 1 (I\~/I(X) @ M(S; ") [~a + qlla — ¢, Z(a)[p — q + a}). Le fait Z(a — q) = M(S{ %) [~a + ]
implique que notre groupe est canoniquement isomorphe a Hom , MEL (k) (I\~/I(X ) ® Z(a — q),Z(a)[p}).

D’apres le théoréme 8.40, on peut “simplifier” par Z(a — q), ce qui donne l'isomorphisme suivant, qui
permet de conclure :

Hom , er7 ) (M(X) @ Z(a — 9), Z(a) ] ) = Hom s (M(X), Z(0)[p])
<

Proposition 8.43. Si k est un corps parfait et que l'on pose Z(q) = 0 pour g < 0, alors on a la formule
suivante, pour tout espace schématique X et tous entiers p,q € 7. :

I:EZMI (X) = Hom, (8m/ky.,) (ZX/Ze,Z(q)[p])

De plus, on a les isomorphismes canoniques suivants dans DMiff(k‘) :
7Z(0)=7 Z(1) = Gy, [1]

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — D’apreés la proposition 8.39, pour établir la premiére moitié de
la proposition, il suffit de montrer que I:I’Z)’Q(X ) = 0 pour tout ¢ < 0 et tout p € Z, puisque la formule
que nous voulons établir est vraie pour g > 0. Pour tout espace schématique pointé X, le triangle suivant
est distingué dans SH(k) :

{IJxX —> 8 x X —>SIAX, —% {1} x X AS!
On en déduit, pour tout espace schématique pointé X et tous entiers p, g € Z, 'existence d’une suite
exacte courte (scindée) :
0——Hy (X, ) —=HY! (S} x X) —=HYY(X) —0
De plus, on a aussi une suite exacte courte (scindée) :
0 —Hy)Y(X) —HYY(Xy) —=H)(S)) —0

Ainsi, pour montrer que HY?(X) = 0 pour tout ¢ < 0 et tout espace schématique X, il suffit de le faire
pour ¢ = —1 avec X de la forme Y avec Y € 8m/k. Mais, alors d’apres une des suites exactes ci-dessus, il
suffit de montrer que 'application évidente HY" (S} x V) — HE’(Y) est bijective, ce qui, compte tenu
du fait trivial que Z(0) = Z, est évident car pour p # 0 ces groupes sont nuls, H%’O(Y) = 77() pour
tout Y € 8m/k et pour tout anneau commutatif réduit A, les idempotents de A[T, T‘l] sont dans A.

Enfin, lexistence d’un quasi-isomorphisme G,,[—1] ~ Z(1) de complexes de faisceaux (Zariski) est
établi dans [VSF, corollaire 3.4.3, chapitre 5, page 217]. N

Proposition 8.44. Si k est un corps parfait, alors pour tout espace schématique pointé X, le groupe
HY9(X) est nul dans les cas suivants (cf. tableau page 103) :

(1) ¢<0;
(2) p>2q si X € 8m/k est quasi-projective ;
(3) p>q+dimX si X € 8m/k;
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(4) p<0 pourq=0;
(5) p <0 pour g =1.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Le cas ¢ < 0 résulte de la proposition précédente et le cas
p > g+ dim X résulte aussitot du fait que pour ¢ > 0, Z(q) = Cy (i(Sf)) [—q] et du théoréme 1.42. Les
cas (4) et (5) résultent du calcul explicite de Z(q) pour ¢ € {0,1}. Le cas (2) résulte trivialement du

théoreme de comparaison entre les groupes de cohomologie motivique et les groupes de Chow supérieurs
de Bloch (cf. théoreme 8.46). <

La conjecture de Beilinson-Soulé affirme que H??(X) = 0 pour tout X € 8m/k si p <0 (et ¢ > 2).

Définition 8.45. [Blo] Soit k un corps. Pour toute variété quasi-projective (lisse) X sur k, on note
2*(X, —) le complezxe de groupes abéliens gradué obtenu en prenant le complexe de Moore du groupe abélien
simplicial gradué tel que pour tout g € Z, n € N, 29(X,n) soit le groupe abélien libre sur ’ensemble des
sous-variétés intégres de codimension q de X x A%, dont l’intersection avec toutes les faces de X x ATy C
X x A}y soit propre, les faces étant induites par le produit d’intersection et les dégénérescences par la
fonctorialité contravariante pour les morphismes plats des cycles algébriques. Pour tous q,n € Z, on note
CHY(X,n) les groupes d’homologie du complexe z* (X, —) et on les appelle les groupes de Chow supérieurs
de Bloch.

11 résulte directement de cette définition que CHZ(X,n) =0sin <0 ou g <0 ou g > dim X + n.

Théoréme 8.46. (Suslin-Voevodsky) Soit k un corps parfait. Pour toute variété quasi-projective lisse X
sur k, il existe un isomorphisme canonique, pour tous p,q € 7 :

HL(X) = CHY(X,2q - p)

Tableau récapitulatif

Si X est une variété quasi-projective lisse sur un corps k (de caractéristique 0), on peut former le
tableau suivant, ot sur la case (p,q) se trouve le groupe de cohomologie motivique H7?(X), les zones
hachurées désignant les endroits ou la cohomologie motivique s’annule (conjecturalement ou pas). En
outre, ce tableau forme le terme F5 d’une suite spectrale convergeant vers la K-théorie algébrique de
X, toutes les différentielles étant de torsion. La construction de cette suite spectrale est due & Bloch-
Lichtenbaum puis Friedlander-Suslin. Sur le terme FE,. de cette suite spectrale, la différentielle est de
bidegré (r —1,2r — 1).

% s\&\\\\ R
2 O 20
7/ '

N

A

Cohomologie étale

Nous allons maintenant montrer comment interpréter la cohomologie étale dans la théorie homoto-
pique des schémas. La construction est essentiellement tautologique. Cependant, nous devrons utiliser les
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théoremes fondamentaux du formalisme étale. Comme on pourra le constater, les notations sont essentiel-
lement les mémes que pour la cohomologie motivique, mis-a-part que l'on travaille avec des coefficients
finis, c’est normal, puisque la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum affirme ’existence d’un lien étroit
entre la cohomologie motivique modulo £ et la cohomologie étale, pour tout nombre premier ¢ inversible
dans k.

Cadre général

Pour 'instant, on fixe un schéma de base noethérien arbitraire S. Nous allons étudier la cohomologie
étale de certains faisceaux F de groupes abéliens sur le grand site(5®) étale &m/S ;. Commencons par le
lemme suivant, qui est évident.

Lemme 8.47. Pout tout X € 8m/S, le foncteur d“oubli” X & — 8m/S définit un morphisme de sites
px :8m/S ,, — Xeg. Sion note px le morphisme de sites X s — S induit par le morphisme structural
X — S, on a lisomorphisme suivant entre foncteurs Fais(Se) — Fais(Xeg) -

px ~ (px), 05

Soit F un faisceau(®®) de groupes abéliens sur le petit site étale Sg; de S. Gréace au lemme précédent,
il ne porte pas a confusion de noter simplement J le faisceau de groupes abéliens sur 8m/S ,, obtenu en
appliquant le foncteur image réciproque pour le morphisme de sites ps : 8m/S,, — Se.

Définition 8.48. Si F est un faisceau de groupes abéliens sur Sg et d € N, on note K(F,d) €
A%PTFais(8m/S ), le faisceau X — K(F(X),d). On pose Ks(F,d) = (Rm,)(K(F,d)) € Ho, o(8m/S )
ou Rm, est la version pointée du foncteur image directe de la proposition 3.15 appliquée au morphisme
de sites m: 8m/S ,, — Sm/S ;..

Proposition 8.49. Soit F un faisceau de groupes abéliens sur Sg. Pour tous d,n >0 et X € Sm/S, il
eriste des isomorphismes canoniques :

HomHOS,.(Sm/SN,iS) (S;L A X+, Két(.rf, d)) = HomHos,.(Sm/Sé,,) (S;L N X+, K(.rf7 d)) = H’é;”(X; 35)

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — Cela résulte aussitot de la version pointée de I’adjonction
fournie par la proposition 3.15 entre les catégories homotopiques pointées des sites 8m /S, et 8m/S
et de ’adjonction générale (cf. théoréeme 3.66) permettant d’interpréter la cohomologie des faisceaux étales
dans la catégorie homotopique pointée de Sm/S .

<

Théoréme 8.50. Si F est un faisceau de groupes abéliens sur S¢ de torsion premiére aux caractéristiques
résiduelles de S, alors, pour tout d € N, lobjet K¢(F,d) € Hog o (S/Sy;,) est Al-local.

DEMONSTRATION DU THEOREME — Compte tenu de la proposition précédente, cela résulte de I'inva-
riance par homotopie de la cohomologie étale pour les faisceaux de torsion premiére aux caractéristiques
résiduelles (cf. [SGA 4 XV 2.2]). <

Le lemme suivant est & la base de la construction d’un P!-spectre représentant la cohomologie étale.

Lemme 8.51. Soit X un schéma noethérien et F un complexe borné de faisceauzx de Z/nZ-modules sur
Xt avec n inversible sur X . Si on note p la projection (P&)ét — X4, alors on a un quasi-isomorphisme
canonique :

(Rp)(p*F) ~ F & F[-2](-1)
(Le foncteur G — G(—1) désigne ici J—ComZ/nZ(,un, —) qui est un quasi-inverse canonique de — ®z/n7Z Hn -

DEMONSTRATION DU LEMME — Par I’argument habituel de suites spectrales, on peut supposer que J est
concentré en degré 0. On construit facilement un zig-zag canonique entre (Rp,)(p*F) et F & F[—-2](-1).
Pour montrer qu’il s’agit de quasi-isomorphismes de faisceaux, d’apres le théoreme de changement de
base pour un morphisme propre [SGA 4 XII 5.1], on peut supposer que X = Spec K ot K est un corps
séparablement clos. Le faisceau JF est alors constant, tué par n et le résultat découle immédiatement du
calcul de la cohomologie étale des courbes algébriques sur K [SGA 4 IX 4.7]. <

(65)Ce site est obtenu en mettant la topologie étale sur la catégorie Sm/S.
(66)On pourrait plus généralement supposer que F est un complexe de faisceaux (borné).
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De méme que le théoreme du fibré projectif permettait la formation d’un P!-spectre représentant la
K-théorie algébrique, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 8.52. Pour tout faisceau de groupes abéliens F sur Sg de torsion premiére auz caracté-
ristiques résiduelles de S, il existe un isomorphisme canonique dans Ho, o(8m/S y,,) (i.e. dans Hq(S)
compte tenu du théoréme 8.50) pour tout d € N :

Ka(F,d) ~ RHoma ((P', 00), Ka(F(1),d + 2))

Corollaire 8.53. Pour tout faisceau de groupes abéliens F sur Sg de torsion premiére aux caracté-
ristiques résiduelles de S, il existe un spectre He(—; F) € SH(S) et des isomorphismes canoniques de
groupes, pour tous X € 8m/S, p,q €7 :

HY (X F) = HY,(X;5(q))

Quelques faisceaux de coefficients particuliers

Nous allons maintenant remarquer qu’avec des coefficients f-adiques, le corollaire 8.53 reste vrai :

Proposition 8.54. 5i S = Spec K avec K un corps séparablement clos et £ un nombre premier inversible
dans K, il existe un spectre He(—;Zg) € 8H(S) et des isomorphismes canoniques de groupes, pour tous
X e8m/S, p,q€Z :

HE (X5 Ze) = HE,(X; Z4(q)) == im HY, (X Z/0Z(q))

veEN

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION — On a un systéme projectif (Hg(—; Z/("Z))
des P'-spectres, d’apres le corollaire 8.53. On peut alors poser :

Hei(—; Zy) = hoéil\{{nHét(—; ZIT)

ven dans la catégorie

La suite exacte de Milnor (cf. [GJ, proposition 2.15, page 319]) implique 'existence de la suite exacte
courte suivante, pour tous X € 8m/S, p,q € Z :

0 —> RUm BV (XG2/02) s 1o (X, 2,) —> I HE (X Z/02) s
ve v

D’aprés le théoréme de finitude [SGA 42 [Th. Finitude] 1.1], les groupes abéliens HZ, (X ; Z/¢7.)
sont finis, ce qui assure 'annulation du Rlli_nl considéré, ce qui implique évidemment le résultat. <
veEN
Corollaire 8.55. 5i S = Spec K avec K un corps séparablement clos et £ un nombre premier inversible

dans K, il existe un spectre Hg(—; Q) € SH(S) et des isomorphismes canoniques de groupes, pour tous
X e8m/S, p,q€Z;

HE (X5 Qo) = H, (X3 Qelq)) := HE (X5 Zi(q)) ©z, Qu

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE — Il suffit évidemment de prendre la colimite (homotopique) filtrante
du diagramme suivant :

‘ ‘ ‘ ¢ ¢
Hei(—;Z¢) —— He(—; Zg) —— Her(—; Ze) —— He(—; Zp) —— He(—;Zg) — - -
<

Remarque 8.56. Cette construction se généralise au cas ot on ne suppose plus que S est le spectre
d’un corps séparablement clos. La différence notable est que dans l’énoncé et la démonstration de la
proposition 8.54, il faut remplacer lim par Rlim en un sens convenable puisqu’en ’absence de théoréme
de finitude, les groupes R* lim considérés ne sont plus nécessairement nuls. On obtient ainsi un objet de
SH(S) représentant la cohomologie continue £-adique étale de Jannsen, Dwyer-Friedlander.
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Points géométriques

On fixe maintenant un schéma de base noethérien S et un point géométrique T : Spec K — §' i.e.
K est un corps séparablement clos. On fixe aussi un nombre premier ¢ inversible dans K.

Théoréme 8.57. Pour A € {Z/",Zy,Q;}, il existe un spectre®? Hy(—z; A) € 8H(S) et des isomor-
phismes canoniques de groupes, pour tous X € 8m/S, p,q €7 :

H@?(Xf; A) = H?t(X x s Spec K; A(q))

DEMONSTRATION DU THEOREME — Si Spec K ——+ S est un isomorphisme, cela fait partie des cas précé-
demment étudiés. Dans le cas général, on applique le foncteur image directe(®®) RZ, & lobjet de SH(K)
représentant la cohomologie étale a coefficients dans A. <

Remarque 8.58. On peut utiliser exactement les mémes méthodes pour établir que si SpecC — S est
un C-point de S et G un groupe abélien, alors il existe un spectre He(—; G) € 8H(S) tel que pour tout
X € 8m/S, p,q € Z, on ait HY(X;G) = HP(X(C)4; G) ou H*(—; G) désigne la cohomologie singuliére
a coefficients dans G et X(C)g désigne Uespace topologique des S-points complexes de X. En effet, il
suffit de remplacer le morphisme de sites Sm/C,, — 8m/Cy,, utilisé précédemment par l'application
“raisonnable” § — Sm/Cy,,, ot 8 est le site obtenu en mettant la topologie ordinaire sur la catégorie
des variétés analytiques complezes, et de remplacer F par le faisceau constant G, puisqu’il est connu
que la cohomologie de ces espaces topologiques a valeurs dans ce faisceau s’identifie a la cohomologie
singuliere a coefficients dans G. On peut procéder de méme si on se donne un point réel SpecR — S.
On obtient ainsi un spectre Hg(—; G) € 8H(S) tel que pour tout X € 8m/S, p,q € Z, on ait HY'(X; G) =
HP4(X(R)g; G), le décalage dans les indices par rapport au cas compleze provenant du fait que P*(R) a
le type d’homotopie de S} tandis que P1(C) a le type d’homotopie de S2.

(67)Ce spectre est naturellement muni d’une action du groupe de Galois Gal(K/k(x)) si I'extension K/k(z) est algé-
brique et séparable.

(68)Dans Particle [MV], il est établi qu’il existe une catégorie bi-fibrée S —— Hae(S) ot S parcourt la catégorie
des schémas noethériens. La difficulté inhérente & cette construction est que pour un morphisme général entre schémas

noethériens S’ AN S, le foncteur continu évident n’induit pas un morphisme de sites 8m/S’ . — 8m/S y;,. 1l s’agit
cependant d’un morphisme de sites si f est lisse (ou plus généralement si f identifie S’ & la limite d’un systéme projectif
filtrant de S-schémas lisses & morphismes de transition affines). Dans ce cas, R, n’est autre que le foncteur de la proposition
3.15 (ou plutét sa restriction aux objets Al-locaux). On peut ainsi traiter simplement le cas olt S = Speck avec k un corps
parfait.



ANNEXE A
Quelques propriétés des morphismes étales

Définition A.1. Soit k un corps.
— Une k-algébre A est dite étale si elle est finie et géométriquement réduite(®® ;
- Soit X un k-schéma, on dit que X est étale si X est recouvert par des ouverts affines dont les
algébres sont étales.

Définition A.2. Soit X —1+ S un morphisme de schémas. On dit que f est étale si f est localement de
présentation finie, plat et si pour tout point s € S, le k(s)-schéma X, est étale.

Théoréme A.3. Soient X EEEN Y —2 > 7 des morphismes de schémas.

- Si f et g sont €tales, alors go f est étale;

- Si g et go f sont étales, alors f est étale.

Si X — Y est un morphisme étale, alors pour tout Y -schéma Z, le morphisme X Xy Z — Z est
étale.

DEMONSTRATION DU THEOREME — [EGA IV 17.3.3, 17.3.4] <

Théoréme A.4. Soit f: X — Y un morphisme étale. Si X est réduit, Y [’est aussi, et la réciproque
est vraie si f est surjectif. En particulier, si f : X — Y est un morphisme étale, et F un fermé de Y,
Uimage réciproque schématique X Xy (Freq) de Freq par [ est un sous-schéma fermé réduit de X.

DEMONSTRATION DU THEOREME — [SGA 11 9.2] <

Théoréme A.5. Un morphisme étale et universellement injectif (i.e. radiciel) est une immersion ou-
verte, en particulier, une section d’un morphisme étale est une immersion ouverte.

DEMONSTRATION DU THEOREME — [EGA IV 17.9.1]. <

Définition A.6. Soit X - S un morphisme de schémas. On dit que f est net™®) si f est localement
de présentation finie et si le morphisme évident X — X X g X est une immersion ouverte.

Théoréme A.7. Soient X et Y deux S-schémas, avec Y net et séparé sur S, et X conneze. Soient f
et g deux S-morphismes X ——=Y . S’il existe un point x dans X tel que f(z) =g(z) =y €Y et que
les extensions k(y) — k(x) induites par f et g sur les corps résiduels soient les mémes, alors f = g.

DEMONSTRATION DU THEOREME — [SGA 1 1 5.4] <

Théoreme A.8. Soit X 1Y un morphisme étale, avec Y noethérien. Soit x un point de X ety = f(x).
Alors, dim Ox , = dim Oy,.

DEMONSTRATION DU THEOREME — [EGA IV 17.6.4] <

Lemme A.9. Soit f:Y — X un morphisme de schémas, localement de type fini, avec X noethérien.
On suppose que pour tout point x € X, il existe un point y € Y tel que f(y) = x et que le morphisme
induit sur les corps résiduels soit un isomorphisme k(x) — k(y).

Alors, il existe un ouvert dense U de X tel que le morphisme Y X x U — U induit par f posséde
une section, a condition qu’une des deuzx conditions supplémentaires suivantes soit vérifiée :

(1) X est réduit;

(69)0On montre qu’une k-algebre finie A est étale si et seulement 8’1l existe une extension finie E/k telle que A ®y, E soit
une E-algebre diagonale (i.e. isomorphe & E™ pour un n € N), ce qui est aussi équivalent au fait que A/k soit isomorphe &
un produit fini d’extensions finies séparables de k. Ces conditions sont encore équivalentes au fait que la trace définisse une
forme quadratique non dégénérée sur le k-espace vectoriel A.

(70)On dit aussi que f est non ramifié.
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(2) f est étale.

DEMONSTRATION DU LEMME — Pour démontrer ce lemme, on commence par le cas facile o X est réduit.
On se ramene aisément au cas ou X est affine et integre. Ensuite, si on applique 'hypotheése au point
générique de X, on obtient un point y dans Y dont le corps résiduel s’identifie au corps des fonctions de
X, c’est-d~dire (moyennant notre hypothese de finitude) que f induit un morphisme birationnel entre X
et un sous-schéma fermé integre de Y, ce qui permet de conclure.

Le cas ou f est étale s’obtient en se ramenant au cas ou X est réduit en utilisant un cas particulier de
Pinvariance topologique du topos étale qui affirme [EGA IV 18.1.2] que le foncteur qui & un X-schéma
T associe le X, cq-schéma T X x X,.q induit une équivalence de catégories de la catégorie des X-schémas
étales vers la catégorie des X,..4-schémas étales, I’existence d’une section sur un ouvert dense peut ainsi
se tester apres application du changement de base X,..q — X, les sous-schémas ouverts de X et de X,..q
étant en bijection par cette équivalence. <
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