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Introduction

Le contexte de cette these est la théorie homotopique des schémas de Fabien Morel et
Vladimir Voevodsky (cf. [76], [57] et [56]) : si .¥ est un site, on peut considérer la catégorie
des préfaisceaux (ou faisceaux) simpliciaux sur . et définir la notion d’équivalence faible
(locale) ; en inversant formellement ces équivalences faibles, on obtient la catégorie homo-
topique J% () de . (cf. [39] et [40]). En théorie homotopique des schémas, on applique
cette construction au grand site Sm/Syis formé de la catégorie Sm/S des schémas lisses sur
une base noethérienne S munie de la topologie de Nisnevich, dite aussi « topologie hensé-
lienne » (cf. [47]) ; la nouveauté réside dans la A'-localisation de la catégorie homotopique
(Sm/Snis) : par localisation a la Bousfield, on obtient la notion de A'-équivalence faible
en forgant les projections A} — X a en étre, pour tout X € Sm/S. Morel et Voevodsky
obtiennent ainsi une nouvelle catégorie homotopique . (S) en inversant formellement les
Al-équivalences faibles. Cette catégorie a contribué a la démonstration de la conjecture de
Milnor par Voevodsky (cf. [81] et [45]).

Cette these est divisée en deux parties. La premiere comporte un unique chapitre « Ca-
tégorie homotopique stable d'un site suspendu avec intervalle » qui prolonge la ligne tracée
dans D'article [57] en donnant un sens & la catégorie SH” (., I) pour tout « site suspendu
avec intervalle » c’est-a-dire un site avec intervalle (., ) muni d’un objet 7" (préfaisceau
ou faisceau simplicial pointé arbitraire). Dans le cas de la théorie homotopique des sché-
mas, on obtient des catégories homotopiques stables SH (S) équivalentes a celles définies
par Jardine dans [41]. C’est la volonté de définir rigoureusement le foncteur « points com-
plexes » SH (S) — SH'P associé & un point complexe ¢: SpecC — S qui m’a conduit
a faire ce travail de fondements consistant & donner une définition de SH”(.#,I) sans
les hypotheses restrictives qui surviennent lorsque 1’on suit la construction de [ibid.]. Les
résultats de cette premiere partie utilisés dans la deuxieme seront mentionnés au fur et a
mesure dans la suite de cette introduction. Une introduction spécifique a cette partie est
donnée au début du chapitre 1.

La deuxieme partie de cette these est principalement consacrée aux opérations sur la
K-théorie algébrique. Le point de départ sera le théoreme suivant :

Théoréme 1 (Morel-Voevodsky) Soit S un schéma régulier. Pour tout X € Sm/S et
tout entier naturel n, il existe une bijection canonique :

Hom%(g)(S” ANXy, 7 % GI‘) = Kn(X)

ot K, (—) désigne la K-théorie algébrique de Quillen, 4, (S) la version pointée de F (S)
et Gr la grassmannienne infinie.



INTRODUCTION

La méme « formule » vaut en K-théorie topologique : ceci constitue a mes yeux un des
faits montrant de fagon éclatante que la catégorie 7 (S) est un bon analogue en géométrie
algébrique de la catégorie homotopique usuelle .72*°P. Disons tout de suite que les résultats
de cette these ne s’appliquent qu’aux schémas réguliers : on utilise de fagon essentielle
I'invariance par homotopie de la K-théorie algébrique pour ces schémas.

On se propose d’étudier les morphismes f: Z x Gr — Z x Gr dans 7 (S). Avoir
un tel morphisme est intéressant puisque si f préserve de plus le point-base, f est un
endomorphisme de Z x Gr dans 47 (S); d’apres le théoreme 1, il induit des applications
K, (X) — K,(X) pour tout X € Sm/S et n € N. L’énoncé sur lequel est batie cette partie
est le suivant (théoréme 111.29) :

Théoréme 2 Soit S un schéma régulier. Notons Ko(—) le préfaisceau d’ensembles sur la
catégorie Sm/S qui a X € Sm/S associe Ko(X). L’application évidente

End%ﬂ(S) (Z X Gl“) — EndSm/SOPPEnS(KO(_))
est bijective.

Autrement dit, si 7: Ko(—) — Ko(—) est une transformation naturelle de foncteurs
Sm/S°P? — Ens, il existe un unique morphisme Z x Gr — Z x Gr dans 5 (S) qui
induise la transformation naturelle 7 via les bijections du théoreme 1. Par conséquent, si
7: Ko(—) — Ko(—) est pointée (i.e. 7(0) = 0 € K(S5)), 7 donne naturellement naissance
a des transformations naturelles K,,(—) — K, (—) pour tout entier naturel n. Ajoutons que
I’ensemble de ces transformations naturelles est completement déterminé : il s’identifie a un
produit infini (indexé par Z) de copies de 'anneau de séries formelles Ko(5) [[c1, .-, Cny - - . ]]
en une infinité de variables ot chaque opération ¢, s’exprime naturellement comme un
polynome en les coefficients de la série A\; constitutive de la structure de A-anneau sur les
groupes Koy(—).

La démonstration de ce théoreme est étonnamment simple. La suite exacte de Milnor,
I’astuce de Jouanolou et le calcul de la K-théorie algébrique des grassmanniennes en sont les
ingrédients techniques principaux, des rappels les concernant sont faits au chapitre 11. C’est
une vertu tres particuliere de la K-théorie algébrique qui permet d’obtenir ce résultat, il
s’agit de la propriété (ii) (cf. définition 111.8) qui est réexaminée sous un angle beaucoup plus
abstrait a 'annexe B. Cette propriété permet en fait d’étudier a la maniere du théoreme 2
les morphismes Z x Gr — E dans J# (S) ou E est un objet arbitraire (pour ne pas avoir
de problemes, je suppose néanmoins que F est un H-groupe), la conclusion analogue étant
vraie (cf. théoreme 111.27) sous une hypothese que j’appelle « propriété (K) » : il s’agit d'une
condition d’annulation sur un groupe R!lim. Si F représente une théorie cohomologique et
que les inclusions évidentes entre grassmanniennes induisent des surjections en cohomologie
(ce qui est souvent le cas), la propriété (K) sera satisfaite.

Une des idées importantes du chapitre 111 est donc de relever canoniquement en des
opérations sur Z x Gr les constructions de SGA 6 au niveau des groupes Ky(—). Comme
le théoreme 2 admet des variantes « a n variables » étudiant les morphismes (Z x Gr)" —
7 x Gr, on peut relever canoniquement la structure de A-anneau spécial sur les ensembles
Ko(X) pour tout X € Sm/S en une structure de \-Anneau spécial sur Z x Gr dans 5 (5).

10



INTRODUCTION

On définit dans la section 8 du chapitre 111 un morphisme de A-anneaux spéciaux
Rk G — Homjf(k)(BG, 7, X GI")

pour tout groupe algébrique linéaire lisse G sur k, ou Ry G désigne le groupe des représen-
tations algébriques de G et BG le classifiant de G. On vérifie que si G = GL,., alors le but
de ce morphisme est le complété de la source par rapport a son idéal d’augmentation. On
obtient finalement un morphisme

(Rz GL)” — End (s)(Z x Gr)

pour tout schéma régulier S. Dans [70], Soulé associe aux éléments de Ry GL des opéra-
tions sur la K-théorie algébrique (par exemple les opérations d’Adams U*). Il convient
de comparer cette construction a celle qui résulte du morphisme ci-dessus. De méme, il
faudrait vérifier que la structure multiplicative sur les groupes gradués K,(X) déduite de
'unique morphisme (Z x Gr)? — Z x Gr induisant le produit sur les groupes Ky(X) pour
tout X € Sm/S coincide avec les constructions de Quillen, Loday et Waldhausen la ou
elles sont définies. La premiere chose a faire pour comparer ces constructions consiste a
donner un sens précis a cette question : pour montrer I'égalité entre deux applications,
encore faut-il que ce soit des applications entre les mémes ensembles! Comme les construc-
tions d’opérations peuvent utiliser des définitions différentes de la K-théorie algébrique
supérieure, il s’agit donc dans un premier temps de préciser les identifications entre les
différentes constructions de la K-théorie algébrique (rassurons tout de suite le lecteur :
il sera possible de le faire « sans se salir les mains »). La section 5 du chapitre 111 donne
un cadre naturel pour procéder a ces identifications : on y définit la notion de modele
authentique de la K-théorie algébrique, on montre que le théoreme 2 implique que deux
modeles authentiques de la K-théorie algébrique sont canoniquement isomorphes et que
les constructions classiques (notamment celles de Quillen et Waldhausen) donnent nais-
sance a des modeles authentiques de la K-théorie algébrique. La comparaison entre deux
constructions de la « méme » opération acquiert donc un sens précis, la vérification de
I’égalité entre ces deux morphismes ne pose en général plus de tres grande difficulté : il
s’agit de montrer que les deux constructions sont suffisamment fonctorielles pour provenir
de morphismes (Z x Gr)" — Z x Gr dans S (S); en vertu du théoreme 2, la coincidence
de ces morphismes (et donc 1’égalité des opérations sur les groupes K,(—)) se déduit de
leur coincidence sur les seuls groupes Ky(—), ce qui est la moindre des choses.

Au chapitre v, on étudie les morphismes Z x Gr — K (Z(n), 2n) dans 4 (k) ou k est un
corps parfait et K(Z(n),2n) un espace d’Eilenberg-MacLane motivique. Ceci est possible
grace a une généralisation du théoreme 2 permettant d’étudier les morphismes de source
Z x Gr dans S (5). Les morphismes Z x Gr — K(Z(n), 2n) correspondent aux transfor-
mations naturelles Ky(—) — CH"(—) de préfaisceaux d’ensembles sur Sm/k ou CH"(—)
est le préfaisceau d’ensembles qui a X associe le n-ieme groupe de Chow CH"(X). On
peut procéder comme pour les opérations sur la K-théorie algébrique : la construction par
Grothendieck des classes de Chern (ou du caractere de Chern) définit des transformations
naturelles Ko(—) — CH"™(—), celles-ci proviennent de morphismes Z x Gr — K(Z(n), 2n)
uniquement définis dans .7 (k) et induisent & leur tour des morphismes « classes de Chern »
ou « caractere de Chern » sur les groupes de K-théorie supérieurs, a valeurs dans la coho-
mologie motivique. A la différence de [23] qui utilisait des schémas simpliciaux, on a utilisé

11
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un modele « géométrique » de la K-théorie algébrique. On s’est limité ici a la cohomologie
motivique, mais le résultat et les démonstrations seraient les mémes pour d’autres théo-
ries cohomologiques « ordinaires », pourvu qu’elles soient représentées par des objets de
(k) de la méme maniere que les espaces d’Eilenberg-MacLane motiviques représentent
la cohomologie motivique.

*
* K

Dans les résultats énoncés jusqu’a présent, on ne s’intéressait qu’a des morphismes
« a homotopie pres ». Il est possible d’aller au déla en ne s’autorisant a identifier deux
morphismes ayant la méme classe d’homotopie qu’a partir du moment ou I'on a fixé ’ho-
motopie (ou plutot la classe d’homotopie d’homotopies) reliant ces deux morphismes. On
montre ainsi dans la section 10 du chapitre 111 que si 7: Ko(—) [3] — Ko(—) [3] est une
transformation naturelle définie sur la catégorie des schémas réguliers, alors on peut relever

7 en une famille de foncteurs 73 (X) — 7 (X)) définis & des isomorphismes uniques pres
et fonctoriels en le schéma régulier X, ou ”//% (X) est une variante & coefficients Z [1] de la
catégorie virtuelle ¥'(X) définie par Deligne dans [17]. Il est nécessaire d’inverser 2 pour

obtenir des isomorphismes canoniques.

*
* K

Pour le moment, on s’est intéressé a tous les morphismes Ko(—) — Ko(—) (resp.
Ky(—) — CH™(—)) dans Sm/S°PPEns, autrement dit aux opérations ensemblistes. Afin de
tenter de faire passer ces résultats a la catégorie homotopique stable SH (.5), il est intéres-
sant de se focaliser sur les opérations additives Ky(—) — Ko(—). C’est alors que le principe
de scindage entre en scene au chapitre 1v : si deux opérations additives Ko(—) — Ko(—)
coincident sur les classes de fibrés en droites, elles sont égales. On peut faire mieux (cf. théo-
réme 1v.13) :

Théoreme 3 Soit S un schéma régulier. L application
Endsu/sorean(Ko(—)) — Ko(5) [[U]]

qui o une opération additive T: Ko(—) — Ko(—) associe T([0(1)]) € Ko(PY) = Ko(S) [[U]]
est bijective. L opération d’Adams V*: Ko(—) — Ko(=) correspond d la série formelle

(1+0)~.

Remarquons que les opérations additives sur Ky(—) se composent : via l'isomorphisme
du théoréme 3, cela définit une loi de composition interne % sur Ky(S) [[U]]. On la déter-
mine completement dans le corollaire 1v.22. Cette étude, dont je dois bien admettre qu’elle
m’a beaucoup amusé, m’a fait prendre conscience de I'importance de la topologie « faible »
sur ’ensemble des opérations (additives). Cela a quelque importance dans la suite.

De la méme fagon, on montre que les transformations naturelles additives Ky(—) —
CH"(—) forment un groupe abélien libre de rang un engendré par un élément que je note
Xn : cet élément est construit en évaluant le n-ieme polynome de Newton sur les classes de
Chern (cf. théoreme v.15).

12
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*
* x

On veut ensuite définir un objet BGL de SH (S) représentant la K -théorie algébrique.
La multiplication par u = [@(1)] — 1 € Ky(P') définit un morphisme

o: P'A(Z x Gr) — (Z x Gr)
dans 7 (S) (on pointe P! par 0o), le morphisme qui lui est adjoint
o': Z x Gr — RHom,(P',Z x Gr)

est un isomorphisme dans 77, () : il s’agit d'un analogue algébrique du théoreme de pério-
dicité de Bott qui se démontre en utilisant la formule du fibré projectif. On n’est alors pas
loin d’obtenir un P'-spectre (représentant la K-théorie algébrique), le probléme est que le
morphisme o n’est défini qu’a homotopie pres. On utilise alors la catégorie SHyaive (S) in-
troduite dans la section 6 du chapitre 1: un objet de SHyaive (S) consiste en la donnée d'une
suite d’objets (E,)nen de . (S) et d’isomorphismes o/ : E, — RHom,(P', E, ;) dans
A, (9). On obtient un objet BGL™ de cette catégorie SHuaie (S) en posant BGLT =
7Z x Gr pour tout entier naturel n et en prenant pour « morphismes d’assemblages » le
morphisme ¢’ sus-défini. Les endomorphismes de BGL™ dans SHyaive (S) sont simple-
ment des familles de morphismes Z x Gr — 7Z x Gr compatibles en un certain sens qui leur
impose en particulier de définir des opérations additives Ko(—) — Ko(—). En examinant
la situation, on obtient le théoreme 5 ci-dessous :

Définition 4 Soit A un groupe abélien. On note A% le systéme projectif de groupes abéliens

2L AU]) 2 AU]) 22 Afo)] 22 A o))

indexé par N, ot Qpr: A[[U]] — A[[U]] est défini par la formule Qpi(f) = (1 + U)%.
Théoreme 5 Soit S un schéma régulier. L’application évidente est bijective :

Endsy, .. (BGL™) = lim K, (S)" .

On peut montrer qu'il existe un foncteur évident SH (S) — SHuaive (S) qui identifie
SHpaive (S) au quotient de SH (S) par I'idéal de morphismes .% formé des « applications
stablement fantomes ». En particulier, ce foncteur est essentiellement surjectif : on peut
relever BGL™" en un objet de SH (S). A priori, ce relevement n’est pas bien défini & iso-
morphisme unique pres. On montre néanmoins qu’il existe une maniere de procéder donnant
naissance a un relevement canonique : sur Spec Z, tous les relevements sont canoniquement
isomorphes, le relevement canonique BGL dans SH (S) sur une base réguliere arbitraire
S s’obtient en appliquant le foncteur « image inverse » SH (SpecZ) — SH (S) au releve-
ment canonique défini pour SpecZ. On a ainsi rendu un peu plus précise la construction
de BGL donnée par Voevodsky dans [76]. Le théoréme suivant approfondit le théoreme 5
(cf. théoreme 1v.49) :
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Théoréme 6 Soit S un schéma régulier. Soit n un entier relatif. Il existe une suite exacte
courte :

0 — R'lim K,,,(S)" — Homgy(s)(BGL, BGL [-n]) — lim K,(S)" — 0.

Le foncteur [—n] est un foncteur de translation sur SH (.S) : on a montré que la catégorie
SH (S) était une catégorie triangulée dans la section 3 du chapitre I.

Il y a donc un intérét a étudier de maniere plus approfondie les systéemes projectifs
A% On obtient que R'lim A est nul si A est un groupe abélien fini, c’est d’ailleurs ainsi
que l'on montre que le relevement de BGL™ dans SH (Spec Z) est défini a isomorphisme
unique pres : en effet, le groupe K7(S) = Z/2 est fini. Pour d’autres groupes A, cette étude
semble se révéler difficile : j’ignore la valeur de lim Z¢ et de R!lim Z*.

Cependant, ce systeme se simplifie beaucoup si on suppose que A est un Q-vectoriel.
Cette simplification permet d’obtenir le résultat suivant (cf. théoreme 1v.72) :

Théoreme 7 Soit S un schéma régulier. Il existe une décomposition canonique :

BGLq = (PmY

1EL

ou pour tout entier relatif 1, Hg) est le facteur direct de BGLqg sur lequel les opérations
d’Adams ¥*: BGLgy — BGLq agissent par multiplication par k'.

L’objet BGLq est la version a coefficients rationnels de BGL (la Q-localisation des
catégories triangulées est étudiée dans la section 2 de 'annexe A). Pour construire les objets
Hg), on définit des projecteurs de BGLg et on utilise le fait que la catégorie triangulée
SH (S) est pseudo-abélienne.

On peut procéder de la méme maniére pour déterminer les morphismes BGL — H 4 [—i]
dans SH (Speck) (pour k un corps parfait, A un groupe abélien et i € Z) ou H4 est
le spectre d’Eilenberg-MacLane motivique a coefficients dans A. Ceci est réalisé dans la
section 2 du chapitre v. On peut ainsi construire un caractere de Chern, sous la forme d’un
morphisme ch: BGLg — Hg dans SH (S) (par « périodicité », cela donne un morphisme
BGLgy — Hg(n) [2n] pour tout entier relatif n).

On montre aussi que Homgyspec k) (BGL, Hz [1]) = 7.)7 et que tous ces morphismes
sont des applications stablement fantomes. On en déduit que si S est un schéma noethérien
non vide, le foncteur SH (S) — SHuaive (S) n’est pas une équivalence de catégories, ce qui
n’était pas du tout évident a priori.

*
* *

Le chapitre VI présente des variantes topologiques des résultats précédents. On rem-
place la K-théorie algébrique par la K-théorie topologique complexe, la catégorie 7 (.5)
par %P, etc. Non seulement les énoncés homologues sont vrais et se démontrent de la
méme maniere (ou plus simplement), mais grace a des résultats de Dugger, Hollander et
Isaksen, on a construit dans la section 5 du chapitre 1 un foncteur « points complexes »
S (SpecZ) — H*P (resp. SH (Spec Z) — SH'P) envoyant Z x Gr (resp. BGL) sur un
espace (resp. un spectre) représentant la K-théorie topologique complexe. Ceci permet de
formuler le résultat suivant (cf. théoremes vi.11 et vI1.13) :
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Théoréme 8 Les foncteurs 3 (SpecZ) — P et SH (Spec Z) — SH' induisent des
bijections :
End%(specz) (Z X GI’) 5 End%pmp (Z X GI'(C)) ;

EndSH(SpeC 7) (BGL) = EndSHcop (BGLtOp) .

Ce principe a été une des motivations de ce travail. Il permettait par exemple de rendre
plausible la décomposition de BGLg en somme directe d’objets ]HIB pour ¢ € Z : la ca-
tégorie SHQ est équivalente a la catégorie des Q-vectoriels gradués (cf. théoreme A.29),

BGLEp se décompose donc en somme directe infinie (de spectres d’Eilenberg-MacLane

ng 2i]), les idempotents de EndSHmp(BGLgp) associés a cette décomposition corres-
pondent donc a des idempotents de Endsy(specz) (BGLg).
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Chapitre premier

Catégorie homotopique stable d’un
site suspendu avec intervalle

Dans la section 1 de ce chapitre est donnée une construction de la catégorie homoto-
pique stable d’un « site suspendu avec intervalle » dans le prolongement de [57, §2]. La
section 2 est consacrée a la fonctorialité élémentaire de cette construction tandis que la
section 3 étudie la structure triangulée sur ces catégories homotopiques stables. La sec-
tion 4 examine la catégorie homotopique stable SH () = SH (Sm/Sxis, A!) d'un schéma
noethérien (déja définie dans [41]), ainsi que sa fonctorialité élémentaire, de fagon suffisam-
ment approfondie pour permettre la vérification des axiomes des « foncteurs homotopiques
stables » (cf. [6]). La section 5 a pour but de définir un foncteur « points complexes »
SH (Spec C) — SH™P; cette définition utilise toutes les constructions précédentes : c’est
pour pouvoir définir ce foncteur que j’ai du définir la catégorie homotopique stable d'un
site suspendu avec intervalle presque arbitraire (je suppose que les sites ont suffisamment
de points).

On donne enfin dans la section 6 une version simplifiée SH. ;. .(#, ) de la catégorie
homotopique stable SH” (.7, I) d'un site suspendu avec intervalle (donc en particulier une
version SHyaive (5) de la catégorie SH (S)). Cette nouvelle catégorie sera essentielle au
bon déroulement du chapitre 1v. Le lecteur déja familier avec [41] pourra lire cette section
indépendamment des sections précédentes.

1 Construction

1.1 Rappels sur la construction de Morel et Voevodsky

Soit . un site (c¢’est-a-dire une petite catégorie !, aussi notée ., munie d'une topologie
de Grothendieck, cf. SGA 4 II) admettant suffisamment de points (cf. SGA 4 IV 6.4.1).

On note Prefais(.¥) la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur la catégorie sous-
jacente au site . et Fais(.¥’) la sous-catégorie pleine de Prefais(.) formée des faisceaux

'Dans les exemples, la catégorie sous-jacente ne sera pas forcément petite, mais seulement essentielle-
ment petite, & savoir équivalente a une petite catégorie. Il sera sous-entendu que I’on remplace la catégorie
en question par une petite catégorie qui lui est équivalente; il est facile de vérifier que les catégories
construites par la suite pour deux choix initiaux donneront des catégories équivalentes.
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pour la topologie donnée. On note a: Prefais(.#) — Fais(.¥) le foncteur faisceau associé,
adjoint a gauche de 'inclusion Fais(.¥) — Prefais(.¥).

La catégorie Esp(.¥) désignera au choix soit la catégorie A°PPPrefais(.”) des préfais-
ceaux simpliciaux, soit la catégorie A°PPFais(.) des faisceaux simpliciaux.

Remarque 1.1 Il y a un intérét a considérer des sites plutot que des topos parce que la
fonctorialité des constructions par rapport auz topos est insuffisante pour les applications
(cf. [57, example 1.19, page 102]). 1l est également trés utile de considérer non seulement les
faisceauz simplicaux mais aussi les préfaisceauxr simpliciaux : par exemple, les préfaisceaux
simpliciauz donnés par les modeles classiques de la K-théorie algébrique ne sont pas des
faisceauz.

Pour tout foncteur fibre ®: Fais(.¥) — Ens sur le site .7, le foncteur composé
® o a: Prefais(.¥) — Ens est encore noté ®; on note aussi : Esp(.¥) — A°PEns
le foncteur qui s’en déduit ; ces foncteurs commutent aux limites projectives finies et aux
limites inductives.

Définition 1.2 Soit (®;),., une famille conservative de foncteurs fibres sur ./ indexée par
un ensemble I. On dit d’un morphisme f: X — Y dans Esp(.¥) que c’est une équiva-
lence faible simpliciale si pour tout i € I, le morphisme ®;(f): ®;(X) — ;(Y) est une
équivalence faible d’ensembles simpliciauz.

En interprétant la notion d’équivalence faible simpliciale en termes de faisceaux d’ho-
motopie (cf. [ibid., remark 1.3, page 48]), on peut montrer que la notion d’équivalence faible
simpliciale ne dépend pas de la famille conservative de foncteurs fibres choisie.

Théoréme 1.3 (Joyal, Jardine [40]) Munie des monomorphismes comme cofibrations,
des équivalences faibles simpliciales comme équivalences faibles et des morphismes pos-
sédant la propriété de relevement a droite par rapport auz cofibrations triviales comme
fibrations, la catégorie Esp(.¥) est une catégorie de modéles fermée de Quillen [61]. On
note () sa catégorie homotopique (obtenue en inversant formellement les équivalences
faibles simpliciales dans Esp(.%) ).

D’apres [40, proposition 2.8], on dispose d'une équivalence de Quillen entre les défini-
tions de () obtenues en utilisant les préfaisceaux simpliciaux ou les faisceaux simpli-
ciaux. On dit que J%(¥) est la catégorie homotopique simpliciale de ..

Définition 1.4 ([57, §2.3, page 85]) Un intervalle sur . consiste en la donnée d’un
objet I € Fais(.”) et de morphismes : I x I — I etig,i;: @ — I (e désignant l’objet final
de Fais(.¥) ) tels que si p: I — e est le morphisme canonique, on ait

p(ip x id) = p(id xip) = iop w(iy x id) = p(id xiy) = id
et que le morphisme o Ll ® — [ donné par ig et iy soit un monomorphisme.
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Remarque 1.5 La notion d’« intervalle » sera pour nous tout a fait secondaire dans la me-
sure ou nous n’utiliserons pas vraiment les constructions menant notamment a [ibid., pro-
position 3.14, page 91]. Nous pourrions aussi bien ne nous donner qu’un objet I dans
Fais(.%). Un cas particulier important est celui o on voudrait poser [ = e« = A° (l'objet ®
peut trés difficilement étre un intervalle au sens ci-dessus) : dans la suite des constructions,
on s’intéresse a des sites munis d’un objet I, et on va considérer des I-équivalences faibles ;
ces résultats s’appliqueront a ce cas particulier I = o o1 les I-équivalences faibles sont les
équivalences faibles simpliciales. St on enléve le « I » dans la notation, il sera sous-entendu
que c’est de cette version simpliciale des constructions qu’il s’agit.

A partir de maintenant, on suppose que le site . est muni d’un tel I. La version
I-localisée de J#(.7) est obtenue grace a une localisation a la Bousfield :

Définition 1.6 Un objet X de J(.7) est I-local si pour tout objet Y de (), Uappli-
cation évidente
Hom y;(#)(Y, X ) — Hom g #)(Y x I, X)

est bijective. Un morphisme f: X — Y dans Esp(”) (ou dans (")) est une I-
équivalence faible si pour tout objet I-local Z de F(), [ induit une bijection :

Hom%(y)(Y, Z) — HOHl,«gg(y)(X, Z) .

Une I-fibration est un morphisme dans Esp() possédant la propriété de relévement a
droite par rapport aux monomorphismes qui sont aussi des I-équivalences faibles.

Théoréme 1.7 ([ibid., theorem 3.2, page 86]) La catégorie Esp(.¥) munie des mo-
nomorphismes comme cofibrations, des I-équivalences faibles comme équivalences faibles
et des I-fibrations comme fibrations est une catégorie de modéles fermée dont on note
H(S, 1) la catégorie homotopique.

Si on remplace Esp(.¥) par la catégorie Esp,(.¥) des objets pointés dans Esp(.¥), on
obtient de méme une structure de catégorie de modeles I-localisée dont on note 3 (., I
la catégorie homotopique.

1.2 Spectres, structure projective

On suppose toujours donné un site avec intervalle (.7, I'), . étant supposé avoir assez
de points. On fixe maintenant un objet (quelconque) 7' de Esp,(.¥). On dira que le triplet
(-, I, T) constitue un site suspendu avec intervalle.

Définition 1.8 Un T-spectre E consiste en la donnée d'une suite (E,), .y d’objets de
Esp,() et de morphismes (dits d’assemblage) o,,: T NE,, — E, 1 pour tout entier natu-
rel n. Un morphisme de T-spectres f: EE — F est une suite de morphismes f,: E, — F,
faisant commuter les diagrammes

TNE, U—R>En+1

l/T/\fn lfn-‘—l

TAF,>F,
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pour tout entier naturel n. On note SptT(f) la catégorie des T-spectres.

Pour tout objet X de Esp,(.¥) et tout entier naturel n, on note F,X le T-spectre
défini par (F,X), = @ pour k < n et (F,X)uri = T A X pour i € N, les morphismes
d’assemblage oy étant les morphismes triviaux pour k < n, le morphisme o, ; étant 1’iso-
morphisme évident T'A (F,, X )iy — (F, X )11 pour i € N. Pour tout entier naturel n, le
foncteur F,: Esp,(.#) — Spt” (.#) est le foncteur adjoint & gauche du foncteur ev, qui &
un T-spectre E associe E,,.

Définition 1.9 Une cofibration projective dans Spt” (.7) est un morphisme f: E — F tel
que Eqg — Fy soit un monomorphisme et que pour tout entier naturel n, le morphisme
évident

(TAF,) \ By — Fon

TNE,

soit aussi un monomorphisme. Une I-fibration projective (resp. une I-équivalence projec-
tive) est un morphisme E — F tel que pour tout entier naturel n, le morphisme E,, — F,,
soit une I-fibration (resp. une I-équivalence faible) dans Esp, ().

Théoréme 1.10 ([41, lemma 2.1]) Munie des cofibrations projectives comme cofibra-
tions, des I-équivalences projectives comme équivalences faibles et des I-fibrations projec-
tives comme fibrations, la catégorie Spt”’ (.#) est une catégorie de modéles fermée propre
et simpliciale dont on note S'Hg(&”, I) la catégorie homotopique.

La structure simpliciale sur Spt” (.#) provient du bifoncteur qui & un ensemble sim-
plicial K et un T-spectre E associe le T-spectre E A K, (ou le A-produit est pris terme a
terme).

Définition 1.11 Une I-fibration injective dans Spt’ () est un morphisme ayant la pro-
prieté de relevement a droite par rapport auxr monomorphismes qui sont aussi des I-
équivalences projectives.

On dispose d'une autre structure de catégories de modeles fermées dont une bonne
vertu est que tous les objets y sont cofibrants :

Théoréeme 1.12 ([loc. cit.]) Munie des monomorphismes comme cofibrations, des I-
équivalences projectives comme équivalences faibles et des I-fibrations injectives comme
fibrations, la catégorie SptT(ﬁﬂ) est une catégorie de modéles fermée propre et simpliciale.

Pour le moment, les démonstrations données dans [ibid.] dans le cadre des sites avec
intervalles (Sm/Snis, A') pour S un schéma de base noethérien s’appliquent encore.

1.3 (-spectres, stabilisation

C’est a partir d’ici que l'on s’écarte de [41], les arguments qui y sont donnés pour
construire la catégorie homotopique stable utilisent des propriétés de « compacité » ainsi
que la “Nisnevich descent”, variante d’un théoreme de Brown-Gersten qui est assez spéci-
fique des topologies de Zariski et de Nisnevich sur les schémas noethériens. On va tenter
de donner une construction qui fonctionne dans un cadre un peu plus général.
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Définitions

Pour tout objet X de Esp,(.) (en particulier T'), le foncteur X A —: Esp,(.¥) —
Esp,(.) admet un adjoint a droite Hom,(X, —): Esp,(.¥) — Esp,(.¥), ce couple de
foncteurs adjoints formant une adjonction de Quillen pour la structure [-localisée, on
note ainsi RHom, (X, —): (S, 1) — (S, 1) le foncteur dérivé total a droite de
Hom, (X, —).

Définition 1.13 Soit E un objet de Spt’ (.#) (ou de SHg(Y,I)), on dit que E est un
Q-spectre si pour tout entier naturel n, la fleche E,, — RHom, (T, E, ;1) déduite du mor-
phisme d’assemblage o,: T NE,, — E, 1 est un isomorphisme dans (.S, I).

Remarque 1.14 Concernant les notations, quand le signe ) désignera un foncteur, il
s’agira, sauf précision explicite sous la forme d’un indice (exemple : Qp1), du foncteur
Hom, (S, =) (ou de son foncteur dérivé total a droite), a savoir le foncteur « espace de
lacets » usuel, et non pas du foncteur Home (T, —) auquel on réserve le nom maladroit de
« T-espace de lacets ». En revanche, dans [’expression « Q)-spectre », on omettra de préciser
Pobjet T qui est suffisamment présent dans les notations par ailleurs pour étre oublié.

Définition 1.15 On note SHL(.Z, 1) la sous-catégorie pleine de SHg(Y,I) formée des
Q-spectres.

Définition 1.16 Un morphisme f: E — F dans Spt” (.) (ou dans SH;F(Y, I)) est une
I-équivalence stable si pour tout Q-spectre G, f induit une bijection

Homgyr (o 1) (F, G) = Homgyr (s 1y (E, G) .

Définition 1.17 Une [-fibration stable est un morphisme dans SptT(LS”) ayant la pro-
priété de relévement a droite par rapport aux cofibrations projectives qui sont aussi des
I-équivalences stables. Une I-fibration injective stable est un morphisme dans Spt” (%)
ayant la propriété de relevement a droite par rapport auxr monomorphismes qui sont aussi
des I-équivalences stables.

Les deux théoremes qui suivent donnent des structures de catégories de modeles fermées
sur Spt” (.#) ayant pour catégories homotopiques des catégories équivalentes & SHG (-7, I).

Théoreme 1.18 Munie des cofibrations projectives, des I-équivalences stables et des I-
fibrations stables, la catégorie Spt’ () est une catégorie de modéles fermée simpliciale
dont on note SH* (S, 1) la catégorie homotopique. On appelle SH* (.#, 1) la catégo-
rie homotopique stable du site suspendu avec intervalle (,I1,T). Le foncteur évident
SHL(S,I) — SHT (1) est une équivalence de catégories.

Théoreme 1.19 Munie des monomorphismes comme cofibrations, des I-équivalences sta-
bles et des I-fibrations injectives stables, la catégorie Spt” () est une catégorie de modéles
fermée simpliciale.

Nous allons démontrer ces deux théoremes simultanément. La structure introduite dans
le théoreme 1.18 sera appelée « structure stable » tandis que celle du théoreme 1.19 sera
désignée sous le nom de « structure stable injective ».
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Lemmes préliminaires

Lemme 1.20 Soit f: E — F un morphisme dans Spt” (.#) entre Q-spectres, alors f est
une I-équivalence projective si et seulement si f est une I-équivalence stable.

Observons tout d’abord que les [-équivalences projectives sont exactement les mor-
phismes qui deviennent des isomorphismes dans la catégorie homotopique S’Hg(&” )
(cf. [25, proposition 1.14, Chapter II]). En revenant a la définition des I-équivalences
stables, on peut obtenir ce lemme en appliquant le lemme de Yoneda dans la catégorie
SHL(Z, ).

Lemme 1.21 Soit f: A — B un morphisme dans Spt” (.#). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) Le morphisme f est une I-équivalence stable ;

(2) Pour tout Q-spectre injectivement I-fibrant E dans Spt” (.), le morphisme d’en-
sembles simpliciaur hom(B, E) — hom(A, E) est une équivalence faible.

On a noté hom: Spt” ()" x Spt”(.#) — A°PEns le bifoncteur faisant partie de la
structure simpliciale sur Spt” (.#). Supposons (2), en passant aux composantes connexes,
on obtient une bijection 7y hom(B, E) = mo hom(A, E) pour tout Q-spectre injectivement
I-fibrant. D’apres 'axiome simplicial pour la structure injective du théoreme 1.12, on en
déduit une bijection Homgyr s (B, E) — Homgyr s (A, E), ce qui montre bien (1),
tout 2-spectre possédant un remplacement injectivement [-fibrant.

Réciproquement, supposons (1). Soit E un Q-spectre injectivement I-fibrant, pour tout
ensemble simplicial K, le T-spectre hom(K, E) est encore un 2-spectre injectivement I-
fibrant (ici, hom désigne le bifoncteur évident (A°PPEns)”” x Spt’ () — Spt’ (.#)); on
en déduit que les fleches 7o hom(B, hom(K, E)) = 7y hom(A, hom(K, E)) sont bijectives
pour tout objet K de A°°PEns, ce qui revient a dire que la fleche

Hom 100 (K, hom(B, E)) — Hom o (K, hom(A, E))

est bijective. En utilisant le lemme de Yoneda dans la catégorie homotopique usuelle 7P,
on en déduit que hom(B, E) — hom(A, E) est une équivalence faible d’ensembles simpli-
claux, ce qui établit (2).

On déduit de ce lemme les deux lemmes qui suivent (de méme que dans [57, pages 72—
74]) :

Lemme 1.22 Soit un carré cocartésien dans Spt” (%) :

A—21-B

! f

/

c—~2-D

Si f est une I-équivalence stable, alors f' aussi pourvu que f ou g soit un monomorphisme.
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Lemme 1.23 Soit .% une petite catégorie filtrante. Soit E(e) — F(e) une transformation
naturelle de foncteurs & — Spt’ (#). Si pour tout objeti € &, le morphisme E(i) — F(i)
est une I-équivalence stable, alors coBm E(e) — colfim F(e) est itou.

Lemme 1.24 [ existe un ensemble # de monomorphismes dans SptT(LS”) qui sont aussi
des I-équivalences stables tel que si B est un objet de SptT(y), alors E est un Q)-spectre in-
jectivement I-fibrant si et seulement si le morphisme canonique E — o posséde la propriété
de relevement a droite par rapport a ¥ .

D’apres la démonstration du théoréme 1.12, on sait qu’il existe un ensemble _#, de
monomorphismes qui sont aussi des [-équivalences projectives telles que les [-fibrations
injectives soient caractérisées par la propriété de relevement a droite par rapport a _Z.

Pour tout monomorphisme i: A — B dans Esp,(.¥) et tout entier naturel n, on note
¢n.i le morphisme évident dans Spt” (.%) :

onit Fud \/  Fou(T AB) — Fy(B)
Frt1(TAA)

Il est clair que ¢, ; est un monomorphisme, qui est une /-équivalence projective si et seule-
ment si ¢ est une I-équivalence faible. Par un jeu d’adjonctions, on montre facilement que
si E est un objet de Spt” (.#), alors E — e possede la propriété de relevement & droite par
rapport a ¢, ; si et seulement si le morphisme E,, — Hom,(7", E, ;) dans Esp,(.¥) possede
la propriété de relevement a droite par rapport a i. Soit _#’ un ensemble de monomor-
phismes dans Esp,(.7) tel que les I-fibrations triviales dans Esp,(.¥) soient précisément
les morphismes ayant la propriété de relevement a droite par rapport a _#’ (cf. la démons-
tration du théoreme 1.7). On note _#; l'ensemble des morphismes dans Spt” () de la
forme ¢,,; ol n est un entier naturel et i € #'. Onnote ¢ = #,U ¢#;. Montrons que _#
vérifie bien les propriétés voulues. Soit E un objet de Spt” (.#). Si E — e possede la pro-
priété de relevement a droite par rapport a ¢, alors il possede la propriété de relevement a
droite par rapport a _#j ce qui assure que E est injectivement /-fibrant, ce qui implique que
E est projectivement [-fibrant ; pour montrer que E est un 2-spectre, il reste & montrer que
les fleches évidentes E,, — Hom, (T, E, ;1) sont des [-équivalences faibles, ce sont en fait
des I-fibrations triviales puisque ces fleches satisfont de la propriété de relevement a droite
par rapport a ¢’ (E — e satisfaisant la propriété de relevement a droite par rapport a
_71). Réciproquement, supposons que E soit un {2-spectre injectivement /-fibrant. Comme
E est injectivement [-fibrant, E — e satisfait évidemment la propriété de relevement a
droite par rapport a #. Sii: A — B est une cofibration I-triviale dans Esp,(¥) et que
n est un entier naturel, le morphisme ¢, ; est un monomorphisme qui est une /-équivalence
projective, E — e possede donc la propriété de relevement a droite par rapport a ces
morphismes, on en déduit par adjonction que le morphisme E,, — Hom, (7, E, ;1) est une
I-fibration, c¢’est donc une I-équivalence faible si et seulement si c¢’est une [-fibration tri-
viale, c¢’est-a-dire si ce morphisme possede la propriété de relevement a droite par rapport
a ¢’ Comme E est un {)-spectre, on en déduit que E — o possede finalement la propriété
de relevement a droite par rapport a _#, ce qui montre I’équivalence voulue.

Il reste a montrer que les morphismes appartenant a _#; sont des I-équivalences stables.
Tout d’abord, on peut montrer facilement en revenant a la définition que pour tout objet
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X de Esp,(-¥) et tout entier naturel n, la fleche évidente F, (T A X) — F, X est une I-
équivalence stable. Ensuite, soit i: A — B un monomorphisme dans Esp, (.#), on considere
le diagramme suivant

Fn+1(T/\A)% n+1(T/\B)

| |

FA C.

Pn,i

"F.B

ou C' désigne la source du morphisme ¢,, ;. D’apres ce qui précede, les fleches F, 1 (TAA) —
F,Aet F,,,1(TANB) — F, B sont des [-équivalences stables. Grace au lemme 1.22, on obtient
que la fleche F,,.1(T' A B) — C' est une I-équivalence stable. On en déduit que ¢, ; est une
I-équivalence stable, ce qui acheve la démonstration de ce lemme.

Lemme 1.25 ] existe un foncteur R: Spt’ (#) — Spt” () et une transformation natu-
relle T2 idgper (o) — R tels que pour tout objet E de Spt” (.#), le morphisme 75: E — RE
soit une I-équivalence stable (et un monomorphisme), avec RE un Q-spectre injectivement
fibrant. De plus, il existe un cardinal k tel que R commute aux colimites filtrantes indezées
par des ensembles ordonnés grands? devant k.

Il s’agit d’appliquer le raisonnement du petit objet a la famille de fleches ¢ du
lemme 1.24. On considere alors le foncteur ®: Spt” (.#) — Spt”(.#) défini par le carré
cocartésien suivant pour tout objet E de Spt” (%) :

\/ A Ve E
(f: A—=B)e 7 ,9: A—E

lw
V B OF

(f: A—»B)e 7 ,0: A—E

On a une transformation naturelle évidente idg,er () — ®. On peut itérer cette construc-

tion & la puissance o pour tout ordinal o.. Tous les objets de Spt” (.#) (en particulier les
sources des fleches dans _¢') étant accessibles (cf. SGA 419.3), si on pose R = ®* pour un
ordinal (limite) « bien choisi (cf. plus bas), la fleche ®*E — e possedera la propriété de re-
levement a droite par rapport a _¢ pour tout objet E de Spt” (.#) ; d’apres le lemme 1.24,
RE sera un Q-spectre injectivement fibrant. Les fleches de ¢ étant des I-équivalences
stables (et des monomorphismes), grace au lemme 1.22, on obtient que la fleche E — OE
est une I-équivalence stable pour tout objet E de Spt” (). Grace au lemme 1.23, on peut
utiliser une récurrence transfinie pour montrer que les flecches E — ®°E (en particulier

2cf. SGA 41 9.1 pour cette notion.
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E — RE) sont des I-équivalences stables (et des monomorphismes) pour tout ordinal 3 et
tout objet E de Spt” (.#).

Soit k£ un cardinal suffisamment grand pour que les sources des fleches dans ¢ soient «-
accessibles. On obtient aussitot que le foncteur & commute aux colimites filtrantes indexées
par des ensembles ordonnés filtrants grands devant k; par récurrence transfinie, on en
déduit la méme assertion pour le foncteur ®° o 3 est un ordinal quelconque, et donc en
particulier pour le foncteur R. Notons que si « est un ordinal limite grand devant x (par
exemple si o l'ordinal sous-jacent a un cardinal infini successeur strictement plus quand
que k), alors il est « bien choisi » au sens ou la condition évoquée plus haut sera satisfaite.

Apres ces lemmes préliminaires concernant les I-équivalences stables dans Spt” (.%),
nous allons faire une digression (tres) technique incluant le lemme 1.35 qui nous servira
ensuite.

Une axiomatique épouvantable

Le but de ce paragraphe est d’établir le lemme 1.35 qui nous servira a vérifier un des
axiomes des catégories de modeles fermées pour la catégorie Spt’ (.#) munie d'une des
deux structures stables envisagées précédemment. Les arguments de départ sont ceux de
[40, theorem 2.3] pour les préfaisceaux simpliciaux. Des difficultés techniques supplémen-
taires se posent lors de la Al-localisation pour obtenir [57, corollary 2.20, page 77|, qui
est un outil technique important mais dont les détails de la démonstration sont passés
sous silence (fort justement, compte tenu du caractére épouvantablement horrible de la
chose!). Dans la démonstration du lemme 1.35 qui nous servira a construire des structures
de catégories de modeles, on retrouvera ainsi un ingrédient que les auteurs de [loc. cit.] in-
diquent (& savoir la considération de limites inductives filtrantes indexées par des ensembles
ordonnés grands devant un cardinal fixé). On s’est efforcé de donner une formulation axio-
matique suffisamment générale pour pouvoir s’appliquer non seulement aux catégories de
spectres que l'on va considérer, mais aussi, rétrospectivement, a certaines catégories déja
rencontrées.

Définition 1.26 Soit € une catégorie. Une taille sur € est la donnée d’une « fonction » 3

t qui a tout objet de € associe un cardinal, satisfaisant les axiomes suivants :
(T1) Deux objets isomorphes ont méme taille ;

(T2) Pour tout cardinal k, il existe un ensemble représentatif des classes d’isomorphismes
d’objets de taille < k.

Remarque 1.27 La notion de taille n’a vraiment d’intérét que si la catégorie € n’est pas
petite.

Définition 1.28 Soit t une taille sur une catégorie €. On dit que t est discréte si pour
tout cardinal k (non vide) dans l'image de t, il existe un cardinal k' < K tel que pour tout
objet X de €, si t(X) < k alors t(X) < K.

311 ne s’agit pas vraiment d'une fonction ¢, mais plutét d’une formule mathématique F (X, k) en deux
variables dans le langage de la théorie des ensembles, qui est telle que pour tout objet X de ¥, il existe
un unique cardinal & tel que F (X, k) soit vraie, on pose alors t(X) = k.

27



CHAPITRE I — CATEGORIE HOMOTOPIQUE STABLE D’UN SITE SUSPENDU AVEC INTERVALLE

On peut remplacer une taille quelconque ¢ par une taille ¢’ discrete en disant que (X))
est le cardinal successeur de t(.X).
L’intérét des tailles réside principalement dans la trivialité suivante :

Proposition 1.29 Soit F': € — €' un foncteur entre deux catégories munies de tailles.
Alors, pour tout cardinal k, il existe un cardinal k' tel que pour tout objet X de € de taille
< k, l'objet F'X soit de taille < K'.

Définition 1.30 Soit t une taille sur une catégorie €. On dit que t est croissante avec les
monomorphismes si pour tout monomorphisme i: A — B dans €, on a t(A) < t(B).

Lemme 1.31 Soit € une catégorie munie d’une taille t. On suppose que pour tout objet
X, la catégorie des sous-objets de X est essentiellement petite. Alors, il existe une taille
t' >t sur € telle que t' soit croissante avec les monomorphismes.

11 suffit de définir ¢'(X) comme étant le sup des ¢'(Y) pour Y parcourant les sous-objets
de X.

Définition 1.32 Soit € une catégorie. On note FI(€) la catégorie des fléches de €, c’est-
a-dire la catégorie des foncteurs A' — €.

On suppose que 'on dispose de données du type suivant :
ne catégorie ¥ munie d'une taille ¢ discrete et croissante avec les monomorphismes.
(D1) U Sgorie € ie d’ ille ¢ discre i 1 hi
(D2) Une famille de foncteurs (®;),.;
ne famille de foncteurs (V). e vers ns) indexée par un ensemble J.
(D3) Une famille de fi (\I!])JEJ de F1(¥) Fl(Ens) indexé ble J
(D4) Des cardinaux (infinis) 3 et ~.

de € vers A°’PEns indexée par un ensemble I.

Définition 1.33 Dans €, on appelle équivalence faible un morphisme f: A — B tel que
pour tout i € I, Uapplication ®;(A) — ®;(B) soil une équivalence faible d’ensembles sim-
pliciauz; on dit d’un morphisme f: A — B que c’est une cofibration si pour tout j € J,
Uapplication V,;(A — B) est injective. Une cofibration triviale est une cofibration qui est
aussi une équivalence faible.

On suppose que ces données vérifient les axiomes suivants :
(A1) La catégorie € possede des limites projectives et inductives.

(A2) Les foncteurs (®;),.; et (¥;),.; commutent aux limites inductives indexées par des
ensembles ordonnés filtrants grands devant ~.

(A3) Dans %, les limites inductives indexées par des ensembles ordonnés filtrants grands
devant v commutent aux limites projectives finies.

(A4) Les cofibrations sont des monomorphismes.

(Ab) Les cofibrations, les monomorphismes et les équivalences faibles sont stables par
colimites filtrantes.

(A6) Les cofibrations triviales sont stables par image directe.
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(A7) Pour tout ensemble A et pour tout cardinal k, il existe un cardinal £’ tel que si
(Xa),e4 st une famille de sous-objets de taille < x d’un objet X de ¢, le plus petit
sous-objet M de X majorant les sous-objets X, (existe et) est de taille < &'

(A8) Si A; et A, sont deux sous-objets d'un objet A de €, que 'on note AjNAy = A; x4 Ay
et Ay U As la somme amalgamée de A; et de A, le long de A; N A,, alors la fleche
évidente A; U Ay — A est un monomorphisme. De plus, la taille de A; U Ay est
inférieure ou égale au max des tailles de A; et de Ay .

(A9) Tout objet X de ¥ est la colimite (filtrante) de ses sous-objets de taille < 3.

(A10) Pour tout j € J, le foncteur ¥; préserve les carrés cocartésiens; de plus, le but de la
fleche V(A — B) ne dépend que de B.

Lemme 1.34 Pour tout cardinal k, il existe un cardinal K" > K tel que pour tout objet X
dans €, l’ensemble ordonné des sous-objets de X de taille < k' soit grand devant .

On considere la « fonction » f qui a un cardinal k associe le plus petit cardinal tel que
pour toute famille (X,),., de sous-objets de taille < x d'un objet X de €, si A est de
cardinal <+, alors le plus petit sous-objet de X majorant tous les X, est de taille < f(k);
f(k) existe bien grace a 'axiome (AT). Il s’agit de trouver un point fixe £’ & f vérifiant
k' > k.

On définit un cardinal k. pour tout ordinal @ par induction transfinie : on pose kg = k,
Kat1 = f(Ka) et si a est un ordinal limite, on pose k, = sup Ky . On choisit un cardinal

a'Ea
infini successeur « strictement plus grand que 7 (toute partie de a de cardinal <~ admet
donc un majorant) et on pose k' = K,.

Vérifions que «’ vérifie la condition espérée. Distinguons deux cas. Supposons d’abord
que la famille de cardinaux k. pour o € o admette un maximum Kol - Il vient Kaf+1 = Ko
puis k' = Ky, et donc f(k') = £'. Supposons maintenant que la famille de cardinaux s
pour o € o n’admette pas de maximum. En utilisant le fait que la taille ¢ a été supposée
discrete, on voit qu’il n’existe pas d’objet de & de taille k,. Ainsi, si un objet de % est
de taille < K, alors il est de taille < k, et donc de taille < k., pour un certain élément
o/ € a. Compte tenu du choix fait précédemment pour 'ordinal «, on en déduit aisément
que f(x") = K/, ce qui acheve la démonstration de ce lemme.

Lemme 1.35 [ existe un cardinal k' tel que si f: E — F est un morphisme de € possédant
la propriété de relevement a droite par rapport aux cofibrations triviales entre objets de taille
< k' alors [ posséde la propriété de relevement a droite par rapport a toutes les cofibrations
triviales.

Commencons par montrer que ce lemme résulte du lemme suivant :

Lemme 1.36 Pour tout cardinal x, il existe un cardinal k' tel que si A — B est une
cofibration triviale, et By un sous-objet de taille < k de B, il existe un sous-objet By de
taille < k' de B tel que By C By, que AN By — By soit une cofibration triviale et que
AU By — B soit une cofibration.

4Si cette condition n’est pas vérifiée pour la taille ¢, on peut montrer qu'il existe une taille ¢’ > ¢ qui la
satisfait.
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On applique ce lemme 1.36, avec k = (3. On obtient un certain cardinal ', on va vérifier
que ce cardinal vérifie la conclusion du lemme 1.35 que 1'on veut établir. On se donne un
carré commutatif de la forme ci-dessous, ou i: A — B est une cofibration triviale et ou
E — F possede la propriété de relevement a droite par rapport aux cofibrations triviales
entre objets de taille < k' :

%E

1T

B——F

On considere 'ensemble ordonné & formé des couples (C, ¢) ou C' est un sous-objet de
B majorant A tel que C' — B soit une cofibration triviale et ¢: C' — E un morphisme
faisant commuter le diagramme
A—F
zl o 7

f
C—F

On dit que (C, ) < (C',¢’) si C est un plus petit sous-objet de C” et que ¢’ prolonge .
On montre facilement que & est inductif, il admet donc un élément maximal. Pour montrer
qu’il existe un relevement dans le carré commutatif de départ, il s’agit de montrer qu’un
élément maximal de (C, ¢) est forcément tel que C' = B. Quitte a remplacer le morphisme
A — B par C — B, on se ramene a montrer que si A — B n’est pas un isomorphisme,
alors il existe un élément (C, ) de @ avec C' # A. D’apres axiome (A9), B est colimite
(filtrante) de ses sous-objets de taille < 3, on en déduit qu'il existe un sous-objet By de B
de taille < 3 qui ne soit pas contenu dans A, le morphisme A — AU By n’est donc pas un
isomorphisme. D’apres le lemme 1.36, il existe un sous-objet By de B plus grand que B
mais de taille < &’ tel que AN By — By soit une cofibration triviale et AU B; — B une
cofibration. On a alors un carré cocartésien

AN B A
B, AU B
B

La fleche AN By — Bj est une cofibration triviale, donc A — A U By aussi (cf. axiome
(A6)), comme A — B est une cofibration triviale et que AU B; — B est une cofibration,
il vient que AU B; — B est une cofibration triviale. Par hypothese, le morphisme £ — F
possede la propriété de relevement a droite par rapport a AN B; — By, il en découle
formellement qu’il possede aussi la propriété de relevement par rapport a A — AU B;. On
obtient ainsi un relevement ¢: AU By — E qui donne bien un élément non trivial de &,
ce qui acheve la démonstration de ce lemme.

Passons a la démonstration du lemme 1.36 ; pour cela, introduisons un peu de termino-
logie :
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Définition 1.37 Soit un carré commutatif dans la catégorie des ensembles

Loy

P,k

X/ > Y/

Un défaut d’injectivité de f est un couple (xq,x2) d’éléments distincts de X tels que f(x1) =
f(z2), on dit qu’il disparait dans f' si p(x1) = p(xs). De facon analogue, un défaut de
surjectivité de f est la donnée d’un élément y de Y qui n’est pas dans l'image de f, on dit
qu’il disparait dans f' si q(y) est dans l'image de f'.

Lemme 1.38 Pour tout cardinal k, il existe un cardinal k' tel que si A — B est une
cofibration triviale, et By un sous-objet de taille < k de B, et si (x1,23) est un défaut
d’injectivité d’une fleche V;(AN By — By) pour un certain élément j € J, alors il existe
un sous-objet By de taille < k' de B tel que By C By et que ce défaut d’injectivité disparaisse
dans V;(AN By — By).

D’apres le lemme 1.34, on obtient un cardinal " plus grand que (3 et que k (et ne
dépendant que de ces cardinaux [ et k) tel que I’ensemble ordonné des sous-objets de tout
objet de € soit grand devant 7. Notons . I’ensemble ordonné des sous-objets C' de B
de taille < k' et contenant By, cet ensemble ordonné . est grand devant 7. En utilisant
notamment I’axiome (A9), on obtient un isomorphisme

colimC 5 B .
Ces

En utilisant de plus I'axiome (A3), on obtient aussi un isomorphisme

colim(ANC) = A.
ces

L’axiome (A2) implique que la fleche ¥;(A — B) s’identifie a la fleche

coim¥;(ANC — C) .

Ces
Cette derniere fleche est donc injective puisque U;(A — B) lest (A — B étant une
cofibration). On en déduit aussitot l'existence d’un sous-objet B; de B de taille < &/
contenant By et faisant disparaitre le défaut d’injectivité choisi au niveau de By, ce qui
acheve la démonstration de ce lemme.

On peut utiliser des arguments semblables pour faire disparaitre des défauts d’injectivité
au niveau des morphismes V;(AU By — B) (I'idée étant de forcer AU By — B a étre une
cofibration). De la méme maniere, on peut faire disparaitre des défauts de bijectivité au
niveau des applications mo®;(A N By) — moP;(By). De fagon similaire, pour tout entier
n > 1, on peut faire disparaitre des défauts de bijectivité au niveau des applications
Tn(Pi(ANBy), x) — m,(Pi(By), x) ot x est un simplexe de degré 0 de 'ensemble simplicial
®;(A N By). On obtient ainsi que pour tout cardinal r, il existe un cardinal ' tel que
pour chacun de ces défauts potentiels au niveau d’un sous-objet By de taille < k, il existe
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un sous-objet By plus grand mais de taille < &’ dans lequel le défaut envisagé disparait.
Observons maintenant que ’on peut majorer le cardinal de I’ensembles des défauts possibles
en fonction de k, il s’agit d’utiliser la proposition 1.29; le plus difficile est de majorer le
cardinal de 'ensemble des défauts d’injectivité des fleches W;(AU By — By) en fonction de
la taille de By : cela utilise I'axiome (A10). En utilisant I’axiome (A7), on obtient aussitot
que pour un cardinal x fixé, il existe un cardinal ', tel que dans la situation précédente, si
By est de taille < &, il existe un Bj de taille < &’ qui fasse disparaitre non pas seulement un
défaut d’'injectivité ou de surjectivité d’un type envisagé mais tous ces défauts. On vient
d’esquisser la démonstration de I’énoncé suivant :

Lemme 1.39 Pour tout cardinal k, il existe un cardinal k' rendant vrai ce qui suit. Si
A — B est une cofibration triviale dans € et By un sous-objet de B de taille < k, alors
il existe un sous-objet By de B contenant By et de taille < k' tel que tous les défauts
d’injectivité des applications V;(A N By — By) et V(AU By — B) ainsi que les défauts
de bijectivité des applications ®;(AN By) — ®;(By) au niveau des « groupes d’homotopie »
disparaissent dans les applications correspondantes pour By.

On peut maintenant finir la démonstration du lemme 1.36. On part d’un sous-objet
By de taille < xk comme dans 1’énoncé. Soit « l'ordinal sous-jacent a un cardinal infini
successeur strictement plus grand que . On définit une « suite » croissante de sous-objets
Cs pour 6 < a de la maniere suivante : on pose Cy = By. Pour tout ordinal limite §, on
note Cjy la colimite des Cy pour ¢’ € . On définit Cs,1 comme étant obtenu a partir de Cs
en faisant By = (s dans le lemme 1.39. On peut en principe itérer les estimations de tailles
données par ce lemme, on obtient ainsi un cardinal ' (ne dépendant que de ) tel que C,
soit de taille < k’. On pose B; = C,,. Notons que « est un ensemble ordonné grand devant
7, ainsi pour tout j € J, la fleche V,;(AN B; — By) s’identifie a la colimite des fleches
U, (ANCs — Cs), or dans ce systeme de fleches, un défaut d’injectivité au cran § disparait
au cran 0 + 1, a la limite inductive, on obtient évidemment une injection. On a montré que
AN By — B était une cofibration. On montre de fagon similaire que AU B; — B est une
cofibration et que A N By — By est une équivalence faible, ce qui acheve la preuve de ce
lemme.

Fin de la démonstration

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer les théoremes 1.18 et 1.19 conduisant
a deux structures de catégories de catégories de modeles simpliciales sur les T-spectres.

Rappelons les axiomes que 1'on souhaite montrer (cf. [57, page 46]), ou € est une caté-
gorie munie d'une notion de cofibration, de fibration et d’équivalence faible (une cofibration
(resp. une fibration) est dite triviale si elle est aussi une équivalence faible).

(MC1) La catégorie € possede des limites projectives et des limites inductives.

(MC2) Dans un triangle commutatif, si deux fleches sont des équivalences faibles, alors la
troisieme aussi.

(MC3) Si un morphisme f est un rétracte de g, et que g est une équivalence faible (resp. une
cofibration, resp. une fibration), alors f aussi.
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(MC4) Toute fibration possede la propriété de relevement a droite par rapport aux cofibra-
tions triviales. Toute cofibration possede la propriété de relevement a gauche par
rapport aux fibrations triviales.

(MC5) Tout morphisme peut étre factorisé fonctoriellement en p o i ol p est une fibration
et 7 une cofibration triviale. Tout morphisme peut étre factorisé fonctoriellement en
poi ou p est une fibration triviale et ¢ une cofibration.

Que ce soit dans le cas de la structure stable ou dans celui de la structure stable injec-
tive, les axiomes (MC1), (MC2) et (MC3) sont trivialement vrais, de méme que la moitié
de (MC4) concernant la propriété de relevement a droite des fibrations par rapport aux
cofibrations triviales. La moitié de (MC5) concernant la factorisation fonctorielle cofibra-
tion/fibration triviale résulte aussitot de I’énoncé analogue pour les structures de catégories
de modeles données dans les théoremes 1.10 et 1.12. Rappelons le lemme suivant :

Lemme 1.40 (Astuce de Joyal, cf. [40, pages 64-65]) On suppose donnée une caté-
gorie € munie de familles de fleches appelées équivalences faibles, cofibrations et fibra-
tions. On suppose que les aziomes (MC1) et (MC2) sont vérifiés, ainsi que les propriétés
sutvantes :

— les cofibrations sont stables par composition et image directe ;

— les fibrations ont la propriété de relévement par rapport aux cofibrations triviales ;

— tout morphisme peut étre factorisé en p ot avec i une cofibration et p une fibration

triviale.

Alors, l'aziome (MCY) est vérifié.

Compte tenu de ce lemme, on voit aussitot qu’il ne nous reste plus qu’a établir la
moitié de (MC5) qui nous manque, a savoir la factorisation cofibration triviale/fibration.
En vertu du raisonnement du « petit objet » (cf. page 26 pour le principe), il s’agit de
montrer que dans chacune des deux structures envisagées, il existe un ensemble # de
cofibrations triviales telles que les fibrations puissent étre caractérisées par la propriété de
relevement a droite par rapport a _#.

Il n’y a donc qu’a montrer que 'on est dans les conditions d’application du lemme 1.35.
D’aprés le lemme 1.25, on a un foncteur R: Spt” (./) — Spt” () (commutant aux co-
limites filtrantes indexées par les ensembles ordonnés grands devant un certain cardinal
k). On sait qu'un morphisme f: E — F est une [-équivalence stable si et seulement si
RE — RF est une I-équivalence projective (entre objets projectivement /-fibrants). Ainsi,
on peut définir des foncteurs ®x ,,: Spt’ (.#) — A°PPEns pour tout entier naturel n et
tout objet X € ., en posant ®x,(E) = (RE),(X). On obtient une famille de fonc-
teurs ®(x ) : Spt’ (#) — A°PPEns indexée par (Ob.?) x N dont on peut vérifier qu'ils
commutent aux limites inductives filtrantes indexées par les ensembles ordonnées filtrants
grands devant un cardinal v suffisamment grand et que E — F est une [-équivalence stable
si et seulement si pour tout (X,n) € (Ob.) x N, I'application ®x, \E — ®(x ) F est une
équivalence faible d’ensembles simpliciaux. C’était le point essentiel a vérifier, on construit
facilement les autres données (différentes selon que 'on considere la structure stable ou la
structure stable injective) et la vérification des axiomes permettant d’utiliser le lemme 1.35
ne pose pas de grande difficulté. La vérification de I'axiome simplicial pour ces structures
de catégories de modeles n’est pas difficile non plus. On acheve ainsi la démonstration des
théoremes 1.18 et 1.19.
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2 Fonctorialité

2.1 Changement de site

On se donne deux sites avec intervalles (.7, 1) et (%, I5) (les sites considérés étant
supposés avoir assez de points). On se donne un foncteur f~1: .% — . définissant une
application continue de sites f: .7 — % °. On en déduit formellement un couple de
foncteurs adjoints (f*, fi) avec f,: Esp(#1) — Esp(.%2) et f*: Esp(.#2) — Esp(#).

Définition 1.41 ([57, definition 1.55, page 65]) L’application continue f: ./ — S
est dite raisonnable si pour tout objet X de %5, tout objet simplicialement fibrant Y de
Esp(.7)) et toute équivalence faible simpliciale f.Y — Y’ dans Esp(#) avec Y' simpli-
cialement fibrant, ['application évidente d’ensembles simpliciauz

hom(X, f,Y) — hom(X,Y")
est une équivalence faible.

On suppose que f est une application raisonnable de sites. On se donne de plus un
objet T} dans Esp,(-#1) et un objet 75 dans Esp,(3) (autrement dit, on a deux sites
suspendus avec intervalles, cf. remarque 1.5).

Observons tout d’abord que f~! induit un foncteur f,: Esp,(.#1) — Esp,(-#2) (com-
patible au foncteur d’oubli du point-base) et que ce foncteur f,: Esp,(-#1) — Esp,(-#)
admet un adjoint & gauche f*: Esp, () — Esp,(.#1) .

On se donne une fois pour toutes un isomorphisme de foncteurs Esp,(.-#3) — Esp,(-71)
en la variable X :

‘I’XI f*(Tg /\X) :> Tl /\f*X .

Par adjonction, la donnée de ¥ équivaut a la donnée d’un isomorphisme de foncteurs
U’": Esp,(-71) — Esp,(-#,) en la variable Y :

U, : Hom,(Ty, f,Y) = f,Hom,(T},Y) .

On peut alors définir un foncteur f*: Spt’*(#) — Spt™ (.#}) par la formule (f*E), =
f*(E,) pour tout objet E de Spt’>(.#), les morphismes d’assemblage étant définis en
appliquant f* au morphisme d’assemblage de E et en utilisant ¥ :

Ti A f*(Ep) — f*(Ept1)

f*(T2 A En)

®Autrement dit, le foncteur f,: Prefais(.#1) — Prefais(.%%) défini a partir de f~! au niveau des
catégories de préfaisceaux d’ensembles envoie les faisceaux sur .#; sur des faisceaux sur .%%5.

511 convient de noter que ce foncteur ne commute pas forcément & I'oubli du point-base (en revanche,
dans l'autre sens, il commute a la construction X — X consistant a ajouter formellement un point-base a
un objet non pointé). Par exemple, si X est un espace topologique, U un ouvert qui n’est pas tout, et que
Ion note j: U — X l'inclusion canonique, le foncteur d’inclusion j; de la catégorie des ouverts de U dans
celle de X induit une application continue de sites X — U dont le foncteur image directe est le foncteur
j* usuel et 'adjoint & gauche jy est soit le prolongement par le vide pour les faisceaux d’ensembles, soit le
prolongement par e (ou zéro) (pour les faisceaux d’ensembles pointés ou les faisceaux de groupes abéliens).
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On définit de méme un foncteur f,: Spt™ (.#}) — Spt’*(.#3) par la formule (f,E), =
f.(E,) pour tout objet E de Spt™(.#), les morphismes adjoints des morphisme d’as-
semblage de f,E étant obtenus en utilisant I'isomorphisme ¥’ et en appliquant f, aux
morphismes adjoints o], des morphismes d’assemblage de E :

J«(Ep) — Hom, (T3, fi(Epn41))

, ~| e,
f*an

f* HOI’I’I. (Tl ) En—i—l)

Il est clair que le foncteur f*: Spt™(.%) — Spt™* (.#) est I'adjoint & gauche du fonc-
teur f,: Spt’' () — Spt’*(.F%).

On suppose maintenant que f: (.%,11) — (%, [3) constitue une application raison-
nable de sites avec intervalles (cf. [ibid., definition 3.16, page 92]), autrement dit que le
foncteur Rf,: (A1) — H(S) T envoie les objets I;-locaux sur des objets Io-locaux.

Lemme 1.42 Soit g: E — F une I -équivalence projective entre objets projectivement I -
fibrants de Spt™ (A, ). Alors f.g: f.E — f.F est une I,-équivalence projective.

C’est évident. On en déduit un foncteur dérivé total a droite
Rpfo: SHIN (A, L) — SHE (S, 1)

Proposition 1.43 Le foncteur R, f,: SHgl(Yl,Il) — SH?(YQ, L) admet un adjoint a
gauche qui n'est autre que le foncteur dérivé total o gauche de f*: Spt™(.%) — Spt™ (.A),
que l'on note L f*: SHIJ;Q(yQ,]Q) — S'Hgl(yl,]l).

On procede dune fagon tout-a-fait semblable a celle de [ibid., proposition 1.57, page 65] :

Définition 1.44 Soit X un objet de Spt™2(.%). On dit que X est f*-admissible si pour tout
objet injectivement I1-fibrant Y de Spt™*(.#1) et toute I -équivalence projective f,.Y — Y’
avec Y' un objet injectivement I,-fibrant de Spt™*(#), la fleche évidente d’ensembles
simpliciaux

hom(X, f,Y) — hom(X,Y")

est une équivalence faible.

Lemme 1.45 Soit X un objet f*-admissible de Spt™(.%). Alors, le foncteur qui a Y €
Spt™ (A) associe Iensemble Homg, 12)(X,Rpf*Y) est coreprésentable, c¢’est-a-dire

que « le foncteur adjoint & gauche de Ry f,: SHgl(Yl,Il) — S?‘lg2 (S, o) est défini en
X ». Plus précisément, on a un isomorphisme fonctoriel en' Y € S'Hgl(ﬁﬁl, L) :

Hom‘,mg1 (Yl,ll)(f*X’ Y) = HOIIlSHgQ(y2J2)(X7 R, 1Y)

"M s’agit 14 du foncteur dérivé total a droite du foncteur f,: A°PPFais(.#;) — AC°PPFais(.%) (il
est simplement obtenu en appliquant f, & une résolution fibrante). Cette construction est possible
(cf. [ibid., page 62]) car on a supposé que f était une application continue de sites.
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Pour k € {1,2}, on choisit une résolution Ij-injectivement fibrante E — Eg, foncto-
rielle en Y € Spt’*(.#,) (il sera évident que les isomorphismes construits plus bas seront
indépendants de ce choix). Pour tout objet Y de Spt’(.#}), on consideére I'application
suivante :

hom(X, f,(Yab)) — hom(X, (f«(Yab))sb) -

Comme X est f*-admissible, cette application est une équivalence faible d’ensembles sim-
pliciaux. On a par ailleurs un isomorphisme canonique d’ensembles simpliciaux :

hom(f*X, Yg,) — hom(X, fi(Ysb)) .
Finalement, on obtient une équivalence faible fonctorielle en Y :
hom(f*X, Yap) — hom (X, (fe(Yab))snp) -
En passant au m, il vient une bijection fonctorielle en Y :

Hom J(fX,Y) — Homg X, RpfiY)

SHEN (A1, HE2 (S, 1) (

ce qui acheve la démonstration du lemme.

Bref, pour montrer que R, f, admet un adjoint a gauche, il suffit de montrer que tout
objet de SH?(YQ, I,) peut étre représenté par un objet f*-admissible de Spt™2(.#). Le
lemme suivant nous donne cela (et permet aussi de montrer que le foncteur adjoint a gauche
de R, f, est le foncteur dérivé total a gauche de f*) :

Lemme 1.46 ] existe un foncteur Spt™ (%) — Spt™ (%) qui a un objet X associe un
objet Xaam f*-admissible, et une transformation naturelle X,qm — X qui soit une I5-
équivalence projective.

On applique le raisonnement du petit objet & la famille de fleches 7 dans Spt”2(.%)
de la forme F,,(A x X); — F,(B x X); ou X € .%, n est un entier naturel et A — B une
inclusion entre ensembles simpliciaux finis. On obtient ainsi une factorisation fonctorielle
e — Xuam — X de @ — X pour tout objet X de Spt’*(.%3), ot Xuqm — X possede
la propriété de relevement a droite par rapport a <7 (il s’agit donc d’une I1-équivalence
projective) et ot @ — X, 4, est un composé transfini d’images directes de sommes directes
de morphismes dans 7. Observons tout d’abord que les fleches dans ./ sont des mono-
morphismes qui le restent apres application de f*; par ailleurs, pour tout entier naturel n,
tout objet X € .% et tout ensemble simplicial K, 'objet F,,(K x X), est f*-admissible
(cela résulte aussitot du fait qu’on a une application raisonnable de sites avec intervalles).

Les objets f*-admissibles possedent des propriétés analogues a celles énoncées dans
[ibid., lemma 1.53, page 64]. Dans le cas ou on utilise la catégorie des préfaisceaux pour
définir les catégories de spectres, elles permettent de conclure. Si on travaille avec des
faisceaux, les objets de la forme F},(Ax X ), pour A un ensemble simplicial fini et X € . ne
sont pas forcément de présentation finie dans Spt’?(.#) ; pour terminer la démonstration
de ce lemme (et donc de la proposition 1.43), on peut utiliser le lemme suivant :
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Lemme 1.47 Soit (X;)ics un systéme inductif dans Spt™ (%) indexé par une catégorie
filtrante .. On suppose que pour tout i € &, l'objet X; est f*-admissible. Alors colfim X,

est f*-admissible.

Soit Y un objet injectivement I;-fibrant de Spt™*(.#}), soit f,Y — Y une résolution
injectivement I»-fibrante. On veut montrer que la fleche

hom(cogm X, [,Y) — hom(cogm X, Y")

est une équivalence faible.
On sait déja que pour tout ¢ € .#, 'application
hom(X;, f,Y) — hom(X;,Y")

est une équivalence faible entre ensembles simpliciaux fibrants; le fait que ces ensembles
simpliciaux soient fibrants résulte, pour hom(X;, Y’) du fait que Y’ soit injectivement I5-
fibrant, et pour hom(Xj, f,Y), de I'isomorphisme isomorphisme canonique hom(X;, f,Y) =
hom(f*X;,Y) et du caractere injectivement [;-fibrant de Y. On peut donc passer ces
équivalences faibles a la limite homotopique pour obtenir une équivalence faible (cf. [12]) :

hom(hoc;limXi, LY) — hom(hocglim X, Y.

Comme le foncteur f* « commute » & hocolim, on obtient le carré commutatif suivant
ﬂ )

hom(colfim X, Y) hom(colfim X, Y')

| l

hom(hocglim XYy o hom(hocglim X, Y

ou la fleche du bas est une équivalence faible et les fleches verticales aussi puisque Y et
Y’ sont fibrants (pour les structures de catégories de modeles considérées). Il en résulte
que la fleche du haut est aussi une équivalence faible, ce qui acheve la démonstration de ce
lemme.

Pour pouvoir étendre convenablement ces constructions aux catégories homotopiques
stables, on a besoin d’une hypothese supplémentaire donnée dans la définition qui vient (et
qui récapitule les hypotheses utilisées jusqu’ici) :

Définition 1.48 On se donne (1,11, T1) et (S, 15, Ts) deux sites suspendus avec inter-
valles. Une application raisonnable f: (1,11, T1) — (S, I3, Ty) de sites suspendus avec
intervalles consiste en la donnée d’une application raisonnable f: (A1, 1) — (2, I2) de
sites avec intervalles et d’un isomorphisme de foncteurs

U: fH(Ty A=) S Ty A f*—: Esp,(%5) — Esp,(A)

tels que pour tout objet Ir-fibrant X de Esp,(-#1) et toute Iy-équivalence faible f, X — X'
avec X' Ir-fibrant, la flecche Hom, (T, f,.X) — Hom, (T3, X') soit une Is-équivalence faible.
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Proposition 1.49 Soit f: (A, 11, T1) — (S, I3, Ts) une application raisonnable de sites
suspendus avec intervalles. Alors, le foncteur R, fs: SHgl(Yl, L) — SH?(YQ, L) est tel
que

Ry f(SHOH A, 1)) € SHE (S, 1)

Si g: E — F est un morphisme dans Spt™ (%)) qui est une I,-équivalence stable entre
Q-spectres I1-projectivement fibrants, alors f.g: f,.E — f.G est une Iy-équivalence stable
(entre S2-spectres).

Le fait que Ry, f, préserve les Q-spectres résulte de la derniere condition intervenant dans
la définition d’une application raisonnable de sites suspendus avec intervalles. La deuxieme
assertion en découle en vertu du lemme 1.42.

Sous les hypotheses de la proposition, on obtient aussitot un foncteur dérivé total
a droite Rf,: SH™ (A, 1)) — SH™ (S, ). 11 est également évident que le foncteur
Lf*: S?-(g2 (S, 1) — SHgl (S, 1) préserve les équivalences stables,; ce foncteur induit
donc un autre foncteur Lf*: SH™* (%, I,) — SH™ (%, I;) dont on vérifie facilement qu’il
définit un adjoint & gauche a Rf, (le fait que Ry, f, préserve les Q-spectres est essentiel ici).
On obtient ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 1.50 Soit f: (S, L, 1)) — (F, 12, Ty) une application raisonnable de sites
suspendus avec intervalles. On dispose de couples de foncteurs adjoints (Lf*, Ry f.) entre
les catégories SHIH (S, I,) et (Lf*,Rf.) entre les catégories SH™ (., I;) pour k € {1,2}.

Proposition 1.51 Soit f: (A, 11, T1) — (S, I3, Ts) une application raisonnable de sites
suspendus avec intervalles. Les diagrammes de catégories suivants sont commutatifs (a des
isomorphismes canoniques de foncteurs pres) pour tout entier naturel n :

NS, ) == SHP (S, 1) —= SH™ (S, I)

lLf* lLf* lLf*

(A ) == SHY (A, ) —= SH™ (A, L)

SHTl(yl,]l)HSHgl(y:bIl)evﬁn O(ylajl)

lRf* lRpf* lRf*

SHTQ(yg,[Q)%SHgQ(y%IﬂW—n) 0(‘5ﬂ2a[2)

Tout d’abord, on a un couple de foncteurs adjoints (Lf*, Rf,) entre les catégories
Ho( S, I) (il s’agit d'une version pointée de la construction de [57, page 92], dont on
a développé ici une version pour les spectres). Les foncteurs intervenant dans le premier
diagramme sont des foncteurs dérivés a gauche des foncteurs évidents (ou des identités
si la fleche n’est pas précisée) tandis que les foncteurs apparaissant sur le deuxiéme sont
des foncteurs dérivés a droite; les deux diagrammes se correspondent par adjonction. Il
est évident que le deuxieme diagramme est commutatif (& des isomorphismes canoniques
pres), le premier 'est donc aussi.
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Lemme 1.52 Soit f: (A, 11, T1) — (S, I, T) une application raisonnable de sites sus-
pendus avec intervalles. Le diagramme suivant commute a un isomorphisme canonique
pPres :

SH;I;Q (yg, [2) ev—n> %(yg, Ig)

lLf* Lf*
SHI (A, 1) 22 A( A, )

On construit facilement un morphisme canonique Lf* o ev,, — ev, oL f* de foncteurs
SHgQ(YQ,Ig) — (S, Ih). 11 s'agit de montrer que c’est un isomorphisme. Pour cela,
il suffit de montrer que si X,qm, est la résolution admissible a gauche d’un objet X €
Spt”?(.%3) construite dans le lemme 1.46, 'objet ev,,(Xaam) de Esp, (%) est f*-admissible
pour la version pointée de la définition de [ibid., remark 1.50, page 64]. En revenant a
la construction spécifique de X,gm, on voit qu’il suffit de montrer que si X € .%, alors
T3 A Xy est un objet f*-admissible de Esp,(.#3), ce qui découle du lemme suivant :

Lemme 1.53 Soit f: (A, 1, T)) — (S, I, Ts) une application raisonnable de sites sus-
pendus avec intervalles. Soit X un objet de Esp,(-#2). Si X est f*-admissible, alors Ty N X
QUSSI.

Un objet X de Esp,(.%,) est f*-admissible si et seulement si pour tout objet [;-fibrant
Y de Esp,(-#7) et toute I,-équivalence faible f,Y — Y’ avec Y’ un objet Ir-fibrant, la
fleche évidente
hom(X, f,Y) — hom(X,Y")

est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux. On se donne donc un tel objet X, et
on voudrait montrer que Hom, (75, X) est f*-admissible. On se donne alors un objet I;-
fibrant Y de Esp,(#1), on choisit une Il,-équivalence faible f,Y — Y’ avec Y’ I,-fibrant.
On veut montrer que la fleche évidente

hom(Ty A X, f,Y) — hom(Ty, A X, Y")
Par adjonction, cela revient a montrer que la fleche
hom (X, Hom, (T3, f,Y)) — hom(X, Hom,(T5,Y"))

est une équivalence faible. Comme Hom, (75, Y”) est Io-fibrant (puisque Y’ l'est), la der-
niere condition donnée dans la définition d’'une application raisonnable de sites suspendus
avec intervalles implique que a: Hom, (73, f,Y) — Hom,(75,Y") est une Ir-équivalence
faible. On a un isomorphisme canonique Hom, (73, f.Y) = f, Hom,(7},Y) ; comme l'objet
Hom,(T},Y) est I -fibrant, on peut utiliser le fait que X soit f*-admissible pour montrer
que hom, (X, o) est une équivalence faible, ce qui est précisément ce qu’on voulait.

Remarque 1.54 Le foncteur Lf*: SHgQ(YQ,Ig) — SHgl(Yl,Il) ne préserve pas né-
cessairement les Q-spectres. On pourrait construire un contre-exemple en considérant les
« points réels » du P'-spectre BGL défini au chapitre 1v. Pour obtenir la conclusion du
lemme 1.52 pour le foncteur Lf*: SH'* (S, I,) — SH" (A, L), il faut se limiter auz
objets de SH?(YQ,IQ) qui sont des Q-spectres et qui le restent dans SHgl (A, 1) apres
application du foncteur Lf*.
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Proposition 1.55 On se donne deux applications raisonnables de sites suspendus avec
intervalles f: (1,1, T1) — (S, I, 1) et g: (S, Ir,To) — (3,13, T3) Alors on peut
définir une application raisonnable de sites suspendus avec intervalles go f: (1,1, Ty) —
(S, I3, T3), et on a des isomorphismes canoniques de foncteurs

Rp(90 f)e = Rpgu o Rpfu: SH (A1, 1) — SHMN S, L)

R(go f)s = Rge o Rfi: SHT (A, ) — SH (S5, 1) ;
Lf*oLg* = L(go f)*: SH?’(%,I?,) — SHgl(Yl, L) ;

Lf*oLg* = L(go f)*: SH™(H, I3) — SH™ (A, 1) .

Une fois que I'on sait que les applications continues raisonnables de sites (tout court) se
composent, il n’y a pas de difficulté a construire I'application raisonnable de sites suspendus
avec intervalles g o f. On peut ensuite montrer tres facilement que les quatre morphismes
de foncteurs considérés sont des isomorphismes.

Remarque 1.56 On peut ainsi parler des catégories bi-fibrées® (%, 1,T) — SHg(Y, I)

et (L, 1,T) — SH' (S, 1) au-dessus de la catégorie des sites suspendus avec intervalles
(avec les applications raisonnables comme morphismes).

2.2 Changement de suspension

Soit (-, I) un site avec intervalle (possédant suffisamment de points). On se donne un
morphisme f: 7" — T dans Esp,(.¥).

On définit un foncteur f*: Spt” () — Spt’ (.#) en faisant correspondre & un 7-
spectre E le T'-spectre constitué de la méme suite (E,),ey d’objets de Esp,(), les
morphismes d’assemblage o), étant définis par la composition suivante :

id on
T'AE, 2 T AR, 5B, .
Il est évident que f*: Spt”(.#) — Spt' () préserve les I-équivalences projectives, on
obtient ainsi un foncteur f*: SHL (S, 1) — SH! (7, 1).

Proposition 1.57 Soit (L, 1) un site avec intervalle (possédant suffisamment de points).
Soit un morphisme f: T" — T dans Esp,(-”). Si f est une I-équivalence faible, alors le
foncteur f*: SHI (S, 1) — SH] (1) est une équivalence de catégories.

Déduisons-en aussitot le corollaire suivant :

Corollaire 1.58 Soit (., 1) un site avec intervalle (possédant suffisamment de points).
Soit un morphisme f: T" — T dans Esp,(-”). Si f est une I-équivalence faible, alors le
foncteur f*: SHY (S, 1) — SH' (., 1) est une équivalence de catégories.

8cf. SGA 1 VI 10 pour cette notion.
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D’apres la proposition, f*: S’Hg(&” 1) — SH;(&” ,I) est une équivalence de catégo-
ries. Comme f: T — T" est une I-équivalence faible, il est évident que si E est un objet de
SHY(.#, 1), alors E est un Q-spectre si et seulement si f*E est un Q-spectre. On en déduit
qu’'un morphisme ¢g: E — E’ dans SH;F(Y ,I) est une [-équivalence stable si et seulement
si f*(g): [*E — f*E’ est une I-équivalence stable, ce qui permet de conclure.

Pour démontrer la proposition, nous allons construire un foncteur adjoint a droite
fo: Spt” () — Spt” () de f*: Spt’ () — Spt” (.¥).
Soit E un objet de Spt” (.#). On note f,E, 1’égalisateur des deux fleches

a,f: [[Homy (T, Epy) — [[Homy(T' AT By pif1)
€N €N

ou « est induite par les fleches
Hom,(T",E, ;) — Hom,(T' AT E,1i1)
induites par les morphismes d’assemblage de E et ou ( est induite par les fleches
Hom, (T E,1i11) — Homy (T AT  Epyit1)

provenant de la composition & droite avec f Aidpai: TV AT — T AN TN = TN
On note p;, les morphismes évidents :

pi,n: (f*E)n — HOm.(T/\i, En-i—z) .

Pour tout entier naturel n, on définit le morphisme d’assemblage T'A f.E, — f.E, .1 de
facon a rendre commutatif le diagramme suivant :

TA (f*E)n (f*E)n—i-l
lT/\pH_l’n lpi,n+l

T N HOIII. (7—‘/\i—"_17 En+i+1) E— T A Hom. (T/\Z VAN jﬁ7 En+i+1) $ Hom. (T/\i, En+i+1)

On montre tres facilement le lemme suivant :

Lemme 1.59 Les foncteurs f*: Spt’(.#) — Spt?' () et f.: SptT (¥) — Spt’(.¥)
forment un couple (f*, f,) de foncteurs adjoints.

Pour tout morphisme f: 7’ — T dans Esp,(.#), il est clair que f*: Spt’(.%) —
Spt”’ (.7) préserve les monomorphismes et les I-équivalences projectives. On a ainsi une ad-
jonction de Quillen (pour les structures injectives) ; on peut appliquer [25, lemma 7.9, Chap-
ter II] et [ibid., theorem 7.7, Chapter II] pour montrer que f*: S’Hg(&”, I — SH?(&”, I)
admet un adjoint a droite R f,: SH;(Y, I)— SH (S, 1).

Nous sommes maintenant en mesure d’établir la proposition 1.57. Tout d’abord, on
peut supposer que f: T" — T est un monomorphisme; en effet, d’apres [ibid., lemma 8.4,
Chapter II], comme tous les objets de Esp,(-¥) sont cofibrants, il existe une factorisation
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f = gojouj est une cofibration (triviale) et ¢ un inverse a gauche d’une cofibration
triviale.

On suppose donc que f est une I-équivalence faible qui est aussi un monomorphisme.
On veut montrer que les foncteurs adjoints f* et Rf, définissent des équivalences de ca-
tégories inverses I'une de I'autre entre les catégories SH! (7, 1) et SHIT,/ (.7, 1). D’apres
[ibid., corollary 7.8, Chapter I1], il s’agit de montrer que si on a une fleche g: f*F — E dans
SptT/(Y ) avec F un objet de Spt” (.#) et E un T"-spectre injectivement I-fibrant, alors g
est une I-équivalence projective si et seulement si I’application adjointe F — f,E est une
I-équivalence projective. On voit aussitot que pour établir cela, il suffit de montrer que si
E est un T"-spectre injectivement I-fibrant, le morphisme d’adjonction f, f*E — E est une
I-équivalence projective, autrement dit que les morphismes évidents po,.: (fof*E), — E,
sont des [-équivalences faibles. Pour établir ce fait, on récrit f, f*E comme la limite pro-
jective du diagramme suivant :

|s

Hom,(T"% E, 2) —— Hom,(T" AT"* E, ;3)

E

Hom,(T,E, 1) —*>Hom,(T' AT,E, )

E

E, —2>Hom, (T, E,.1)

On a supposé ici que f: T — T était une I-cofibration triviale, les fleches verticales (no-
tées ) sont donc des [-fibrations triviales (le T"-spectre E étant supposé projectivement
I-fibrant). En complétant le diagramme avec des carrés cartésiens, on peut observer que
(f.f*E), s’identifie a la limite projective d'une tour de [-fibrations triviales dont la base
est E, ; la fleche (f,f*E),, — E, est donc une [-fibration triviale, ce qui montre que le
morphisme d’adjonction f, f*E — E est une [-équivalence projective et acheve la démons-
tration de la proposition.

Proposition 1.60 Soit (7, I) un site avec intervalle (possédant suffisamment de points).
Soit T un objet de Esp,(). Alors, on a un foncteur Spt” (.#) — Spt’ "' (.#) induisant
une équivalence de catégories SH* (.7, 1) — SH™ (.7, I).

On définit un foncteur G: Spt” () — Spt’"*(.#) de la maniere suivante. Soit E
un objet de Spt’ (). On définit un T' A T-spectre GE en posant (GE), = E,, et en
définissant le morphisme d’assemblage comme la composée suivante :

TAoon O2n+1

TANTNEg, — TANEgy1 — Egppa .

On définit un foncteur F: Spt”""(.#) — Spt” (.#) en posant pour tout T A T-spectre F
et tout entier naturel n :

(FF)s, = F, (FF)ap41 = Homo (T, F, 1 1)

42



SECTION 3 — STRUCTURE TRIANGULEE, T-ESPACES DE LACETS

Pour tout entier naturel n, le morphisme d’assemblage T'A (FF)g,11 — (FF)g,.0 n'est
autre que le morphisme d’évaluation T'A Hom, (7', F,, 1) — F, 1 tandis que le morphisme
d’assemblage T'A (F'F)y, — (FF)g,.1 est le morphisme T'AF,, — Hom, (7T, F,,. 1) adjoint
du morphisme T'A (T' A F,)) — F, 11 que l'on identifie & un morphisme d’assemblage du
T A T-spectre F.

Lemme 1.61 Les foncteurs G: Spt’ () — Spt' " (.¥) et F: Spt’"(.#) — Spt’ (.¥)
définissent un couple de foncteurs adjoints (G, F).

C’est évident.

I est clair que le foncteur G': Spt” (.#) — Spt’ " (.7) préserve les monomorphismes et
les I-équivalences projectives ; de plus F' préserve les I-équivalences projectives entre objets
projectivement I-fibrants. On en déduit une adjonction de Quillen au niveau des structures
injectives, d’'ott des foncteurs G: SH] (S, 1) — SH " (S, 1) et R F: SHIM (S, 1) —
SH;F(Y ,I) formant un couple de foncteurs adjoints (G,R,F). Maintenant, si F est un
T N T-spectre projectivement [-fibrant, alors F est un Q-spectre si et seulement si F'F
est un 2-spectre, on en déduit que le foncteur G': SHg(Y ) — SHgAT(Y ,I) préserve
les équivalences stables, d’ott un foncteur induit G: SH* (, 1) — SH™(#,I) et une
adjonction de Quillen au niveau des structures stables injectives, ce dernier foncteur ad-
met donc un adjoint & droite RF: SH'" (<, 1) — SH"(#,I). On dispose de trans-
formations naturelles idgyr o — RF o G SH' (S, 1) — SH'(S,I) et GoRF —
idgyrar (g 1) SH™M (1) — SH™ 7 (#,I) dont on vérifie trivialement que ce sont des
isomorphismes. On a donc établi la proposition.

3 Structure triangulée, T-espaces de lacets

Nous allons voir que sous certaines hypotheses, les catégories homotopiques stables
construites ici sont canoniquement munies de structures triangulées (cf. théoreme 1.69).
Nous étudierons ensuite les T-espaces de lacets, ceux-ci ont quelque rapport avec la struc-
ture triangulée ; cette étude conduira a la comparaison de la notion d’équivalences stables
définie ici et celle donnée dans [41].

3.1 Enoncés généraux

Définition 1.62 Soit S une catégorie et : H — A un foncteur. On note (L] la
catégorie dont les objets sont les couples (X,n) ou X est un objet de A et n un entier
relatif, un morphisme (X,n) — (Y, m) dans S [271] est un élément de la limite inductive

colim  Hom (XX, XY

r>max(—n,—m)

ot les applications de transition sont induites par le foncteur 33, la composition des fleches
est définie de fagon évidente.
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On a un foncteur évident s: # — J# [L!] envoyant X sur (X,0). On note
A ]

le foncteur qui a un objet (X, n) associe (X,n + 1), la définition de ce foncteur au niveau
des morphismes étant évidente. Ce foncteur — [1] est un automorphisme de la catégorie
A [¥71], on note — [n] ses puissances, pour tout entier relatif n. On a un isomorphisme
canonique de foncteurs # — S [L7!] entre s o X et [1] o s (autrement dit, on a un
isomorphisme naturel (X, 1) = (XX, 0) pour tout objet X de 7).

L’énoncé suivant peut étre dégagé a partir de la construction indiquée par Voevodsky
dans [76, §4] :

Théoréme 1.63 Soit € une catégorie de modeéles pointée®. Notons S sa catégorie ho-
motopique et X: A — F le foncteur de suspension (cf. [62, §2, Chapter I]). Alors, la
catégorie € [L71] est canoniquement munie d’une structure de catégorie triangulée.

On trouve presque cet énoncé dans [ibid., proposition 5, §3, Chapter I] ; je me contenterai
ici d’esquisser la construction dans le cas plus aisé ou % est de plus supposée simpliciale.
On dispose ainsi d'un foncteur ®: € x A°®’Ens — %. Notons d’abord que si (K, k) est un
ensemble simplicial pointé, on peut noter X A (K, k) le quotient X @ K/ X ®k, ce qui définit
un foncteur A: € x A°°PEns, — %. On peut identifier 3 au foncteur dérivé a gauche de
—NS1: € —%.

Soit f: X — Y un morphisme dans % entre objets cofibrants. On définit cone(f) de
facon a avoir un carré cocartésien dans € :

X Y

| |

X A (A 0) — cone(f)

ot la fleche X — X A (A1,0), identifiée & X A S® — X A (A',0) provient de l'inclusion
SO — (AL, 0).

On a un morphisme évident cone(f) — cone(X — o) = X A S'. On a ainsi défini un
triangle (& valeurs dans la catégorie ¢ [2~!] munie du foncteur de translation — [1]) :

(X,0) L (Y,0) — (come(f),0) — (X, 1) ;

notons 7y ce triangle.
Soit 7 = (A% B 5 C = A[1]) un triangle, pour tout entier relatif n, on note .7 [n]
le triangle

(=D"u (=D"w
—

Aln] Bin] X om L A+ .

Définition 1.64 On dit d’un triangle de € [X'] qu’il est distingué s’il est isomorphe d un
triangle de la forme J; [n] pour un certain entier relatif n et un morphisme f entre objets
cofibrants de € .

9Une catégorie de modeles est dite pointée si elle posséde un objet nul.
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Dans ce cadre simplicial, la vérification des axiomes des catégories triangulées est vrai-
ment facile; pour le cas général, cf. [loc. cit.].

Corollaire 1.65 Soit € une catégorie de modéles pointée, soit F sa catégorie homoto-
pique. On suppose que le foncteur de suspension ¥: € — € est une autoéquivalence.
Alors F est canoniquement munie d’une structure de catégorie triangulée.

En effet, dans ce cas, le foncteur évident s: # — 5 [X '] est une équivalence de caté-
gories. Stricto sensu, Z n’est pas une catégorie triangulée au sens de [75, définition 1.1.1,
Chapitre II] puisque ¥ n’a aucune raison d’étre un automorphisme de la catégorie S :
ce n’est qu'une autoéquivalence. On laisse en exercice au lecteur de se convaincre qu’il ne
s’agit pas la d’un probleme trés sérieux (au pire, on remplace J# par la catégorie 7 271
qui lui est équivalente).

Remarque 1.66 On peut interpréter le théoréme 1.63 a la lumiére de la théorie des dé-
rivateurs initiée par A. Grothendieck. D’aprés [16], on sait qu’a une catégorie de modéles
€ satisfaisant certaines conditions techniques supplémentaires, on peut associer un deéri-
vateur Dy : on considére simultanément les catégories Dy (F) pour tout petite catégorie
S (et leur fonctorialité), ot Dy () est ici la catégorie homotopique de la catégorie des
foncteurs I — € munie d’une structure de catégorie de modéles convenable. Dans [54],
G. Maltsiniotis définit une structure triangulée sur D(e) si D est un dérivateur satisfaisant
certaines conditions, ainsi, le théoreme 1.63 peut presqu’étre vu comme un cas particulier
de cette construction au niveau des dérivateurs.

Remarque 1.67 La construction du théoreme 1.63 étant valable pour tout catégorie de
modeles pointée, on peut aussi l'appliquer a la catégorie opposée €°PP de la catégorie de
modeéles € de départ. Le foncteur de suspension sur sa catégorie homotopique FPP est
induit par le foncteur « espace de lacets » Q: H — H (adjoint a droite du foncteur
X: H# — ). On dispose donc aussi d’une structure triangulée sur 7 Q171" (et donc
aussi sur Q7Y cf. [15, §1.1.7, Chapitre II]). Maintenant, si on suppose que 33 (et donc
aussi () est une autoéquivalence de la catégorie 4, alors les structures triangulées obtenues
sur A [X7Y et [ donnent a priori deuz structures triangulées sur la catégorie J .
On peut montrer que ces deux structures triangulées coincident (cf. [55]).

Remarque 1.68 La remarque précédente n’est pas completement anodine. Si on dispose
d’un foncteur F': € — 2 entre catégories de modéles, il est fréquent qu’on sache mon-
trer facilement que F' « commute » aux foncteurs de suspension et que le foncteur induit
€ X7 — D[E7Y] préserve les suites « cofibrées » (et donc les triangles distingués), autre-
ment dit F' va induire un foncteur triangulé. Parfois, la propriété précédente ne se voit pas
a Ueeil nu et on obtient plus facilement la propriété duale, a savoir, la compatibilité de F
avec les foncteurs « espace de lacets » et la préservation des « suites fibrées ». La remarque
précédente réconcilie ces deux approches.
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3.2

Catégories SH' (7, 1)

Théoréme 1.69 Soit (,1,T) un site suspendu avec intervalle. On suppose qu’il existe un
isomorphisme T ~ S'AT" dans 7#,(7, I). Alors, le foncteur —A\S*: Spt” (#) — Spt’ (.)
induit une équivalence de catégories SH' (S, 1) — SH" (S, I). La catégorie SH' (7, 1)
est donc canoniquement munie d’une structure triangulée (cf. corollaire 1.65).

Je ne donnerai ici qu'une esquisse de démonstration de ce théoreme qui est une suite
bien ordonnée de formalités :

(1)
(2)

On utilisant le corollaire 1.58, on observe que l'on peut supposer que T = St A T”
avec T" € Esp, ().

Si A et B sont deux objets de Esp,(.), on peut définir une notion de (A, B)-
bispectre : il s’agit de la donnée d’une famille (%; ;)i jjen2 d’objets de Esp,()
munis de morphismes d’assemblage horizontaux oy,: AN %, j — P, j+1 et verticaux
oy: BN\%B;j — P, rendant commutatifs les diagrammes évidents :

A/\ B /\%i,j —>B A %7;7]'4_1

oy
ANPBij1; —— Bit1j+41

La notion de morphisme de (A, B)-bispectre est évidente, on obtient ainsi une ca-

tégorie Bispt? (.). La notion de diagonale d'un bispectre donne un foncteur

A: Bispt*? () — Spt*"B(.#) qui admet un adjoint & droite. On dispose de plu-

sieurs structures de catégories de modeles fermées sur la catégorie Bispt™?(.7) (ou

on peut décréter que les cofibrations sont les monomorphismes). On a tout d’abord

une structure dans laquelle les équivalences faibles sont les équivalences terme a

terme. Comme pour les spectres, on a une notion de (2-bispectre, il y en a méme

plusieurs :

— bispectres dont les A-spectres-lignes sont des (2-spectres;

— bispectres dont les B-spectres-colonnes sont des )-spectres ;

— bispectres vérifiant simultanément les deux conditions précédentes (ce sont ceux-la
que l'on appellera « )-bispectres » et donneront naissance a la notion d’équivalence
stable de bispectres).

En procédant comme pour les spectres, on obtient ainsi trois nouvelles structures de

catégorie de modeles. Soit SHAP(.7, 1) la catégorie homotopique de Bispt™®?(.7)

obtenue en inversant les équivalences stables. En remarquant que 1’on dispose d’une
adjonction de Quillen, on montre facilement que A: Bispt*?(.) — Spt8(.7)

induit une équivalence de catégories SHYP (.7, 1) = SHMB(7 . 1).

En utilisant la construction précédente, on peut remplacer la catégorie Spt® 1AT’(§” )
par la catégorie Bispt® "' (). En considérant les (S*,T")-bispectres dont les S'-
spectres lignes sont des -spectres, on peut ramener le théoréme au cas on 7' = S*.

On se ramene assez formellement au cas ou I = e, autrement dit, il suffit de traiter
le cas ol on ne fait pas de I-localisation.
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(5) On se ramene au cas du site ponctuel, les foncteurs — A ST et Hom,(S?, —) « com-
mutant » aux foncteurs fibres.

(6) On se ramene a montrer que le foncteur de suspension sur SH'® est une autoéqui-
valence, ce qui est classique.

3.3 T-suspensions, T-espaces de lacets

Nous allons étudier ici les foncteurs de T-suspension et les foncteurs « T-espaces de
lacets ». Dans le cas particulier des catégories SH (S), la conclusion de cette étude pourrait
servir a donner une démonstration alternative au théoreme 1.69.

On se donne un site suspendu avec intervalle (., I,T)).

Définition 1.70 Soit X € Esp,(.¥), on note Xx: Spt’ () — Spt’ (.#) le foncteur qui
a un T-spectre E associe le T-spectre YxE tel que (XxE),, = E, A X et ot les morphismes
d’assemblage sont les morphismes évidents.

Le lemme suivant est trivial.

Lemme 1.71 Le foncteur Yx: Spt’ (.#) — Spt” (.¥) admet un foncteur adjoint a droite
Qx: Spt’ () — Spt’ (F) tel que si E est un T-spectre, (UxE),, = Hom,(X,E,), les
morphismes d’assemblage de Qx étant les morphismes évidents.

Proposition 1.72 Pour tout X € Esp,(.¥), les foncteurs (Xx,Qx) définissent une ad-

jonction de Quillen pour les (quatre) structures de catégories de modéles définies sur
Spt’ (7).

Le point essentiel est de montrer que X x préserve les équivalences stables, ce qui résulte
facilement des définitions, le foncteur dérivé a droite de 2x pour la structure projective
préservant les (2-spectres.

Définition 1.73 On note Xx: SH' (S, 1) — SH' (7, I) le foncteur induit par le foncteur
du méme nom sur Spt”’ (), son adjoint & droite est RQx: SHY (S, 1) — SH' (S, 1) :

c’est le foncteur dérivé a droite de Qx pour la structure stable sur Spt” (7).

Du fait de cette adjonction, on déduit que Yx: SH' (., 1) — SH' (., 1) est une
équivalence de catégories si et seulement si les morphismes d’adjonction idgyr .y —
ROQxoXx et XxoROx — id SHT (,1) Sont des isomorphismes, ce qui équivaut encore a dire
que RQx: SHY (., 1) — SHT (7, 1) est une équivalence de catégories, auquel cas Yx et
RQx seraient quasi-inverses I'un de 'autre.

Proposition 1.74 On se donne deuz objets A et B de Esp,(-). Les conditions suivantes
sont équivalentes :
— le foncteur Yapg: SHY (S, 1) — SHT (S, I) est une équivalence de catégories ;
— les deux foncteurs Y4, Yp: SHY (S, 1) — SHY (F,I) sont des équivalences de caté-
gories.
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Cela résulte simplement du fait que 1’on a des isomorphismes (canoniques) de foncteurs
SHY (1) — SHT (7, 1) :

EAOEBZZBOEAZZA/\B'

Le point essentiel est que ¥4 et Xp « commutent ». On peut en effet conclure en utilisant
I’argument permettant de dire que dans un monoide M, si deux éléments f et g commutent,
alors fg est inversible si et seulement si f et g sont inversibles.

Grace a cette proposition, on peut montrer que s'il existe 7" € (.7, I) et un isomor-
phisme 7' ~ S* A T" dans (.7, I), alors pour montrer que SH” (., I) est triangulée, il
suffit de montrer que Yp: SHY (.7, 1) — SHT(.#, I) est une équivalence de catégories.

Définition 1.75 On note ¥4.: Spt” () — Spt’ (.#) le foncteur qui a un T-spectre E
associe le T-spectre S5 E dont le n-ieme terme est (X5E),, = TAE, et dont les morphismes
d’assemblage sont définis ainsi :

TNon

TAELE),=TATAE,) "B TAE, 1 =(35E)
ot o,: T NE, — E,.1 est un morphisme d’assemblage de E.

Je prends ici les mémes notations que dans [41, remark 2.4]. Cependant, compte tenu
de la plus grande généralité envisagée ici, nous donnerons parfois des démonstrations dif-
férentes de certains résultats de [ibid.] concernant ces foncteurs; certains résultats inter-
médaires, comme le lemme 1.82, sont intéressants pour eux-mémes. Le lemme suivant est
évident :

Lemme 1.76 Le foncteur ¥4 Spt’ () — Spt’ () admet un foncteur adjoint a droite
QL Spt’ () — Spt’ () tel que pour tout T-spectre E, pour tout entier naturel n, on
ait (QLE),, = Hom,(T,E,) et que le morphisme d’« assemblage » soit défini a partir du
morphisme &, : E, — Hom,(T,E, 1) de la maniére suivante :

Home (T,6r)

(QLE), = Hom,(T,E,)  —"" Hom,(T,Hom,(T,E,,)) = Hom, (T, (Q,E),.1) .

Le couple de foncteurs (Xk., QL) définit une adjonction de Quillen pour les quatre structures
de catégorie de modéles envisagées sur Spt’ (7).

Remarque 1.77 Les deux foncteurs Qp et QLT ne sont pas identiques. En effet, si on se
hasarde a prendre une notation fonctionnelle et que l’on note (t,x) — o(t,x) le morphisme
d’assemblage TN E,, — E, 1, on peut décrire les deur morphismes

Hom,(T,E,)) — Hom,(7,Hom,(T,E, 1))

définissant les morphismes d’assemblage sur les T-spectres QxE et QLE : pour QxE, on
obtient :
freteteo(t f(1),

tandis que pour QZTE, on trouve :

fret=t—ot, f(t) .
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Théoréme 1.78 Le foncteur ¥k Spt” (.#) — Spt’ () induit une équivalence de caté-
gories Yb: SH' (S, 1) — SH' (A, ).

La démonstration de cette proposition utilise d’autres constructions, utiles par ailleurs,
cf. [36] :

Définition 1.79 On note s_: Spt’ (.¥) — Spt’ (.#) le foncteur tel que pour tout T-
spectre B, s_E = (E1,E,,...) et s.: Spt’ (.¥) — Spt’ () le foncteur tel que l'on ait
siE = (e, Ey, Eq,...), les morphismes d’assemblage sur s_E et s, E étant définis de facon
évidente.

On montre aisément que s_ est 'adjoint a droite de s;. Comme s_ préserve les €)-
spectres, on obtient que s, préserve les équivalences stables et que (s;,s_) forme une
adjonction de Quillen pour les quatre structures de catégories de modeles définies sur
Spt” (.#). Le lemme suivant montre qu'il n’est pas nécessaire de dériver & droite s_ pour
la structure stable :

Lemme 1.80 Le foncteur s_: Spt’ () — Spt’ () préserve les équivalences stables.

On note s;: Spt” (.) — Spt” (.#) le foncteur qui & un T-spectre E associe le T-spectre
(Hom, (T, Ey), Eg, Eq,...), les morphismes d’assemblage étant définis de fagon évidente.
Il est clair que s; est 'adjoint a droite de s_. On remarque que si E est un (2-spectre
injectivement fibrant, alors s;E est itou. On en déduit que s_ préserve les équivalences
stables.

Lemme 1.81 Les foncteurs adjoints (s, s_) induisent des autoéquivalences de SH* (%, 1)
inverses ['une de l’autre.

Les foncteurs s_ et s, sur Spt” (.%) préservent tous les deux les équivalences stables. Il
s’agit donc de montrer que pour tout T-spectre E, les morphismes d’adjonction E — s_s, E
et s;s_E — E sont des équivalences stables. Pour le premier morphisme, c’est évident
puisqu’il s’agit d’un isomorphisme. Pour le second, c¢’est I'objet du lemme suivant :

Lemme 1.82 Pour tout objet E de SptT(Y), le morphisme canonique s, s_E — E est
une équivalence stable.

On considere le morphisme canonique FyE) — E et le diagramme commutatif auquel

il donne naissance :
$+S_FOE0 —— F()EO

L

sis_E E

On observe que s, s_FyEq = F1 (T ANEg). On peut alors vérifier que ce carré est cocartésien.
De plus, le morphisme d’en haut Fi(T A Eg) — FyEy est un monomorphisme et une
équivalence stable (cf. page 25). On peut donc conclure en vertu du lemme 1.22.

Le lemme suivant nous ramene a ce qui nous préoccupait :
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Lemme 1.83 [l existe un morphisme canonique de foncteurs
¢t idgpgr (o) — Qb os_: Spt’ () — Spt’ () .

Pour tout T-spectre E, on définit : E, — (Q4s_E), = Hom, (T, E,,;) de mani¢re
évidente : c¢’est le morphisme d’assemblage de E. Le point délicat consiste a vérifier que
¢ est bien un morphisme de T-spectres (ce qui serait faux si on remplagait Q. par Qr,
subtilité fort contrariante).

Au niveau des foncteurs dérivés pour la structure stable sur Spt” (.#), le morphisme
de foncteurs donné par ce lemme est un isomorphisme (considérer le cas ou E est un Q-
spectre injectivement fibrant). Comme on a montré que s_: SH' (., I) — SH* (%, I) est
une autoéquivalence de catégories, il découle du lemme que R induit aussi une autoéqui-
valence de SH” (., I). Par adjonction, I’adjoint & gauche X}.: SH* (.7, 1) — SH* (<, 1)
de R est également une équivalence de catégories, ce qui achéve la démonstration du
théoreme 1.78.

Remarque 1.84 Si on dispose d’une homotopie explicite entre l’identité et la permuta-
tion circulaire sur T N'T AT, alors [41, lemma 3.20] (dont la démonstration vaut encore
dans ce cadre) permet d’obtenir un isomorphisme de foncteurs Y = Xk SHY (1) —
SHY (S, 1) ; comme on sait que X% est une autoéquivalence, il en va de méme pour Y.

3.4 Espaces de T-lacets infinis

Cette sous-section va permettre de faire le lien entre la construction de SH' (.7, )
donnée ici, et I'approche utilisée dans [41]. Il va cependant falloir faire des hypotheses
supplémentaires : en effet, sinon, il n’aurait pas été nécessaire de choisir une autre approche !

On se donne toujours un site suspendu avec intervalle (&, I, T).

Définition 1.85 On note A: Spt” (.#) — Spt’ () le foncteur Qkos_ et s: idgper (o) —
A la transformation naturelle canonique (cf. lemme 1.83).

On peut faire 'observation cruciale suivante (cf. [36, lemma 4.5]) :
Lemme 1.86 Pour tout objet E de Spt” (.7), on a l'égalité de morphismes
A(sg) =cap: AE - A’E.
On peut donc définir un systeme inductif
E—AE - A’E - A’E — ...
pour tout T-spectre E sans qu’il y ait ambiguité sur la définition des fleches de transition.

Définition 1.87 Pour tout objet E de Spt”’ (), on note A E la colimite du systéme
inductif ci-dessus.
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Lemme 1.88 Pour tout objet E dans SptT(Y), le morphisme canonique
A¥(E): AZ(E) - A(AE)

est un isomorphisme. Si le foncteur Home(T, —) sur Esp,(-¥) commute auzx colimites
indexées par N, alors la fleche

saxg: AYE — AAYE)
est un isomorphisme.
C’est évident a partir du lemme 1.86.
Définition 1.89 (propriété (J)) On dit que (.7, 1, T) satisfait la propriété (J) siles deux

conditions suivantes sont vérifiées :

(J1) Le foncteur Home(T,—): Esp,(-”) — Esp,(*) commute aux colimites indexées
par N ;

(J2) Pour tout systéme inductif
X0—>X1—>X2—>...

d’objets I-fibrants de Esp,(.¥) indexé par N, si on note X, la colimite de ce systéme,
alors X est acyclique pour le foncteur Home (T, —), autrement dit si Xoo — X1
est une I-équivalence faible avec X I-fibrant dans Esp,(.¥), alors

Hom,(T, X..) — Hom, (T, X_ )
est une I-équivalence faible.

Il est immédiat que les foncteurs A et A™ préservent les [-équivalences faibles projec-
tives entre objets projectivement [-fibrants; mais a priori si E est projectivement I-fibrant,
A ne lest pas forcément, c’est ce qui justifie 'introduction de la condition (J2) ci-dessus.
On note RA: SH!(, 1) — SH (S, 1) (resp. RA™: SH] (S, 1) — SHL(S, 1)) les
foncteurs dérivés de A et A* pour la structure projective. On dispose de transformations
naturelles évidentes <: idgyr(s ) — RA et <™ idgyry ) — RA™.

Lemme 1.90 Soit E € 57‘(5(5”,]). Alors, E € SHL(S, 1) si et seulement si ¢g: E —
RA(E) est un isomorphisme dans SH] (7, 1).

C’est évident.

Théoréme 1.91 Soit (.7, I,T) un site suspendu avec intervalle satisfaisant la propriété
(J). Alors,

(1) L’image de R A*: S'Hg(&”,]) — SHI:)F(LS”, I) est contenue dans SHY(.7, 1) ;

(2) Le foncteur R A™: SHI:)F(LS”, 1) — SHL(S, 1) est adjoint ¢ gauche de linclusion
SHY(S . T) — SHE (1) ;
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(3) Un morphisme f: E — F dans S'Hg(&ﬂ, I) est une I-équivalence stable si et seule-
ment si le morphisme RA®(f): RA®(E) — RA™(F) est un isomorphisme dans
SHg(Y,I) ;

(4) Pour tout objet E € SHg(Y, I), les morphismes
¢: E—=RA(E), ¢™:E—-RA®(E)
sont des I-équivalences stables.

La démonstration est purement soritale.

Remarque 1.92 Les hypothése du théoréeme 1.91 sont vérifiées pour le site suspendu avec
intervalle (Sm/Synis, A, PY) (cf. [41, §2.2]). Grice a la conclusion (3), on obtient donc que

les notions d’équivalences stables définies ici et dans [ibid.] sont les mémes.

Remarque 1.93 Sous les hypothéses du théoreme 1.91, on obtient que pour tout T-spectre
E projectivement fibrant, la fleche : E — AE qui avait été introduite au lemme 1.83
est une I-équivalence stable. Je ne sais malheureusement pas établir ce résultat autrement
qu’en utilisant la propriété (J). Pour cette raison, jignore si dans le cas général, il existe un
analogue de [57, lemma 3.20, page 93] obtenu en itérant A (et des résolutions projectives)
a une puissance donnée par un gros ordinal.

4 Catégories homotopiques stables d’un schéma noe-
thérien

Définition 1.94 Soit S un schéma noethérien. On pose SH (S) = SHPl(Sm/SNiS, Al), ou
P! est pointé par co. On note aussi 7 (S) et 7, (S) les catégories homotopiques associées
au site avec intervalle (Sm/Syis, A').

Il n’est pas difficile de montrer que la notion d’équivalences stables utilisée ici est la
méme que celle utilisée par Jardine dans [41] (cf. remarque 1.92). La définition ci-dessus est
donc compatible avec la définition de la catégorie homotopique stable SH (S) d’un schéma
noethérien S donnée dans [ibid.].

D’apres le théoreme 1.69, la catégorie SH (S) est munie d'une structure de catégorie
triangulée.

Remarque 1.95 La construction donnée dans ce chapitre permet de définir une version
étale de SH (S) : pour tout schéma noethérien S, on pose SHa (S) = SHY (Sm/Sq, AY).
Le morphisme de sites a: Sm/Sg — Sm/Snis induit des foncteurs adjoints triangulés
Ray: SHe (S) — SH(S) et La*: SH(S) — SHe (S).

Proposition 1.96 — Pour tout morphisme f: X — S entre schémas noethériens, on
dispose de foncteurs adjoints triangulés Lf*: SH(S) — SH(X) et Rf,: SH(X) —
SH(S);
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— soit S un schéma noethérien, soit X € Sm/S, on note f: X — S le morphisme struc-
tural (lisse), alors le foncteur Lf*: SH(S) — SH (X) admet un adjoint a gauche
triangulé Lfy: SH (X) — SH (S).

Si f: X — S est un morphisme entre schémas noethériens, une application continue
de sites avec intervalle (Sm/Xyis, A') — (Sm/Snis, A!) a été définie dans [57, page 108].
Notons (f*, f.) les foncteurs correspondant au niveau des espaces (pointés). Pour pouvoir
appliquer le théoreme 1.50 qui donnera naissance au couple de foncteurs adjoints (trian-
gulés) (Lf*, Rf,) voulu, il s’agit de définir une application raisonnable de sites suspendus
avec intervalles; soit . € Esp,(Sm/S)nis, on définit un isomorphisme :

Vg: fFPANTF) S fH(PYOAF =P, AT

dans Esp,(Sm/X)nis. Il n'est pas difficile de vérifier que 'on obtient ainsi une applica-
tion raisonnable de sites suspendus avec intervalles (Sm/ Xy, AL, P1) — (Sm/Syis, A, P1),
cf. définition 1.48.

Supposons X € Sm/S. Le foncteur f*: Prefais(Sm/S) — Prefais(Sm/X) est le fonc-
teur « image directe » pour l'application continue Sm/Sxis — Sm/Xyis de sites donnée par

le foncteur Sm/X — Sm/S qui & Y % X € Sm/X associe la composée Y 2> X Lse
Sm/S. 1l est établi dans [ibid., proposition 2.9, page 108] que 1'on définit ainsi une applica-
tion raisonnable de sites avec intervalle. Notons f;: Esp,(Sm/X )nis — Esp,(Sm/S)nis la
version pointée du foncteur « image inverse » associé. La formule de projection [ibid., pro-
position 1.23, page 104] implique que 'on a un isomorphisme canonique, pour tout .# €
Espo(sm/X)Nis :

Ui (P APY) SPYA LT

On obtient ainsi une application raisonnable de sites suspendus avec intervalles
(Sm/Snis, AY, PY) — (Sm/Xnis, A, P
donnant un adjoint a gauche Lfy: SH(X) — SH(S) a f*: SH(S) — SH (X).
Proposition 1.97 Soit X un schéma noethérien, soit i: Z — X une immersion fermée et
j: U — X Uimmersion ouverte complémentaire. Alors, il existe un triangle distingué
Ljs7*'E — E — ,Li*E — Lyj;j*E [1]
fonctoriel en E dans SH (X).

La premicre chose a remarquer est que i,: SptPl(Sm/ZNiS) — SptPl(Sm/ZNis) pré-
serve les Al-équivalences stables; ce n’est pas tautologique : compte tenu de [ibid., pro-
position 2.12; page 109] et du théoreme 1.91, cela résulte de 'isomorphisme canonique
i A=A, 10

0Dy fait de la remarque 1.93, je ne sais comment établir ’analogue de la proposition 1.97 pour la version
étale de ces constructions (cf. remarque 1.95).
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La démonstration qui suit consiste a ramener cet énoncé au cas instable (cf. [ibid., theo-
rem 2.21, page 114]). Soit E un objet de Sptpl(Sm/XNiS). On peut supposer que E est
une résolution admissible F,.q4,, construite au lemme 1.46. On observe alors que E est j*-
admissible et ¢*-admissible et méme que j*E est js;-admissible. Pour obtenir le triangle
distingué voulu, il suffit donc de montrer que le carré commutatif évident

JiJ"E —>‘T
° 1, B

est homotopiquement cocartésien. Il suffit pour cela de vérifier que terme a terme, on obtient
un carré homotopiquement cartésien dans Esp,(Sm/X) (pour la structure de catégorie
de modeles donnant naissance a la catégorie 7 (X)). La construction de la résolution
du lemme 1.46 assure que pour tout entier naturel n, 'objet E, est j*-admissible et i*-
admissible et que j*E,, est jy-admissible ; on s’est bien ramené a la version instable [loc. cit.].

Remarque 1.98 La proposition 1.97 permet de vérifier ’axiome de localité dans le for-
malisme des quatre foncteurs (cf. [6]) pour la catégorie bi-fibrée X —— SH(X) (pour
X parcourant les schémas quasi-projectifs sur une base noethérienne fixée). La fonctoria-
lité construite ici (Rf., Lf* pour f quelconque, et Lf; pour f lisse) permet de démontrer
les autres azxiomes des foncteurs homotopiques stables, a lexception de l’axiome de sta-
bilité qui est pour sa part établi dans [41, §3.4]. Le travail [6] donne donc des foncteurs
fliSH(Y) — SH(X) et fi: SH(X) — SH(Y) satisfaisant de bonnes propriétés pour
tout morphisme quasi-projectif f: X — 'Y entre schémas noethériens. Il n’en sera pas fait
usage ici.

5 Foncteur « points complexes »

Le but de cette section est de définir un foncteur triangulé SH (C) — SH'™® (et donc
plus généralement un foncteur SH (S) — SH'™ pour tout point complexe ¢: SpecC — S
de S), ot SH™P désigne la catégorie homotopique stable usuelle (c’est-a-dire que SH' =

SH™ (s)).

5.1 Rappels sur les résultats de Dugger, Hollander et Isaksen et
conséquences

Le théoreme suivant est un corollaire de [18, theorem 1.1].

Théoréme 1.99 Soit .7 un site, soit # € A°PPPrefais(.”). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) Pour tout X € .7, la fleche évidente
F(X) — RT(X;.F)

est un isomorphisme dans J*°P (ou RIN(X;—): H(S) — AP est le foncteur
dérivé total a droite du foncteur qui a ¥ associe F(X));
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(2) Pour tout X € . et tout hyper-recouvrement % — X, la fleche

or N 3 or
F(X) = Rlim #(%,)

est un isomorphisme dans F°P.

Définition 1.100 Soit . un site. On dira d’un objet de A°°PPrefais(.) qu’il est acy-
clique s’il satisfait les conditions équivalentes du théoreme précédent.

Théoréme 1.101 ([19, theorem 1.3]) Soit X un espace topologique, soit % un hyper-
recouvrement ouvert de X. Alors l’application

hocolim Sing %, — Sing X

neA°CPP

est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux.

Corollaire 1.102 Soit X un espace topologique, K un ensemble simplicial fibrant. Alors,
le préfaisceau simplicial sur X qui a un ouwvert U associe le hom. interne d’ensembles
simpliciauz hom(Sing U, K) est acyclique.

Définition 1.103 Un espace topologique est localement contractile s’il posséde une base
d’ouverts formée d’ouverts contractiles.

Corollaire 1.104 Soit X un espace topologique localement contractile, K un ensemble
simplicial. On a un isomorphisme canonique

RI'(X, K) = Rhom(Sing X, K)
ot l'on a encore noté K le (pré)faisceau simplicial constant associé a K.

Tout d’abord, on peut supposer K fibrant. Ensuite, on peut considérer ’application
K — hom(Sing U, K) pour tout ouvert U de X ; cela définit un morphisme de préfaisceaux
simpliciaux qui est une équivalence faible (locale) puisque X est localement contractile (et
que si U est un ouvert contractile, alors I'ensemble simplicial Sing U est contractile). On
peut utiliser le corollaire 1.102 pour conclure.

Remarque 1.105 Ce corollaire 1.10/ est une généralisation du théoréeme de comparaison
entre la cohomologie singuliére a coefficients entiers et la cohomologie du faisceau de groupes
constant Z. (appliquer le corollaire auz espaces d’Filenberg-MacLane K(Z,n) pour n € N).

5.2 Le site des variétés a coins

On note Coins la sous-catégorie pleine de la catégorie des espaces topologiques formée
des variétés topologiques a coins, c’est-a-dire des espaces topologiques séparés et a base
dénombrable admettant un recouvrement par des ouverts homéomorphes a des ouverts
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d’espaces topologiques de la forme R? x RY pour (p,q) € N? 1. Les espaces topologiques
appartenant a Coins sont localement contractiles.

Il est clair que Coins est une catégorie essentiellement petite, on la munit de la topologie
de Grothendieck induite par la topologie des espaces topologiques appartenant a Coins.

Lemme 1.106 Soit K un ensemble simplicial fibrant. Le préfaisceau sur Coins qui a une
variété a coins X associe hom(Sing X, K) est acyclique.

On laisse au lecteur le soin de vérifier qu’il s’agit bien d’une conséquence du théo-
reme 1.99 et du corollaire 1.102.

On note a: Coins — e le morphisme de sites évident. On obtient ainsi un foncteur
faisceau constant a*: A°°?Ens — A°PPFais(Coins).

Muni de Uintervalle [0, 1], le site Coins devient un site avec intervalle; la proposition
suivante nous sera tres utile :

Proposition 1.107 Soit K un ensemble simplicial. Le faisceau simplicial constant a* K
sur Coins est un [0, 1]-local.

Cela se ramene a montrer que pour tout X € Coins, le morphisme évident
RINX, K) — RI'(X x [0,1], K)

est un isomorphisme dans J#'°P. Maintenant, comme Sing(X x [0,1]) — Sing(X) est
une équivalence faible d’ensembles simpliciaux, la formule du corollaire 1.104 permet de
conclure.

Remarque 1.108 ] semble que les difficultés inhérentes a la proposition 1.107 aient été
oubliées dans la démonstration de [57, proposition 3.3, page 120]. Le théoréme qui suit
donne une démonstration que j'espére plus compléte de [loc. cit.] (dans le cas particulier
du groupe trivial).

Théoréme 1.109 Le foncteur (pré)faisceau constant a*: A°°°’Ens — Esp(Coins) induit
une équivalence de catégories

a*: AP 5 A (Coins, [0,1]) .

On dispose d'un foncteur adjoint & droite RI®!a, : 7 (Coins, [0, 1]) — P & a*. Le
fait que le morphisme de foncteurs issu de 1’adjonction

id ptor — ROYa, a*

soit un isomorphisme résulte du fait essentiel que 'image de a* soit formée d’objets [0, 1]-
locaux (cf. proposition 1.107) : on vérifie que pour tout K € A°®’Ens, on a des isomor-
phismes canoniques R%Ua,a* = a,0* K = K.

Il reste a montrer que 'autre morphisme d’adjonction

a*R[Ovl} a, — id,;f(CoinS,[OJD

est un isomorphisme, ce qui est 'objet du lemme suivant :

1 On peut remarquer qu’il suffit de prendre ¢ € {0, 1} puisque Ra_ est homéomorphe a R x R, . Ainsi, je
pourrais aussi bien parler de variétés topologiques & bord, mais je préfere parler de « coins » puisque cela
rend plus fidelement compte de la forme des simplexes.
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Lemme 1.110 Soit F un préfaisceau simplicial sur Coins. On suppose que F est [0, 1]-
local. Alors a*a,.% — F est une équivalence faible.

On a supposé .Z [0, 1]-local et on a vu que a*a,.# était également [0, 1]-local. Comme
le morphisme évident a,a*a,.% — a,.% est un isomorphisme, il suffit d’appliquer le lemme
suivant au morphisme a*a,.# — .% pour conclure :

Lemme 1.111 Soit F — 4 un morphisme entre préfaisceauzr simpliciauz sur Coins. On
suppose que F et G sont [0, 1]-locauz et que a,.F — a, 9 est une équivalence faible, alors
F — 4 est une équivalence faible.

On peut supposer que .Z et ¢4 sont simplicialement fibrants. Etant donné que .Z et &
sont [0, 1]-locaux, pour tout objet X € Coins tel que le morphisme X — e soit une [0, 1]-
équivalence faible, il vient que .7 (o) — .7 (X) (resp. ¥ (o) — ¥4 (X)) est une équivalence
faible d’ensembles simpliciaux ; comme .7 (o) — ¥(®) est une équivalence faible par hypo-
these, il vient que Z#(X) — 4(X) est aussi une équivalence faible. Si X € Coins est un
espace topologique contractile, 'application X — e est évidemment une [0, 1]-équivalence
faible. Comme tous les objets de Coins sont localement contractiles, en passant aux germes,
il vient que le morphisme .# — ¥ est une équivalence faible.

La constructioln du fonctetir a* s’étend trivialement aux S'-spectres pour donner un
foncteur a*: Spt® (8) — Spt® (Coins, [0, 1]).

Théoreme 1.112 Le foncteur a* induit des équivalences de catégories

a*: SHS (e) = SHS (Coins, [0,1]) ;

a*: SH'" 5 SH (Coins, [0, 1]) .

Ce théoreme se déduit assez trivialement du théoréme 1.109.

Proposition 1.113 Le diagramme suivant de catégories est commutatif (4 un isomor-
phisme canonique prés) :

Coins Ftop

T

2 (Coins, [0, 1])

ot le foncteur du haut est le foncteur évident et le foncteur y: Coins — 7 (Coins, [0, 1])
est induit par le plongement de Yoneda de Coins dans la catégorie des faisceauzr sur Coins.

La proposition résulte du lemme suivant :

Lemme 1.114 Pour tout objet X € Coins, il existe un zigzag canonique définissant un
isomorphisme yX — a*Sing X dans 7 (Coins, [0, 1]).
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Il convient de préciser le sens de ce lemme qui peut paraitre subtil. La source y X de cet
isomorphisme est le faisceau d’ensembles sur Coins représenté par X, vu comme faisceau
d’ensembles simpliciaux (discrets). Le but a* Sing X est le préfaisceau simplicial constant
associé a I’ensemble simplicial Sing X. Simplicialement, ces deux objets sont tres différents,
ce nest qu’apres [0, 1]-localisation qu’on va pouvoir les identifier.

La réalisation topologique de I'objet cosimplicial standard A® dans A°°PEns définit un
objet cosimplicial |A®| dans la catégorie Coins. On en déduit, comme dans [ibid., page 88|
un foncteur

Singl?*l: A°PPPrefais(Coins) — A°PPPrefais(Coins)

tel que si 2 est un préfaisceau simplicial sur Coins, alors Sing!®*l 2 est la diagonale du
préfaisceau bisimplicial
(n,m) — Hom(|A™|, Z,,) .

On dispose d'un morphisme fonctoriel évident
2 — Sing®'l 2

qui est une [0, 1]-équivalence faible (démonstration quasi-identique a celle de [ibid., corol-
lary 3.8, page 89]). Considérons Singl®*ly X, c’est le préfaisceau simplicial sur Coins qui
a un objet U de Coins associe I’ensemble simplicial dont ’ensemble des n-simplexes est
Homcoins(|A"| x U, X), autrement dit Sing(CO(U, X)) ou CO(U, X) est I'ensemble des
applications continues U — X muni de la topologie compact-ouvert (noter que U et X
sont séparés, et U localement compact, cf. [22, §2, Chapter III]).

On a a,(Sing/®"lyX) = Sing X ; pour montrer que le morphisme évident

a* Sing X — Sing®"ly X

est une équivalence faible de préfaisceaux simpliciaux sur Coins, il suffit de montrer que
si U € Coins est contractile, alors le morphisme

Sing X — Sing CO(U, X)
est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux, ce qui résulte du fait que
X =CO(e,X) — CO(U, X)

est une équivalence d’homotopie.
On a construit des [0, 1]-équivalences faibles fonctorielles

yX — Sing!®"lyX — a* Sing X ,

ce qui acheve la démonstration de ce lemme.

5.3 Topologie « étale » sur Coins

Définition 1.115 Soit X € Coins. On note Xy la catégorie des fleches Y — X dans
Coins qui sont « étales », c’est-a-dire des homéomorphismes locauz, autrement dit telles
que pour tout y € Y, il existe un ouvert U de'Y contenant y tel que l'application composée
U—Y — X soit un homéomorphisme de U sur un ouvert de X.
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Comme les morphismes dans Coins sont les applications continues entre certains es-
paces topologiques et qu’il ne s’agit pas d’une notion différentielle, je préfere mettre le mot
¢tale entre guillemets.

Il est aisé de montrer que la catégorie X admet des produits fibrés. On dispose de
deux topologies de Grothendieck sur X :

— la topologie usuelle, associée a la prétopologie telle que si Y € X, Cov(Y) est formé

des familles (U; — Y');e; de morphismes dans X telles que pour tout i € I, U; — Y
soit un homéomorphisme de U; sur un ouvert de Y et que 'application U;c;U; — Y
soit surjective ;

— la topologie « étale », associée a la prétopologie telle que pour Y € X, Cov(Y) soit
constitué des familles de morphismes (U; — Y);c; dans X (forcément « étales » au
sens de la définition 1.115) telles que 'application L;c;U; — Y soit surjective.

En mettant ensemble tous ces « petits sites », on obtient aussi deux topologies de

Grothendieck sur Coins, la topologie usuelle de la sous-section 5.2 et la topologie « étale ».
Ces deux topologies coincident d’apres le lemme suivant :

Lemme 1.116 Soit X € Coins. La topologie usuelle et la topologie « étale » sur Xg
coincident.

Il est évident que la topologie étale est plus fine que la topologie usuelle. Il s’agit de
montrer 'inclusion inverse. Soit donc (Y; N Y )ier une famille de morphismes dans Xg
appartenant a la prétopologie étale sur X¢;. Conformément a SGA 4 II 1.4, on va montrer
que le crible de Y qui lui est associé est couvrant pour la topologie usuelle. C’est tres
simple : pour tout point y € Y, on peut choisir un indice 4, € I et un point y € Y;, tels que
pi(y) = y. Choisissons maintenant un ouvert V, de Y;, contenant 7 et tel que I'application
composée V,, — Y; — Y soit un homéomorphisme de V, sur un ouvert de Y. Le crible

engendré par les morphismes (Y] RaS Y);es contient le crible engendré par les morphismes
(Vy = Y)yey, ce dernier crible est couvrant pour la topologie usuelle, ce qui permet de
conclure.

Par conséquent, on notera X le site formé par la catégorie X¢ munie de la topologie
« étale » et on se souviendra que cette topologie coincide avec la topologie usuelle.

5.4 L’application raisonnable Sm/C — Coins

Soit .S un schéma noethérien muni d’un morphisme ¢: SpecC — S. Pour tout objet X
de Sm/S, on note X(C) I'ensemble des S-morphismes Spec C — X muni de sa structure
de variété C-différentielle (voir GAGA et SGA 1 XII 1.1). On définit ainsi un foncteur
t71: Sm/S — Coins par la formule .7 (X) = X (C).

Proposition 1.117 Le foncteur :=': Sm/S — Coins définit une application continue rai-
sonnable de sites 1: Coins — Sm/Sy;s (ou mieur Coins — Sm/Sg).

Commengons par le lemme suivant :

Lemme 1.118 Soit X € Sm/S. Le foncteur .= induit un foncteur 13" : Xg — X (C),, qui
définit un morphisme de sites tx: X(C)g — X (cf. sous-section 5.3).
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Il s’agit d’abord de montrer qu'un morphisme étale dans Sm/S est bien envoyé, par
le foncteur ¢!, sur une application « étale » dans Coins : cela résulte du théoréme d’in-
version locale. On a bien un foncteur L_;{li Xe¢ — X(C),. Notons ensuite qu'un mor-
phisme (étale) surjectif de schémas f: X — Y dans Sm/S induit une application sur-
jective X(C) — Y(C) : si y € Y(C), la fibre X, de f au-dessus de y est un schéma de
type fini sur C et non vide, il posseéde un C-point '2. 11 en résulte que le foncteur ¢ est
continu ; comme il commute aux limites projectives finies, on a bien un morphisme de sites

(cf. SGA 41V 4.9.2).

On en déduit aussitot le lemme suivant :

Lemme 1.119 Soit X € Sm/S. Si .F est un préfaisceau simplicial acyclique sur X (C)g,
alors 1x . (F) est un préfaisceau simplicial acyclique sur Xg.

On peut maintenant établir la proposition 1.117. Le lemme 1.118 a pour conséquence
que le foncteur +~': Sm/Sg — Coins est continu. Montrer que ce foncteur définit une
application continue raisonnable Coins — Sm/Sg (et donc aussi Coins — Sm/Snis)
revient a montrer que si un préfaisceau simplicial .%# sur Coins est acyclique alors ¢,(.%)
est un préfaisceau simplicial acyclique sur Sm/Sg;.

On peut déduire du théoreme 1.99 le fait qu'un préfaisceau simplicial sur Sm/Sg (resp.
sur Coins) est acyclique si et seulement si pour tout X € Sm/S (resp. pour tout X €
Coins), la restriction de . a Xg est acyclique.

Soit donc % un préfaisceau simplicial acyclique sur Coins. On veut montrer que ¢, (%)
est acyclique sur Sm/Sg. D’apres le paragraphe précédent, il suffit de montrer que sa
restriction & X 'est pour tout X € Sm/S. Maintenant, on a un isomorphisme canonique

L*(ﬁ) ‘Xéc = LX,*(‘%X(C)éc )

de préfaisceaux simpliciaux sur Xg. Toujours d’apres le paragraphe précédent, 7| x(c),,
est un préfaisceau acyclique sur X(C)g, le lemme 1.119 implique que tx (| x(c).,) est
acyclique sur Xy, ce qui acheve la démonstration de la proposition 1.117.

Remarque 1.120 Une difficulté de cette proposition provient du fait que la catégorie Sm/C
n’admette pas de produits fibrés, ce qui est un obstacle pour obtenir un morphisme de grands
sites (un morphisme de sites donnant trivialement une application raisonnable de sites). On
s’est donc ramené, grice a un théoreme de Dugger-Isaksen-Hollander (cf. théoréeme 1.99)
a des considérations sur les petits sites; cetle approche est suggérée par [57, remark 1.21,
page 102] qui envisage cette réduction pour l'obtention des applications raisonnables de sites
frop: Sm/Tyy, — Sm/ Sy, associées a un morphisme de schémas noethériens f: T — S et
pour une topologie top parmi les topologies étale, de Nisnevich ou de Zariski. Pour obtenir
la proposition 1.117, nous eussions également pu utiliser le théoréeme de Brown-Gersten
comme dans [ibid., lemma 3.4, page 120] ou [ibid., proposition 1.20, page 103].

12Ceci serait faux si on remplacait C par R, il faudrait alors utiliser la topologie de Nisnevich & la place
de la topologie étale.
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Théoréeme 1.121 Soit S un schéma noethérien, soit 1. SpecC — S un point compleze de
S. Alors, v induit des foncteurs :

2 H(S) — AP o A (S) — AP
Ces foncteurs admettent des adjoints a droite.

Lemme 1.122 Le foncteur 1™': Sm/S — Coins définit une application raisonnable de

sites avec intervalles
t: (Coins, [0,1]) — (Sm/Snis, A') .

En vertu de [ibid., définition 3.16, page 92|, comme on dispose déja d'une application
raisonnable de sites ¢: Coins — Sm/Sy;s (cf. proposition 1.117), il suffit de montrer que
pour tout X € Sm/S, le morphisme ¢~ }(X x A') — 71(X) (autrement dit X(C) x C —
X(C) est une [0, 1]-équivalence faible, ce qui est évident, C étant un espace topologique
contractile).

Grace a ce lemme, on dispose d'un foncteur 5 (S) — 7 (Coins,[0,1]) (et de sa
version pointée). D’apres le théoréme 1.109, on en déduit un foncteur ¢: 7 (S) — P

(resp. HAq (S) — HFP).

5.5 Le foncteur triangulé SH (C) — SH'P

Théoreme 1.123 Soit S un schéma noethérien, soit v: SpecC — S un morphisme de
schémas. Le morphisme ¢ donne naissance a un foncteur triangulé

*: SH(S) — SH'P
vérifiant 1*(X;) ~ X(C)4 pour tout X € Sm/S.

Dans un premier temps, observons que ’application raisonnable de sites avec intervalles
construite au lemme 1.122 s’étend en une application raisonnable de sites suspendus avec
intervalles (cf. définition 1.48) :

t: (Coins, [0,1],P}(C)) — (Sm/Snis, A", P') .
On en déduit un foncteur triangulé :
SH (S) — SH" ©)(Coins, [0,1]).

Compte tenu du corollaire 1.58, la proposition 1.113 (et plus précisément le lemme 1.114)
permet de remplacer ci-dessus P'(C) par le faisceau constant associé & I'ensemble sim-
plicial SingP!(C). L’homéomorphisme classique entre la réalisation géométrique de 'en-
semble simplicial S? et 1’espace topologique P}(C) détermine une équivalence faible S? —
Sing P!(C). En appliquant une nouvelle fois le corollaire 1.58, on obtient finalement une
équivalence de catégories entre SH' ©(Coins, [0,1]) et SH (Coins, [0,1]). D’apres la
proposition 1.60, cette derniere catégorie est équivalente & la catégorie SH” ' (Coins, [0, 1]),
qui & son tour est équivalente & SH'™P d’apres le théoréme 1.112. On a ainsi obtenu un
foncteur *: SH (S) — SH'™ qui est triangulé d’apres les résultats de la section 3; la
derniere assertion du théoreme résulte de la proposition 1.113.
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6 La construction naive

Dans cette section, on donne une version simplifiée SHL ;. .(-,I) de la catégorie ho-
motopique stable SH” (., I) d'un site suspendu avec intervalle (., I, T). Cette catégorie
présente l'avantage d’étre définie tres simplement a partir de la catégorie homotopique in-
stable pointée 77 (.7, I) ; si on suppose que T est une suspension, la catégorie SHZ ;. .(-%, )
sera une catégorie additive, mais en général pas triangulée, contrairement a S’HT(Y )
(cf. théoreme 1.69). Ce qui empéchera le foncteur évident SH” (., 1) — SHL o(F, 1)
d’étre une équivalence de catégories sera la notion d’application stablement fantome (cf. dé-
finition 1.129). Ces morphismes sont quelque peu chimériques; cependant, on montrera de
facon tres explicite qu’il en existe en théorie homotopique des schémas et topologie, cf. co-

rollaire v.34 et remarque VI.16.

Définition 1.124 Soit (., 1,T) un site suspendu avec intervalle. On suppose qu’il existe
un objet T' € (L, 1) tel que T ~ S* ANT'. Un objet E de la catégorie SHY ;. (-7, I) est
une suite (E,)nen d'objets de (., I) munis de morphismes d’assemblage o,,: T NE,, —
E, 1 dans 7(, 1) dont les morphismes adjoints E, — RHom.(T,E, 1) sont supposés
étre des isomorphismes. Un morphisme ¢: E — F dans SH. ,, (.7, I) est simplement une

suite de morphismes @, : B, — F,, dans 7,(, 1) induisant des diagrammes commutatifs
de la forme suivante dans H#o( S, 1) :

TA En U—n>En+l

TApn l lsom-l

TNF, L>Fn+l

On dispose d’un foncteur oub: SH” (.7, 1) — SHL . .(Z, 1) : la catégorie SH' (.7, I)
est équivalente & la sous-catégorie pleine SHE(.7, I) de SHg(Y , I) formée des Q)-spectres,
comme on dispose d’un foncteur évident SHy (.7, I) — SH:..(-#, I), on obtient le fonc-

naive
teur oub voulu.

Proposition 1.125 La catégorie SH. ;, (.7, I) est une catégorie additive. De plus, le fonc-

teur oub: SHY (S, 1) — SHL ...(.7, 1) est additif.

naive

On montre que SH. ;. .(.#, I) est additive de facon tres classique en utilisant la structure

de cogroupe sur S! dans P, donnant naissance & une structure de cogroupe sur 7" dans
Ho(S, I) grace a un isomorphisme T ~ ST AT". Je préfere épargner ces détails au lecteur.
Ensuite, le fait que le foncteur oub soit additif résulte simplement du fait qu’il commute
aux produits (finis).

Proposition 1.126 Le foncteur oub: SH' (S, 1) — SHL .7, 1) est conservatif 13, es-

naive

sentiellement surjectif et plein. De plus, si E est un objet de SHL . .(.7, 1), la catégorie

naive

130n rappelle qu'un foncteur F: € — 2 est dit conservatif si pour tout morphisme f dans %, le fait
que F(f) soit un isomorphisme implique que f soit un isomorphisme.
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des relévements de E dans SHY (7, 1) est équivalente a la catégorie ponctuelle (autrement
dit, le relévement est bien défini a isomorphisme unique prés) si et seulement si

Rliig\lI HOIH%(}”J)(Sl NE,,E,) =0

(les fleches de transition du systéme projectif étant les fléches évidentes).

Le fait que oub soit conservatif est évident. Il est aisé de montrer que ce foncteur
est essentiellement surjectif : si on a un objet E de SH. . (.#,I), on peut représenter
chaque objet E, de 4 (.%,I) par un faisceau simplicial pointé fibrant E, de sorte que le
morphisme d’assemblage o,,: T'A E,, — E,, .1 soit la classe d’homotopie d'un authentique
morphisme de faisceaux simpliciaux pomtes TAE, — En+1, ce qui définit bien un objet
de SH* (., I) dont I'image dans SHZ,. .(.7, I) par le foncteur oub est isomorphe a E.

naive

Lemme 1.127 Soit E € SH;F(Y, 1), soit F € SHL(.Z,I). On a une suite evacte courte
fonctorielle :

0— Rl}girrk\} Hom , (»,n(S' A Ey, Fy) — Homgyr( o py(E, F)
e )

— }glg\} Hom (1) (Ex, Fi) — 0.

Soit E un T-spectre. Pour k € N, on note L;E le T-spectre
(Eo, .. ., Ex, TANE, TANTNE,...)

dans lequel les premiers morphismes d’assemblage sont ceux de E, les autres étant les
isomorphismes évidents. On obtient ainsi un systeme inductif de T-spectres

LoE — WE — LL,E — ...

dont la colimite est E, ¢’est ce a quoi Jardine donne le nom de “layer filtration” dans [41].
Soit F un Q-spectre, la suite exacte de Milnor (cf. théoreme 11.10 ou proposition A.4) donne
une suite exacte courte :

0— Rl}gn% Homgyr o 1 (LyE 1], F) — Homgyr ,)(E, F)
e ) )

On montre facilement que l'inclusion du T-spectre FyE, = (o,... o Ex, T ANE, ...) dans
L E est une équivalence stable (utiliser plusieurs fois le lemme 1.82), ainsi cette suite exacte
courte prend la forme voulue.

Un cas particulier de ce lemme est le suivant :

Lemme 1.128 i E et F sont deuz objets de SH(.%, 1), on a une suite evacte courte :

0— Rl}girrk\} Hom (1) (S* A Ey, Fi,) — Homgyr (s (B, F)
e b

— Homgyr (o py(oubE,oubF) — 0.

natve
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Revenons a la proposition 1.126. Il résulte du lemme précédent que le foncteur d’« oubli »
oub: SH (S, I) — SHL...(#,I) est plein. Soit E € SHL, (.7, 1). La catégorie des

relevements de E dans SHY (S, 1) est la catégorie dont les objets sont les couples (E, a) ot
E ¢ SH'(.Z,1) et a est un isomorphisme oub E % E dans SHZ . (-, I), un morphisme

(E', ay) — (E2, a) étant un morphisme f: E' — E2 dans SHT (., I) tel que le diagramme
suivant soit commutatif dans SH. . (.7, 1) :

naive

oub E! oub E2
N %
E

Comme oub est essentiellement surjectif, cette catégorie des relevements est non vide; dire
quelle est équivalente & la catégorie ponctuelle revient & dire que si (E', oq) et (E2, as)
sont deux relevements de E, il existe un unique morphisme entre ces deux objets dans
la catégorie des relevements. Le lemme précédent donne aussitot le critere voulu, ce qui
acheve la démonstration de cette proposition.

Définition 1.129 Si E et F sont deuz objets de SH* (1), on note F(E,F) le sous-
groupe de HomSHT(yJ)(E, F) formé des morphismes qui deviennent nuls aprés application

du foncteur oub: SH' (S, 1) — SHL . .(7,I). Les éléments de F(E,F) sont appelés

« applications stablement fantomes » .

La proposition suivante (qui est triviale) donne une caractérisation des applications
stablement fantomes :

Proposition 1.130 On se donne deuz objets E et F de SH' (., I). Soit f: E — F un
morphisme dans S'HT(?, I). Les conditions suivantes sont équivalentes :

— le morphisme f est stablement fantome, c’est-a-dire f € F(E,F);
— pour tout entier naturel n et tout objet X de (S, 1), lapplication

fo—
HomSHT(yJ) (FnX7 E) e HOIHSHT(}”’I) (FnX, F)
induite par la composition par [ est nulle.

Corollaire 1.131 Soit n un entier naturel, soit X un objet de Ho(.#,I). Pour tout objet
F de SH'(#,I), on a F(F,X,F) = 0.

Il est évident que 'on a défini un idéal bilatere .% de la catégorie additive SH” (.7, I)
au sens de [2]. La proposition 1.126 admet la conséquence suivante :

Proposition 1.132 Le foncteur oub: SH* (.7, 1) — SHL .,.(, I) induit une équivalence

de catégories SH' (S, 1)) F = SHL .. (). Si E et F sont deuz objets de SH* (7, 1),

naive
on a une suite exacte courte :

0 — ﬁ(E) F) — HomSHT(yJ)(E, F) — HOIHSHT (yJ)(OU.b E, Oub F) — O .

naive

4Dans le cas classique, ces morphismes sont qualifiés de “superphantom” dans [15].
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Proposition 1.133 L’idéal .F de la catégorie additive SH™ (7, 1) est de carré nul. Autre-
ment dit, si on se donne trois objets E, F et G de SHY (.7, 1) et des éléments f € . (E,F)
et g€ F(F,G), alors go f =0.

Il s’agit de montrer que la fleche
Z(E,F) - F(E, Q)

induite par la composition a gauche par g est nulle. On peut supposer que E, F et G
sont donnés par des 2-spectres. La fonctorialité évidente de la suite exacte du lemme 1.128
identifie la fleche ci-dessus a I'application

Rl}fin& Hom, (»1(S' AE,Fy,) — Rl}fin& Hom ,(».1)(S' ANE, Gy)
€ €

qui est induite par les morphismes Fj, — Gy, dans (.7, I) induits par g; comme g €
Z(F, G), les morphismes Fy — Gy, sont nuls, ce qui permet de conclure.

Corollaire 1.134 La catégore additive SH. ;, (7, 1) est pseudo-abélienne.

naive

Remarque 1.135 Le bifoncteur F: (SH' (.7, I))Opp x SHY (., 1) — Ab induit un fonc-
teur 7 : (SH;CME(Y,I))OPP x SHT . (., 1) — Ab puisque l'idéal F est de carré nul.

Cela permet de donner un sens a la notion d’application stablement fantome entre objets
de SHY . (1), ce qui peut sembler assez paradozal.

naive
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Chapitre II

Rappels et préliminaires

Dans ce chapitre, nous faisons quelques rappels sur les limites projectives indexées par
N en vue de leur utilisation dans la suite exacte de Milnor, nous faisons ensuite quelques
remarques sur 'astuce de Jouanolou qui nous servira plus loin et nous rappelons enfin les
propriétés principales de la K-théorie algébrique que nous utiliserons, ces propriétés étant
« élémentaires » au sens ou elles sont accessibles si on ne connait que K.

1 Limites projectives

Dans cette section, on étudie quelques propriétés homologiques des limites projectives
et leurs applications a la topologie algébrique. Il s’agit de résultats classiques tout a fait
élémentaires, la plupart d’entre eux s’averent se trouver aussi dans l'article [1].

Si &7 est une catégorie, on notera .&7°PP sa catégorie opposée. Si &/ est une petite
catégorie et B une catégorie, on notera o7 A la catégorie des foncteurs (covariants) de
o/ vers . On identifiera un ensemble ordonné filtrant a la catégorie filtrante qui lui est
associée (voir SGA 41 2.7).

1.1 Limites projectives indexées par N

Proposition 11.1 Soit o/ une catégorie abélienne admettant des produits indexés par N
exacts. Pour tout entier n, on note R”lién le n-ieme foncteur dérivé a droite du foncteur

limite projective lién: NePP o/ — of qui est exact a gauche. Pour tout objet X, :

X, — = XD X, B X
de N°PP o/ . on a une suite exacte fonctorielle :

. i d 11:
0—>h£1X.—>HXn—>HXn—>RhI£TnX.—>O

neN neN

ot i est [inclusion canonique et d est le morphisme dont la m-iéme composante H X, —

neN
X vaut py, — fomPme1 ou pour tout entier naturel n, p, est la projection sur le n-iéme

facteur. De plus, pour tout entier n > 2, R”lién X, =0.
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Le foncteur qui a un systeme projectif X, associe le complexe

[[x =11

neN neN

(concentré en degrés cohomologiques 0 et 1) est exact; on en déduit qu’il définit un J-
foncteur L: N°PPgo/ — D(&/) (cf. [75, §1.3.1, Chapitre III]). On a un isomorphisme ca-
nonique lim X, = H°(LX,). Pour montrer que les foncteurs H"(LX,) sont les foncteurs
dérivés de lim: N°PPo7 — o7 | il suffit de montrer que X, — H'(LX,) est effagable. Pour
cela, on note que si Y, est un systeme projectif dont les morphismes de transition sont
des épimorphismes scindés, alors H'(LY,) = 0; ainsi, il suffit de montrer que tout systeme
projectif X, se plonge dans un tel systeme. On note f,: X,,11 — X, les morphismes de
transition de X,. Pour tout entier naturel n, on pose Y;, = [\, X, ; on obtient un systeme
projectif Y, en prenant pour morphismes de transition les projections partielles. En défi-
nissant un morphisme i,,: X, — Y, = X,, x X,,_1 X - -+ X X pour tout entier naturel n par
la formule i,, = (idx, , fa—1, fu—2° fu-1,-.-, fo© -+ 0 f,_1), on obtient un monomorphisme
i: Xy — Y, de systéme projectifs avec H'(LY,) = 0, ce qui permet de conclure.

Définition 11.2 Soit X, un systeme projectif indexé par N dans une catégorie abélienne
/. On dit que X, satisfait la propriété de Mittag-Leffler si pour tout entier p, la suite
décroissante (Im(X,+n — X)) nen de sous-objets de X, est stationnaire.

Si les fleches de transition du systeme projectif X, sont des épimorphismes, celui-ci vé-
rifie la propriété de Mittag-Leffler. Un autre exemple important est donné par les systemes
X, tels que pour tout entier n € N, X, soit de longueur finie. L’intérét de cette propriété
réside dans la proposition suivante (qui n’est a priori valable que dans les catégories de
modules) :

Proposition 11.3 Soit &7 la catégorie des modules sur un anneau firé, soit X, un sys-
teme projectif dans < indexé par N. Si X, satisfait la propriété de Mittag-Leffler, alors
Rllién X.=0.

Voir par exemple EGA 0Oyp; 13.2.2 ou [31, proposition 9.1, Chapter II].

1.2 Autres catégories d’indices

Les systemes projectifs qui interviendront plus tard ne seront pas tous naturellement
indexés par N mais '’ensemble ordonné filtrant considéré possedera toujours une suite
croissante cofinale, la proposition qui va suivre permettra donc d’abréger les notations en
nous permettant d’utiliser sans hésiter des R! lim indexés par ces ensembles ordonnés, tout
en gardant a l'esprit que le choix d’une suite croissante cofinale permet de ramener leur
calcul au cas classique des systemes indexés par N.

Définition 11.4 Soit & un ensemble ordonné filtrant, soit (x,)nen une suite croissante
d’éléments de & . On dit que la suite croissante (T, )nen est cofinale si pour tout i € &, il
eriste n € N tel que x,, > 1.
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Il revient au méme de dire que la suite (x,),en est cofinale au sens précédent ou que le
foncteur z: N — £ qu’elle définit est cofinal au sens de SGA 4 I 8.1.1.

Proposition 11.5 Soit .¢ un ensemble ordonné filtrant, soit x: N — & une suite crois-
sante cofinale, soit </ la catégorie des modules sur un anneau fixé, on note R”lgn le n-iéme

foncteur dérivé a droite du foncteur limite projective li;n: SIPPof — of . On note x* le

foncteur F°PPof — NPPo/ obtenu par composition avec x qui associe naturellement un
systeme projectif indexé par N a un systeme projectif indexé par & .
Pour tout systeme projectif Xo € F°PPof et tout entier ¢ € N, on a un isomorphisme
canonique :
R4lim X, = Rim z* X, .
7 N

En particulier, pour q > 2, qui}n X =0.

La premiere chose a remarquer est que la proposition est bien vraie en degré ¢ = 0,
grace a la cofinalité. Il s’agit ensuite d’utiliser les propriétés de composition des foncteurs
dérivés (cf. [30, theorem 5.4, Chapter I]) : le foncteur z* étant évidemment exact, il suffit
de montrer que I'image d’un objet injectif de #°PP.o7 par z* est acyclique pour le foncteur
lién. Grace a la propriété de Mittag-Leffler, on voit qu’il suffit de vérifier que si 7y et 7; sont

deux éléments de .# tels que ig < 7; et X*® un objet injectif de F°PPo/ | alors X;, — X,
est surjective, c’est le contenu du lemme suivant :

Lemme 11.6 Soit .# un ensemble ordonné, soit A un anneau, soit o/ la catégorie des A-
modules. Soit X, un objet injectif de la catégorie F°PPof. Pour tous élémentsi < j de .7,
le morphisme de transition X; — X; est surjectif.

Pour tout élément k de .#, notons A<,. l'objet de F°PP.of tel que A<y, soit A si
Il < k et zéro sinon, les morphismes de transition étant des identités pour les indices
inférieurs ou égaux a k et zéro sinon; formellement, A<, . est le A-module libre sur le
préfaisceau d’ensembles représenté par k sur la catégorie .. Ainsi, le lemme de Yoneda a
pour conséquence l'isomorphisme canonique :

HomjoppM(ASk’., X.) :> Xk .

Comme 7 < 7, on a un morphisme évident A<; — A<; qui est évidemment un monomor-
phisme; comme X, est injectif, cela permet de conclure que X; — X; est surjectif.

Remarque 11.7 Le lemme serait faur si on remplacait & par une catégorie quelconque
(méme filtrante). Par exemple, soit € la catégorie (filtrante) a deux objets 0 et 1, dont les
fléches autres que les identités sont un automorphisme d’ordre deux de 0 et une fléeche de
0 vers 1. Un préfaisceau de groupes abéliens sur € consiste en la donnée de deuz groupes
abéliens Xo, X1, d’une involution T de X et d’un morphisme X, — X[ (ou X[ désigne
I’ensemble des éléments de Xq fixés par 7). Si X1 — Xq est surjectif, alors T vaut l’identité.
Si on plonge dans un injectif un objet pour lequel l"involution est non triviale, la condition
de surjectivité ne sera évidemment pas vérifiée pour cet injectif.
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1.3 Suite exacte de Milnor

Définition 11.8 ([25, §1, Chapter VI]) On note Tours(A°*’Ens), la catégorie des
systemes projectifs d’ensembles simpliciaux pointés indexés par N. On dit gu’un morphisme
Xo — Y, est une équivalence faible (resp. une cofibration) si pour tout entier naturel n,
X, — Y, est une équivalence faible (resp. une cofibration).

Munie de ces notions de cofibrations et d’équivalences faibles, Tours(A°PEns), est
une catégorie de modeles fermée simpliciale d’apres [:bid., proposition 1.3, Chapter VIJ.

Le foncteur limite projective Tours(A°*?Ens), — A°PEns, admet un foncteur dé-
rivé total a droite au niveau des catégories homotopiques associées a ces catégories de mo-
deles : on le note Rlim (cf. [ibid., §7, Chapter II]). On rappelle que si X, est un objet de
Tours(A°PEns), tel que X soit fibrant et que les morphismes de transition X,,; — X,
soient des fibrations, alors le morphisme évident lim X, — Rlim X, est un isomorphisme
dans la catégorie homotopique pointée. Par ailleurs, si tous les objets X, sont fibrants (mais
sans hypothese supplémentaire sur les morphismes de transition), alors R1lim X, peut étre
« calculé » par une formule (cf. [12]); le cas général se rameéne a celui-ci en appliquant le
foncteur de résolution fibrante Ex*>: A°°’Ens — A°PEns au systeme projectif X,.

Définition 11.9 Soit € une catégorie de modéles fermée admettant un objet nul (noté e ).
Un H-groupe de € (ou de la catégorie homotopique de € ) est un objet en groupes dans la
catégorie homotopique de €. Si X est un objet de €, une structure de H-groupe sur X n’est
autre qu’une structure d’objet en groupes sur l'image de X dans la catégorie homotopique
de €.

Théoréme 11.10 Soit X, un objet en groupes dans la catégorie homotopique de la catégorie
de modéles Tours(A°°PEns),. On note X = Rlim X,. Pour tout entier i € N, on a une
suite exacte de groupes :
1 — RMim 7y (X,) — m(X) — lim 7 (X,) — 1.
neN neN

Dans [25, proposition 2.15, Chapter VI|, on trouve cet énoncé pour tout objet de la
catégorie Tours(A°PPEns),, mais la suite n’est a priori exacte qu’en tant que suite d’en-
sembles pointés (et il faut donner en sens au foncteur dérivé des limites projectives dans
le cas des groupes non nécessairement abéliens). Remarquons tout d’abord que 'on dis-
pose a priori de deux structures de groupes sur les ensembles pointés m;(X,) et m;(X), la
premiere provient de la structure de groupes sur les groupes d’homotopie m; pour ¢ > 1,
la seconde est issue de la multiplication sur 'objet X, et est donc définie pour tout i > 0.
Pour conclure, il s’agit de voir que les deux structures de groupes coincident (pour i > 1,
on obtient alors des groupes commutatifs) et que les morphismes considérés dans la suite
ci-dessus sont bien des morphismes de groupes, ce qui se montre facilement en considérant
la suite obtenue pour le produit X, x X, et en utilisant la fonctorialité de cette suite
vis-a-vis des morphismes de projection et de multiplication X, x X, — X,.

Remarque 11.11 Si € n’est pas supposée admettre un objet nul, on peut noter G, la
catégorie p\€ ot p est un objet final de €, cette catégorie étant la catégorie dont les objets
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sont les couples (X, x) ou X est un objet de € et x: p — X un morphisme (le « point-
base »), les morphismes se définissant de fagon évidente. En décrétant qu’une cofibration
(resp. une fibration, resp. une équivalence faible) de €. est un morphisme devenant itou
aprées oubli des points-bases, on munit tautologiquement €, d’une structure de catégorie de
modeles fermée. S’il nous arrive de mentionner une structure de H-groupe sur un objet de
€, il faudra comprendre que l’on s’est donné un point-base pour en faire un objet de €, et
que la structure de H-groupe est donnée dans cette catégorie de modéles €,.

Nous utiliserons ce théoreme dans la situation suivante : nous aurons un H-groupe E
et un systeme inductif (Y;);e.» d’objets (dans une catégorie de modeles convenable) indexé
par un ensemble ordonné filtrant admettant une suite cofinale, Y sera la colimite de ce
systeme. On s’intéressera au calcul du groupe des morphismes Y — FE dans la catégorie
homotopique. Quitte a choisir une suite cofinale, on pourra supposer que .# = N: on
pourra supposer que FE est fibrant, que tous les espaces Y, sont cofibrants et que les
morphismes de transition sont des cofibrations. La structure simpliciale sur la catégorie de
modeles considérée donnera un sens au systeme projectif d’ensembles simpliciaux pointés
X = hom(Y,, F) dont la limite homotopique est équivalente a hom(Y, E), on appliquera
ainsi le théoreme précédent a X, qui définit bien un objet de Tours(A°PPEns),.

2 Astuce de Jouanolou

2.1 Enoncé

On sait qu'un fibré vectoriel sur un schéma X peut étre décrit essentiellement de deux

facons :

— sous la forme d'un O'x-Module localement libre .# de rang fini;

— d’un point de vue géométrique, comme la donnée d’un X-schéma en groupes com-
mutatif ¥V muni d’une action linéaire de la droite affine A! (vue comme schéma en
anneaux) telle que localement sur X, V soit isomorphe & A% sur lequel A! agit par
multiplication, coordonnée par coordonnée.

On passera toujours d’un de ces points de vue a l'autre en choisissant la convention qui
fait que . soit le faisceau des sections de V. Dans cette partie sur 'astuce de Jouanolou,
on utilisera principalement le point de vue géométrique.

Définition 11.12 (SGA 6 II 2.2.4) Soit X un schéma. On dit que X est divisoriel s’il
est quasi-compact, quasi-séparé et admet une famille ample de Ox-Modules inversibles, une
famille (£,)icr de Modules inversibles étant ample si les ouverts Sy, pour f € T'(X, Z*"),
i€l etneN, forment une base de la topologie de X (si £ un Ox-Module inversible et
[ une section globale de £, on note Sy l'ouvert de X sur lequel f est inversible).

Dans la suite, on dira qu’un schéma est régulier s’il est noethérien, séparé et que ses
anneaux locaux sont réguliers (cf. [68]). D’apres SGA 6 II 2.2.7.1, un schéma régulier
est divisoriel. Le théoreme suivant, dont la premiere version due a Jouanolou concernait
les schémas quasi-projectifs sur un schéma affine, s’appliquera donc a tous les schémas
réguliers :
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Théoréme 11.13 (Jouanolou [43, lemme 1.5], Thomason [83, proposition 4.4])
Soit X un schéma divisoriel. Il existe un torseur T sous un fibré vectoriel V. sur X tel que
T soit un schéma affine.

2.2 Interprétation en termes de catégories localisées

Soit S un schéma régulier. On note Sm/S la catégorie des S-schémas de type fini,
lisses et séparés et (abusivement) SmAff/S la sous-catégorie pleine de Sm/S formée par
les S-schémas de Sm/S qui sont de plus affines (de fagon absolue, c’est-a-dire sur Spec Z).

Définition 11.14 On note 7 la famille des fleches dans Sm/S de la forme [T — X| ou
T est un torseur sous un fibré vectoriel V sur X et g la sous-famille de 7 obtenue en
demandant a X (et donc a T') d’étre des objets de SmAff/S.

Définition 11.15 Si € est une petite catégorie et # un ensemble de fléeches de €, on
peut construire une catégorie localisée € [W =1 et un foncteur € — € [# '] qui vérifie la
propriété universelle qui fait que, pour toute catégorie 9, se donner un foncteur € [# 1] —
9 revienne a se donner un foncteur € — 2 envoyant les morphismes appartenant a la

famille W sur des isomorphismes (cf. [22, §1, Chapter I]).

Proposition 11.16 Soit S un schéma régulier, le foncteur évident
SmAff/S [%ﬁ‘_l} — Sm/S [9‘1}

est une équivalence de catégories. Par ailleurs, pour inverser Jug dans SmAfE/S, il suffit
d’inverser les morphismes de projection A\, — X pour tout X € SmAff/S.

Tout d’abord, la deuxieme assertion est facile : supposons que tous les morphismes
de projection A} — X de SmAff/S soient rendus inversibles, par récurrence, tous les
morphismes de projection A%, — X deviennent inversibles dans la catégorie localisée, la
section nulle X — A% induisant 'isomorphisme inverse. Si 7" est un torseur sous un fibré
vectoriel V' sur X avec X dans SmAff/S, T est un torseur trivial, ainsi il s’agit de montrer
que la projection V' — X induit un isomorphisme dans la catégorie localisée, ce qui est
bien vrai puisqu’il s’agit d’'un rétracte d'une projection A%} — X, X étant affine.

Ensuite, on peut énoncer des conditions suffisantes sur une catégorie %, un ensemble
de fleches # de € et une sous-catégorie (strictement) pleine & de € pour que, si ’on note
W, la sous-famille de # formée des fleches dans &7 qui appartiennent a #, le foncteur
évident & [#,,~'] — € [# 1] soit une équivalence de catégories :

(i) Les identités de € sont dans ¥, les morphismes appartenant a % sont quarrables !

(dans &) et I'image inverse d’une fleche de # est dans # ;
(ii) Si T — X est dans # et X dans &7, alors T' est un objet de <7 ;
(iii) Si X est un objet de ¥, il existe T'— X dans # avec T objet de <.

1On rappelle (voir SGA 4 1 10.7) qu'un morphisme f: A — B dans une catégorie est dit quarrable si
pour tout morphisme g: B’ — B le produit fibré A x g B’ est représentable. Le morphisme A x g B’ — B’
qui s’en déduit alors est appelé I'image inverse de f par g.
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Ces trois conditions sont satisfaites dans le cas de la proposition précédente : pour (i) et
(ii), c’est évident ; pour (iii), c’est précisément 'astuce de Jouanolou (cf. théoreme 11.13).
Montrons que ces conditions sont suffisantes : supposons ces trois conditions vérifiées,
soit & la catégorie dont les objets sont les fleches T' — X appartenant a # telles que
T soit dans o (un tel objet sera noté [T'— X] dans la suite) et telle que I’ensemble des
morphismes de [T" — X] vers [T" — X'] soit I’ensemble des morphismes X’ — X dans ¥,
autrement dit on a un foncteur pleinement fidele oub: % — €. Lessentielle surjectivité de
oub équivaut a la condition (iii), ainsi oub est une équivalence de catégories. Notons #
I'image inverse par le foncteur oub de la famille de fleches # de €. Le foncteur oub induit

ainsi une équivalence de catégories oub’: € [72,_1} — €|

Définissons un foncteur F: 4 — o [#.,7']. Pour tout objet [T'— X| de €, on pose
F(T — X])=T;si f: X — X’ constitue un morphisme [T" — X| — [T" — X'|, on pose
F(f) = hg! ot g et h sont représentés sur le diagramme suivant, ce qui a un sens car
T x x T' existe et g appartient a #,, en vertu de (i) et (ii) :

T~—2T % T s

I~

X X'

On peut montrer que F' est bien compatible a la composition des morphismes, cette vérifica-
tion est un peu longue, consiste en ’étude de certains produits triples, mais est néanmoins
sans surprises. De plus, on peut vérifier facilement que F' envoie les fleches de # sur des

isomorphismes dans .o/ [Wyfl], ainsi on obtient un foncteur F': ‘g[yfﬂv_l] — A [Wyfl].

En outre, on a un foncteur évident G: &7 [V/Q{_l} ¢ [Vf/v_l] envoyant X sur [X 9 x }

On vérifie aussitot que F'o G = id, o W] et que l'on a un isomorphisme naturel G o F' =

idz1,, —17. Ainsi, G est une équivalence de catégorie, oub’ en est également une, de sorte
e ]

que la composée oub’ oG aussi, ce qui permet de conclure car oub’ oG est le foncteur évident

o [WQ;I} .
3 Quelques propriétés élémentaires de la K-théorie

algébrique

On récapitule ici quelques définitions et constructions sur la K-théorie algébrique que
I’on peut trouver dans SGA 6 ; elles sont « élémentaires » dans la mesure ou elles n’utilisent
pas la K-théorie supérieure de Quillen.

3.1 Définition

Soit X un schéma. On note Ky(X) le groupe de Grothendieck de la catégorie (exacte)
des fibrés vectoriels sur X, autrement dit Ky(X) est le groupe (abélien) présenté par les
générateurs [.#] ou .# parcourt un ensemble de représentants des classes d’isomorphismes
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des fibrés vectoriels sur X et les relations [#] = [#'] + [.#"], pour toute suite exacte
0 — A" — H# — A" — 0 de fibrés vectoriels. Le produit tensoriel de fibrés vectoriels
induit une structure d’anneau commutatif sur Ky(X). Tout morphisme f: X — Y entre
schémas induit, par image inverse des fibrés vectoriels, un morphisme d’anneaux (fonctoriel)

f*i Ko(Y) — K()(X)

3.2 Théoreme du fibré projectif

Théoréme 11.17 (SGA 6 VI 1.1) Soit X un schéma quasi-compact. Soit E un fibré vec-
toriel de rang n+ 1 sur X. On note P(E) le fibré projectif du fibré vectoriel E au-dessus
de X. Alors, le Ko(X)-module Ko(P(FE)) est libre de base 1,u,...,u"™ ot u = [O(1)] — 1.

Théoréme 11.18 (SGA 6 VI 1.13.2) Avec les notations du théoréme précédent, si E est
un fibré vectoriel trivial, alors u™! = 0.

3.3 Structure de M-anneau

Définition 11.19 (Opérations \") Si A est un anneau commutatif, on note 1 + A[[t]]*
Uensemble des séries formelles de terme constant 1, ¢’est-a-dire de la forme Y,y a;t" avec
ag = 1; la multiplication des séries formelles induit une structure de groupe abélien sur
1+ A[[t]]". Soit X un schéma. On note \;: Ko(X) — 1+ Ko(X)[[t]]T le morphisme de
groupe qui envoie la classe [#] d’un fibré vectoriel A sur la série

M([A)) =D [N

i>0

On définit des applications \': Ko(X) — Ko(X) pour tout i € N par la formule suivante,
pour tout x € Ko(X) :
M) =D N(@)t' .
iEN

Notons que pour tout x € Ko(X), on a \(z) =1 et \'(z) = =,

Cette définition a bien un sens dans la mesure ou si 0 — A4’ — 4 — " — 0 est
une suite exacte de fibrés, on a la relation suivante (cf. SGA 6 V 2.2.1) dans Ky(X) pour
tout n € N :

(N = > (NN
p+g=n

La donnée de A; constitue une structure de A-anneau (cf. SGA 6 V 2.1). Le A-anneau
Ko(X) vérifie certaines conditions qui permettent de dire que A\y(1) = 1+t et de réexprimer
A (zy), Au(Ae(x)) (voir SGA 6 V 2.4 et SGA 6 VI 3.2) : on dit alors que Ky(X) est un
A-anneau spécial (on utilise ici la méme terminologie que celle utilisée dans SGA 6 [RRR]
et reprise dans l'article [5]).

Définition 11.20 (Opérations ") Pour tout x € Ko(X), on note y"(x) = \"(x +n—1)
pour tout n € N et on pose v(x) = >, V" (@)1,
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D’apres SGA 6 V 3.2, dans un A-anneau (spécial), on peut exprimer les \; en fonction
de 7; et inversement, grace a des changements de variables :

(@) = A () M) =7, (@)

1—-t 1+t

Ces formules ont bien un sens : si F; = g a,t" est une série formelle en la variable ¢ et
n>0

que Gy est une série formelle de terme constant nul, alors la formule (F o G); = Z a, G}
n>0
définit une série formelle et on peut adopter la notation (F o G); = Fg ).

Définition 11.21 (Opérations d’Adams U*) Pour tout x € Ky(X), on définit des élé-
ments W*(x) pour tout k > 1 par la formule :

1 d\() S k—11k k—1
N :;(—1) Uk (z)th1

1

Pour tout entier k > 1, ceci définit un morphisme d’anneaux ¥*: Ky(X) — Ko(X)
et on a W' = id, U = Wk o U ; ces assertions résultent de SGA 6 VI 3.2 (qui affirme
que Kp(X) est un A-anneau spécial) et de SGA 6 V 7.5 i) qui affirme que les A-anneaux
spéciaux vérifient ces relations.

Théoréme 11.22 Soit X un schéma régulier (ou quasi-compact quasi-séparé admettant un
faisceau ample?), tout élément de v € Ko(X)g = Ko(X) ®z Q se décompose (nécessaire-
ment de maniere unique) en une somme finie r = Zi>0 z® ou, pour tout i € N, @ est
un élément de Ko(X)q tel que pour tout entier k > 1, WF(z(®) = kiz®,

Nous allons donner deux démonstrations completement différentes de ce théoreme. La
premiere utilise quelques propriétés de la y-filtration : si X est connexe, le morphisme rang
Ko(X) — Z définit une structure de A-anneau spécial augmenté. On dispose alors de la
v-filtration définie de sorte que Fil" Ky(X) soit le sous-groupe abélien engendré par les
produits " (aq)...7" (a,) ou ny + --- +n, > n et ou les éléments a; sont dans I'idéal
d’augmentation. D’apres [5, proposition 5.3], pour tous entiers k > 1 et n > 1, 'endo-
morphisme z +— ¥¥(x) — k"2 du groupe Ky(X) envoie Fil" Ky(X) dans Fil"™ K (X).
D’apres SGA 6 VI 6.9, si X est un schéma noethérien de dimension d admettant un fais-
ceau ample, Fil*t Ky (X) = 0, on en déduit aussitot que pour tout entier k > 2, I'opérateur
Uk Ko(X)g — Ko(X)g est tué par le polynome [ (X — &) qui est scindé & racines
simples, U¥ agissant sur Ky(X)g est donc diagonalisable, avec 1,k, k2, ... k? comme va-
leurs propres possibles. Par ailleurs, les opérateurs ¥* commutent entre eux; pour obtenir
la décomposition attendue, on voit qu’il ne reste plus qu’a montrer que si x est un élé-
ment non nul de Ky(X)g, k,! deux entiers naturels > 2 et 7,7’ deux entiers naturels tels
que U*(z) = k"z et U!(x) = k" x alors r = 7’. Comme U* — k' envoie Fil' K((X)g dans
Fil™™ Ko(X)g, on obtient que ((U*—k"1)o (¥ —k"2)o---o(W*F—1))(z) € Fil" Ko(X)q, z
étant vecteur propre pour U¥ associé a la valeur propre k", on déduit que z € Fil" Ko(X)g.

20n utilise la définition de faisceau ample donnée dans EGA 1II 4.5.3.
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En appliquant Dopérateur (¥% — k™) o ... o (UF — k9) & z et en utilisant le fait que
Fil**! Ky(X)g = 0, il vient aussi que o ¢ Fil"*! Ky(X)g. Finalement, en appliquant ce qui
précede & W!et v’ au lieu de W* et 7, on a :

z € Fil" Ko(X)g — Fil' Ko(X)g etz € Fil” Ko(X)g — Fil" ! Ko(X)g

I1 est évident que ce n’est possible que si r = 7/, ce qui acheve cette démonstration du théo-
reme dans le cas ot X est un schéma (connexe) noethérien de dimension finie admettant un
faisceau ample. Par approximation noethérienne absolue (cf. [74, theorem C.9]), on peut
déduire de ce cas-ci le cas des schémas quasi-compacts quasi-séparés non nécessairement
de dimension de Krull finie. En particulier, on obtient le résultat pour les schémas affines.
Le cas des schémas réguliers se déduit de ce cas-la grace a 'astuce de Jouanolou (cf. théo-
reme 11.13) et & une certaine forme d’invariance par homotopie de la K-théorie algébrique
pour les schémas réguliers (cf. SGA 6 IX 3.4, ou [62, proposition 4.1, §7] et [ibid., §7.1]).

Voici une démonstration alternative (seulement dans le cas ou X est régulier) : tout
d’abord, on dira ici quun élément = d'un groupe Ko(X)g se décompose bien sl existe
une famille d’éléments presque tous nuls @ de Ko(X)g, i > 0 tels que x = Y., 2@ et
que UF(z®) = Ez® pour tout k > 1 et i € N. Une telle décomposition, si elle existe,
est évidemment unique. Observons que les éléments qui se décomposent bien sont stables
par combinaisons linéaires & coefficients rationnels (c’est évident), par produit (puisque les
opérations ¥ induisent des morphismes d’anneaux) et par images inverses. Pour préciser
le dernier point, on a le lemme suivant :

Lemme 11.23 Soit f: Y — X un morphisme de schémas tel que f*: Ko(X)g — Ko(Y)o
soit injectif, alors un élément x de Ko(X)q se décompose bien si et seulement si f*(z) se
décompose bien.

En effet, notons y = f*(x), supposons que y se décompose bien, on peut alors écrire
y=>2oy® ot y € Ky(Y)qg est tel que U*(y®) = kiy® pour tout entier k > 1. Pour
établir que z se décompose bien, compte tenu de l'injectivité de f*: Ko(X) — Ko(Y),
il suffit de montrer que pour tout i > 0, il existe un élément @ € Ky(X)g tel que
() = y@; pour cela, remarquons que chaque élément y peut s’écrire comme un
certain polynome appliqué a l'endomorphisme W? de Ky(Y)g et évalué en y, en faisant
subir le méme procédé a 'endomorphisme W2 de Ko(X)g et & ;, on obtient un élément z®
qui est bien tel que f*(2V) = y®, ce qui acheve de démontrer le lemme.

Revenons au théoréme, le lemme précédent permet d’utiliser le principe de scindage 3
pour n’avoir qu’a montrer que [L] € Ky(X)g se décompose bien si L est un fibré en
droites sur X. Grace a 'astuce de Jouanolou (théoreme 11.13), on peut supposer que X est

3Rappelons que cela consiste, étant donné un élément x d’un groupe Ko(X) égal a la classe d'un fibré
vectoriel E de rang d & considérer le fibré de drapeaux complets p: Drap(E) — X ; 'image inverse de
E par p possede tautologiquement une filtration dont les quotients successifs sont des fibrés en droites,
ainsi p*(z) est égal & une somme de classes de fibrés en droites; de plus, p*: Ko(X) — Ko(Drap(FE)) est
injectif (utiliser plusieurs fois la formule du fibré projectif, cf. théoréme 11.17). Ainsi, pour vérifier certaines
égalités faisant intervenir des éléments dans des groupes K, on peut souvent se ramener au cas des classes
de fibrés en droites.
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affine. Mézalor, pour un entier n suffisamment grand, il existe un morphisme de schémas
f: X — P? et un isomorphisme L ~ f*(£'(1)). On est ainsi ramené au cas ou X = P7 et
oux = |[0(1)] € Ko(Py).

D’apres le théoreme 11.18, u = x — 1 est nilpotent dans Ky(P%), plus précisément
u™™ = 0. On peut donc considérer 1'élément

v = log(z) = log(1 Z

=1

7:_

U € Ko(]P)n)

La somme est finie; pour tout entier k > 1, on peut calculer W*(v) :
v =32 CU gy
i=1 ‘ .
L’opérateur ¥ induit un homomorphisme d’anneaux, donc

() = (Phu)' = (B — 1) = (@F — 1)

d’ou

Uk () = f: (—1‘)i_1 [(u L)k 1]i

- 2
=1

On définit une série formelle F' a coefficients dans Q par la formule

SIE

=1

i—1

[+ -1 caqu] .

Cette série formelle a bien un sens, la valuation de [(U +1)F - 1} est @ et tend donc

vers +0o quand i tend vers +o0o. On en déduit aussitot que ¥*(v) = FF(u). Mainte-
nant, on peut observer que les fonctions de la variable complexe z — klog(1l + z2) et
z +— log [1+ ((z + 1)* — 1)] sont définies et coincident au voisinage de 0 dans C, leurs
développements de Taylor en 0 sont donc égaux, on en déduit que

k—1

Z Ut e QU]

d’ott F¥(u) = kv; on a ainsi obtenu que ¥*(v) = kv pour tout k& > 1.
L’élément v est donc vecteur propre simultané de tous les opérateurs U¥, de « poids »
1, ainsi I'élément v € Ky(P%) « se décompose bien ». Le morphisme d’anneaux

ZUT/(U™) = Ko(Py)

envoyant U sur u étant un isomorphisme, en revenant a la formule définissant v, on voit
aussitot que v engendre Ko(P%)g en tant que Q-algebre; comme v se décompose bien, on
en déduit que tout élément de Ky(IP})q se décompose bien, ce qui acheve cette deuxieme
démonstration du théoreme dans le cas des schémas réguliers.
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3.4 Grassmanniennes

Définition 11.24 On suppose fixé un schéma de base S. Soit (d,r) un couple d’entiers
naturels. On note Grg, (ou Grgq,s s'il y a lieu de préciser le schéma de base) la grass-
mannienne des sous-espaces de dimension d dans le fibré vectoriel trivial de rang d+r sur
S, Grg, est un S-schéma projectif et lisse. Pour étre plus précis, on a une bijection fonc-
torielle, pour tout S-schéma X, entre Gry,(X) et 'ensemble des sous-Ox-Modules A de
ﬁgf’” localement facteurs directs et localement libres de rang d. On notera M, le sous-fibré
vectoriel du fibré trivial de rang d+r sur Grq, correspondant a l'identité Grg, — Grg,, on
lappelera parfois « fibré universel de rang d sur Gra, ». On notera aussi M, le quotient

d+r /
de Og;,  par Mg, .

Définition 11.25 On munit I’ensemble N* d’une structure d’ensemble ordonné (filtrant) de
sorte que si (d,r) et (d',r') sont deuz éléments de N2, on dit que (d,r) < (d',r") sid < d' et
r <1 (autrement dit, on munit N* de ’ordre produit). Pour tout couple (d,r),(d’,r") d’élé-
ments de N? tels que (d,r) < (d',1’), on définit une immersion fermée i (@ ): Gra, —

Grg - de sorte que Uapplication correspondante Grg,(X) — Grg (X)) envoie un sous-Ox-

Module A de 6% (localement facteur direct de rang d) sur 6%~ x M x {0} wu dans
0L~ x O x 0% que Uon identifie a 04T

On obtient ainsi un systeme inductif Gr, dans la catégorie des S-schémas lisses indexé
par I’ensemble ordonné filtrant N?; cet ensemble ordonné admet évidemment une suite
croissante cofinale. Notons que si (d,r) < (d’, "), on a les égalités suivantes dans Ko(Grg,) :

Z?d,r) ([///d/ /D = [//lé,r] +d —d ;
iCamy oy [ Ay p]) = [ AL+ =1
Notons ainsi ug4, 1'élément [///ém} —d € Ky(Grg,), c’est un élément de rang virtuel 0.

Les égalités précédentes impliquent que (ug,)@ryen est une famille compatible de classes,
a savoir est un élément u, € ( lim  Ko(Gra,).
d,r)eN

Le théoreme suivant est un cas particulier de SGA 6 VI 4.6 :

Théoréme 11.26 Pour tout couple (d,r) € N?, la Ko(S)-algébre Ko(Grg,s) est engendrée
par les coefficients de la série formelle \(ug,).

On en déduit aussitot le corollaire suivant, que nous utiliserons dans la suite :

Corollaire 11.27 Pour tout couple (d,r),(d',r") d’éléments de N? tel que (d,r) < (d',r"),
le morphisme de transition Ko(Grg ) — Ko(Grga,) est surjectif.

Théoréme 11.28 Pour tout couple d’entiers (d,r) et i > 1, on note ¢; = ' (ug,) €
Ko(Grg,). Pour tout entier d € N, on a un isomorphisme canonique

}g}l Ko(Gra,) = Ko(S) [[cr, - - -5 cd]] 5

de plus, on a un isomorphisme canonique :

(dlv}m Ko(Grg,) = Ko(S) [[e1, - cny---]] -
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Pour d fixé, c¢’est SGA 6 VI 4.10. Ensuite, pour d variable, on utilise simplement le fait
que pour tout entier d, 'image de cqy1 € Ko(5) [[c1, - - -, €4, cat1]] dans Ko(Grg,) est nulle :
cet élément est Y (ug,) = AN (ug, + d) = [N, qui est nul car 4], est un fibré
vectoriel de rang d.
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Chapitre III

Les opérations instables sur la
K-théorie algébrique

Ce chapitre est le coeur de ce travail. Les sections 1 et 2 visent a donner une interpréta-
tion fonctorielle des morphismes Z x Gr — E dans 7 (S) ou E est un objet de 5 (S), S un
schéma régulier et Gr la grassmannienne infinie. Sous une hypothese (la propriété (K)), un
tel morphisme revient & se donner une application Ko(X) — Hom () (X, E) fonctorielle en
X € Sm/S (cf. théoreme 111.27). On applique tout naturellement ceci aux endomorphismes
de Z x Gr dans S (S) (et plus généralement aux morphismes (Z x Gr)" — Z x Gr) dans les
sections 3 et 4 afin de relever canoniquement les structures de A-anneaux spéciaux sur les
ensembles Ky(X) (pour tout X € Sm/S) en une structure de A-Anneau spécial sur Z x Gr
dans . (S). La section 5 donne une définition des modeles authentiques de la K-théorie
algébrique dans 7, (S) : en vertu des résultats précédents, tous les modeles sont canonique-
ment isomorphes! on vérifie de plus que les constructions classiques (Quillen, Waldhausen)
de la K-théorie algébrique donnent bien des modeles authentiques. La section 6 étudie le
changement de schéma de base, ce qui pourra nous autoriser a effectuer certaines construc-
tions sur Spec Z pour les étendre canoniquement ensuite a tout schéma de base régulier. La
section 7 compare les définitions antérieures des produits sur la K-théorie algébrique supé-
rieure a celle introduite a la sous-section 4.2 (en particulier, pour les schémas réguliers, les
définitions antérieurs coincident sur leurs domaines de définitions communs). La section 8
interprete les endomorphismes de Z x Gr en termes des anneaux de représentations Ry GL,,
étudiés par J.-P. Serre dans [67], cela aura donc un sens de comparer les opérations sur la
K-théorie algébrique définies ici et celles définies par Soulé dans [70]. La section 9 présente
des versions des résultats a coefficients dans des sous-anneaux de Q, ceci servant dans la
section 10 qui présente une esquisse d’une application aux catégories virtuelles introduites
par Deligne dans [17].

1 Rappels sur la représentabilité de la K-théorie al-
gébrique dans 7 (5)

Définition 111.1 Soit S un schéma de base noethérien. On note Gr = coI\lTiQm Gre (voir

page 80), ot la colimite est calculée dans la catégorie des faisceauxr d’ensembles sur le
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site Sm/Snis. On note aussi, pour tout entier d, Grys = colim Grg,., on a ainsi Gr =
’ reN ’

colim Gry . Gr est canoniquement pointé (par l'image de Grop). On notera encore Gr
deN ’ ’

limage de cet objet dans 74 (S) ou S (S). On note Z x Gr le produit du faisceau constant
Z sur Sm/Sy;s et de Gr; c’est aussi la somme directe indexée par Z de copies de Gr. On
note & l’ensemble des couples (F, f) ou F' est une partie finie de Z contenant 0 et f une
application f: F — N2, P est muni d’une structure d’ensemble ordonné filtrant de sorte
que (F, f) < (G,q) si FF C G et que pour tout x € F, f(z) < g(x). Pour (F,f) € 2,
notons J(r )y l'union disjointe des S-schémas Gry,y pour x € F. On a ainsi un systeme
inductif Ay dans Sm/S indexé par & dont la limite inductive filtrante en tant que faisceau
est Z x Gr que l’on pointe par linclusion de {0} x Grgp.

Remarque 111.2 L’ensemble ordonné &2 admet une suite croissante cofinale, par exemple
celle qui associe a n € N le couple ({—n,—n+1,...,—1,0,1,....n—1,n}, f,) ot f, est
la fonction constante de valeur (n,n).

Théoréme 111.3 (Morel-Voevodsky) Soit S un schéma régulier. 1l existe une structure
de H-groupe sur Z x Gr telle que l’on dispose d’isomorphismes canoniques fonctoriels

Hom%;(s)(S" A X+,Z X GI’) = Kn(X)

pour tout X € Sm/S et tout entier naturel n ou K, (—) désigne la K-théorie algébrique
supérieure de Quillen (cf. [62]). En particulier, pour X € Sm/S, on a un isomorphisme :

Homf(g)(X,Z X Gl“) = KO(X) .

Dans ce théoreme (cf. [57, proposition 3.9, page 139] et [76, theorem 6.5]), le plus
difficile n’est pas de montrer I'existence d’un objet F tel que I'on ait des isomorphismes
Hom 4, (5)(S™ N X4, E) =2 K,(X), c’est le fait que I'on puisse prendre £ = Z x Gr : un
des ingrédients principaux de la démonstration de [57] réside dans la construction dune
A'-équivalence faible Gry o, — B GL, out B GL, est le classifiant simplicial du faisceau de
groupes représenté par le schéma en groupes GLjg.

Assertion 111.4 Soit S un schéma régulier. Pour tout couple (d,r) d’entiers naturels et
tout entier relatif n € Z, la classe dans Hom yp(5)(Grg,, Z x Gr) de linclusion évidente

Grg, — {n} x Gr — Z x Gr

correspond via l’isomorphisme du théoreme 111.3 a [’élément uq, +n = [‘///é’,q] —d+n de

Ky(Grg,) (voir page 80).

La démonstration du théoreme 111.3 figurant dans [ibid.] étant tres abrégée, cette asser-
tion n’y est pas mentionnée explicitement ; je pense néanmoins qu’elle devrait étre consi-
dérée par le lecteur comme allant de soi, ce qu’on va supposer des maintenant. Cependant,
le lecteur plus méticuleux pourra se reporter a la section 5 sur les modeles de la K-théorie
algébrique : elle contient des arguments permettant de reconstituer une démonstration plus
détaillée du théoreme 111.3 et de vérifier ’assertion 111.4.
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2 Propriétés (ii) et (K)

2.1 Foncteur ¢ et propriété (ii)

Définition 111.5 Soit S un schéma noethérien. Soit X € 7 (S) On note pX : Sm/SPP —
Ens le préfaisceau d’ensembles sur Sm/S qui a U € Sm/S associe

(e X)(U) = Homyp(s)(U, X) .
Proposition 111.6 Soit S un schéma régulier. On a un isomorphisme canonique
P(Z x Gr) 2 Ko(—)
ot Ko(—) désigne le préfaisceau d’ensembles qui a X € Sm/S associe Ky(X).

Il s’agit d'un cas particulier du théoreme 111.3. On se souviendra que l’isomorphisme
construit vérifie ’assertion I111.4.

Définition 111.7 Soit S un schéma noethérien. Soit X € Sm/S°°’Ens. Via le foncteur
évident Sm/S°PPEns — 7 (S), on obtient un objet X de 5 (S) auquel on peut appliquer
le foncteur p: 7 (S) — Sm/S°PPEns. On définit un morphisme 7x: X — @X dans
Sm/S°PPEns de sorte que pour tout U € Sm/S, lapplication

xu: X(U) = (¢X)(U)

associe a un élément v de X(U) l'image dans € (S) du morphisme de préfaisceau d’en-
sembles U — X correspondant a x par le lemme de Yoneda.

Définition 111.8 (propriété (ii)) Soit S un schéma régulier. Soit X € Sm/S°°’Ens. On
dit que X vérifie la propriété (ii) si pour tout U € Sm/S tel que U soit un schéma affine
(sur SpecZ), Uapplication

X(U) = (¢X)(U)

induite par Tx: X — X est surjective.

Ceci signifie que les morphismes U — X dans 7 (S) peuvent étre représentés par
d’authentiques morphismes de préfaisceaux d’ensembles U — X (i.e. des éléments de
X(U)), pourvu que U soit affine.

Remarque 111.9 Si deuz objets X et X' de Sm/S°PPEns vérifient la propriété (ii), alors
X x X' aussi.

La propriété (ii) a été introduite afin d’obtenir la proposition suivante :

Proposition 111.10 Soit S un schéma régulier. Soit X un objet de Sm/S°PPEns satisfai-
sant la propriété (ii). Soit E un objet de S (S). Alors, l'application

Homgy, /sorrEns (9 X, F) — Homgp, /sorrEns (X, 9 )

induite par la composition a droite par Tx: X — pX est injective.
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On se donne f et f’ deux morphismes X — @F tels que for1x = f/ o7x; on
veut montrer que pour tout U € Sm/S, les applications fy, fl;: (¢X)(U) — (¢E)(U)
coincident. Grace a la propriété (ii), 7x induit une surjection X (U) — (¢ X)(U) pour U
affine, on en déduit que fy = f; si U € Sm/S est affine.

Soit U un objet quelconque de Sm/S. D’apres I'astuce de Jouanolou (cf. théoreme 11.13),
il existe un torseur 7" sous un fibré vectoriel sur U tel que T soit un schéma affine. On note
p: T'— U la projection. On considere la superposition de diagrammes suivante :

(0X)(T) 2= (E)(T)

AT
(pX)(U) === (¢E)(U)

U

Comme T est affine, les arguments précédents donnent I'égalité fr = f7.. Pour pouvoir
conclure que fy = f[;, il suffit de montrer que l'application p*: (¢E)(U) — (¢E)(T) est
injective; si on admet provisoirement le lemme suivant, la fleche p: T — U induit un
isomorphisme dans J# (S), ce qui permet de montrer que p*: (pE)(U) = (pE)(T) et
achever la démonstration de cette proposition.

Lemme 111.11 Soit X un schéma noethérien, soit V. un fibré vectoriel sur X. Pour tout
torseur T sous V' au-dessus de X, le morphisme T — X dans Sm/X induit un isomor-
phisme dans 7€ (X).

Cela résulte des propriétés des objets simpliciaux de Cech (cf. [ibid., page 52]) : si
f: o/ — % est un morphisme de faisceaux d’ensembles sur Sm/ Xy, on définit un faisceau
simplicial é( f) de telle sorte que pour tout entier n, é( f)n soit le produit fibré de n + 1
copies de &/ au-dessus de A, les faces et dégénérescences étant respectivement induites
par des projections partielles et des diagonales. On a un morphisme é( f) — P qui est
une équivalence faible simpliciale si et seulement si f: & — % est un épimorphisme
(cf. [ibid., lemma 1.15, page 52]). On choisit alors un recouvrement (Zariski) fini (U;);c; de
X tel que pour chaque indice i € I, la restriction du torseur T a U; soit un torseur trivial
(et tant qu’a faire que la restriction du fibré vectoriel V' a U; soit un fibré vectoriel trivial).
On note Y la réunion disjointe des schémas U;, on a un morphisme évident f: Y — X qui
induit un épimorphisme de faisceaux sur Sm/Xy;s. De la méme maniere, on note Vy et Ty
les images inverses de T" et de V' par f, on note aussi g le morphisme évident Ty — T. On
dispose alors d’un diagramme commutatif :

Clg) —=C(f)
L
T X

Les morphismes f et g étant des épimorphismes, les deux fleches verticales sont des équiva-
lences faibles (simpliciales), ainsi, pour montrer que 7' — X est une Al-équivalence faible,
il suffit de montrer que C(g) — C(f) en est une. Pour cela, d’apres [ibid., proposition 2.14,
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page 74], il suffit de montrer que pour tout entier naturel n, le morphisme (j(g)n — é( Fn
est une A'-équivalence faible, ce qui nous ramene & montrer qu'une projection A, — Z
induit une A'-équivalence faible, ce qui est évident.

Remarque 111.12 Dans la proposition 111.10, on peut remplacer oE par tout préfaisceau
d’ensembles P sur Sm/S tel que pour toute flecche p: T — X dans T (cf. définition 11.14),
Uapplication p*: P(X) — P(T) soit bijective, ¢’est-a-dire que P s’identifie a un préfaisceau
sur la catégorie localisée Sm/S [T~ (équivalente a SmAff/S [ Toa™"] d’aprés la proposi-
tion 11.16).

Remarque 111.13 Une étude approfondie des conditions permettant d’obtenir la conclu-
sion de la proposition 111.10 est réalisée dans l'annexe B. Ce point de vue peut sembler
obscur, cependant, dans une premiére version de ce texte, j'utilisais la propriété (i”) de
la définition B.13 a la place de la propriété (ii), la démonstration de la proposition 111.10
était un peu moins simple; ce n’est qu’en prenant ce point de vue formel que j’ai pu obtenir
le théoréme B.19 qui montre que (i”) et (i1) sont équivalentes et qui implique la proposi-
tion 111.10.

Proposition 111.14 Soit S un schéma régulier. Le faisceau d’ensembles Z x Gr, vu comme
objet de Sm/S°PPEns, satisfait la propriété (ii).

Soit U € Sm/S affine. On veut montrer la surjectivité de 'application
(Z x Gr)(U) — Hom sy (U, Z x Gr) .

Pour cela, on peut évidemment supposer que U est connexe. Comme U est supposé affine,
la catégorie des fibrés vectoriels sur U est équivalence a la catégorie des modules projectifs
de type fini sur anneau I'(U, Oy ), catégorie exacte dont les suites exactes sont scindées. Si
v € Hom sy (U, Z x Gr) = Ko(U) (cf. théoreme 111.3), il existe donc un entier naturel n et
un fibré vectoriel .# sur U d’un certain rang d tels que I'on ait I’égalité v = [.#]—d+n dans
Ko (U). En utilisant toujours le fait que U soit affine, pour r un entier naturel suffisamment
grand, il existe une injection de .# comme facteur direct dans le fibré &%, On obtient,
par définition de la grassmannienne Grg,, un morphisme de S-schémas f: U — Grg,
tel que l'on ait un isomorphisme f*.#;, ~ ./ de fibrés vectoriels sur U. L’élément de
Hom () (U, Z x Gr) défini par le morphisme de faisceaux composé

ULGrd7T—>{n}><Gr—>Z><Gr

(les deux fleches sans nom étant les inclusions évidentes) est égal a « en vertu de ’asser-
tion 111.4 ; ceci achéve d’établir la propriété (ii) pour Z x Gr.

Proposition 111.15 Soit S un schéma régulier. Le faisceau d’ensembles P> = ColiénIP’"
ne

est tel que p(P®) = Pic(—) et satisfait la propriété (ii).

Ici, Pic(—) désigne le préfaisceau de groupes abéliens sur Sm/.S qui a U associe Pic(U).
L’isomorphisme ¢(IP>°) résulte de [ibid., proposition 3.8, page 138]. Pour établir la propriété
(ii) pour P>, on procede exactement comme pour Z x Gr.
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2.2 Propriété (ii) et systémes inductifs

Les objets pour lesquels on a établi la propriété (ii) sont des colimites de systemes
inductifs de faisceaux représentables (indexés par des ensembles ordonnés admettant une
suite cofinale). On va voir que cette structure de systeme inductif permet d’aller plus loin
que la proposition 111.10.

Théoreme fondamental pour les systemes inductifs

Théoréme 111.16 Soit S un schéma régulier. Soit Xo = (X;)ic.s un systéme inductif dans
Sm/S indexé par un ensemble ordonné filtrant & possédant une suite cofinale. On pose
X = colim X, (la colimite est calculée dans Sm/S°PPEns). On suppose que X satisfait la
propriété (ii). Pour tout objet E de € (S), on peut former un diagramme :

Hom () (X, E) —— Homgp,/serrgns (0 X, 9 F)

T )

Homsm/soppEns (X, QOE) — 116% (SOE> (Xz)

Alors, les applications a et v sont surjectives et l'application 3 est bijective. Si E est muni
d’une structure de H-groupe, alors le noyau de o (et de vy) s’identifie au groupe abélien
th? Hom%‘(g)(Sl A Xi+> E)

€4

L’application « est induite par le foncteur ¢: 5 (S) — Sm/S°PPEns. La fleche [ est
I’application considérée dans la proposition 111.10, elle est donc injective puisque X satisfait
la propriété (ii). La bijection

Homgy, /serrEns (X, pF) = }g;l (pE)(X5)
résulte simplement du lemme de Yoneda. On pose v = o «.

La fleche Hom - (s)(X, E) — hg (pE)(X;) déduite de 7 et de la bijection ci-dessus est

€4

bien I'application évidente. Elle est donc surjective d’apres la partie « surjectivité » de la
suite exacte de Milnor (cf. théoréme 11.10 et commentaires subséquents). Puisque 7 est
surjective et (3 injective, il vient que [ est bijective. Le calcul du noyau de « (et de 7, c’est
pareil) dans le cas ot E est supposé étre un H-groupe résulte aussi de la suite exacte de
Milnor.

Nous allons voir que le théoreme 111.16 admet une variante pointée.

Définition 111.17 Soit € une catégorie admettant un objet final. On note €, la catégorie
des objets pointés de €, c’est-a-dire qu’un objet de € est un couple (X, x) ou X est un objet
de € et x un morphisme x:  — X, o désignant un objet final (fixé) de €, un morphisme
(X,z) — (Y,y) entre deux objets de €, étant un morphisme f: X — Y dans € tel que
fox =y. On dispose d’un foncteur d’oubli du point-base €y — € qui, pourvu que €
admette des sommes directes finies, admet un adjoint a gauche € — €. qui a un objet X
de € associe X | | ® pointé par le deuzieme terme.
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On note ainsi Ens, la catégorie des ensembles pointés. Les préfaisceaux d’ensembles
pointés sur Sm/S forment une catégorie Sm/S°PP (Ens,), que l'on peut identifier a la
catégorie (Sm/S°PPEns), des objets pointés dans la catégorie des préfaisceaux d’ensembles
sur Sm/S'; on notera simplement Sm/S°*?Ens, cette catégorie.

Théoréme 111.18 Soit S un schéma régulier. Soit Xo = (X;)icr un systeme inductif
dans Sm/S, indexé par un ensemble ordonné filtrant & possédant une suite cofinale. On
pose X = colim X, € Sm/S°PPEns,. On suppose qu’en tant qu’objet de Sm/S°PPEns, X
satisfait la propriété (ii). Pour tout H-groupe E de 7, (S), on peut former un diagramme :

Hom 4, (s)(X, E) —= Homg,/sorrEns, (¢ X, 9 E)

T

HOmSm/SOPPEns. (X> SOE)

Alors, les applications o et v sont surjectives, l'application 3 est bijective et le noyau de o
(et de ) s’identifie au groupe abélien Rllinfl Hom y, (s)(S' A X, E).
1€

On déduit ce théoreme du théoréme 111.16 en utilisant le lemme suivant :

Lemme 111.19 Soit E un objet de %, (S) muni d’une structure de H-groupe. Pour tout
objet X de 74, (S), le morphisme évident

HOIIlJ«f.(S)(X, E) — {f - Homjf(g)(X, E), f*(o) = 0 & HOIIlJ«f(S)(S, E)}

est bijectif. Autrement dit, ’ensemble des « classes d’homotopie pointées » s’identifie a
I'ensemble des « classes d’homotopies » pointées .

On a une suite cofibrée S, — X, — X dans la catégorie des faisceaux simpliciaux
pointés sur Sm/Snis. En appliquant la suite exacte longue d’homotopie associée a la suite
fibrée obtenue en appliquant hom,(—, £') a la suite cofibrée précédente (E pouvant étre
supposé fibrant), on obtient une suite exacte longue qui va se scinder en suites exactes
courtes de groupes, S, — X, admettant une rétraction évidente et E' étant un H-groupe.
On obtient ainsi la suite exacte courte suivante

1— Hom%;(g)(X, E) — Hom%(s)(X, E) — Homﬂ»(g)(S, E) — 1
qui permet de conclure.

Objets de présentation finie

En vue d'une application dans le paragraphe suivant, on introduit une variante de la
définition de la notion d’espace de présentation finie (cf. [76, page 583]) :

LCe n’est pas toujours le cas, considérer par exemple les morphismes entre classifiants de groupes discrets

(non commutatifs) dans les catégories homotopiques usuelles %P et 3P,
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Définition 111.20 Soit S un schéma noethérien. Soit Espﬁf’s la plus petite sous-catégorie
strictement pleine de la catégorie des faisceauzr simpliciauz pointés sur Sm/Snis telle que

(1) Si X € Sm/S et K est un ensemble simplicial fini, alors (X x K), € Espﬁfs ;
(2) Pour tout carré cocartésien
A B

¢C—D

dans la catégorie des faisceaur simpliciauzr pointés sur Sm/Syis, si A — B est un
monomorphisme et que A, B et C' sont dans Espfs, alors D ausst.

_—

Il est facile de montrer que Esp‘jfs est une catégorie essentiellement petite, stable par
sommes finies, produits finis et A-produit dans la catégorie des faisceaux simpliciaux pointés
sur Sm/Syis-

Lemme 111.21 Soit (Ey)aca un systéme inductif indexé par un ensemble ordonné filtrant
A dans la catégorie des faisceaux simpliciaux pointés sur Sm/Syis, on note E sa limite
inductive. Soit X un objet de Espﬁf,s. Alors Uapplication évidente

colilgn Hom y, 5)(X, E,) — Hom 5y (X, E)
ac
est bijective.

Il s’agit la d’une conséquence facile du théoreme de Brown-Gersten (cf. [57, lemma 1.18,
page 101]), la propriété « B.G. » (cf. [ibid., definition 1.13, page 100]) étant stable par
formation de colimites filtrantes.

Lemme 111.22 Soit (X;);c.» un systéme inductif dans la catégorie des faisceauz simpliciauz
pointés sur Sm/Sys indexé par un ensemble ordonné filtrant . On note X la colimite de
ce systéme. Soit E un objet de €, (S) et deuxr morphismes f,g: X — E dans 7 (S) tels
que pour tout i € S, les morphismes f;, g; € Hom y, (s)(X;, E) soient égaux ot f; et g; sont
déduits de f et g par composition avec le morphisme canonique X; — X . Alors pour tout
morphisme h: U — X dans 7, (S) avec U € Espifs, ona foh=goh.

C’est évident car d’apres le lemme 111.21, pour ¢ suffisamment grand, le morphisme
h: U — X se factorise dans 47, (S) par la fleche X; — X.

Remarque 111.23 Sous les hypothése du lemme et dans le cas ou E est un H-groupe, on
peut écrire f = dg avec §: X — E un morphisme dans 7, (S), le morphisme 6g: X — E
étant le produit des deux morphismes § et g pour la structure de H-groupe sur E. Le
morphisme 6: X — E a alors la propriété d’induire ['application nulle

do—
Hom , (s)(U, X) = Hom y,s)(U, E)

pour tout objet U de Espifs, on dit alors que § est une application « fantome ».
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Extension canonique d’une transformation naturelle en degrés supérieurs

Théoreme 111.24 Soit S un schéma régulier. Soit X, un systéme inductif dans la catégorie
Sm/S, indexé par un ensemble ordonné filtrant % admettant une suite cofinale. On note X
la limite inductive du systéme X4 calculée dans Sm/S°PPEns,. On suppose que X, satisfait
la propriété (ii). Soit E un objet de 4 (S) muni d’une structure de H-groupe. Alors, pour
tout objet U de Espfs, Uapplication évidente

HOIIl,;;//.(S) (X, E) — HOIIlEnS. (Hom%;(s)(U, X), HOIIl,;y/.(S)(U, E))

se factorise (de maniére unique) par Hom y, s)(X, E) — Homgy /sorrEns, (90X, ¢ F).
En particulier, pour tout entier naturel n, on a une application canonique :

pon s Homgp, /gerrgns, (9 X, 9F) — Homgy, /sorrEns, (PR X, RO E)

ot RQO": 7 (S) — F, (S) est le foncteur « n-iéme espace de lacets » (adjoint a droite du
foncteur S™ A —).

D’apres le théoreme 111.16, ’application
v: Homypg) (X, E) — hr& Hom () (X;, E)
€4
est surjective. En utilisant le lemme 111.19, on voit que sa variante pointée

Hom,z, (5)(X, E) — lim Hom z 5)(Xs, E)
€S

est également surjective. D’apres le lemme 111.21, on peut en déduire que I'application
Hom%(g) (X, E) — HOIIlEnS. (HOIIlJ«f.(S)(U, X), Hom%(g)(U, E))
se factorise par Hom y;, (s)(X, E) — hnl} Hom , (s)(X;, E) pour tout objet U de Espls.
1€. )
Par ailleurs, la fleche

Homgy, sorens (90X, 9E) 2 lim Hom,(s)(X;, E)
1€

est bijective (encore par le théoréeme 111.16), sa variante pointée

Homgy, /serrEns, (9 X, E) — hnl} Hom y, (s)(X;, E)
1€.

est également bijective grace au lemme 111.19, ce qui permet de conclure qu’il existe bien
une fleche (évidemment unique)

Homgy, /goprEns, (9 X, 9 E) — Homgns, (Hom 4, sy (U, X), Hom 4, (5)(U, E))

vérifiant la condition voulue.
Pour tout entier naturel n, ’application

pon s Homgp, /gerpgns, (9 X, 9F) — Homgy, /sorrgns, (PR X, pRO"E)

s’obtient a partir de ce qui précede en considérant simultanément tous les objets U de
Esp.'s de la forme S" A Y, avec Y € Sm/S.
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2.3 Propriété (K)

Définition 111.25 (propriété (K)) Soit S un schéma régulier. Soit Xo = (X;)iesr un
systéme inductif dans Sm/Se indezé par un ensemble ordonné filtrant & possédant une suite
cofinale. Soit E' un H-groupe dans s, (S). On dit que E satisfait la propriété (K) relative
au systéeme X, si Rlzhgnyl Hom y, (s)(S'AX; 4, E) = 0, c’est-a-dire, d’aprés le théoréme 111.16,
que ’application ’

Hom - (s)(X, E) — Homgy,/sorrEns (90X, 9 F)
est bijective.

Si le systeme inductif X, n’est pas précisé, il faudra comprendre la propriété (K) comme
étant relative au systeme inductif %, dont la colimite est Z x Gr (cf. définition 111.1).

L’annulation d’un groupe R!lim peut souvent se vérifier grace a la proposition 11.3. On
a le cas particulier suivant :

Lemme 111.26 Soit S un schéma régulier. Soit E un H-groupe dans 7, (S). Si, pour tout
quadruplet d’entiers (d,r,d',r") tel que d < d' et r <r', la fleche évidente
Hom yp(s)(Grg v, ROE) — Hom yp(5)(Grg,, ROE)

est surjective, alors E satisfait la propriété (K).

Nous verrons que cette propriété (K) est vérifiée dans plusieurs familles d’exemples
(cf. section 3 de ce chapitre et remarques v.8 et v.11).

S’il n’y avait qu’une chose a retenir de cette section, ce serait le théoreme suivant :
Théoréme 111.27 Soit S un schéma régulier. Soit E un objet de F, (S) possédant une

structure de H-groupe. On suppose que E satisfait la propriété (K). Alors, on a des bijec-
tions canoniques

Z
Homjf(g) (Z X Gl", E) = Homsm/soppEns(Ko(—), (pE) = ((dh)IHNQ HOIIlJ«f(S)(Gl"(LT, E)) 5
,r)e

Hom y, (5)(Z x Gr, E) = Homgy,/sorrEns, (Ko(—), ¢E) .

On reconnait qu’une famille compatible (fo,ar)nez, @renz (0%, pour tout (n,d,r) € Z x N?,
Jn.ar appartient a Hom p(s)(Gra,, E)) définit un élément de Hom y, s)(Z x Gr, E) par la
condition fooo = ® € Hom (g)(Grop, E).

Cela résulte aussitot des théoremes 111.16 et 111.18 dont les hypotheses sont vérifiées
puisque Z x Gr satisfait la propriété (ii) (cf. proposition 111.14).
Remarque 111.28 D’apres la proposition 111.15, l'objet P> de 7 (S) satisfait la propriété
(ii) et est tel que p(P*) = Pic(—) (pour S régulier). Il y a donc un analogue du théo-

réme 1127 pour P ; en particulier, si E est un H-groupe dans 4, (S) tel que pour tout
entier naturel n, la fleche de transition

HOIIl%;(S)(Sl A IP):L_—H, E) — Hom%;(g)(Sl A Pi, E)

soit surjective, alors il revient au méme de se donner un morphisme P> — E dans 5 (S),
une famille compatible de morphismes P" — E dans € (S) ou une transformation natu-
relle Pic(—) — @E de préfaisceaux d’ensembles sur Sm/S.
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3 Théoremes principaux

Si S est un schéma régulier, on rappelle que l'on a noté Ky(—) le préfaisceau sur
Sm/S qui a X € Sm/S associe Ky(X). Dans le théoreme qui suit, on s’intéresse aux
endomorphismes de Ky(—) vu comme préfaisceau d’ensembles (ou d’ensembles pointés) :

Théoréme 111.29 Soit S un schéma régulier. Le morphisme évident de groupes
End - (s)(Z x Gr) = Endsm/sorrens (Ko(—))
est bijectif 2. De méme, on a un isomorphisme :
End , (s)(Z x Gr) = Endsm/serrEns, (Ko(—)) -

Par ailleurs, on a un isomorphisme de groupes abéliens :

End,«f(g)(ZxGr)QH lim Ky(Grg,) = HKO ey oy eny o]

d,r)eN2
( ) nez

et un élément de End y»(g)(Z x Gr) correspondant a une famille (F.),cz de séries formelles
via cet isomorphisme s’identifie a un élément de End y,(s)(Z x Gr) si et seulement si la
série formelle Fy est de terme constant nul.

D’apres le théoreme 111.27, il s’agit de montrer que Z x Gr satisfait la propriété (K).
D’apres le lemme 111.26 et le théoreme 111.3, il suffit de montrer que pour tout couple
(d,r), (d',r") d’éléments de N? tel que (d,r) < (d',r'), la fleche de restriction Ky (Gry ) —
K, (Grg,) est surjective. En utilisant la structure de Ko(X)-module sur les groupes K;(X)
et K/(X) pour tout schéma (noethérien) X, la suite exacte de localisation en K’-théorie,
la comparaison K;(X) — K/(X) pour X régulier et l'invariance par homotopie de la
K'-théorie (cf. [62]), on montre facilement que si X € Sm/S admet une décomposition
cellulaire ®, alors pour tout entier i € N, le morphisme canonique Ko(X) ®,s) K;(S) —
K;(X) est bijectif. Les grassmanniennes admettant une décomposition cellulaire (cf. [20]),
la condition de surjectivité pour le K; peut se déduire de la méme condition pour le K,
condition qui est bien vérifiée grace au corollaire 11.27. On a ainsi montré les isomorphismes :

End - (s)(Z x Gr) = Endgp,/sorvins(Ko(—)) = H lim Ko(Grg,) .

(d,r)eN2

2La structure de groupe sur Hom #(5)(Z x Gr,Z x Gr) provient de la structure de H-groupe sur le
but : il s’agit de la structure de H-groupe sur Z x Gr évoquée au théoreme 111.3. Nous verrons dans la
section 4 que les diverses structures naturelles sur Ko(—) se relevent canoniquement sur Z x Gr; ainsi
I'isomorphisme de groupes donné par ce théoreme sera en fait un isomorphisme de A-anneaux spéciaux.
Par ailleurs, on prendra garde a ne pas confondre la multiplication pour cette structure d’anneau et la loi
de composition interne induite par la composition des morphismes de Z x Gr (resp. du foncteur Ko(—))
dans lui-méme...

30n veut dire par 13 qu'’il existe une suite croissante Vo C V; C --- C V;, = X d’ouverts de X telle que
Vb soit vide et que pour tout entier ¢ tel que 1 < i < n, V; —V;_1 possede une structure de sous-schéma de
X le rendant S-isomorphe a un espace affine.
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La formule donnant ( li)m , Ko(Gra,) n'est autre que celle du théoréme 11.28. La derniére
d,r)eN

remarque pour reconnaitre les endomorphismes de Z x Gr dans 7 (S) qui s’averent étre
pointés est facile : il suffit d’observer que I'image de la classe du fibré trivial de rang 0
sur S dans K(S) par la transformation naturelle associée aux ¢; est nulle. Ceci acheve la
démonstration de ce théoreme.

D’apres le théoreme 111.24, le théoreme 111.29 admet pour corollaire le théoréme suivant :

Théoreme 111.30 Soit S un schéma régqulier. Toute transformation naturelle
a: Ko(—) — Ko(—)

de foncteurs Sm/S°P? — Ens, donne naissance de maniére canonique, pour tout entier
n > 1, a une transformation naturelle K,,(—) — K,(—) de foncteurs de Sm/S°PP wvers
la catégorie des groupes abéliens. Ces transformations sont induites par ['unique classe
d’homotopie pointée Z x Gr — 7Z x Gr induisant 4 T au niveau de Ko(—) en vertu du
théoreme 111.29.

On dispose aussi d’un analogue « a plusieurs variables » de ce théoreme 111.29 :

Théoréme 111.31 Soit S un schéma régulier. Pour tout couple (n,m) d’entiers naturels,
l'application évidente

Hom y(5)((Z x Gr)", (Z x Gr)™) = Homgy/sorrEns(Ko(—)", Ko(—)")
est bijective. On a une version pointée :
Homyg(s)((z X Gr)" s (Z X Gr)m) =5 HOmSm/soppEnS. (Ko(—)n, KQ(—)m) .

Grace au lemme 111.19, il suffit de traiter le cas non pointé. Il est par ailleurs évident
que le cas m = 1 implique le cas général. On suppose donc m = 1, et n quelconque. D’apres
la remarque 111.9, le fait que Z x Gr satisfasse la propriété (ii) implique que (Z x Gr)" la
satisfait aussi. Il s’agit de montrer que Z x Gr satisfait la propriété (K) relative au systeme
inductif £, dont (Z x Gr)" est la colimite. Pour conclure que I'application considérée dans
le théoréme est bijective, il reste donc & montrer qu'un certain groupe R!lim est nul, ce qui

/

se déduira du fait que si (dy,...,d,,r1,...,1m) et (d},...,d,,ry,...,r) sont des entiers

naturels tels que (d;, ;) < (d}, ) pour tout 1 < i < n, alors 'inclusion évidente

— PR

Grg, my X ... Gra, p, — Gra 0 X o Gray,

n

induit une surjection sur les groupes K;. Comme tous ces S-schémas lisses sont cellulaires,
cette surjectivité au niveau des groupes K; se déduit de la surjectivité au niveau des K|
comme dans la démonstration du théoreme 111.29, et la surjectivité au niveau du K provient
simplement du fait (déja utilisé) que toutes les applications Ko(Grg /) — Ko(Grg, ) sont
surjectives et que le Ky d'un produit de grassmanniennes est le produit tensoriel (au-dessus
du Ky de la base) des groupes Ky desdites grassmanniennes *.

On dispose également d’une version en degrés supérieurs :

4Plus généralement, si S est un schéma régulier, si X € Sm/S admet une décomposition cellulaire et
si Y € Sm/S, alors I"application canonique Ko(X) ®,(s) Ki(Y) — Ki(X xgY) est bijective pour tout
1€ N.
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Théoreme 111.32 Soit S un schéma régulier. Pour tous entiers naturels n et i, 'applica-
tion évidente

Hom (s)((Z x Gr)" , R (Z x Gr)) — Homgy /sorvkns(Ko(—)", Ki(—))
est bijective. On a une version pointée :
Homjf.(g)((Z X GI‘)n s RQZ (Z X GI‘)) :> HOHlSm/SoppEnS. (Ko(—)n, Kz(_)) .

On a noté K;(—) le préfaisceau de groupes abéliens sur Sm/S qui & X € Sm/S as-
socie K;(X). D’apres le théoréme 111.3, on a des isomorphismes pRO(Z x Gr) = K;(—)
pour tout entier naturel j. Il suffit de remplacer K; par K;.; dans les démonstrations des
théoremes 111.29 et 111.31 pour obtenir cette version.

4 Structures sur Z x Gr dans JZ (5)

On fixe un schéma régulier S. D’apres les théoremes 111.29 et 111.31, les opérations sur
Ko(—) se relevent en des endomorphismes de Z x Gr (ou des morphismes entre produits
de copies de cet objet) dans .2 (5), I'unicité du relevement garantissant que les relations
vérifiées dans Ky(—) seront encore vérifiées sur ces relevements canoniques. Dans cette
section, nous allons appliquer ceci pour relever les structures bien connues sur Ky(—) sur

Z x Gr dans 72 (9).

4.1 Structure de Groupe commutatif

On sait déja que Z x Gr est muni d’une structure de H-groupe (cf. théoreme 111.3)
compatible a la structure de groupe sur les groupes K,. Cette loi m est commutative,
c’est-a-~dire que le diagramme suivant commute dans ¢ () (ou dans .7, (.5), ¢’est pareil) :

(Z x Gr) x (Z x Gr)
(@y)—(y,2) Z x Gr

(Z x Gr) x (Z x Gr)

ol la fleche de gauche est 'isomorphisme qui échange les deux facteurs. En effet, pour véri-
fier que ce diagramme est commutatif dans 7 (.5), en vertu du théoreme 111.31, il suffit de
vérifier qu’il devient commutatif apres application du foncteur ¢: 2 (S) — Sm/S°PPEns,
ce qui est vrai parce que pour tout X € Sm/S et tout couple (x,y) d’éléments de Ky(X),
on a l'égalité x + y = y + x. Maintenant que 'on sait que la loi de H-groupe sur Z x Gr
est commutative, il n'y a plus de danger a noter simplement +: (Z x Gr)2 — 7Z x Gr le
morphisme m.

On note —: Z x Gr — Z x Gr le morphisme dans ¢ (S) correspondant a r —— —x
sur Ko(—) et 0: @ — Z x Gr le morphisme correspondant a 0 € Ky(S). On obtient ainsi
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que (Z x Gr,+,—,0) est un Groupe commutatif dans la catégorie . (S) (et aussi dans
e (S), tous les morphismes considérés étant pointés), autrement dit que ces données
vérifient formellement une formulation convenable des axiomes des groupes commutatifs
(ce qui revient a dire que les axiomes usuels sont vérifiés apres application du plongement

de Yoneda 7 (S) —  (S)** Ens).

4.2 Structure d’Anneau commutatif

Le préfaisceau de groupes abéliens Ky(—) € Sm/S°°’PEns porte une structure d’an-
neau commutatif (voir page 76). Le théoréme 111.31 permet de relever la loi multiplicative
Ko(=) x Ko(=) = Ky(—) en un unique morphisme x: (Z x Gr)*> — Z x Gr dans 4 (S)
(dans 77 (S) en fait). Cette construction est aussi mentionnée dans [56, §4.3.1]; d’une
certaine maniere, les résultats de cette section systématisent et approfondissent [loc. cit.].
On note 1: @ — Z x Gr le morphisme correspondant a 1 € Ky(.5).

On obtient ainsi une structure d’Anneau commutatif (Z x Gr,+, —, x,1,0) dans la
catégorie S (S) : tous les axiomes a vérifier s’expriment par la commutativité de certains
diagrammes dans S (S), d’apres le théoreme 111.31, il suffit de tester la commutativité
de ces diagrammes en remplagant Z x Gr par Ky(—) (autrement dit, apres application
du foncteur ¢: 7 (S) — Sm/S°PPEns) et on peut effectuer cette vérification en disant
simplement que pour tout X € Sm/S, on a bien un anneau commutatif Ko (X).

Le lemme suivant est inspiré par [ibid., page 74], sa démonstration n’est pas tres difficile :

Lemme 111.33 Soit E un H-groupe dans . (S). Soit (A, B) un couple d’objets de F, (S).
Alors, Uapplication

Hom%(g)(A/\ B,E) — Hom%p‘(s)(A x B, F)

est injective et son image est formée des morphismes f: Ax B — E dont les « restrictions »
respectives a A X o et @ X B sont nulles.

Comme dans [loc. cit.], on peut observer que pour tout X € Sm/S et tout couple (x,y)
d’éléments de Ky(X), ona zy =0si z = 0 ou y = 0, le théoreme 111.29 permet donc de
montrer que le morphisme x: (Zx Gr) x (Zx Gr) — Z x Gr vérifie les hypotheses du lemme
précédent, ce qui montre 'existence d’un unique morphisme X,: (Z x Gr) A (Z x Gr) —
Z x Gr (dans 7, (9)) faisant commuter le diagramme évident :

(Z x Gr) x (Z x Gr)

S
(Z x Gr) A (Z % Gr) oo o= T Gr

Compte tenu du lemme 111.33, la commutativité de la structure d’Anneau sur Z x Gr
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implique la commutativité du diagramme suivant dans 2 (S) :

(Z x Gr) A (Z x Gr)

(Z x Gr) A (Z x Gr)

ou 7 est la contrainte de commutativité du A-produit.

Proposition 111.34 Soit S un schéma régulier. Pour tout X € Sm/S, le morphisme
Xe: (Z x Gr)" — Z x Gr

induit la multiplication d’une structure d’anneau gradué sur le groupe abélien gradué
K.(X) =P Kau(X)
neN
La loi multiplicative est commutative au sens gradué : si a € K;(X) et b € K;(X), alors

b-a=(—1)"b-a dans K\ ;(X).

En effet, pour tout entier naturel n, on a un isomorphisme canonique entre K,(X) et
Hom 4, (s)(S™ A X, Z x Gr). Pour deux entiers naturels 7 et j, on définit une multiplication

— = Ki(X) x K;(X) = Ki1j(X)

comme étant la fleche induite (compte tenu des isomorphismes précédents) par la compo-
sition suivante :

Hom y, (5)(S" A X4, Z x Gr) x Hom , (5)(S? A X4, Z x Gr)

Hom y, (5)((S* A X4) A (ST A X4), (Z x Gr)™?)

lX.O—OAX

Hom%(s)(S"*j A X+,Z X GI‘)

ou la premiere fleche provient du A-produit et ou la seconde s’obtient par composition a
gauche par X, et a droite par le morphisme S A X, — (S°A X, ) A (S7 A Xy) induit
par la diagonale Ax: X — X x X. On vérifie facilement que 'on obtient bien ainsi une
structure d’anneau gradué, et la formule a - b = (—1)”b - a pour a € K;(X) et b € K;(X)
vient simplement du fait que la permutation o de {1,...,7 + j} définie par o(k) =k + j
sil<k<ieto(k)=k—isii+1<k<i+jinduit la multiplication par (—1)" sur le
cogroupe S = (S1)"*9) dang stop,

On vérifiera plus tard que cette structure multiplicative sur la K-théorie algébrique
coincide avec les structures multiplicatives définies antérieurement par Quillen, Loday et
Waldhausen (cf. section 7).
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4.3 Structure de \-Anneau

Dans les définitions 11.19, 11.20 et 11.21, on a rappelé la construction de diverses trans-
formations naturelles Ky(—) — Ko(—) de foncteurs Sm/S°P? — Ens. Le théoréme 111.29
leur fait donc correspondre des familles (A\"),en, (7" )nen €t (¥F)r>1 d’endomorphismes de
Z x Gr dans JZ (). A Pexception de X° et de ~°, toutes ces transformations naturelles
sont pointées (i.e envoient 0 sur 0), les classes d’homotopies Z x Gr — Z x Gr associées
peuvent donc étre vues comme des morphismes dans .77, (S) (cf. lemme 111.19).

Proposition 111.35 La famille de morphismes \": Z x Gr — Z x Gr dans 5 (S) pour
n € N font de Z x Gr un A\-Anneau dans la catégorie 7€ (S).

D’apres la définition donnée dans SGA 6 V 2.1, il s’agit de vérifier d’'une part que \° = 0
et A! = idzxqr (ce qui est évident) et d’autre part que pour tout entier n € N, on a I’égalité

suivante
(a+b) Z NP (a

ptq=n

ou (a, b) est un couple de morphismes Z — Z x Gr avec Z un objet de 77 (.S). Pour vérifier
cette derniere assertion, il suffit évidemment de considérer le cas universel : Z = (Z x Gr)?
et les deux projections pour morphismes a et b, la compatibilité voulue se reformule donc
en I'égalité entre deux morphismes (Z x Gr)? — Z x Gr dans J# (S), ce qui d’apres le
théoreme 111.31 peut se tester apres application du foncteur ¢: 5 (S) — Sm/S°PPEns.
Les axiomes de A-Anneau pour Z X Gr se déduisent donc des axiomes de A-anneau pour
Ko(X) pour tout X € Sm/S.

En vertu du théoreme 111.30, on obtient, pour tout entier i € N, des transformations
naturelles K;(—) — K;(—) (additives pour ¢ > 1) induites par les endomorphismes (A"),>1,
(Y )n>1 et (U*)>1 de Z x Gr dans 7 (S).

4.4 Structure de A\-Anneau spécial

Proposition 111.36 Le A\-Anneau Z x Gr dans la catégorie 7 (S) obtenu a la proposi-
tion 111.35 est un A\-Anneau spécial.

On utilise la définition donnée dans SGA 6 V 2.4 qui se traduit sous la forme d’une
famille de relations. Comme précédemment, il suffit de tester ces relations apres application
du foncteur ¢, autrement dit vérifier que pour tout X € Sm/S, le A-anneau Ky(X) est
spécial, ce qui est établi dans SGA 6 VI 3.2.

Proposition 111.37 Pour tout entier k > 1, les endomorphismes W* de Zx Gr dans 3 (.S)
sont des endomorphismes d’Anneauz. Pour tout couple (k, k') d’entiers > 1, on a l’égalité

Uk o U = UF € End p(5)(Z x Gr) .
Il s’agit d’un corollaire de la proposition 111.36 en vertu de SGA 6 VI 7.5 i).
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Pour tout entier £ > 1, on peut déduire de la proposition précédente la commutativité
du diagramme :

(Z x Gr) A (Z x Gr) e Z x Gr
l\ykmpk Tk

(Z x Gr) A (Z x Gr) —=*—>7 x Gr

En particulier, si X € Sm/S, a € K;(X) et b € K;(X), on a bien

U (a-b) = U¥(a) - UF(b) .

5 Modeles de la K-théorie algébrique

Pour le moment, nous avons volontairement privilégié I'objet Z x Gr de 4 (S) pour
représenter la K-théorie algébrique dans la mesure ot il nous a permis d’aboutir au théo-
reme I11.29. La comparaison de nos constructions d’opérations sur la K-théorie algébrique
avec les constructions antérieures (qui notamment sera l'objet de la section 7) deviendra
tres aisée une fois que 'on aura défini précisément ce qu’on entend par « modele » de la
K-théorie algébrique et étudié la maniere dont ces modeles se comparent naturellement
entre eux.

5.1 Modeles putatifs

Définition 111.38 Soit S un schéma régulier. Un modeéle putatif de la K -théorie algébrique
sur S consiste en la donnée d’un objet E de 4 (S) et d’un isomorphisme ag: Ko(—) — ¢F
dans Sm/S°PPEns, (voir la définition 111.5 pour ce foncteur ¢: 7 (S) — Sm/S°PPEns).

Pour tout schéma régulier S, I'objet Z x Gr de 4, (S), muni de I'isomorphisme
azxar: Ko(=) = @(Z x Gr)

donné par le théoreme 111.3, est un modele putatif de la K-théorie algébrique. L’isomor-
phisme azxq, est caractérisé par le fait que si .Z, est le fibré universel de rang d sur Grg,,
alors pour tout entier n € Z, I'image de ug, +n = [//[éﬂa] —d+n € Ko(Grg,) par azxa est
la classe d’homotopie de l'inclusion Grg, — {n} x Gr — Z x Gr; en effet, I’assertion 111.4
affirme que ces relations sont vérifiées et la propriété (ii) pour Z x Gr fait de ces relations
une caractérisation de azy .

On appellera (Z x Gr, azxa:) le modele putatif canonique de la K-théorie algébrique.

Lemme 111.39 Soit S un schéma régulier. Pour tout modéle putatif (E,ag) de la K-
théorie algébrique sur S, il existe un morphisme 7g: Z x Gr — E dans 6, (S) faisant
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commuter le diagramme suivant (formé d’isomorphismes) :

©(Z x Gr)

y

Ko(—) »(TE)

T

%))

Comme on n’a pas supposé que FE était un H-groupe, on ne peut pas utiliser la suite
exacte de Milnor (cf. théoreme 11.10) telle qu’on I’a énoncée. On peut cependant déduire
de [25, proposition 2.15, Chapter VI] qu'il existe un élément 75 € Hom 4 (5)(Z x Gr, E) tel
que pour tout entier n € Z et tout couple d’entiers naturels (d, ), on ait 1’égalité

ap(ug, +n) = o(1)(azxcr(Ua, + 1))

dans ¢ E(Grg,). Pour montrer que le diagramme ci-dessus est bien commutatif, il suffit de
montrer que les deux fleches Ko(—) — ¢(Z x Gr) données par azya, et azxgroag top(Tg)o
azxar sont égales, ce qui résulte de 1’égalité précédente et de la propriété caractérisant oz q,
rappelée plus haut. On a ainsi établi le lemme.

5.2 Modeles authentiques

Définition 111.40 Soit S un schéma régulier. Soit (E,apr) un modéle putatif de la K-
théorie algébrique sur S, on dit que (E,ag) est un modéle (authentique) de la K -théorie
algébrique sur S s’il existe un morphisme Tg: 7 X Gr — E dans , (S) faisant commuter
le diagramme du lemme 111.39 et que ce morphisme Ty soit un isomorphisme dans €, (S).

Remarquons aussitot que si (E,ag) est un modele authentique de la K-théorie al-
gébrique sur S, alors le morphisme 7z: Z x Gr — E est unique : cela résulte aussitot du
théoreme 111.29. Plus précisément, tous les modeles authentiques de la K-théorie algébrique
sur S sont canoniquement isomorphismes entre eux :

Proposition 111.41 Soit S un schéma régulier. On se donne (E, ag) et (F,ap) deuz mo-
deles authentiques de la K-théorie algébrique sur S. Alors, il existe un unique morphisme
Ter: E— F dans 7 (S) faisant commuter le diagramme suivant :

%))

/

De plus, Tg r est un isomorphisme. Si (G, aq) est un troisiéme modéle authentique, on a
la relation de cocycle Tp.¢ = Trc © TE,F-
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Si (E, ag) est un modele authentique de la K-théorie algébrique, I'existence d’un unique
isomorphisme avec le modele authentique canonique (Z x Gr, azxq,) implique que E est
canoniquement muni d’une structure de H-groupe commutatif.

Remarque 111.42 On pourrait définir la catégorie des modeéles authentiques de la K-
théorie algébrique sur un schéma régulier S, un morphisme (E,ag) — (F,ap) étant un
morphisme Tg p: E — F dans 7, (S) tel que Tg poag = ap. La proposition 111.41 montre
que cetle catégorie, qui est munie d’un objet privilégié (Z x Gr,azxq:) est équivalente a la
catégorie ponctuelle.

Définition 111.43 Soit S un schéma régulier. Soit (E,ag) un modéle authentique de la
K-théorie algébrique sur S. Pour tout entier naturel n et tout X € Sm/S, on pose

KE(X) = Hom 5 (S" A X4, E)
La proposition 111.41 admet le corollaire évident suivant :

Corollaire 111.44 Soit S un schéma régulier. Si (E,ag) et (F,ar) sont deur modéles
authentiques de la K-théorie algébrique, alors on a des isomorphismes canoniques (induits
par Tg ) :

KJ(X) = Ky (X)

pour tout entier naturel n et tout objet X € Sm/S.

Ainsi, les groupes de K-théorie algébrique définis en utilisant deux modeles authentiques
sont canoniquement isomorphes.

Remarque 111.45 [ n’est ainsi plus nécessaire de faire apparaitre le modéle authentique
choisi dans la notation des groupes de K -théorie algébrique. Il fait également sens de com-
parer les applications induites par des morphismes dans e (S) entre plusieurs objets sous-
jacents a des modeéles authentiaues de la K-théorie algébrique, comme l’indique le théoréeme
sutvant.

Théoréme 111.46 Soit S un schéma régulier. On se donne deur modéles authentiques
(E,ag) et (E',ap) de la K-théorie algébrique sur S et f: E — E' un morphisme dans
H(S). On note fo: Ko(—) — Ko(—) le morphisme dans Sm/S°PPEns induit par [ (autre-
ment dit, agofo = @foag). Soit fo I endomorphisme de Z.x Gr dans € (S) correspondant
a fo par Uisomorphisme End g (Z x Gr) = Endgm/serrrns(Ko(—)) du théoréme 111.29.
Alors, le diagramme suivant est commutatif dans 7 (S) :

ZXGrT—NE>E

| lf

ZXGI%E’

De plus, si f: E — E' est un morphisme dans 4, (S), les applications K,(—) — K,(—)
induites par f et fo coincident.
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C’est évident.

Lemme 111.47 Soit S un schéma régulier. Soit E un objet de €, (S) muni de deux struc-
tures (E, «) et (E, 3) de modéles putatifs de la K -théorie algébrique. Si (E, a) est un modéle
authentique, alors (E,3) aussi.

On dispose d’isomorphismes «, 3: Ko(—) = @E. On en déduit un isomorphisme v =
a"lof: Ky(=) = Ko(—). D’apres le théoreéme 111.29, il existe un unique endomorphisme
4 de Z x Gr correspondant a v par I'isomorphisme (de monoides pour la composition)

End,«gﬂ.(g) (Z X Gl") :> Endsm/goppEns. (Ko(—)) .

Comme 7 est un isomorphisme, 7 aussi. Notons 75, 'isomorphisme Z x Gr — E' cano-
niquement associé au modele authentique (E, «). Posons 75 5 = Tr o © 4. On voit aussitot
que le diagramme suivant est commutatif

©(Z x Gr)

y

KO(—) o(TE,8)

T

ok

Comme 7 5: Z x Gr — E est un isomorphisme, il vient que (E, 3) est un modele authen-
tique de la K-théorie algébrique.

5.3 Modeles classiques

Il va s’agir ici de montrer que les préfaisceaux simpliciaux pointés donnés par diverses
constructions de la K-théorie algébrique (pour des schémas réguliers) sont d’authentiques
modeles de la K-théorie algébrique au sens de la définition 111.40. Essentiellement, il faut vé-
rifier d'une part que les différentes définitions sont suffisamment fonctorielles (en le schéma
ou ’anneau) pour donner des préfaisceaux simpliciaux pointés (et donc des objets de 7, (\5)
qui seront des modeles putatifs de la K-théorie algébrique) et d’autre part que les théo-
remes de comparaison entre les différentes définitions sont assez fonctoriels pour définir
des isomorphismes dans 47, (S). Ce travail est 1'occasion de donner de plus amples dé-
tails sur une variante de la démonstration de [57, proposition 3.9, page 139] et de préciser
comment cet isomorphisme se comporte sur les fibrés universels sur les grassmanniennes
(cf. assertion I111.4, voir le théoréme 111.61 plus bas).

Les diverses constructions que nous allons comparer prennent comme point de départ
la catégorie exacte des fibrés vectoriels sur un schéma X. Pour obtenir des préfaisceaux
simpliciaux pointés (et donc des objets dans les catégories homotopiques 77 (S) que I'on
considere), il convient de donner une définition strictement fonctorielle en X d’une petite
catégorie Z(X) équivalente a la catégorie des fibrés vectoriels sur X.
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Définition 111.48 Soit X un schéma quasi-compact. Un objet A de PP*(X) consiste
en la donnée d’un entier naturel n, d'une suite Uq,...,U, d’ouverts de X en formant
un recouvrement, d’une suite 11, ...,1, d’entiers naturels et d’une famille (M;;)1<ij<n de
matrices M;; inversibles® de tailles respectives (r;,1;) a coefficients dans 'anneau T'(U; N
U;, Ox) telles que pour tout triplet (i, j, k) d’éléments de {1,...,n}, on ait la relation de
cocycle

M;j|Uije = M| Ugie x My Ui,

ot Ugj, = U; NU; N Uy. A un tel objet M , on associe le foncteur qui a un Ox-Module
F associe l'ensemble des suites @1, ..., o, ot pour tout i € {1,...,n}, p; est un r;-uplet
(représenté comme un vecteur ligne) d’éléments de I'(U;, F) telles que pour tout couple
(i,7) d’éléments de {1,...,n}, on ait l’égalité suivante de r;-uplets dans I'(U;;, F) :

@ilUij = ;|Us; x Mi;|Ui;

ow Uj; = U;NUj; il est clair que ce foncteur est coreprésentable par un Ox-Module M
qui est localement libre de rang fini. Si M et M’ sont deux objets de PP*(X), on note

Homypre(x) (%, %,) = HOIIlﬁX_MOd(%ﬂ').

Si f: X — S est un morphisme entre deux schémas quasi-compacts, on a un foncteur
évident f*: 2P¢(S) — PP¢(X). Si g: Y — X est un autre tel morphisme, on a une
égalité de foncteurs g* o f* = (f o g)*.

Pour tout schéma quasi-compact X, la catégorie 27P"(X) est additive. On peut « rigi-
difier » le foncteur « somme directe » de maniere standard (cf. [2, §1.2.1]) pour obtenir une
catégorie Z(X) munie d'un foncteur @: Z2(X) x Z(X) — P (X) faisant partie d’'une
structure monoidale strictement associative avec unité telle que si A et B sont deux ob-
jets de Z(X), A @ B soit muni des données qui en font le biproduit de A et B dans
P(X) et d'une équivalence de catégorie PP¢(X) — H(X) (toutes ces données étant
strictement compatibles aux foncteurs images inverses définies par des morphismes entre
schémas quasi-compacts).

On a ainsi obtenu un préfaisceau & sur la catégorie des schémas quasi-compacts a
valeurs dans la catégorie des petites catégories exactes, de sorte que pour tout schéma
quasi-compact X, Z(X) soit équivalente a la catégorie des fibrés vectoriels sur X (identifiés
a des Ox-Modules via leur faisceau des sections).

Définition 111.49 On note BQZ? le préfaisceau simplicial pointé sur la catégorie des sché-
mas quasi-compacts qui ¢ X associe l’ensemble simplicial BQ 2 (X) que Quillen fait cor-
respondre a la catégorie exacte 2 (X) dans [62, §2].

Définition 111.50 On note # le préfaisceau simplicial pointé sur la catégorie des sché-
mas quasi-compacts qui @ X associe Sing [iSe P2 (X)| 0t |iSe P (X)| est l’espace topologique
pointé défini par Waldhausen dans [82, §1.9].

5Je considére qu'une matrice est inversible & partir du moment ot le morphisme de modules libres
qu’elle définit est un isomorphisme. Sur 'anneau nul, toutes les matrices (y compris celle qui ne sont pas
carrées) sont des matrices inversibles. Exiger que M;; soit inversible n’implique donc pas forcément ’égalité
Ty =Tj.
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Théoréme 111.51 (Waldhausen, [loc. cit.]) Pour toute catégorie exacte &, on a un zig-
zag (fonctoriel en &) d’équivalences faibles pointées entre BQ& et Sing |iS.&|.

Corollaire 111.52 Soit S un schéma noethérien. Si on note encore BQY? et W les pré-
faisceauz simpliciaux pointés sur Sm/S induits par ceux du méme nom sur la catégorie des
schémas quasi-compacts, on a un isomorphisme canonique

BQZ =W
dans #(Sm/S).

Remarque 111.53 Ici, 7,(Sm/S) désigne la catégorie homotopique obtenue a partir de la
catégorie des préfaisceauz d’ensembles simpliciaux pointés sur Sm/S en inversant formelle-
ment les morphismes F — 4 tels que pour tout X € Sm/S, Uapplication F(X) — 4(X)
soit une équivalence faible d’ensembles simpliciaur autrement dit #(Sm/S) est la catégo-
rie homotopique simpliciale du site constitué par la catégorie Sm/S munie de la topologie
grossiere. L’isomorphisme obtenu dans ce corollaire induit a plus forte raison un isomor-
phisme dans la catégorie homotopique pointée e(Sm/Snis) du « grand » site formé par la
catégorie Sm/S munie de la topologie de Nisnevich.

Théoréme 111.54 ([26], [72, theorem 7.7]) Soit & une catégorie exacte dont les suites
exactes sont scindées. On note Sg la sous-catégorie de & dont les fleches sont les iso-

morphismes de &. Alors, il existe un zigzag d’équivalences faibles (fonctoriel en &) entre
QEx>®BQ& et B(S,'Ss), ot la catégorie S;'Se est définie dans [26].

Définition 111.55 Pour tout schéma quasi-compact X, on note Sx la sous-catégorie de
P(X) ayant les mémes objets mais ayant les isomorphismes de (X)) comme morphismes.
On note BS™'S (resp. BS) le préfaisceau simplicial pointé sur la catégorie des schémas
quasi-compacts qui @ X associe BSy'Sx (resp. BSx ). On a un morphisme évident BS —
BS!S.

Corollaire 111.56 Soit S un schéma noethérien. On a un isomorphisme canonique
RQBQRZ) = BS'S
dans H4(Sm/Snis)-

On peut considérer le préfaisceau de catégories exactes &’ sur la catégorie des schémas
quasi-compacts qui a X associe la catégorie additive &’(X) = Z(X) que l'on considere
comme catégorie exacte en disant que les suites exactes sont les suites exactes scindées. On
a un foncteur exact évident &'(X) — Z(X) pour tout X dont on déduit un morphisme
BQZ" — BQZ de préfaisceaux simpliciaux pointés sur la catégorie Sm/.S, ce morphisme
est une équivalence faible simpliciale pour la topologie de Nisnevich (et méme pour la
topologie de Zariski) sur Sm/S puisque si X est un schéma affine, les suites exactes sont
scindées dans Z2(X). Le théoreme 111.54 donne un isomorphisme RQ(BQZ') = BS~1S
dans J%,(Sm/Sis), ce qui permet de conclure.
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Théoréme 111.57 Soit S un schéma noethérien. Soit X € Sm/S. Pour chacun des pré-
faisceaux simpliciauz pointés E sur Sm/S parmi QEx*BQZ, Q¥ et BS™'S, la fléche
canonique d’ensembles simpliciauzr pointés

E(X) — RI'(Xnis, F)

est une équivalence faible pourvu que l’on soit dans ['un des deux cas suivants :
— le schéma X est divisoriel (cf. définition 11.12) et E est QEx*BQZ ou QW ;
— le schéma X est affine.

On utilise le fait que la K-théorie algébrique des complexes parfaits de Thomason-
Trobaugh (cf. [74]) vérifie la conclusion du théoreme pour tout schéma noethérien X
(cf. [ibid., theorem 10.8, remark 10.11], [57, proposition 1.16, page 100] et [13]). On dispose
par ailleurs d’une fleche naturelle de Q% vers un préfaisceau simplicial pointé « calculant »
la K-théorie algébrique des complexes parfaits dont on sait qu’elle induit des équivalences
faibles pour X divisoriel [74, proposition 3.10]. La conclusion du théoreme est donc vraie
pour X divisoriel et E = QEx*BQZ ou E = Q¥ . Enfin, le résultat pour BS7!S et X
affine résulte du corollaire 111.56 et de sa démonstration.

Corollaire 111.58 Soit S un schéma régulier. Les objets QEx* BQZ, QW et BS™LS de
He(Sm/Syis) sont Al-locauz.

Compte tenu du théoreme précédent, cela résulte aussitot de 'invariance par homoto-
pie de la K-théorie algébrique pour les schémas réguliers (cf. [62, proposition 4.1, §7] et
[ibid., §7.1))

*
* K

Pour tout schéma quasi-compact X et tout entier naturel n, on a un morphisme de
groupes évident de GL,(I'(X, Ox)) vers le groupe des automorphismes du fibré vectoriel
trivial de rang n sur X (que 'on peut voir comme un objet de Sx), il lui correspond donc un
morphisme d’ensembles simpliciaux pointés B GL,(I'(X, Ox)) — BSx. On en déduit un
morphisme de préfaisceaux simpliciaux pointés sur la catégorie des schémas quasi-compacts

|_|BGLn—>BS.

neN

Pour tout schéma noethérien S, le morphisme de préfaisceaux simpliciaux pointés sur
Sm/S correspondant est une équivalence faible simpliciale pour la topologie de Zariski :
localement, tout fibré vectoriel est trivial.

On a par ailleurs un morphisme | |, B GL, — Z x B GLy (olt GLy est le préfaisceau
de groupes limite inductive des préfaisceaux représentés par les schémas en groupes GL,,, les

morphismes de transition étant les inclusions classiques) induit par les inclusions B GL,, —
{n} x BGL,, — {n} x B GL.
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Théoréme 111.59 Pour tout schéma noethérien S, on a un diagramme commutatif dans

He(Sm/S) :

BS BS™!S

| |

||, en BGL, —=Z x B GL,

De plus, pour tout schéma affine X = Spec A dans Sm/S, le morphisme dans P obtenu
en évaluant x sur X induit, pour tout entier relatif n, un isomorphisme en homologie
singuliere entre B GLyo(A) et la composante conneze de BSy'Sx correspondant au fibré
vectoriel « virtuel » trivial de rang n.

La construction de cette fleche y: ZxB GL, — BS™LS et la vérification des propriétés
mentionnées est réalisée dans [26, page 224]. Pour définir cette fleche, on a besoin de
remplacer B GL, par une colimite homotopique du systéme inductif (B GL,),en-

Proposition 111.60 Soit S un schéma régulier. Le morphisme x: Z x B GLy, — BS™!S
est une A'-équivalence faible, autrement dit un isomorphisme dans . (S).

On note BS™18y le préfaisceau simplicial pointé qui & X € Sm/S associe la composante
connexe du point-base dans BSy'Sy. Il s’agit de montrer que le morphisme yo: B GLy, —
BS~1S, induit par y est une A'-équivalence faible. J’ai appris I’argument suivant de Fabien
Morel. On utilise le foncteur Sing®' de [57, page 87] ; on a un carré commutatif ou les fleches
verticales sont des A'-équivalences faibles :

BCGL,, X0 BS1S,

| |

Sing®' (B GLq.) Sing®' (BS™1S,)

. 1
Sing®" (x0)

Soit X = Spec A un schéma affine appartenant a la catégorie Sm/S. Si on évalue le dia-
gramme précédent sur X, la fleche de droite devient une équivalence faible d’ensembles
simpliciaux et les autres des morphismes entre ensembles simpliciaux pointés (connexes)
induisant des isomorphismes en homologie singuliere ; compte tenu du théoreme 111.59, cela
résulte du fait que si B est un anneau régulier,

['(Spec B,BS™'S) — I'(Spec B[T],BS™'S)

est une équivalence faible (ce qui découle du théoreme 111.54 et de I'invariance par homotopie
de la K-théorie de Quillen pour les schémas réguliers, cf. [62, proposition 4.1, §7]). On
obtient ainsi une classe d’homotopie S = I'(X,Sing®' (BGLy)) — I'(X,BS7'Sy) = T
entre espaces pointés connexes dont on sait qu’elle induit un isomorphisme en homologie
singuliere, si on montre que c’est une équivalence faible, on aura établi que Sing®' (xo) (et
donc xp) est une A'-équivalence faible. On sait que T" est un H-groupe, pour conclure que
cette fleche est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux pointés, il suffit de montrer
que le groupe fondamental de S agit trivialement sur les groupes d’homotopie de S (en
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particulier, le groupe fondamental de S est abélien) . Si on avait une structure de H-
espace sur ['( X SingAl(B GLu)), ce serait gagné, mais on ne le sait pas a priori. On peut
néanmoins définir un morphisme de préfaisceaux de groupes m: GLy X GLy — GL4 en
passant a la limite inductive des morphismes convenables f,,: GL, x GL,, — GLs,, ce qui
donne une loi m sur B GLy et sur Sing®' (B GLy,). Pour tout entier naturel n, on peut
montrer que le morphisme d’inclusion GL, — GL,, est élémentairement A'-homotope

aux morphismes composés GL,, — GL, x GL, Iy GLsy, — GLo induits par f, et les
inclusions GL,, — GL,, x GL,, données par g — (g,1) et g — (1,g). On en déduit que
concernant la loi m: Sing®' (B GLg) x Sing®' (B GLq,) — Sing®' (B GL4), les morphismes
Sing®' (B GLy) — Sing®' (B GLy) induits par « @ — m(z, ®) » et « 2 — m(e,z) » ne sont
peut-étre pas Al-homotopes (I'homotopie devant fixer le point-base) & I'identité, mais ils
le deviennent cependant aprés restriction & Sing®' (B GL,) pour tout entier naturel n, ce
qui est suffisant pour conclure.

D’apres [57, proposition 3.7, page 138], on a un isomorphisme canonique Gr — B GL,
dans 7, (S) (pour tout schéma noethérien S). Le théoréme suivant précise un peu le
théoreme 111.3.

Théoréme 111.61 Soit S un schéma régulier. Il existe un isomorphisme azyxcr: p(Z X
Gr) = Ko(—) dans Sm/S°PPEns, tel que pour tout couple d’entiers naturels (d,r) et tout
entier relatif n € Z, la classe d’homotopie de linclusion évidente Gry, — {n} x Grg, —
Z x Gr corresponde via azxgy a U'élément ug, +n = [///ém] —d+n dans Ko(Grg,).

De plus, les objets RQA(BQZP), RQ(¥) et BS™IS de H#, (S) peuvent étre munis d’une
structure de modéle authentique de la K-théorie algébrique compatible avec les identifica-
tions usuelles sur les groupes K.

Pour tout schéma affine X, on a une bijection tautologique mo(BS5x'Sx) = Ko(X).
Compte tenu du théoreme 111.57 et du corollaire 111.58, on en déduit une bijection

(¢BS™1S)(X) = Ko(X)

pour X affine, ce qui s’étend naturellement en un isomorphisme de préfaisceaux d’ensembles
sur la catégorie Sm/S :
p(BS™'S) = Ko(—)

6Je n’ai malheureusement pas trouvé de référence satisfaisante pour ce résultat précis; en voici une
esquisse de démonstration. Soit f: X7 — Xo une application entre espaces pointés connexes tels que pour
i € {1,2}, le groupe 7 (X;) agisse trivialement sur tous les groupes 7, (X;); on suppose que H,(X;) —
H,(X3) et on veut montrer que pour tout n > 1, 'application m,(X;) — m,(X2) est bijective. On peut
supposer que f est une fibration de fibre F. On a a notre disposition la suite exacte longue d’homotopie
associée a cette fibration ainsi que la suite spectrale de Serre

E;?)q = HP(X27Hq(F)) = Hp+q(Xl) .

Soit n > 1. Supposons que I’on sache que les groupes H;(F) (et donc aussi m;(F), w1 (F') étant abélien et
F connexe) pour 1 <4 < n soient nuls; la suite spectrale de Serre montre que Ho (X2, m,(F)) = 0; comme
71(X2) agit de fagon nilpotente sur le groupe m,(F) (cf. [33, theorem 2.2, Chapter II]), on en déduit que
mn(F) = 0, ce qui permet de conclure par récurrence.
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grace a la proposition 11.16. Grace & 1’Al-équivalence faible Gr = B GL,,, on obtient un
isomorphisme Z x Gr — Z x B GL, dans % (S). On dispose aussi d'une A'-équivalence
faible x: Z x BGL,, — BS™'S. On dispose ainsi d'un isomorphisme Gr — BS~!S dans
4 (S) et donc d'un isomorphisme azyqr: Ko(—) — ¢(Z x Gr) dans Sm/S°PPEns. Un
examen attentif de la situation permet de montrer sans grande difficulté que cet isomor-
phisme vérifie la condition voulue concernant les classes des fibrés vectoriels universels (et
leurs translatés) sur les grassmanniennes.

Ensuite, on a vu que Z x B GLy, et Z x Gr étaient isomorphes (dans .77, (S)) aux objets
BS 1S, RQ(BQZ) et RQ¥ . Ainsi, ils possédent chacun tautologiquement au moins une
structure de modele authentique de la K-théorie algébrique ; d’apres le lemme 111.47, toute
structure de modele putatif (autrement dit un isomorphisme Ky(—) — ¢F) sur un de
ces objets E définit un modele authentique de la K-théorie algébrique. Dans la suite, on
supposera toujours que la structure de modele authentique sur BS™'S, RQ(BQZ) et
ROQW est donnée par les identifications usuelles (cf. [62, §2] pour la K-théorie de Quillen).
On peut d’ailleurs vérifier que les A'-équivalences faibles construites précédemment entre
ces différents objets sont compatibles avec ces identifications classiques (au moins au signe
prés 7); un argument convaincant pour faire cette vérification sans trop se salir les mains
est donné par le lemme suivant :

Lemme 111.62 Soit 7 un endomorphisme additif du foncteur qui a une catégorie exacte
& associe son groupe de Grothendieck Ko(&