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Exercice 1. Les parties de ’espace vectoriel R? définies ci-dessous sont-elles des sous-
espaces vectoriels de R3?
o Vi = {(21,22,23) € R®; 25 > 0};
o Vo = {(x1, 79, 13) € R3; 3wy + 29 — 623 = 0};
° {(x1, 29, 23) € R3; 31y + 229 — 623 = 0 €t 21 + 229 = 0};
o Vi ={(x1,70,73) € R3 31 + 2wy — 623 = 2};
o {(x1,29,73) € R?; 71 = 19 = 23 = 0};
. {(x1, w9, 13) € R?; mox3 = 0};
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Exercice 2. Soit E 'espace vectoriel des fonctions de R dans R. On rappelle que pour f,
g dans E, et A dans R, les fonctions f + g et \.f sont définies par:

f+ga— f(x)+g(2),
A f i — Af(x).

Les sous-ensembles de E suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels?

e B, ={fekE, f(1)=0}

e L ={f€E, f(0)=1}

e I'ensemble F3 des fonctions croissantes sur E;

e 'ensemble E, des fonctions dérivables sur E;

e 'ensemble Fs5 des fonctions deux fois dérivables sur E telles que:

"+ 3f +2f=0.

Exercice 3. Les sous-familles suivantes d'un espace vectoriel sont-elles des familles libres?
Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel engendré par chacune de ces sous-familles?

o [} = {uy,uy, uz,us} dans espace E de l'exercice 2, ou uy, est application:

ug ;T — €M
o [, = {vy,v9,v3,04} dans E, ou vy est 'application:
v — cos (z + km/2);

o [y = {P,, P, P3, P} dans R[X] ou Py est un polynome a coefficients réels de degré k

(une telle famille est appelée famille de polynomes de degrés échelonnés).

A quelle condition sur le réel m la sous-famille de R?:
Fy = {(17 -2, m)v (37 0, 2)7 (27 —1, 5)}

est-elle libre? Quel est, selon la valeur de m, le sous-espace vectoriel de R? engendré par Fy?
Soit f € E, dérivable. A quelle condition sur f la famille {f, f'} est-elle libre?
Soit f € E, deux fois dérivable. A quelle condition sur f la famille {f, f, 1"} est-elle
libre?
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Exercice 4. Montrer que les vecteurs u = (1,1) et v = (1, —1) engendrent I’espace vecto-
riel R%. Exprimer un élément (z,y) de R? comme combinaison linéaire de u et v. Cette
décompostion est-elle unique?
Exercice 5. Soient a, b, ¢, d les éléments de 'espace E de 'exercice 2 définis par:

a: x> 2e® + 3%, b: xr— —e® — e 4 2e3

c: T e” + 2e* + 237, d: x+— e*® +4e%.
Montrer que Vect{a, b} et Vect{c, d} sont confondus.
Exercice 6. On rappelle que I'ensemble C[X] des polynomes a coefficients complexes est un
C-espace vectoriel dont le zéro, le polynome nul, a pour degré —oo par convention. Montrer
que 'ensemble C3[X] des polynémes a coefficients complexes de degré au plus 3 est un

sous-espace vectoriel de C[X]. Quel est la dimension de C3[X]?
Montrer que la famille:

B={l, X+1, X?+1, X’> +iX*+ X +1}

est une base de C*[X]. Calculer les coordonnées du polynome X? dans cette base. Les
sous-espaces:

E=Vect{X*—-1,X*+ X +1}, F=Vect{X* X°+X +1}
sont-ils supplémentaires dans C3[X]?

Exercice 7. Soient n > 1 un entier et M,,(R) I'ensemble des matrices n x n a coefficients
réels!. Vérifier que M,,(R) est un espace vectoriel sur R. Quelle est sa dimension? Soient
Sn, Z, et A, les sous-ensembles de M, (R):

Z, = {A = [ayli; € Mu(R), Vi, a;; =0}
An = {A = [aij]i,j S Mn<R)7 Vi,j, Qi = _aji} .
(les éléments de S,, sont appelés matrices symétriques et ceux de A, matrices antisymétriques).

Vérifier que S, Z, et A, sont des sous-espaces vectoriels de M,,(R) et donner leurs dimen-
sions. Montrer que A, et S, sont supplémentaires dans M, (R).

Lon pourra d’abord supposer pour simplifier n = 2 puis n = 3



