Primitives usuelles

fonction primitive
1 In|z|
x% o #+= —1 —ai1$a+1
exemples : z3 st
\/15 — ,1/2 %xs/z 1
JU_Q = m_2 —m_l = —
e” e”
cos(x) sin(x)
sin(x) — cos(x)
Cosé(x) = 1+tan?(z)| tan(x)
l_ﬁwQ Arctan(x)
11 _ Arcsin(z)
—X

Remarque : Argsh(z) = In(z++/x2 + 1) a pour dérivée
et Argch(z) = In(z + /22 — 1) a pour dérivée
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PRIMITIVES DES
FRACTIONS RATIONNELLES

Une fraction rationnelle (réelle) est un quotient de
polyndmes (a coefficients réels).
4 — 23 + 1

Exemple :
512 + 3x — %

On sait déja intégrer certaines fractions
rationnelles :

dx
o/ = In|z — al,

Y 1 1
x — > D

@—a)y' (n—1) @—ay—1 "=

dx
o /xz T = Arctan(xz),

P'(z)
P(z)

dr = 1In|P(x)| .




1. Décomposition des polynomes

Un polynOme a coefficients réels s’écrit

P(X)=an X"+ a, 1 X" 14+ +a1X +ag

avec n € NN et ag,ay,...,an € R.

LLa plus grande puissance de X avec un coefficient
non nul est appelée le degré de P. C'est I'entier
n a condition que an, # 0. Le coefficient a, est
appelé le coefficient dominant.

Exemple.
~%X3 —2X 4 /3 est un polyndme de degré 3, de
coefficient dominant —%.

Le polynOme dont tous les coefficients sont nuls
est appelé polyndme nul (donc VX € R, P(X) = 0).



On admet les théorémes suivants :

Théoreéme (décomposition sur C).

Soit P(X) un polyndme a coefficients réels ou
complexes de coefficient dominant \. Il existe des
nombres complexes «aq,ao,...,a, €t des entiers
ni,no,...,n, tels que

P(X) = AMX —a1)"(X —ap)™- - (X — ap)"*.

Théoreéme (décomposition sur R).

Soit P(X) un polyndme a coefficients réels de
coefficient dominant 1. Alors P(X) est égal a un
produit de polyndmes de la forme :

o (X —a)™ avec a € R,

° (X2+pX+q)m aveCc p,g e Ret A =p?2—4q < 0.

Exemples.

e 2X24+4X2+2=2(X+1)2
e X3_2X24X -2 (X —2)(X?24+1)

(X —2)(X +i)(X —1)



2. Division euclidienne de polynomes

Exemple. division de X3+3X2 - X +2 par X?+41.



Théoréeéme. Soit A(X) et B(X) deux polyndmes
avec B(X) non nul. Il existe des polyndmes Q(X)
et R(X) tels que A(X) = B(X)Q(X) + R(X) et le
degré de R(X) est strictement inférieur au degré
de B(X).

Q(X) s'appelle le quotient de la division eucidienne
de A(X) par B(X) et R(X) s'appelle le reste. Les
polyndmes Q(X) et R(X) sont uniques.

Application a la factorisation.
B(X) divise A(X) si et seulement si le reste R(X)
est nul, dans ce cas A(X) = B(X)Q(X).

Exemple. Division euclidienne de X3+ X24+ X —3
par X — 1.



3. Décomposition des fractions rationnelles

Pour pouvoir calculer les primitives d'une fraction
rationnelle quelconque, on la décompose en somme
d’'éléments simples.

Définition. On appelle élément simple une fraction
rationnelle d'un des deux types suivants :

a
(z—a)k
strictement positif (type ‘“racine réelle"),

ouU a,a sont des réels et k est un entier

ax—+b
(z24pr+q)*F
A = p2 —4q < 0 et k est un entier strictement

positif (type “racines complexes conjuguées’).

ou a,b,p,q sont des réels tels que



Nous admettons le théoreme de décomposition
suivant :

Théoreme. Toute fraction rationnelle s’écrit de
facon unique comme somme d'un polyndme (ap-
pelé partie entiere de la fraction) et d'un certain
nombre d’'éléments simples.

Le type des éléments simples est déterminé par la
factorisation du dénominateur.



Partie entiere. La partie entiere de égg est

donnée par la division euclidienne de A(X) par
B(X) :si A(X) =B(X)Q(X) + R(X) alors

A(X) R(X)

B(X) = Q(X )+B(X)
et Q(X) est la partie entiere de F(X).

On est ramené a décomposer en éléments simples

la fraction gg% ou le degré du numérateur est

strictement inférieur au degré du dénominateur.

2_
Exemple. F(z) =2 xfj‘l

F(z) = (x+1zc(_|ﬂf12)+3 24 :c—?—l

Primitives de F' : 2x —2:1:—|—3|n|x—|-1|—|—C' C cR.
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a) Dénominateur de degré 2

Théoreme.
- — _az+b — 2
Soit F'(z) = P ipeta On note A = p© — 4q.
La fraction rationnelle F(xz) se décompose Sous

I'une des 3 formes suivantes :

o F(z) = xfa+$’_9ﬁ lorsque 2+ pz+q a 2 racines
réelles distinctes o et 8 (cas ou A > 0),

o ['(x) = xfa -+ (a;—Ba)2 lorsque 12 + pxr 4+ q a une
racine double o (cas ou A =0),

o F(z) = xzf;;’;rq est déja un élément simple

lorsque 12 + px + g n'a pas de racine réelle (cas
ou A <0).

(Dans le théoreme, les lettres a,b,p,q,a,3,A, B
représentent des nombres réels.)
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ler Cas. Exemple : F(x) = = 2)4%32%1)

Le dénominateur a deux racines : a =4 et g = —1.
Par le théoreme, on sait qu'il existe A, B € R tels

que F(z) = -2, + xfl.

On multiplie les deux expressions de F(x) par z —4
et on obtient

x4+ 2 :A+B(:c—4).

rx+1 rx—+1
On évalue en z = 4 et on trouve ji% — A+0 donc
A=2.

On appligue la méme méthode pour le calcul de
B. On multiple par x — 1 :

a:—I—Q_A(:v—I—l)_I_B

rt—4  z—4
On prend x = —1, on trouve :f_f = 0 + B donc
B ==
Conclusion : F(z) = ﬁ — m
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2eme cas. Exemple : F(z) = -32tl

(z+1)2"
Le dénominateur a une racine double a = —1.
Par le théoreme, on sait qu'il existe A, B € R tels

3z+1 __

A B
W G2 = w1 ¥ G2

On multiplie par (z+1)2 :3z+1 = A(z+1) + B.
On évalue en x = —1, on trouve -3+4+1 =0+ B
donc B = —2. C’est la technique vue au cas 1.

On multiplie par z :

33:2—|—a: . T T
22 4+2z+1 az+1+B(x+1)2'

On calcule la limiteen 400 : 3= A40 donc A = 3.
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3eme cas. Le dénominateur n’'a pas de racine
réelle et F(x) est déja un élément simple. On va
chercher les primitives de F(x).

Si F(z) = xf_f_”};;ﬁ_q, on voit que le numérateur est

la dérivée du dénominateur donc

/F(:I:)da: = In|z? + pz + ¢|.

Si F(z) = x2_|_219x_|_q avec A = p? — 4q < 0, on met

le dénominateur sous forme canonique :

2 2
x2+pw+q=<w—|—£) -I—q—pz-

’ A
—7>0
Puis on se ramene a la forme u%—l—l comme dans

I'exemple suivant.
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Exemple. F(z) = x2+im+7. A =16 —28<0.

22+ 42+ 7 = (z+ 2)2 + 3 donc

F(:C)— 1 . 1
(@ +2)243 L ((a42)?
3((%) 1
On poseu:x\%z, onau’:%. On obtient
1 1 u!
Fe) = 32s D= 3 @11
donc

/F(:c)d:z: = %Arctan(u) = %Arctan <x\_/|_§2> :
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SIS : — axr—+b
Cas général. Si F(x) = 2t poia AVEC A < 0, on

écrit le dénominateur sous la forme A(2z + p) + p.

. _ M2z +p) z
Ainsi F(x) = x2+px+q+m2+px+q et on est

ramené aux deux cas précécents.
Les coefficients A et u peuvent se trouver en faisant
une division euclidienne.

r—1

A = -4 <0.
x2 4 22 + 2
La dérivée du dénominateur est 2z + 2. On écrit

le numérateur sous la forme x — 1 = %(252 +2)—-2
et on obtient

. 1 2x + 2 B dx
/F(:C)da: o 2/:(:2—|—2:13—|—2d:[j 2/332—|—2:c—|—2

Exemple. F(z) =

dxr — 2

24 2x 42 (z4+1)2+1

1/ 2x + 2 dx

2J) x

1 2

§|n|:1: + 2z + 2| — 2Arctan(z + 1).
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b) Dénominateur de degré 3

Théoréme. Une fraction rationnelle F(x) dont le
dénominateur est de degré 3 et le numérateur est
de degré inférieur ou égal a 2 se décompose sous
l'une des formes suivantes

o Fz) =2 + BB+ Cv lorsque le dénominateur
a 3 racines reelles distinctes «, @ et v,

e F(z) = 5 + (o a)Q + - ﬁ lorsque le
dénominateur a une racine reell double a et une
racine réelle simple g,

r—Oo
dénominateur a une racine réelle triple «

e F(z) = A 4+ ﬁ—l— ﬁ lorsque le

_ A Bzxz+C - .2
o ['(x) = —a —|—.x2_|_px_|_q avec A'_ pl 4q < O
lorsque le dénominateur a une racine réelle o et 2

racines complexes conjuguées.

(o, B,7v,A,B,C,p,qg sont des nombres réels.)
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—3:132—|—:c—|—1
(z—1)(z24z+2)"
Le polynOme :132—|—x—|—2 n'a pas de racine réelle (car

A < 0). Par le théoréme, on sait qu "Il existe trois

nombres A, B,C tels que F(z) = 1 + ?_ﬁ;ffz

Exemple. F'(z) =

On multiplie par x — 1 :

— 324z +1 (Bx+C)(x—1)
= A+ .
2 4+x+2 a:2+:v—|—2

On calcule en £ = 1 et on trouve = 4 = A.

On multiplie par z :

—3CU3+£E2—|—CC _ 4 T +B$2—|—C$
(z—1)(a24+z+2) “z—-1 224z42
On calcule la limite en 400 et on trouve

3= A+ B, donch_Tll.

On calcule F(a:) pour x = 0 (par exemple) et on
trouve 5t = —-A+§ ¢ donc C = =3

-1 avts
4(x—1) 224z+2
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Conclusion : F(x) =



Résumeé des techniques permettant de trouver
les coefficients de la décomposition.

Technique 1. Pour obtenir le coefficient au des-
sus de x — o (avec a une racine réelle simple), on
multiplie par x — o puis on évalue en =z = «.

Si o est une racine réelle double, on multiplie par
(z — «)? puis on évalue en z = « et on obtient le
coefficient au dessus de (z — «)?.

Technique 2. On multiplie par x puis on calcule
la limite quand z — +o0.

Technique 3. On calcule F(x) pour une valeur
particuliere de x.

On peut aussi mettre au méme déenominateur puis
identifier les coefficients, c’'est souvent plus long.
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