III. Equations différentielles linéaires du second ordre &
coefficients constants

Il s’agit des équations différentielles de la forme
(E)  ay’+by' +cy=f(z)

avec a,b,c € R, a # 0 et f: I — R une fonction définie sur un intervalle ouvert I. f(z) est
appelé le second membre de I’équation (E).
Une solution a valeurs réelles est une fonction ¢: I — R deux fois dérivable telle que

Vz €I, ap”(z) + b’ (z) + cp(z) = f(z).
Résoudre (E) (on dit parfois aussi “intégrer (E)”), c’est chercher toutes les solutions de (E).
On associe & (E) I’équation homogene (ou équation sans second membre) suivante:
(H)  ay"+by'+cy=0.

Comme pour les équations linéaires du premier ordre, on a le théoréme suivant :

Théoréme. Si yp est une solution particuliere de (E), ’ensemble des solutions de (E) est
I’ensemble des fonctions y = yy + yo, ou yy décrit Pensemble des solutions de (H).

Interprétation dynamique:
Si y(t) est la position d’un mobile & Uinstant ¢, y'(t) est sa vitesse et y”(t) est son accélération.
Dans I’équation

y' +by' +cy =0,

le terme cy représente une force attractive (si ¢ > 0) ou répulsive (si ¢ < 0) et le terme by’
représente une force de frottement (si b > 0).

Il est intéressant pour les calculs de considérer des fonctions ¢ a valeurs dans C. On écrit
p(2) = ¢1(x) +ipa(x)

avec ¢1(z) = Re(p(2)) et pa(x) = Im(p(2)).
Sip: ] — Ret pg: I — R sont des fonctions deux fois dérivables, on pose

¢'(x) = ¢1(z) + iy(z) et ¢"(z) = ¢i(2) + ips(2).
Pour les fonctions a valeurs dans C, les régles de dérivation (somme, produit, composition)
restent les mémes.

Cas particulier important : p(z) = e*® avec s € C. La dérivée est ¢'(z) = se®”.

Ce résultat se montre de la facon suivante: on écrit s = a + b et
o(x) = @t = a2eibr — 0% (co5(bx) + isin(bz)) = € cos(bx) +i e sin(bx) .

-~ -~

Re(p(z)) Im(p(x))




On dérive les parties réelle et imaginaire et on obtient :
O'(z) = [ae™ cos(br) — e* sin(bx)] + i[ae® sin(bx) + ** cos(bx)]

= e*(a + ib)(cos(bzr) + isin(bz))

(CL + ib)e(a—f-ib)ac = ge%%

1. Solutions de I’équation homogene

Théoreme. Soit (H): ay” + by’ + cy = 0. L’équation caractéristique de (H) est:

ar? 4+ br + ¢ = 0. On calcule A = b% — 4ac et les racines «, 3.

e Si A > 0, les racines «, 3 sont réelles avec o # (3 et la solution générale de (H) s’écrit
y = \e®® + ueP® avec \, u € R (régime apériodique).

e Si A=0, il y a une racine double & = 8 = — et la solution générale de (H) s’écrit

y =A™ 4+ pxe®® = (A + px)e*® avec A\, u € R (régime critique).

e Si A <0,onécrit @« =v+iw, f =7 —iw (ou 7y, w sont des réels) et la solution générale de
(H) s’écrit y = e (A cos(wz) + psin(wz)) avec A, u € R (régime pseudo-périodique).
Dans les 3 cas, les solutions sont définies sur R.

Remarque. Ce qu’on appelle la solution générale est une famille de fonctions dépendant
des parametres A, . Il y a donc une infinité de solutions.

Formes alternatives de la solution générale dans le cas A < 0:

o y = X" cos(wx + @) avec A\, ¢ € R.

oy = \e®® 4 el avec \, u € C. On rappelle que les racines o, 8 sont complexes. Ceci donne
Pensemble des solutions & valeurs complexes (pour les solutions réelles on préfere la forme
du théoréme).

Cas particulier: y"” + w?y = 0. Les racines sont o = iw et 8 = —iw, les solutions sont
y = Acos(wz) + psin(wz) (régime périodique).

Preuve du théoreme.
Soit ¢(z) = €™ avec T € C. Alors ¢'(x) = re™, ¢"(x) = r?e™ et

a@”(x) + b’ (z) + cp(x) = (ar? + br + c)e’™.

Donc si r est solution de I’équation caractéristique alors ¢ est solution de (H).
e Si o # f3, on a trouvé deux solutions ¢ (1) = e®® et py(z) = .

e Sia=f=—, on a trouvé une solution ¢;(z) = e**.
On pose ¢o(z) = ze**. On a h(z) = (ax + 1)e*® et ¢h(z) = (a’z + 2a)e*® donc

apy (1) + boh(x) + cpa(x) = [(aa® + ba + ¢)z + (2aa + b)]e™”.
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Comme « est racine de I’équation caractéristique on a ao? +bo +c¢ = 0. Et comme o = —%
on a 2ac + b = 0. Donc aph(x) + by (x) + cp2(z) = 0 et o est une solution de (H).

Dans les deux cas, on a trouvé deux solutions de (H) qui sont ¢; et ¢y. Soit A\, u € C.
On vérifie que A\p; + pps est solution de (H) en sommant les deux égalités:

Aagy (x) + b (x) + cp1(x) = X0=0
p(ags () + by (x) 4+ cpa(x)) = p.0=0

On a montré que la fonction \p; + s est solution de (H) pour tous A, u € C. On va montrer
qu’il n’y a pas d’autres solutions.

Soit y une solution quelconque de (H). On pose u(z) = y(x)e~*®. C’est une fonction deux
fois dérivable, comme y. On a:
y(z) = u(x)e*®, i (z) = [v'(z) + au(z)]e*®, v"(z) = [v"(z) + 20’ (z) + ?u(x)]e*®. Donc

ay”"(z) + by’ (z) + cy(z) = [au"(z) + (2aa + b)u'(z) + (ac® + ba + c)u(x)]e™
0 = [au"(z) + (200 + b)u'(z)]e™”

car ac? +ba+c¢=0

Comme e** # 0 on a au(x) + (2ac+ b)u'(x) = 0, autrement dit la fonction u' est solution de
az'+ (2aa+b)z = 0 (équation différentielle d’ordre 1). On résout cette équation différentielle.

e Si A # 0 alors o # 32 et 2ac + b # 0. Donc il existe A € C tel que v/(z) = Ae~(at3)e,

En intégrant, on trouve u(z) = pe~ @87 4 \ avec p = ﬁ et A e C

On sait que ar? + br + ¢ = a(r — &) (r — 8) = a(r® — (¢ + B)r + ) donc —(a+ 3) = 2. Ceci
implique que —(2a + %) = B — a. Donc u(z) = pel®~% 4+ X et y(z) = pe’® + Ae®?.

e Si A =0 alors @ = — et I'équation différentielle devient au”(z) = 0. On en déduit qu’il
existe p et A tels que u'(x) = p et u(z) = A+ px. Donc y(z) = (A + px)e®®.

Dans les 2 cas, on a montré que I’ensemble des solutions de (H) & valeurs complexes est
égal a 'ensemble des fonctions A1 + ppy avec A\, p € C, autrement dit :
~si A #0, y(x) = \e*® + pe?,
-si A =0, y(x) = (A + pzx)e*™.

Passage des solutions complexes aux solutions réelles

On va maintenant chercher I’ensemble des solutions & valeurs réelles. Par ce qui précede, ces
solutions s’écrivent y = Ap; + pps. De plus, y est une fonction a valeurs réelles si y(z) = y(x)
pour tout = € R.

On admet que si Vo € R, Ae™ + Be’® = A'e"™ 4+ B'e®® avec r,s € C, r # s, alors on a
nécessairement A = A’ et B = B'.
e Si A > 0alors o, 8 € R et y(x) = Ae® + peB? donc y(x) = Ae®® + pebr = e + fief”.
Comme y(z) = y(z), on a donc A = X et u = 7, autrement dit A, u € R. Les solutions de
(H) & valeurs réelles sont donc y(z) = Ae®® + peP? avec \, u € R.

e Si A =0alors @ € Ret y(z) = (A+ux)e®®, donc y(z) = (A+7x)e*®. Comme précédemment
on obtient A, 1 € R. Les solutions de (H) & valeurs réelles sont donc y(z) = (A + px)e®® avec
ApeR



e Si A < 0onécrit a = y+iwet § = y—iw (avec 7,w € R). Alors y(z) = 7% (A" + pe~™?)

et y(r) = e’ (Ne™™ + e™*). Comme y(z) = y(z) on trouve X = 71 et u = A. Si on écrit
A=A+iB (avec A BER)onapu=A—iBet

y(z) = e [A(e™" + e ™) +iB(e™" — e ™")] = €7*[2A cos(wx) — 2B sin(wz)].

Si A, B décrivent R alors N = 2A et y' = —2B décrivent également R. Les solutions réelles
de (H) sont donc y(z) = €7 [\ cos(wzx) + p'sin(wz)] avec X,y € R.

. Recherche d’une solution particuliere
Il existe une méthode de variation des constantes mais nous ne I’étudierons pas.

Quand le second membre a une certaine forme (polyndme, exponentielle,...), il existe une
solution particuliére de la méme forme.

Exemple. (E) 3" +1vy — 2y =e%*.
On cherche une solution particuliere de la forme yo(z) = Ae**.
yo(x) = 24€%®, yi(z) = 4Ae*. Donc yi(z) + yh(z) — 2yo(z) = 4A4e?2.

En identifiant le coefficient devant e?®, on trouve 44 = 1 donc A = 1 et y(z) = 1.
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Produit d’un polynéme par une exponentielle

Si I’équation différentielle est

(E)  ay" +by + cy= P(x)e*”

ou P(z) est un polynéme de degré n et s € C, on cherche une solution particuliere de (E)
de la forme:

e yo(x) = Q(x)e*® si s n’est pas racine de 1’équation caractéristique,

e yo(x) = zQ(x)e’® si s est une racine simple de I’équation caractéristique,

e yo(z) = 2°Q(x)e’? si s est racine double de I’équation caractéristique.

Dans les 3 cas, Q(x) est un polynéme de degré n (méme degré que P(z)).

Cas particuliers:
— Si s =0 alors f(z) = P(z) est un polynéme.
—Si P(z) =1 alors f(x) = € et Q(x) = A est une constante.

Exemples.
H) ¥ -2 +y=0.

r? — 2r + 1 a une racine double a. = 1. Solution générale de (H): yg = (A + ux)e®.
(E1) " =2/ +y=2a.
On cherche une solution particuliere sous la forme yo(z) = Az? + Bz + C.

yo(x) = 2Az+ B, yjj(x) = 2A. Donc yj (x) —2y4 (x) +yo(x) = Az?+(B—4A)z+(C—-2B+2A4).
Identification des coefficients:

A =1 A =1
B—4A4A = 0 donc B = 4 et yy(z) =2*+ 4z +6.
C—-2B+24 = 0 C =6



La solution générale de (E1) est y = (A + uzx)e® + z* + 4z + 6.

(B2) ¢ =2y +y=(z+1)

a =1 est racine double donc on cherche ¥y, sous la forme yo(z) = 2%(Az + B)e®
yo(z) = (Az®+ Ba?)e”,
yh(z) = (A2 + Br?)e® + (3A2® + 2Bx)e” = [Ax® + (3A + B)2® + 2Bzle”
yh(z) = [Ax® + (3A+ B)2® + 2Bz]e” + [3A2® + (6A + 2B)x + 2BJe”
yo(z) = [Ax® + (6A+ B)x® + (6A + 4B)x + 2BJe”.

Donc y{ (z) — 2y, (x ) + yo(x = (6Aa: + 2B) . Par identification des coefficients, on a 64 = 1
et 2B =1, donc yo(z) = 2? (32 + 1) €°
La solution generale e (E2) est y = (A + pax + 32° + ;2°) €”.

Théoreme.
Si y(z) est une solution de ’équation ay” + by’ + cy = f(z), alors Re(y(z)) est une solution
de ay” + by’ + cy = Re(f(z)) et Im(y(z)) est une solution de ay” + by’ + cy = Im(f(x)).

Preuve.
Soit y1(x) = Re(y(z)) et y2(z) = Im(y(x)). Alors y(z) = yi(z) + iy2(z) et
fl@) = ay'(z) +by'(z) + cy(z)
= Layl () + by} (2) + ey (2)] +i [ah(2) + by () + cxp(o)]
partiev réelle partie il;lraginaire

d’ott ayy(z) + by (z) + cyi1(z) = Re(f(2)) et ayz(z) + bys(2) + cya(z) = Im(f(z)).
Exemple. (E) "+ 4y —2y=cosz.

Equatlon homogene: (H) y "+ —2y=0.
Equation caractéristique: r2 +r—2. A=9,a=1, f =
La solution générale de (H) est yy = Ae® + pe™? avec )\, ue R

On sait que cos z = Re(e™). On cherche d’abord une solution particuliere de
y" + 9y — 2y = € a l'aide de la méthode vue précédemment :
yo(z) = Ae®, yh(z) = Aie™, yi(z) = —Ae™ donc y§ (z) + yh(z) — 2yo(x) = (=3 + i) Ae™®

ot i et 1 _ —3—i _ —3—
Par identification on trouve A = — == 3 +1§ = =3 5
Par le théoreme précédent, la fonction Re(yo(z)) est une solution de (E).
On a yo(z) = =-te™ = =2(cosz + isinz) donc Re(yo(z)) = 72 cosz + & sinz.
. . . sz . _ —2 3
Conclusion : la solution générale de (E) est: y = Ae” + pe > — 2 cosz + 15 sinz.

Remarque. Quand le second membre est de la forme cos(Qz) ou sin(€2z), on peut chercher
une solution particuliere de la forme yo(z) = A cos(Q2z) + B sin(Q2z) si i€2 n’est pas une racine
de I'équation caractéristique, ou de la forme yo(x) = z[A cos(Q2z) + B sin(Qx)] si €2 est une
racine de I’équation caractéristique.



Théoréme (principe de superposition).
Si y;(z) est une solution de ay” + by’ + cy = fi(x) et si yo(x) est une solution de
ay” +by' + cy = fo(x), alors y; () + y2(z) est une solution de ay” + by’ + cy = fi(z) + fo(x).

Preuve.

(E1)  ayi(z) +byi(z) +cyr(x) = fi(z)
(E2)  ayy(z) +byy(x) + cyalz) = fa(x)

Soit y(z) = y1(z) + y2(2). On a y'(z) = yi(z) + y5(z) et y"(2) = yi(z) + y5(2), donc si on
additionne (E1) et (E2) on obtient:

ay’(z) + by (z) + cy(z) = f1(z) + fa(2).

Exemple. (E) ¢"—y +y=2?+ (z+1)e”.

On a vu que y;(z) = 22 +4x+6 est une solution de y" —2y'+y = 22 et yo(z) =
est une solution de y" — 2y’ +y = (z + 1)e®, donc yo(z) = 2° +4x + 6 + (
une solution particuliere de (E).

La solution générale de (E) est y = (A + pz + 327 + 32°) €” + 2% + 4z + 6.
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3. Solution vérifiant des conditions initiales

Comme il y a deux parametres (A et p) il faut deux conditions pour déterminer entiérement
une solution.

Théoréme. Soit (E): ay” + by’ + cy = f(x).
Il existe une unique solution de (E) vérifiant y(z¢) = C et y'(zo) = C".

On ne démontre pas ce théoreme dans le cas général, on le démontrera au cas par cas.

Méthode :
— chercher la solution générale de I’équation (E) sans s’occuper des conditions initiales,
— déterminer \ et p & I'aide des deux équations y(zo) = C et y'(zo) = C.

Autres types de conditions initiales possibles:

—y(z0) = Gy et y(z1) = C1,

—y(@o) = C et y'(z1) =C".

En général il y a une unique solution, mais dans certains cas il y en a plusieurs, ou aucune.

Exemple. (E): 4" +y =0

L’équation caractéristique est 7> + 1 = 0, les racines sont i et —i. La solution générale de
(E) est y = Acosz + psinz.

e Conditions initiales y(0) =0 et y'(0) =1:

y(0) = A donc A = 0. ¢/(z) = —Asinz + pcosz, y'(0) = p donc = 1. Il y a une unique
solution, qui est y(z) = sinz.

e Conditions initiales y(0) = 0 et y(27) = 0:

y(0) = A donc A = 0. y(27r) = A = 0. Pas de condition sur p, donc toutes les solutions
y(x) = psinz conviennent.

e Conditions initiales y(0) = 0 et y(27) = 1:

y(0) = A donc A = 0. y(2r) = X\. Or A =0 # 1 donc il n’y a pas de solution.



