II1. Espaces vectoriels

7. Dimension

b) Sous-espaces vectoriels et dimension

Théoreme.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Si F' est un sous-espace vectoriel, alors F' est
de dimension finie et dim F' < dim F.

De plus, si dim F' = dim E alors F' = F.

Preuve.
On note n = dim E. Si F' = {0} alors dim F' = 0.

Supposons F' # {6} Toute famille libre de vecteurs de F' est aussi une famille libre dans F,
donc elle contient au plus n vecteurs.

Soit d le nombre maximal de vecteurs formant une famille libre de F'; par ce qui précede,
on a d < n. Soit (u,...,uy) une famille libre de F. Pour tout vecteur v € F, la famille
(u1,...,uq,v) est liée sinon le nombre d ne serait pas maximal. Donc v est une combinaison
linéaire de uy, ..., uq. Par conséquent (uq,...,uq) est une famille génératrice de F. C’est
donc une base de F', donc dim F =d < n = dim E.

De plus, si d = n alors (ug,...,uq) est une famille libre de F avec d = dim E. Par un des
résultats du paragraphe 7 a), c’est une base de F, donc F = F.

Proposition.

Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie et [’ un sous-espace vectoriel.

e Si p = dim F, il existe une base de E dont les p premiers vecteurs forment une base de F'.
e F' admet un supplémentaire dans F.

Preuve.
Soit n = dim E et (ey,...,e,) une base de F. C’est une famille libre de E donc par le
théoreme de la base incomplete, il existe des vecteurs e, ..., e, tels que (e1,...,€p, ..., €,)

est une base de F.

Sin=palors F@ {0} = E.
Sip < n,onpose G = Vect(epi1,...,e,). Alors (ept1,. .., €,) est une base de G et FHG = E.
Ceci termine la preuve.

Remarque.
Si F# E et F'# {0} alors F' admet une infinité de supplémentaires différents.

Théoreme.
Soit E et F' des espaces vectoriels de dimension finie. Alors

dim(E x F) = dim E + dim F.

Preuve. Voir le paragraphe 6 (construction d’une base de F x F).



Théoreme.
Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie. Si F' et GG sont des sous-espaces vectoriels en
somme directe alors

dim(F & G) = dim F' + dim G.

Preuve. Voir le paragraphe 6 (construction d’une base de E @ F)).

Remarque.
Pour montrer que les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires, il suffit de montrer
que FNG ={0} et dim F + dim G = dim E.

Théoreme.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Si F' et G sont des sous-espaces vectoriels alors

dim(F 4+ G) = dim F + dim G — dim(F N G).

Preuve.

Soit p = dim F, ¢ = dim G et k = dim(F N G). Soit (eq,...,e;) une base de FNG. On a
FNG C F donc on peut appliquer la proposition de la page précédente a 1'espace vectoriel
F et a son sous-espace vectoriel F'N G : on peut compléter la base de F' N G en une base
de F', qu’on note (eq,...,e,). Soit F' = Vect(eg1,-..,ep). Les sous-espaces vectoriels F” et
F N G sont supplémentaires dans 'espace vectoriel F' (par un théoreme du paragraphe 6),
c’est-a-dire F' & (FFNG) = F. Par le théoreme précédent on a donc

dim F = dim F' + dim(F N G). (1)
De méme, on a FNG C G donc on peut compléter la base de F'N G en une base de GG, qu’on
note (e, ..., €k, fit1s---, fy). Ona

F+G = Vect(ey,... ek, ...,e,) + Vect(er, ..., ek, fot1s---5 fq)

= Vect(er,..., €k €p fir1, - fo)

(on remarque que les vecteurs e, ..., e, apparaissent dans les 2 familles) et

F'+ G = Vect(egi1,...,ep) + Vect(er, ..., ex, fei1, ... fq) = Vect(er, ... ep, foits- s [q)

donc
F+G=F+G. (2)

Montrons que F” et G sont en somme directe. Soit u € F'NG. Alors u € FNG (car ' C F)
etu € F'. Or (FNG)NF' = {0} car ces sous-espaces sont en somme directe donc u = 0. On
on déduit que F' NG = {0}, donc F’ et G sont en somme directe. Par le théoreme précédent,

on a donc
dim(F' & G) = dim F' + dim G (3)

Par (2) et (3) ona FF& G = F 4+ G et dim(F 4+ G) = dim(F’ & G) = dim F’ + dim G. De
plus, par (1) on a dim F’ = dim F' — dim(F N G), on en conclut que

dim(F + G) =dim F 4+ dim G — dim(F' N G).



