IV. Applications linéaires

1. Définition et propriétés élémentaires

Soit E et F' deux espaces vectoriels sur K.

Définition. Une application linéaire de F dans F' est une application f: £ — F telle que pour
tous vecteurs u,v € E et tout scalaire A € K,

o flu+v) = f(u) + f(v),

o f(hu) = Af(u).

Si F' =K on dit que f est une forme linéaire. Si F' = E, f est appelée un endomorphisme.

Pour montrer que f est une application linéaire, il suffit de vérifier que
flu+ Av) = f(u) + Af(v) pour tous u,v € E, X € K.

Propriétés. Si f: E — F est une application linéaire alors
e /(0) =0,

Preuve.
e Soit \=0etuec E. Ona f(Au) =Af(u). Or Au = 0g et A\f(u) = 0p, donc f(0g) = Op.

e On montre par récurrence sur n la propriété suivante :
Vug, ... uy, € B, VA, o A €K ona f(Ajug + -+ Auy) = A f(ur) + -+ Ao f (un).

—Pour n=1on a f(\u;) = \uy par définition.
— On suppose que le résultat est vrai au rang n. On pose v = Ajuy + -+ + A\yu, et w = A 1Upiq.
Alors f(Aug + -+ 4+ Aty + Ap1tni1) = f(v+w) = f(v) + f(w). Par hypothese de récurrence
f) = Aif(ur) + -+ A\f(un) et par définition f(w) = Api1f(Uns1). Donc

SOy 4+ Xty + Aprting1) = Acf(un) + - 4 Ay f(un) + Mg f(Ung1),
ce qui est la propriété de récurrence au rang n + 1.
— Conclusion : la propriété de récurrence est vraie pour tout n.

Exemples.
e Soit f:R? — R? définie par f(x,y,2) = (2r — 3y,2). Siu = (z,y,2), v = (2',y,2') et A € R
alors u+ v = (z+ A/, y + N\, 2 + A\2/) et

flu+ )= 2x+ ') =3y + X)),z + \') = (20 — 3y, 2) + AN22" — 3¢/, 2') = f(u) + \f(v)
donc f est une application linéaire.

e Soit § un réel et Ry: C — C lapplication définie par Ry(z) = e?z. Si 2z = pe'® alors

Ro(2) = pe® . Ry est la rotation d’angle §. C’est un endormorphisme du R-espace vectoriel C
car si 2,2/ € Cet A € R alors Ry(z + \2') = € (2 + \2') = 2 + X2’ = Ry(2) + ARy(2').
Remarque. Ry est aussi un endomorphisme de C vu comme un C-espace vectoriel.

e Soit E I'ensemble des fonctions de R dans R et 2y € R. On définit ¢,,: £ — R par ¢(f) = f(zo)
(évaluation au point xg). C’est une forme linéaire. car pour toutes fonctions f,g € E etA € R on

a o(f 4+ Ag) = (f + Ag)(w0) = f(z0) + Ag(wo) = @(f) + Ae(g).

Image d’une base.

Soit f: E — F une application linéaire et (eq,...,e,) une base de E. On note u; = f(e;) pour
1=1,...,n. Soit v un vecteur de F, qu'on décompose dans la base de E : v = x1e1 + -+ + z,€,.
Alors f(v) = zyug + -+ + Ty,

Propriété. Si F est de dimension finie, une application linéaire est définie de facon unique si on
connait les images des vecteurs d’'une base de F.
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Réciproquement, soit (e, ...,e,) une base de F et uy,...,u, des vecteurs de F. On définit 'ap-
plication f: E — F par f(v) = zyu; + -+ + z,u, pour tout v € E, ou (xy,...,x,) sont les

coordonnées de v dans la base (ey,...,e,). Alors f est une application linéaire.
Preuve. Soit u,v € F et A\ € K. Soit (x1,...,x,) les coordonnées de u et (y,...,y,) les coor-
données de v dans la base (e, ..., e,). Alors les coordonnées de u+ Av sont (z1+Ay1, ..., Tpn+ Ayn)

donc f(u+ ) = (1 + Ayp)us + ... + (Tp + AYp)un, = 21U + -+ - + Tptly + A(Y1u1 + -+ + Ynly).
Donc f(u+ Av) = f(u) + Af(v) et f est une application linéaire.

Cas particulier. Soit (eq,...,e,) la base canonique de K™. Si f: K" — K est une forme linéaire,
alors f(x1,...,2,) =1 f(e1) + xof(e2) + ...+ z,f(ey), ot f(e1),..., f(e,) sont des scalaires.

Propriété. L’application f: K™ — K est une forme linéaire si et seulement s’il existe ay, ..., a, € K
tels que f(x1,...,2,) = @121 + asxs + . .. + a2y

Exemple. f(z,y,z) =17z — 2y 4 z est une forme linéaire de R?.

Composantes.

Définition. Si f est une application de E dans K", les composantes de f sont les
applications fi, fa, ..., f, de F dans K correspondant aux coordonnées dans K :

pour tout u € B, f(u) = (fi(u), folu), .. fulu)).

Proposition. L’application f: E — K est linéaire si et seulement si ses composantes f1, fa, ..., fn

sont des formes linéaires.

Exemple. L’application f:R* — R? définie par f(z,y, z,t) = (z + 2y + 3z + 4t, 172 — y — 5t) est
une application linéaire car par ce qui précede (x,y, z,t) — = + 2y + 3z + 4t et
(x,y,2,t) — 1Tx —y — %t sont des formes linéaires.

Opérations sur les applications linéaires.
On définit les applications f 4+ g: F — F et A\f: E— F par (f 4+ g)(u) = f(u) + g(u) et
(Af)(u) = Af(u) pour tout u € E.

Théoreme.
e Si f et g sont des applications linéaires de E dans F et A € K alors f 4+ g et \f sont des
applications linéaires.

e Si i — Fet h: ' — G sont des applications linéaires alors h o f est une application linéaire
de F dans G.

Preuve. Soit u,v € F et p € K.
e L’application f + g va de F dans F'. Elle est linéaire car

(f +9)(u+pv) = flut ) +g(utp) = f(u) + pf (v) +g(u) + pgv) = (f +9)(u) + p(f +9)(v).
e Comme f va de E dans F' et que h va de F' dans H, 'application h o f est bien définie et va de
E dans G. Notons u' = f(u) et v/ = f(v). L’application h o f est linéaire car

ho flu+ ) = h(f(u) + pf(v) = hu + ') = h(u') + ph(v') = ho f(u) + pho f(v).

2. Applications linéaires particulieres

L’application identité de FE est notée Idg ; elle est définie par Idg(u) = u pour tout u € E. Clest
une application linéaire de F dans FE.

Soit A € K. L’homothétie de rapport X est I'application linéaire f: ' — FE définie par f(u) = Au
pour tout v € E. On a f = Aldg.

Soit F4 et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F : £ = E; @ E5. On rappelle
que tout vecteur u € F se décompose de fagon unique u = uy + us avec u; € Ey et us € Fs.
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Projection.
On définit Iapplication p: E — E par p(u) = uy pour tout z € E. C’est une application linéaire,
appelée la projection sur E; parallelement a E,.

Propriété. p(u) = u < u € Fy et p(u) =0 < u € Fs.

Preuve. Soit u € E. On écrit u = uy + uy avec u; € Ey et ug € Fy et on a p(u) = uy. Si p(u) =
alors u = uy € Ey. Sip(u) = 0 alors Uy = 0etu= uy € Fy. Ceci démontre les deux implications
plu) =u=ueF etpu)=0=ucE,.

Réciproquement, si u € E; alors la décomposition de u selon Ey & Es est u + 6, donc p(u) = u.
Si u € Ey alors la décomposition de u selon F; @& Fs est 0+ u, donc p(u) = 0. Ceci démontre les
deux implications u € E; = p(u) et u € Ey = p(u) = 0. La preuve est terminée.

Symétrie.
On définit I'application s: E — FE par s(u) = u; — up pour tout u € E. C’est une application
linéaire, appelée la symétrie par rapport a E; parallelement a FE,.

Propriété. s(u) =u < u € F et s(u) = —u < u € Fy.

Preuve. La preuve ressemble a la précédente.

Soit u € E. On écrit u = u; +uy avec uy € Fy et ug € Ey et on a s(u) = u; — ug. Si s(u) = wu alors
Uy +us = uy — us donc 2us = 0, donc uy = 0 et u = uy € Fy. Si s(u) =, alors u; +us = —(ug —u2)
donc 2u; = 6, donc u; = 0etu= Uy € Fy. On a montré les deux implications “=".
Réciproquement, si v € E; alors la décomposition de u selon Fy & E5 est u + 6, donc s(u) = u.
Si u € Es alors la décomposition de u selon E; @& F5 est 0 + u, donc s(u) = —u. On a montré les
deux implications “<=.” Ceci termine la preuve.

3. Matrice d’une application linéaire

On considere deux espaces vectoriels E et F' de dimension finie, B = (ey,...,e,) une base de F

et B' = (e},...,e,) une base de F.

Définition. Soit f: E — F une application linéaire. La matrice de f dans les bases B et B’
est la matrice de taille n x p dont les coefficients de la j-ieme colonne sont les coordonnées du
/

vecteur f(e;) dans la base (e}, ..., ¢e,).

Si F'= E et B’ = B alors cette matrice est appelée la matrice de f dans la base B.

Quand E = R" et F' = R? on utilise souvent les bases canoniques de E et F'.

Exemple 1. Soit f:R3 — R? définie par f(z, y, z) = ( —3y+z,x+2).
Base canonique de R? : (ey, 9, €3) avec e; = (1,0,0), ex = (0,1,0), e3 = (0,0, 1).
Base canonique de R? : (e}, €}) avec €] = (1,0) et ¢ = (0 1,0).

Ona: fler) = (2,1) = 2¢; + ¢, f(ez) = (—3,0) = —3¢; +0ch, f(es) = (1,1) = | + e,

donc la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R? est ( ? _g 1 )

Exemple 2. Soit £ un espace vectoriel de dimension n et B = (e, ..., e,) une base quelconque.

La matrice de I'application identité dans la base B est la matrice identité I,, car Idg(e;) = e; pour
i1=1,...,n

Exemple 3. Soit f:R? — R? I'application linéaire telle que f(z,y) = (53, =¥). Soit u; = (1, 1),
uy = (1,—1), B la base canonique de R? et B’ = (uy,uz); B’ est aussi une base de R2.

)

La matrice de f dans la base B est (

N[00 [ =
N[O [



flur) = (1,1) = ug = uy + Oug et f(uz) = (0,0) = Ouy + Ouy donc les coordonnées de f(u1) dans
la base (uy,us) sont (1,0) et les coordonnées de f(uz) dans la base (uy, us) sont (0,0). La matrice

de f dans la base B’ est ( (1) 8 )

f est la projection sur Ru; parallelement a Ruy car ces deux applications coincident sur la base
(u1,us). C’est une base adaptée a la projection.

Théoréme. Soit f: E — F une application linéaire et soit A la matrice de f dans les bases
B=(e1,...,e,) et B'=(e],...,e,). Soit u un vecteur de F, on note
L1 Y1

U= : et V= : ou (x1,...,x,) sont les coordonnées de u dans la base B et ou

Ty, Yp
(Y1, -..,Yyp) sont les coordonnées de v = f(u) dans la base B'. Alors V = AU.

Preuve.

Soit C1,...,C, les colonnes de A. Par définition de A, les coefficients de C; sont les coordonnées
de f(e;) dans la base B’. On a vu dans le chapitre précédent que AU = x,Cy + 22Cy + - - - + 2,C,,.
Donc les coefficients de la matrice colonne AU sont les coordonnées dans la base B du vecteur
w1 f(er) +@af(e2) + -+ flen).

Or u = mxe; + -+ xpe,, done f(u) =z f(er) +xaf(e2) + -+ -+, f(e,), autrement dit AU = V.

Exemple. Soit f:R?® — R? définie par f(z,y, 2) = (22 — 3y + 2,z + 2). Sa matrice dans les bases
: ( 2 =31 )
canoniques est A =

101
: X
Al2]= (—1) donc f(1,2,3) = (—1,4). De facon générale, A [ y | = (2x—3y+z>.
' T+ z
’ z
Théoreme.

e Soit f et g des applications linéaires de E dans F' et A € K. Si A est la matrice de f et si B est
la matrice de g dans les bases B, B, alors A + B est la matrice de f + g dans ces bases et AA est
la matrice de Af.

e Soit f: E — F et g: ' — G des applications linéaires. Si A est la matrice de f dans les bases
B, B’ et si B est la matrice de g dans les bases B’ et B” alors BA est la matrice de g o f dans les
bases B, B".

Preuve.

e Soit B = (eq,...,e,). On note Ay, ..., A, les colonnes de A et By, ..., B, les colonnes de B. On
a (f+g)(e;) = f(ei) + g(e;), done la i-ieme colonne de la matrice de f + g est A; + B;. On en
déduit que la matrice de f + g dans les bases B, B’ est A + B. De méme la matrice de Af est \A
car (Af)(e:) = Af(e:).

e Soit B = (ey1,...,e,), p=dimF et ¢ = dimG. Soit v € F, notons (z1, ..., x,) les coordonnées
de u dans la base B, (v, . .., yp) les coordonnées de v = f(u) dans la base B’ et (z1, ..., z,) les coor-
données de g(v) = go f(u) dans la base B”. Notons X, Y, Z les matrices colonnes correspondantes.
On a vu au théoreme précédent que ¥ = AX et Z = BY. On a donc Z = B(AX) = (BA)X.
Appliquons ce résultat pour u = e; :onax; = 1 et z; = 0si j # 0 donc la matrice (BA)X est égale
a la i-ieme colonne de BA. Par définition Z est la matrice des coordonnées de go f(u) = go f(e;)
dans la base B”. Comme Z = BAX, on en déduit que les colonnes de la matrice BA sont les
coordonnées de (go f(ey1),...,g0 f(e,)) dans la base B”, autrement dit BA est la matrice de go f
dans les bases B, B”.



4. Définitions : injection, surjection, bijection, isomorphisme

Définition.
Soit p: X — Y une application.

— ¢ est injective si deux éléments distincts ont des images distinctes, autrement dit un élément
de Y a au plus un antécédent (éventuellement zéro), ou encore : p(z) = p(y) = = =y.
(C’est généralement cette derniére propriété qu’on utilise pour montrer l'injectivité.)

— ¢ est surjective si tout point de Y a au moins un antécédent (éventuellement plusieurs), ce
qu’on peut écrire p(X) =Y.

— @ est bijective si elle est injective et surjective, autrement dit tout élément de Y a un et un
seul antécédent. Cela signifie exactement que ¢ est inversible.

Exemple 1.

e:R — R est injective. En effet, si e* = e¥ alors on peut prendre In de chaque coté (car e > 0 et
e? > 0) et on trouve x = y. Mais elle n’est pas surjective car Vo € R, e > 0 donc par exemple —1
n’a pas d’antécédent (de méme que tout point y < 0).

Exemple 2.
Soit p: R — R, p(z) = &+ 3. @ est injective car si x +3 = 2’ 4 3 alors x = 2/. ¢ est surjective car
si y € R alors p(y — 3) = y. Donc ¢ est bijective.

Ceci revient a dire que dans ’équation y = ¢(x) d’inconnue z il y a une et une seule solution x
(qui dépend de y). Ici z =y — 3 et p ! (y) =y — 3.

Définition.
Soit E, F' deux espaces vectoriels. Un isomorphisme de E sur F' est une application linéaire
f:E — F qui est bijective.

Théoreme.
Soit E, I deux espaces vectoriels. Si application f est un isomorphisme de E sur F alors f~! est
un isomorphisme de F' sur F

Preuve.

Puisque f: E — F est une bijection, on sait que f~': F — F existe et est une bijection. Il reste &
montrer que c’est une application linéaire.

Soit v,v' € F et A € K. On pose u = f~}(v) et /' = f~1(v'), on a f(u) =v et f(u') =v'. Comme
f est lindaire, on a f(u + M) = f(u) + Af(v/), donc f(u + M) = v+ A\v'. En prenant f~1, on
trouve u+ A’ = (v + M), autrement dit f~!(v) + Af7H (V") = fH (v + A\'), ce qui prouve que
f~1 est linéaire.

Définition.
On dit que les espaces vectoriels E et F' sont isomorphes ou que E est isomorphe a F' s’il existe
un isomorphisme de F sur F'.

Exemple.

Soit f: Ma(R) — RY, f ( a b

e d ) = (a,b,c,d). f est une application linéaire et c’est une bijection,
a b

de bijection réciproque f~!(a,b,c,d) = ( . d ) Donc My(R) et R* sont isomorphes.



5. Image d’un sous-espace vectoriel, noyau

Dans cette partie, ' et F' sont des espaces vectoriels sur K et f: E — F' est une application
linéaire.

Définition.
Si A est une partie de E, on note f(A) ={f(z) € F |z € A}).

Théoréeme.
Si G est un sous-espace vectoriel de E alors f(G) est un sous-espace vectoriel de F'.

Preuve.

Ona0eGet f(0)=0,donc 0 f(Q) et f(G) # 0.

Soit v,v" € f(G) et A € K. Par définition il existe u,u’ € G tels que f(u) = v et f(u') ='. On
a donc v+ M\ = f(u) + Af(u') = f(u+ M) car Papplication f est linéaire. Or u + M’ € G car
G est un sous-espace vectoriel, donc v + A’ € f(G). L'ensemble f(G) est donc un sous-espace
vectoriel de F'.

Définition.
On appelle image de f l'ensemble f(E) et on le note Imf. C’est un sous-espace vectoriel de F.

On appelle noyau de f 'ensemble des vecteurs u € E tels que f(u) = 0 et on le note Kerf. Cest
un sous-espace vectoriel de F.

Preuve.

Montrons que Kerf est un sous-espace vectoriel. On a f (6) =0 donc 0 € Kerf et Kerf # (). Soit
u,u’ € Kerf et A € K. Par définition f(u) =0et f(u') =0, donc f(u+ ') = f(u) + Af(u') =0,
ce qui implique que u + A\u’ € Kerf. On en déduit que Kerf est un sous-espace vectoriel de E.

Théoreme.
L’application linéaire f est injective si et seulement si Kerf = {0}.

Preuve.
Supposons que f est injective. Soit u € Kerf. On a f(u) = 0 = f(0), donc par injectivité u = 0.
Par conséquent Kerf = {0}.

Réciproquement, supposons que Kerf = {6} Soit u,v € E tels que f(u) = f(v), autrement dit
f(u) — f(v) = 0. Comme f est linéaire, on a f(u) — f(v) = f(u —v) = 0, donc u — v € Kerf.
On en déduit que u — v = 0, c’est-a-dire u = v. Par conséquent f est injective. Ceci termine la
preuve.

Par définition, f est surjective si et seulement si Imf = F'.
On utilise souvent ces résultats sous la forme suivante :

Théoreme.
L’application linéaire f est un isomorphisme si et seulement si Kerf = {0} et Imf = F.

Théoreme.
Soit G un sous-espace vectoriel de E. Si G est engendré par uy, ..., u; alors f(G) est engendré
par f(uy),..., f(ug). En particulier dim f(G) < dimG.

Si E est de dimension finie, dimImf < dim E. La dimension de Imf est appelée le rang de f.

Preuve.
Comme u; € G on a f(u;) € f(G). Soit v € f(G). Par définition il existe u € G tel que f(u) = v.
Comme G = Vect(uq,...,u), il existe des scalaires Aj,..., \; tels que u = Ajug + -+ + Apug.
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Par conséquent, v = f(Ajug + -+ 4+ MNgug) = A f(ur) + - + M\ f(ug). Ceci montre que la famille
(f(ur), ..., fux)) engendre f(G).

Si dimG = k, il existe (uy,...,ux) une base de G, donc f(G) = Vect(f(u1),..., f(ur)) et
dim (G) < k.

Exemple.
Il n’existe pas d’application linéaire surjective f: R? — R? car dimImf < 2 < dim R3.

Théoreme.
Supposons que F est de dimension finie. Soit (ey,...,e,) une base de E et soit f: £ — F une
application linéaire. L’application f est un isomorphisme si et seulement si (f(ey),..., f(e,)) est

une base de F.

En particulier, si f est un isomorphisme alors dim £ = dim F'.

Preuve.
Supposons que f est un isomorphisme et montrons que (f(ey),. .., f(e,)) est une base de F. L’ap-
plication f est surjective donc Imf = F. Comme (eq,...,e,) engendre E, le théoreme précédent

implique que la famille (f(e1), ..., f(e,)) engendre f(E) = F.
Soit A1, ..., A, des scalaires tels que A;f(e1) + -+ + A, f(e,) = 0. Par linéarité, on obtient que
f(\er + -+ Apen) =0, et en prenant f~! on trouve Aje; + - -+ + A\pe, = 0. Comme (ey, ..., e,)

est une famille libre de E, ceci implique que A\; = - -+ = \,, = 0. Par conséquent, (f(e;1),..., f(en))
est une famille libre de F.

La famille (f(ey),..., f(e,)) est libre et génératrice dans F', donc c’est une base de F.
Réciproquement, supposons que (f(e1),..., f(e,)) est une base de F' et montrons que f est un
isomorphisme. Le théoreme précédent implique que (f(e1), ..., f(e,)) engendre Imf ; comme c’est
une famille génératrice de F', on obtient que Imf = F', autrement dit f est surjective.

Soit u € E et (x1,...,x,) ses coordonnées dans la base (e1,...,e,). Onau = z1e;+- - -+x,e, donc
fu) =z f(er) + -+ + x,f(ey), autrement dit (xq,...,x,) sont les coordonnées de f(u) dans la
base (f(e1),..., f(en)). Si f(u) = 0 alors les coordonnées de f(u) sont nulles : zy = --- = x,, = 0,

donc on a aussi u = 0. Par conséquent, Kerf = {0} et par un théoreme vuprécédemment f est
injective.
L’application linéaire f est surjective et injective, donc c¢’est un isomorphisme.

Théoréme.

Suposons que E et I sont de dimension finie. Alors E et F' sont isomorphes si et seulement si
dim £ = dim F.

Preuve.

Soit n = dim E. Soit (ey, ..., e,) une base de E. Supposons que F et F' sont isomorphes : il existe
un isomorphisme f: £ — F. Par le théoreme précédent, (f(e1),..., f(e,)) est une base de F' donc
dim F' = n.

Réciproquement, supposons que dim F' = n. Soit (uq, ..., u,) une base de F. Nous avons vu qu’on
peut définir une application linéaire f: ¥ — F en posant f(e;) = u; pour i = 1,...,n. Par le

théoreme précédent, f est un isomorphisme, autrement dit E et F' sont isomorphes.

Le théoreme suivant s’appelle également théoréme de la dimension ou théoréme du rang.

Théoreme noyau-image.
Si E est de dimension finie alors

dim £ = dim Ker f + dim Im f.



Preuve.
Puisque E est de dimension finie, le sous-espace vectoriel Ker f admet un supplémentaire dans FE.
Choisissons-en un et appelons-le G. Cela signifie que £ = G + Kerf et GN Kerf = {0}.

Soit g: G — Imf D'application définie par g(u) = f(u) pour tout u € G (c’est une restriction de
lapplication f). Calculons Ker g. Soit v € G tel que g(u) = 0, autrement dit f(u) = 0. On a donc
u € GNKerf, donc u = 0. Par conséquent Ker g = {0} donc g est injective.

Soit v € Imf. Par définition il existe u € E tel que f(u) = v. Puisque F = G + Kerf, il existe
up € G et ug € Kerf tels que u = uy + us. Alors

v=f(u) = flur +us) = flwr) + fluz) = flwr) +0 = g(w).

L’application g:G — Imf est donc surjective. Par conséquent g est un isomorphisme de G sur
Imf, donc dim G = dim Im f. Enfin, puisque £ = Kerf & G, on a dim £ = dim Ker f +dim G donc
dim E = dim Ker f + dim Im f. Ceci conclut la preuve.

Exemple 1.

Soit f:R™ — R, f(x1,...,2,) = a121 + -+ + apT, avec ay,...,a, sont tous nuls. Si (e,...,e,)
est la base canonique de R", on a f(e;) = a;. Donc Imf # {0}. Par conséquent dimImf > 1
et comme Imf est inclus dans R qui est de dimension 1, on a dimImf = 1. Par le théoreme
noyau-image, on en déduit Kerf est de dimension n — 1, autrement dit le sous-espace vectoriel
d’équation cartésienne a1x; + - - - + a,x, = 0 est de dimension n — 1.

Exemple 2.
Il n’existe pas d’application linéaire injective f:R3 — R? car dimImf < dimR? = 2 et comme
dim Ker f = dimR? — dim Imf on a dim Kerf > 1.

Théoreme.

Supposons que dim E = dim F'. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
— f est injective,

— f est surjective,

— f est un isomorphisme.

En général, il est plus facile de montrer qu’une application est injective (en montrant Kerf = {0}).

Preuve.

On a les équivalences suivantes :

e f injective & Kerf = {0} < dimKerf = 0.

e f surjective & Imf = F & dimImf = dim F' < dimImf = dim E.

Le théoreme noyau-image nous donne que dim £ = dim Ker f + dim Im f donc on a I’équivalence
dimKerf = 0 & dimImf = dim £, autrement dit f est injective si et seulement si elle est
surjective. Donc, si on suppose que f est injective ou surjective, elle est bijective. Et si on suppose
que f est bijective, elle est évidemment injective et surjective.

Exemple.

Soit f:R* — R? f(z,y) = (x +y,x —y). Cherchons Kerf. f(z,y) = 0 est équivalent &
r +y = 0 r +y = 0
x —y = 0 -2y = 0

donc y = 0 et z = 0. On a montré que Kerf = {0} donc f est un isomorphisme (ici E = F = R?
donc évidemment dim E = dim F)).



6. Matrice d’une application inversible

Théoreme.

Soit E' et E’ des espaces vectoriels de méme dimension n, B une base de E et B’ une base de
E’'. Soit f:E — F une application linéaire et soit A sa matrice dans les bases B et B’. Alors
Iapplication f est un isomorphisme si et seulement si la matrice A est inversible.

De plus, si f est un isomorphisme alors A~! est la matrice de f~! dans les bases B et B.

Preuve. Supposons que f est un isomorphisme. Soit M la matrice de f~! dans les bases B’ et B.
Par un théoréme vu au paragraphe 3, la matrice M A est la matrice de I'application f~! o f dans
les bases B et B. Or f~'o f = Idg et la matrice de Idg dans la base B est la matrice identité, donc
MA = 1,. On a de méme f o f~! = Idp et sa matrice dans la base B’ est AM, donc AM = I,,.
On en déduit que A est inversible et M = A~L.

Réciproquement, supposons que A est inversible. Soit g: F' — FE I'application linéaire telle que les
coordonnées de g(u!) dans la base B sont les coordonnées de la colonne i de la matrice A~ (on
a vu qu’on peut définir une application linéaire en donnant les images des vecteurs d'une base).
Autrement dit, A7! est la matrice de g dans les bases B’ et B. La matrice A™'A = I, est la
matrice de 'application g o f dans la base B. Or I, est la matrice de Idg dans la base B, donc
go f = 1Idg (ces deux applications linéaires ont la méme matrice, donc elles coincident sur une
base, donc elles sont égales). De méme, la matrice AA™! = I, est la matrice de f o g dans la base
B', donc f o g =1Idr. On en déduit que f est inversible et g = f~1.

7. Changement de bases

Définition.

Soit B = (uy,...,u,) et B’ = (u},...,u),) deux bases de E. La matrice de passage de la base
B a la base B’ est la matrice carrée P € M, (K) dont les coefficients de la colonne i sont les
coordonnées du vecteur u; dans la base B.

Exemple.
Soit £ = R? u; = (1,0), up = (0,1), B = (u1,uz) (c’est la base canonique de R?), v} = (1, 1),
uh = (2,3) et B' = (u},u}); on peut montrer que B’ est une base de R%. La matrice de passage de

BéB’estP:(l 2

1 3 )
On a (1,0) = 3(1,1) — (2,3) et (0,1) = —2(1,1) + (2,3), autrement dit vy = 3u} — u} et
uy = —2u} + uh. Donc les coordonnées de u; dans B’ sont (3,—1). et les coordonnées de us
dans B’ sont (—2,1). La matrice de passage de B’ a B est : P/ = ( _31 _12 )

Propriétés des matrices de passage.

Considérons 'application identité Idg: E — E. On a Idg(u}) = w, donc par définition la matrice
de l'application Idg dans les bases B et B’ est la matrice de passage P. Comme 'application Idg
est un isomorphisme, on en déduit que P est inversible et que P~! est la matrice de I’application
Id;' = Idg dans les bases B et B. Par conséquent P! est la matrice de passage de B’ a B.

Soit v € E. Notons (z1,...,x,) les coordonnées de v dans la base B, (z1, ..., z!) les coordonnées
T )

de v dans la base B’ et X = L X =
Tn, x

On a I'égalité v = Idg(v), ce qui se traduit par la relation matricielle X = PX".



Propriétés.

Soit B et B’ des bases de E et soit P la matrice de passage de B a 5.

e La matrice P est inversible et son inverse P~! est la matrice de passage de B’ a B.

e Si X représente les coordonnées d’'un vecteur u dans la base B et si X' représente les coordonnées
de u dans la base B’ alors X = PX'.

Attention au piege!
P s’appelle la matrice de passage de B a B’ mais la formule X = PX’ donne les coordonnées
dans B en fonction des coordonnées dans B’, et non 'inverse.

Pour avoir les coordonnées dans B’ en fonction des coordonnées dans B, il faut utiliser la formule
X' =P1X.

Formule de changement de bases.

Théoreme.
Soit B et B’ des bases de F et P la matrice de passage de B a B'. Soit f: £ — E un endomorphisme
de E, A la matrice de f dans la base B et A’ la matrice de f dans la base B’. Alors on a la formule

de changement de bases suivante :
A= P7LAP.

Preuve. Nous avons déja vu que P est la matrice de Idy dans les bases B et B’ et que P! est la
matrice de Idg dans les bases B’ et B. Par un théoreme vu au paragraphe 3, AP est la matrice de
foldg dans les bases B’ et B, et de méme P~!'(AP) est la matrice de Idg o f oIdg dans la base B'.

Or Idg o foldg = f donc P71AP est la matrice de f dans la base B', c’est-a-dire P~1AP = A’.
Ceci termine la preuve.

Remarque.

La formule du changement de base a un intérét théorique mais en pratique on ne 1'utilise pas pour
calculer A’ a partir de A et de P. Pour calculer A’, on revient a la définition de la matrice d'une
application dans une base.

Exemple.
Cet exemple illustre a quoi peut servir la formule de changement de bases.

3 1
Soit u; = (1,1) et uy = (1,3). Les vecteurs uy,us forment une base de R? car ils ne sont pas
colinéaires (c’est-a-dire ils ne sont pas proportionnels).

On a f(uy) = (2,2) = 2uy et f(uz) = (1,3) = u; donc la matrice de f dans la base (uy,us) est

. P . . -1
Soit f:IR? — R? ’application linéaire dont la matrice dans la base canonique est A = % ( > > .

A = é g . Les puissances de A’ se calculent facilement par récurrence :
10 10 1 0
2 _ 3 _ mo_ . >
A (0 4>,A (0 8),...etA (O 2n)pourtoutent1ern_1.

11

1 3 ) Si on calcule son

La matrice de passage de la base canonique a la base (u1,us) est P = (

3 -1
. -1 _1
inverse, on trouve P~ = 3 ( 1 1 )

On a A = P 'AP donc A = PA'’P~'. Calculons les puissances de A en fonction de A’ :

A2 = (PAP V) (PAPY) = PA2P-', A% = A2A = (PA?PV)(PA'P') = PABP!, .
A" = PA™P~! Si on utilise la formule de A™ pour calculer le produit PA™P~!, on trouve :

1 __on _ n

oL ( 3—-2 1+2

ol 3-39n _1+32n) pour tout entier n > 1.
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