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Mathématiques
Feuille d’exercices 6

Exercice 1 Parmi les applications suivantes, lesquelles sont linéaires? Pour celles qui le sont, en
déterminer le noyau, I'image, préciser si 'application est injective, surjective, bijective, et écrire la
matrice associée dans les bases canoniques.

( ) f1R2HR7 (Ivy)'_)xz%

(b) f2: R — R2%; 2 — (0,2z),
(c) f3:C—>C;z—7Zz ouC est vu comme un C-espace vectoriel,
(d :C—C; z—7Zz ouC est vu comme un R-espace vectoriel,

5:R* = R; (r,y) » 2z +y+1,

FR? R (2,y) = (54 55Y),

(R? = R (2,y,2) — (x4 y, 2 — 2y + 2),
Rn[X] —>Rn[X], P— P

: Ry [X] — Ry [X]; P— XP.

@
NabENaP NGNS NSNS NS N

-
N

—_

Exercice 2 On considere I'application linéaire f de R? dans R? définie par
flzyy,z) = (x+y+2z20+y 2z +2).

(a) Montrer que f est bijective et calculer f~1.

(b) Soit F = {(x,y,2) € R?, 2z +y + 2z = 0}. Déterminer un systéme d’équations de f(F) dans
la base canonique de R3.

Exercice 3 On considere I'application linéaire de R? dans R? définie par
flzyy,z) = (x+ 2y — 22,20 + y — 22,22 + 2y — 32)

et up = (1,1,1), us = (—1,1,0) et uz = (1,0, 1).
(a) Ecrire la matrice A de f dans la base canonique de R3.
(b) Calculer f(u1), f(u2) et f(us) et écrire la matrice A’ de f dans la base B’ = {uy, u2, us}.
(c) Trouver une matrice inversible P € M3(R) telle que P~1AP = A’

Exercice 4 Soit f Iapplication linéaire de R? dans R? définie par

et up =(1,1,2), ue = (1,0,1), ug = (1,—-1,1), v1 = (1,1) et v3 = (1,—1).
(a) Montrer que & = {u1, uz,uz} est une base de R3 et que U = {v1,v2} est une base de R2.

(b) On note B (resp. B5) la base canonique de R3 (resp. R?). Ecrire la matrice associée & f
dans les bases :

(i) B3 et By
(ii) %3 et ‘Y
(iii) et B



Exercice 5 Soit p un endomorphisme d’un espace vectoriel E tel que p? = p.

1. Montrer que, pour tout * € E, on a x — p(x) € Ker(p). En déduire que l'on a FE =
Ker(p) + Im(p).

2. Montrer que 'on a FE = Ker(p) @ Im(p). En déduire que p est la projection sur Im(p)
parallelement a Ker(p).

Exercice 6 Soient o € R et f,: R* — R3 P'application linéaire dont la matrice dans les bases
canoniques est

1 o 0 a-—1
0 -1 1 «
1 0 « 1

Déterminer, suivant la valeur de «, le rang de f,, une base de Im(f,) et une base de Ker(f,).



