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Introduction

Un systeme dynamique topologique (X,T') désigne une application continue 7: X — X, ou
X est un espace compact métrique. La dynamique est obtenue en itérant l’application, T™
désignant T composée n fois (T'oT o --- o T). Dans ce mémoire, nous nous intéressons a des
systemes ol X est un intervalle compact, ou plus généralement un graphe topologique, c’est-a-
dire un espace compact connexe obtenu en recollant un nombre fini de segments par certaines
de leurs extrémités.

Une des motivations pour étudier la dynamique en dimension 1, outre son intérét propre,
est d’essayer de comprendre certaines dynamiques en dimension supérieure. Plusieurs notions
de comportement chaotique ont été introduites a partir des années 1970. Comme les systemes
dynamiques sur I'intervalle sont parmi les plus simples tout en exhibant pour certains des com-
portements chaotiques, ils ont été largement étudiés, avec 1’espoir de mieux comprendre les
comportements complexes en jeu et de mettre en lumiere des comportements similaires dans
d’autres systemes. Par ailleurs, dans un certain nombre de cas, on peut se ramener a étudier
un systeme dynamique de dimension plus petite, notamment en considérant la section d’un
flot ou l'action sur des fibres, ou en se restreignant a la partie <la plus intéressante> de la
dynamique, qui peut étre de dimension inférieure. Par exemple, cette idée a été appliquée
avec succes pour étudier les flots de Lorenz en dimension 3, qui sont donnés par le systeme
d’équations différentielles Cfl—f =o(y —z), % =rr—y—xz, ‘fl—f = xy — bz, ou o,r,b sont des
constantes strictement positives. Pour des parametres variant dans un certain domaine, on a
un feuilletage contractant et, en identifiant les points des feuilles contractantes, on peut se ra-
mener a un semi-flot sur une variété ramifiée de dimension 2 ; puis en considérant une certaine
application de premier retour, on obtient une application de l'intervalle [0,1] dans lui-méme,
discontinue en un unique point ¢ €]0, 1], croissante sur [0, [ et |¢, 1], qui est appelée une applica-
tion de type Lorenz (voir par exemple [Spa82]). On peut également citer les homéomorphismes
de surface auxquels on peut associer une dynamique sur des graphes topologiques, ainsi que
des train-tracks (voir par exemple [FL99, BH95] pour des constructions sur le disque et les sur-
faces). Notons cependant que la dimension 1 engendre des propriétés spécifiques, ce qui fait que
les systemes dynamiques en dimension 1 ne peuvent pas étre des modeles pour des dynamiques
quelconques. Sur I'intervalle, les diverses notions chaotiques ont souvent des relations entre elles,
méme quand elles peuvent apparaitre de facon disjointe dans d’autres espaces; par exemple, il
existe des systemes dynamiques topologiquement mélangeants d’entropie nulle, alors que toute
transformation de l'intervalle topologiquement mélangeante a une entropie strictement positive.
Les points périodiques occupent une place importante dans I’étude de la dynamique en dimen-
sion 1. Un point x est périodique de période n pour la transformation 7" si T"(z) = x avec n le
plus petit entier strictement positif ayant cette propriété. Non seulement les points périodiques
apparaissent de facon abondante en dimension 1, mais les périodes donnent également des ren-
seignements sur la dynamique. Par exemple, une transformation de l'intervalle a une entropie
topologique non nulle si et seulement s’il existe un point périodique dont la période n’est pas
une puissance de 2; et une transformation du cercle n’a pas de point périodique si et seulement
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si elle est de degré 1 et a un unique nombre de rotation, qui est irrationnel.

Une question classique de la dynamique en dimension 1 est la caractérisation des ensembles
d’entiers pouvant étre réalisés comme ensembles de périodes. La premiere réponse vient du
théoreme de Sharkovskii [Sha64a, Sha95], qui a motivé les travaux ultérieurs.

Théoréme de Sharkovskii. L’ordre de Sharkovskii est défini comme suit :
34547<99<9---92-3192-5<---12%.3122.51---<122 <922 92<1.

On note > lordre inverse, et >, < les inégalités larges associées.
Soit I un intervalle compact et f: I — I une fonction continue. Si f a un point périodique
de période n, alors f a des points périodiques de période m pour tout m < n.

Le théoreme de Sharkovskii implique de I'ensemble des périodes d’une transformation de
Iintervalle est égal a un segment terminal de ’ordre de Sharkovskii, c’est-a-dire un ensemble de
la forme S(n) = {m € IN* | m <n} pour un n € IN* ou §(2*°) = {2¥ | k € IN} ; en fait, tous les
segments terminaux peuvent étre réalisés comme ensemble de période [Sha64a, Ste77, BP7S].

Ce résultat a été généralisé par étapes aux arbres, c’est-a-dire aux graphes topologiques
sans sous-espace homéomorphe a un cercle. Pour chaque entier p > 2, le p-ordre de Baldwin
est un ordre partiel sur IN* ; pour p = 2, il coincide avec 'ordre de Sharkovskii. L’ensemble des
périodes d’une transformation continue d’un arbre dans lui-méme est I’union d’un nombre fini
de segments terminaux d’ordres de Baldwin et d’un ensemble fini [AJMO05b].

Une autre direction est donnée par 1’étude des graphes topologiques qui ne sont pas des
arbres. Les transformations du cercle présentent en effet un comportement nouveau : ’ensemble
des périodes dépend du degré de la transformation et, dans le cas du degré 1, de I'intervalle de
rotation. Si f est une application continue du cercle $ = R/Z dans lui-méme, on considere un
relevement de f, c’est-a-dire une application F': R — R telle que mo f = fom,ounm: R — R/Z
est la projection canonique. Il existe un unique entier d € Z, appelé le degré de f ou de F, tel
que pour tout x € R, F(z + 1) = F(x) + d. Si |d| > 2, 'ensemble des périodes de f est égal a
IN* (sauf quand d = —2, ou il peut également étre égal & IN* \ {2}). Si d = 0 ou —1, I’ensemble
des périodes de f est de la forme S(n) pour un certain n € IN* U {2°°}, comme dans le cas des
transformations de 'intervalle. Dans le cas d = 1, on définit le nombre de rotation d’'un point
z € R par

F"(z) —
pe@) = tim DT

si cette limite existe, et Rot(F) & {p(z) | = € Ret p,(z) existe}. L’ensemble Rot(F) est
un intervalle compact non vide, appelé intervalle de rotation de F' ou de f. Remarquons que
I'intervalle de rotation de f est défini modulo ’addition d’un entier : si F” est un autre relevé de
f, il existe k € Z tel que F' = F 4+ k, et on a Rot(F’) = Rot(F) + k. L’ensemble des périodes de
f contient ’ensemble de tous les dénominateurs des rationnels (non nécessairement écrits sous
forme irréductible) & l'intérieur de l'intervalle de rotation de f. C’est Misiurewicz [Mis82] qui a
déterminé les ensembles de périodes des transformations du cercle de degré 1. La caractérisation
de ’ensemble de périodes pour une transformation f de degré d différent de 1 est plus simple
que le cas de degré 1; elle est due a Block, Guckenheimer, Misiurewicz et Young [BGMYS80].

Peu de choses ont été faites concernant les ensembles de périodes de transformations sur
un graphe topologique qui n’est ni un arbre ni le cercle. Seuls deux cas ont été étudiés par le
passé : le graphe en forme de o [LL95], qui est le graphe le plus simple dans cette classe, et
le graphe en forme de 8 [LPRO3], en se limitant dans les deux cas aux transformations fixant
le point de branchement ; cette hypothese facilite grandement I’étude, tout comme dans le cas
des arbres ou les transformations fixant les points de branchement ont été étudiées en premier.
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Caractériser les ensembles de période pour n’importe quel graphe est un objectif lointain. Le
chantier étant vaste, nous nous sommes intéressés pour commencer aux graphes ayant le type
d’homotopie du cercle, et plus particulierement aux transformations de degré 1 sur ces graphes,
le degré 1 semblant le cas le plus riche, comme pour le cercle. Nous avons développé une théorie
de rotation pour les transformations de degré 1 sur une famille de graphes topologiques, incluant
tous les graphes ayant le type d’homotopie du cercle. Nous espérons que cette théorie de rotation
permettra de caractériser précisément les ensembles de périodes de ces transformations ; ce sera
I’objet de recherches futures.

Contenu du mémoire

Ce mémoire comporte cing chapitres ou sont présentés mes travaux, suivis d’un chapitre de
perspectives et d’un glossaire.

Les deux premiers chapitres traitent de dynamique sur 'intervalle. Dans le premier chapitre,
nous nous intéressons & certaines propriétés < chaotiques > des transformations continues d’un
intervalle compact dans lui-méme. Nous commencons par donner un rapide apercu de I'état
de l'art, puis nous étudions deux notions distinctes : d’une part I'existence d’un sous-systeme
transitif sensible (aussi appelé chaos au sens de Wiggins), qui apparait étre une notion in-
termédiaire entre ’entropie topologique non nulle et le chaos au sens de Li-Yorke [5]; d’autre
part les transformations densément chaotiques (c’est-a-dire pour lesquelles les couples de Li-
Yorke sont denses), dont nous étudions la structure [6].

Le chapitre suivant est consacré a l’existence ou non de mesures d’entropie maximale pour
des transformations de lintervalle. Nous présentons l'outil principal qui consiste a associer
une chaine de Markov topologique & une transformation de l'intervalle. Puis nous exposons les
résultats pour les transformations continues par morceaux. Enfin nous parlons des transforma-
tion C" : nous donnons un critere d’existence de mesure d’entropie maximale [7] et nous parlons
d’un exemple sans mesure d’entropie maximale [1], [4].

Nous changeons ensuite de cadre pour nous intéresser a des dynamiques sur des graphes topo-
logiques. Dans le troisieme chapitre est présentée la théorie de rotation pour des transformations
continues de degré 1 sur certains graphes topologiques [8]. On considére un graphe topologique
G ayant une unique boucle S (une boucle étant un sous-espace homéomorphe a un cercle) et une
transformation continue f: G — G, de degré 1 par rapport a la boucle. Pour définir les nombres
de rotation, on considere T le revétement universel de G, m: T' — G la projection canonique et
F: T — T un relevement continu de f; pour simplifier, on suppose dans cette introduction que
T C C et que 7 1(S) coincide avec R, pour que les opérations arithmétiques ci-dessous n’aient
pas besoin d’étre définies. L’application F' est de degré 1 si Vo € T, F(x + 1) = F(z) + 1. On
définit alors le nombre de rotation d’un point = € T par p(z) = limy,— 4o %, quand cette
limite existe. Les points périodiques de f correspondent aux points périodiques (mod 1) de F.
On travaille au niveau du relevement F'; il suffit de projeter les résultats pour les exprimer pour
f. Nous avons montré que ’ensemble Rotg (F') = {p(z) | * € R} a des propriétés similaires a
I'intervalle de rotation d’une transformation du cercle; en particulier Rotg (F') est un intervalle
compact non vide. De plus, si p/q € Rotr(F) alors il existe un point périodique (mod 1) de
nombre de rotation p/q. Ces résultats sont en fait valables pour une famille de graphes plus
grande que les graphes ayant une unique boucle.

Le chapitre 4 continue I’étude de I'’ensemble de rotation en se restreignant a des graphes
particuliers : le graphe o (un segment recollé a un cercle) et les graphes <soleil > (plusieurs
segments disjoints recollés a un cercle). Dans ces deux situations, on montre que l’ensemble
de rotation tout entier est un ensemble fermé avec un nombre fini de composantes connexes.
De plus, tous les rationnels (resp. tous les rationnels sauf un nombre fini) dans I'ensemble de
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rotation sont nombres de rotation de points périodiques (mod 1) dans le cas du graphe o (resp.
des graphes soleil). Pour le graphe o, la preuve mélange des outils spécifiques a la dimension 1
et de la dynamique symbolique via une partition adaptée [10]. Pour étudier les graphes soleil,
on construit un graphe symbolique infini permettant de représenter les trajectoires par des
chemins infinis dans ce graphe symbolique [11]; cette construction s’inspire des diagrammes
de Markov initialement introduits par Hofbauer pour étudier les mesures d’entropie maximale
des transformations de l'intervalle monotones par morceaux. Bien que le graphe o soit un cas
particulier de graphe soleil, nous présentons les deux techniques car la preuve dans le cas du
graphe o donne des résultats plus forts.

Au chapitre 5 nous abordons la théorie de rotation sous un angle différent du chapitre
précédent, en faisant porter les hypotheses sur la transformation et non le graphe. Considérons
comme ci-dessus une application F': T' — T continue de degré 1. Une branche de T est une
composante connexe de 7"\ R. La rétraction r de 7" sur R est définie par r(z) =z si € R, et
r(z) = z si x est dans une branche B et BN R = {z}. Nous dirons que la transformation F' est
peignée si 'image de toute branche est < cachée > par F'(R) si on observe le graphe de r o F' en
se plagant en —oo ou en +o00, plus précisément si :

pour toute branche B, r(F(B)) C F(] — oo, z]) N F([z, +o0]) ou z = r(B).

L’ensemble de rotation des transformations peignées a exactement les mémes propriétés que
celui d’une transformation du cercle de degré 1, notamment en ce qui concerne I’ensemble des
périodes correspondant & un nombre de rotation donné et I’existence d’orbites bien ordonnées [8].
Pour cela, nous utilisons la technique des fonctions d’eau introduite pour les transformations
du cercle. Les transformations peignées sont les applications pour lesquelles cette approche peut
étre adaptée avec succes.

Autres travaux

Je donne ci-dessous un apercu des articles [2] et [3], qui s’inscrivent mal dans ce mémoire et que
je de développerai pas.

Dans [2], Frangois Blanchard, Bernard Host et moi-méme nous intéressons aux systémes
dynamiques donnés par une transformation continue 7" d’'un espace métrique compact dans
lui-méme. Nous montrons qu’un systéme dynamique topologique (X,7T) d’entropie non nulle
posseéde des couples asymptotiques propres, c’est-a-dire des couples de points distincts (z,y)
tels que la distance entre T"x et T™y tend vers 0 quand n tend vers +oo. Plus précisément,
si on considere une mesure T-ergodique d’entropie non nulle, presque tout point appartient
a un couple asymptotique propre. De plus, quand T est inversible, «la plupart > des couples
asymptotiques pour T sont des couples de Li-Yorke pour 7 1.

L’article [3] est consacré aux chaines de Markov topologiques; ce sont des systémes symbo-
liques définis par ’ensemble des chemins infinis sur un graphe orienté dénombrable, muni de la
transformation shift. Un graphe fortement connexe est soit transient, soit récurrent positif, soit
récurrent nul. Une chaine de Markov transitive admet une mesure d’entropie maximale si et
seulement si son graphe est récurrent positif. Nous montrons qu’un graphe transient peut étre
étendu en un graphe récurrent de méme entropie, qui est soit récurrent positif, soit récurrent
nul. Nous montrons également qu’une chaine de Markov transitive admet une mesure d’entropie
maximale si son entropie locale est strictement inférieure & son entropie (globale).



Chapitre 1

Chaos pour les transformations de
I’intervalle

Une transformation de [’intervalle désigne un systeme dynamique topologique donné par une
application continue f: I — I, ou I est un intervalle compact non dégénéré (c’est-a-dire non
vide et non réduit & un point). Dans la littérature, beaucoup a été écrit concernant le chaos pour
les transformations de l'intervalle, ou plutot les divers comportements chaotiques. Les relations
entre les différentes propriétés liées au chaos sont bien plus nombreuses en dimension 1 que pour
les systemes dynamiques en général. Certaines notions deviennent équivalentes sur l'intervalle,
par exemple les mélanges topologiques faible et fort, et une < échelle du chaos> relativement
ordonnée se dégage. Nous avons écrit un survey sur ce sujet [Rue|. Les théorémes 1.1.8 et1.2.5
sont tirés respectivement de [5] et [6].

1.1 Relations entre les principaux ingrédients < chaotiques >

Les définitions du < chaos > sont nombreuses dans la littérature ( “As many authors, as many
definitions of chaos” [KS97]), si bien que la notion de chaos reste diffuse. C’est plutoét un
faisceau de propriétés mettant en relief certains comportements en rapport avec I'imprévisibilité
ou la complexité de la dynamique. Les principales notions apparaissant quand on parle du
chaos, en particulier sur l'intervalle, sont : transitivité, sensibilité aux conditions initiales, points
périodiques, entropie, couples de Li-Yorke. Remarquons que I'existence de points périodiques ne
semble pas en soi < chaotique > ; mais, d’une part le chaos au sens de Devaney (définition 1.1.3)
a introduit la densité des points périodiques comme « ingrédient chaotique >, d’autre part les
points périodiques et leurs périodes ont une grande importance en dimension 1.

Un systeme dynamique (X,T) est transitif si, pour tous ouverts non vides U,V de X, il
existe un entier n > 0 tel que T-"(U)NV # (); de facon équivalente, le systéme est transitif s’il
existe un point d’orbite dense. Le systeme est (fortement) topologiquement mélangeant si, pour
tous ouverts non vides U, V, il existe un entier N > 0 tel que, Vn > N, T~ (U) NV # (.

La transitivité est souvent vue comme une hypothese assurant '« irréductibilité> d’un
systeme dynamique. Sur l'intervalle, la transitivité est tres proche du mélange topologique,
comme le montre le résultat suivant.

Théoréme 1.1.1 (Barge-Martin) Soit f: [a,b] — [a,b] une transformation transitive de l’in-
tervalle. Alors

e soit f est topologiquement mélangeante,
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e soit il existe ¢ €|a,b| tel que f([a,c]) = [c,b], f([¢,b]) = [a, ], et les applications f2][a7c},
f2|[c’b] sont topologiquement mélangeantes.

Le mélange topologique est un < chaos fort>. Sur I'intervalle, il implique presque toutes
les propriétés topologiques chaotiques qu’on peut imaginer. En particulier, une transformation
de l'intervalle a les propriétés d’entropie uniformément positive (tout recouvrement d’ouverts
non denses a une entropie strictement positive, un analogue topologique de K-systeéme) et de
spécification (des morceaux d’orbites mis bout & bout, en laissant un temps donné entre deux,
peuvent étre pistés par un point périodique).

Pour Devaney, le chaos se caractérise par un mélange d’imprévisibilité (via la sensibilité
aux conditions initiales) et de comportements réguliers (via les points périodiques) [Dev89]. I
a basé sa définition du chaos sur I'observation de systémes faciles a étudier, en particulier sur
Iintervalle. Sa définition s’est popularisée, notamment en raison de sa simplicité.

Définition 1.1.2 Soit T': X — X une application continue sur un espace X compact métrique,
muni de la distance d. Le systeme (X, T') est sensible auz conditions initiales (ou simplement
sensible) s'il existe § > 0 tel que, pour tout x € X et tout € > 0, il existe y € X et n > 0 tels
que d(z,y) < e et d(T"™(xz), T™(y)) > 9.

Définition 1.1.3 Soit T': X — X une application continue sur un espace X compact métrique.
Le systeme (X, T) est chaotique au sens de Devaney s'il est transitif, sensible aux conditions
initiales, et si les points périodiques sont denses dans X.

Il est apparu que cette définition est redondante : dans le cas général, un systeme dyna-
mique transitif ayant des points périodiques denses est chaotique au sens de Devaney des que
I’espace est infini [BBC1T92, GW93]; et une transformation transitive de I'intervalle est toujours
chaotique au sens de Devaney [Sha64b, BM85, Rue|. On est alors tenté de supprimer certaines
hypotheéses du chaos au sens de Devaney et/ou de considérer des sous-systemes (Devaney lui-
meéme s’intéressait a l’existence de sous-systemes chaotiques plutot qu’au <« chaos> de tout le
systeme). Si on garde seulement ’hypothese de sensibilité ou de densité des points périodiques,
on ne peut évidemment pas espérer obtenir la transitivité du systéeme entier, mais on obtient
néanmoins la transitivité sur un cycle périodique de sous-intervalles ou, de fagon équivalente, la
transitivité (et méme le mélange) d’un itéré de la transformation sur un sous-intervalle.

Théoréme 1.1.4 (Blokh, Barge-Martin) Soit f: I — I une transformation de l’intervalle.
Si l'une des deux conditions est réalisée :

e les points périodiques de période différente de 1 et 2 sont denses,
o f est sensible aux conditions initiales,

alors il existe un entier n > 1 et un sous-intervalle compact non dégénéré J, invariant par ",
tel que f™|; est topologiquement mélangeante.

Des sous-systemes chaotiques au sens de Devaney apparaissent naturellement quand on
considere un fer & cheval®, c’est-a-dire deux intervalles J, K fermés et d’intérieurs disjoints tels
que f(J)N f(K) D JU K, car les points dont l'orbite ne sort pas de J U K forment un sous-
ensemble sur lequel f agit quasiment comme un shift. Pour les transformations de I'intervalle,
le fait d’avoir une entropie non nulle est équivalent a l’existence d’un fer a cheval pour un itéré
de f [Mis80, BGMY80]; Shihai Li en a déduit le résultat suivant [Li93].

'Des variantes existent quant & la définition de fer & cheval ; nous suivons ici la définition donnée dans [ALMO00].
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Théoréme 1.1.5 (Li) Soit f: I — I une transformation de l’intervalle. L’entropie topologique
de f est non nulle si et seulement s’il existe X C I un sous-ensemble fermé non vide invariant
tel que f|x est transitive, sensible aux conditions initiales et les points périodiques sont denses
dans X.

Si on considére un sous-systeme transitif et sensible, on obtient la définition suivante,
découlant des travaux de Wiggins [Wig90].

Définition 1.1.6 Une transformation de U'intervalle f: I — I est chaotique au sens de Wiggins
s’il existe un sous-ensemble Y fermé f-invariant tel que la restriction f|y est transitive et sensible
aux conditions initiales.

Un autre type d’< imprévisibilité > est capté par la notion de couple de Li-Yorke. Deux points
formant un couple de Li-Yorke ont des orbites qui tantot s’éloignent, tantot se rapprochent, de
sorte que connaitre une orbite ne renseigne en rien sur la position de ’autre orbite.

Définition 1.1.7 (couples de Li-Yorke, chaos au sens de Li-Yorke) Soit 7: X — X
une application continue sur un espace métrique X, muni de la distance d. Si z,y € X et
d >0, (z,y) est appelé un couple de Li-Yorke de module 6 si

limsupd(T"(x), T"(y)) > 46 et liminf d(T"(x),T"(y)) = 0.
n—4o0o n—+00
(z,y) est un couple de Li-Yorke si c’est un couple de Li-Yorke de module é pour un certain
d > 0. L’ensemble des couples de Li-Yorke (resp. des couples de Li-Yorke de module 0) est noté
LY(T) (resp. LY(T},9)).
Un systeme dynamique (X,7T") est chaotique au sens de Li-Yorke s’il existe un ensemble

non dénombrable S tel que tout couple de points distincts z,y € S est un couple de Li-Yorke;
autrement dit, S x S\ A C LY(T), ot A = {(z,z) | x € X}.

On déduit trivialement du théoreme 1.1.5 qu’une transformation de l'intervalle d’entropie
non nulle est chaotique au sens de Wiggins. Par ailleurs, on sait qu’un systéme dynamique
d’entropie topologique non nulle est chaotique au sens de Li-Yorke ; ceci est montré dans [JS86]
pour les transformations de l'intervalle et [BGKMO02] pour un systéme dynamique général. Nous
avons montré que, pour les transformations de l'intervalle, le chaos au sens de Wiggins est un
échelon strictement intermédiaire entre ces deux notions [5].

Théoreme 1.1.8 Une transformation de l’intervalle chaotique au sens de Wiggins est chao-
tique au sens de Li-Yorke. De plus, il existe une transformation de l'intervalle d’entropie topolo-
gique nulle qui est chaotique au sens de Wiggins ; et il existe une transformation de l’intervalle
qui est chaotique au sens de Li-Yorke mais pas au sens de Wiggins.

Les exemples servant a montrer la deuxieme partie du théoreme précédent montrent que le
comportement des transformations d’entropie nulle est plus varié qu’on pourrait s’y attendre.

Nous donnons en section 1.3 un diagramme récapitulant les résultats de cette section et ceux
de la suivante.

1.2 Renforcer le chaos au sens de Li-Yorke

La section 1.1 montre que, sur l'intervalle, le chaos au sens de Li-Yorke est < en bas de I’échelle
du chaos>. On peut renforcer cette notion de deux fagons, soit en considérant des couples de
Li-Yorke dont les orbites s’écartent et se rapprochent < souvent >, soit en demandant que les



CHAPITRE 1. CHAOS POUR LES TRANSFORMATIONS DE L’INTERVALLE 12

couples de Li-Yorke soient <& peu pres partout >. Ceci mene d’un co6té a la notion de chaos
distributionnel, de ’autre aux définitions de chaos générique et dense.

1.2.1 Chaos distributionnel

Soit (X, T) un systeme dynamique et x,y deux points distincts de X. Les fonctions distribu-
tionnelles supérieures et inférieures de (x,y) sont les fonctions de |0, +o00[ dans [0, 1] définies
par :

F?(t) = lim sup %#{i €{0,....n—1} | d(Ti(z) — Ti(y)) < ¢},

n—-+o00

Fyy(t) = liminf ~4{i € {0, ...n — 1} | d(T*(x) - T'(y)) < t}.
n—4+oco N

Autrement dit, ce sont les densités supérieure et inférieure de I'ensemble {n € IN | d(T%(x) —

T'(y)) < t}. Les fonctions F}, et Fy, sont Iéquivalent de la fonction de répartition d'une loi

de probabilité, pour les valeurs prises par d(T"(x),7"(y)) (on a une vraie loi de probabilité si

Fr, = Fuy).

Si Fy,(t) = 1 et 8'il existe € > 0 tel que Fyy(e) < 1, alors T"(z) et T"(y) sont a une
distance supérieure a ¢ (resp. inférieure & ¢ pour t arbitrairement petit) pendant une propor-
tion strictement positive de n; en particulier, (x,y) est un couple de Li-Yorke. Ceci donne un
renforcement de la notion de couple de Li-Yorke. Cette idée a conduit Schweizer et Smital a
définir le chaos distributionnel [SS94]. Des variantes ont ensuite été introduites, conduisant aux
définitions suivantes.

Définition 1.2.1 Soit (X,7") un systeme dynamique. S’il existe un ensemble non dénombrable
S C X tel que, pour tout couple de points distincts x,y € S, on ait une des conditions suivantes :

(CD1) Fy, =1 et il existe € > 0 tel que Fyy(e) =0,

(CD2) Fy, =1 et il existe € > 0 tel que Fyy(e) <1,
(CD3) il existe 0 < a < b tels que Vt €la,b[, Iy, (t) > Fuy(t),
alors T est distributionnellement chaotique de type 1, 2 ou 3 respectivement.

Il est clair que (CD1)=-(CD2)=-(CD3). Il a été montré que les trois types de chaos distri-
butionnel coincident pour les transformations de I'intervalle, mais pas en général [BSSO05].

On voit assez facilement que le full shift est distributionnellement chaotique. On peut en
déduire qu’'une transformation de I'intervalle d’entropie non nulle est distributionnellement chao-
tique, en raison de l'existence de fer a cheval pour un itéré de la transformation. Schweizer et
Smital ont montré que la réciproque est vraie [SS94].

Théoréme 1.2.2 (Schweizer-Smital) Soit f une transformation de l’intervalle. Alors f est

distributionnellement chaotique (de type 1, 2 ou 3) si et seulement si son entropie topologique
est strictement positive.

1.2.2 Chaos générique et chaos dense

Les définitions suivantes sont dues & Lasota et Snoha [Sno90]

Définition 1.2.3 Soit T: X — X une application continue sur un espace métrique X et § > 0.
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o T est génériquement (resp. densément) chaotique si LY (T") est résiduel (resp. dense).
o T est génériquement (resp. densément) d-chaotique si LY (7, 9) est résiduel (resp. dense).

Le chaos d-générique implique trivialement le chaos générique et le chaos d-dense, qui im-
pliquent eux-méme le chaos dense. Kuchta et Smital ont montré que, sur 'intervalle, I’existence
d’un couple de Li-Yorke suffit a impliquer le chaos au sens de Li-Yorke [KS89]. Par conséquent,
une transformation de l'intervalle densément chaotique est chaotique au sens de Li-Yorke.

Snoha a montré que, pour une transformation de l'intervalle, le chaos générique implique
le chaos d-générique pour un certain § > 0, et les chaos J-générique et d-denses coincident
[Sno90]. Il a donné une caractérisation du chaos générique en termes de sous-intervalles transitifs
(c’est-a-dire un sous-intervalle compact non dégénéré invariant sur lequel la transformation est
transitive).

Théoréme 1.2.4 (Snoha) Soit f une transformation de l'intervalle. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

o f est génériquement chaotique,

e soit il existe un unique sous-intervalle transitif, soit il existe deux sous-intervalles transitifs
avec une extrémité commune. De plus, pour tout intervalle non dégénéré J, f(J) est non
dégénéré et il existe un sous-intervalle transitif T et un entier n > 0 tels que f™(J) N

Int (T) # 0.

Il existe des transformations de I'intervalle densément chaotiques non génériquement chao-
tiques. Snoha se demandait quel était ’entropie minimale et le type de Sharkovskii impliqués par
le chaos dense. Nous avons obtenu un résultat sur la structure des transformations de 'intervalle
qui sont densément chaotiques [6], qui permet de répondre a ces questions.

Théoreme 1.2.5 Soit f une transformation de lintervalle. Si f est densément mais pas
génériquement chaotique, il existe une suite de sous-intervalles non dégénérés invariants (Jp)n>o0
tels que, pour tout n >0, Joy1 C Jn, f2|7, a un fer a cheval, et la longueur de J,, tend vers 0
quand n tend vers l'infini.

La figure 1.1 illustre ce théoreme. Cet exemple est initialement di a Mizera (voir [Sno90]).
Remarquons que ces transformations n’admettent pas de sous-intervalle transitif (pour f ou un
itéré), ce que distingue ce type de < chaos global > de ceux vus précédemment.

Il est connu que si f|; est transitive (o1 J est un intervalle invariant) alors f2 a un fer & cheval
dans J [BC87] (voir aussi [Rue, proposition 3.3.26]). Les théorémes 1.2.4 et 1.2.5 impliquent
donc le résultat suivant.

Corollaire 1.2.6 Si f est une transformation de lintervalle densément chaotique, alors f?
a un fer a cheval. Par conséquent, hioy(f) > 1052 et f est de type au plus 6 pour l’ordre de
Sharkovskii (autrement dit, tous les entiers pairs sont des périodes pour f).

1.3 Une échelle du chaos : du mélange au chaos Li-Yorke

Le diagramme suivant donne une vue d’ensemble de la hiérarchie du chaos pour les transfor-
mations de l'intervalle. Les implications ne sont pas des équivalences : toutes les implications
inverses sont fausses. Les quatre premieres colonnes correspondent a des notions < globales > (sur
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I2

Q.

FIGURE 1.1 — Transformation de l'intervalle densément mais non génériquement chaotique. On
a trois suites (an)n>0, (bn)n>0, (cn)n>0 qui convergent vers 1 et vérifient a,, < by, < ¢ < apt1
pour tout n > 0. L’intervalle I,, = [ay, 1] est invariant et ([ay, by], [bn, cp]) est un fer a cheval
inclus dans I,.

tout l'intervalle), alors que les trois derniéres colonnes sont des propriétés < locales > (comporte-
ment pouvant étre concentré sur un sous-ensemble, par exemple un Cantor). Il est remarquable
que les propriétés < globales > ci-dessous, sauf le chaos dense, impliquent toutes le mélange d’un
itéré sur un sous-intervalle, donc un <retour a la colonne 1> (et tout ce qui en découle), non
pour tout le systéme, mais sur un sous-intervalle.

igioigs densité entropie > 0
transitivité des points 0
i} périodiques| = R
6 -Syst
mélange chaos Devaney de période SOUSSYSEIHe
0 £1,2 Devaney-
£ i ; ’ chaotique chaos
mélange faible| _ soit f est N s q Lo
) mélangeante, oint N chaos N i)
spécification soit I'intervalle = bom Wiggins .
0 se subdivise en périodique un couple
i Li-York
entropie unif. 2 intervalles de. période 1-rorke
ositive (upe) . . chaos |=-|chaos|=| différente
P p échangés par ‘5 eénérique dense dune
sur lesquels f ;
est puissance
4 2
mélangeante d%
chaos distrib.

Il semble qu’on a essentiellement fait le tour des relations entre les différentes propriétés
topologiques liées au chaos concernant les transformations de I'intervalle qui sont simplement
continues. Pour aller plus loin, on peut se concentrer sur des familles de transformations plus
restreintes (unimodales, fonctions différentiables, etc), ou au contraire considérer des applica-
tions continues sur des espaces de dimension 1 plus généraux, ce que nous faisons dans les
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chapitres 3 a 5; on peut également s’intéresser a des propriétés ergodiques, comme [’existence
de certaines mesures invariantes, ce qui est le cas au chapitre suivant.



Chapitre 2

Mesures d’entropie maximale pour
les transformations de I’intervalle

On a vu au chapitre 1 que le fait de se restreindre aux systemes dynamiques sur 'intervalle mene
a des cascades de propriétés topologiques. On peut s’interroger sur ’existence de < bonnes > me-
sures (par mesure, nous entendons toujours une mesure de probabilité invariante). Les deux
types de mesures habituellement considérées sont les mesures absolument continues par rapport
a la mesure de Lebesgue et les mesures d’entropie maximale (appelées mesures mazimales).
Les premieéres donnent des mesures relativement maniables par le biais de leur densité mais
leur existence n’est pas conservée par conjugaison. Les mesures maximales, auxquelles nous
nous intéressons dans ce chapitre, peuvent paraitre davantage intrinseques puisqu’elles sont
préservées par conjugaison ; cependant, ’ordre de dérivabilité intervient de facon déterminante
dans les résultats.

Le théoréme de décomposition ergodique (voir par exemple [DGST76]) dit que, pour un
systeme dynamique (X,T) avec X compact métrique, toute mesure invariante p s’écrit comme
barycentre de mesures ergodiques : il existe une mesure de probabilité P, sur I’ensemble M® des
mesures ergodiques telle que p = f de .(w). De plus, I'entropie de p est également donnée
par cette décomposition : h, (X, T) f e P w(X,T)dP,(w). Ceci implique qu’une mesure maxi-
male s’écrit comme barycentre de mesures ergodlques maximales. On peut donc se restreindre
a I’étude des mesures ergodiques maximales.

L’existence d’'une mesure maximale, connue pour les transformations markoviennes, a
d’abord été montrée pour les S-shifts [Hof78]. Dans [Hof79], Hofbauer étend la technique uti-
lisée pour les ([-shifts — associer une chaine de Markov topologique au systéeme initial — aux
transformations monotones par morceaux. Il montre que de telles transformations admettent
un nombre fini non nul de mesures maximales ergodiques dés que leur entropie topologique est
non nulle, et la transitivité implique 'unicité de la mesure maximale.

Dans [Buz97], Buzzi étend la construction d’un diagramme de Markov a toutes les trans-
formations de I'intervalle ; sous certaines conditions, I’étude des mesures maximales du systeme
initial se ramene a celle de la chaine de Markov associée. Il montre que le nombre de mesures
maximales ergodiques est fini et non nul si la transformation est C°°, et que la mesure maximale
est unique si le systéeme est transitif; on obtient ainsi les mémes résultats que pour les transfor-
mations monotones par morceaux. La condition de régularité ne peut pas étre affaiblie : il existe
des transformations C" de l'intervalle sans mesure maximale, pour un entier n arbitrairement
grand [Buz97], [1]. Néanmoins la régularité C! nous a permis de donner une nouvelle condition
suffisante pour Iexistence et la finitude des mesures maximales ergodiques, en terme d’entropie
des points critiques et d’entropie locale (théoreme 2.3.8). En particulier, ce résultat implique
que, si f: I — I est une transformation C” de lintervalle telle que htop(I, f) > %log 171l oo

16
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alors elle possede une mesure maximale. Nous soulignons que cette condition n’implique pas
la semi-continuité supérieure de ’entropie métrique, qui est la méthode la plus souvent uti-
lisée pour montrer l'existence de mesures maximales (en particulier pour les transformations
monotones par morceaux et C').

Dans la premiere section, nous présentons la construction du diagramme de Markov associé
a une transformation de 'intervalle ; nous illustrons également la construction d’un diagramme
de Markov sur un exemple. En section 2.2, nous rappelons les résultats concernant les transfor-
mations monotones par morceaux. Enfin, en section 2.3 nous donnons une condition suffisante
pour l'existence de mesures maximales pour les transformations C" et présentons un exemple
C" sans mesure maximale; les résultats de cette derniere section sont tirés de [7], [1] et [4].

2.1 Diagramme de Markov associé a une transformation

Dans cette section, nous exposons la construction d’une chaine de Markov topologique associée
a une transformation continue de 'intervalle et les conditions permettant de s’y ramener pour
I’étude des mesures maximales. L’intérét est qu’on connait des conditions nécessaires et suffi-
santes pour 'existence et 'unicité de mesures maximale pour une chaine de Markov topologique.
Cette construction se fait en deux étapes : tout d’abord, on se ramene a un sous-shift sur un
alphabet infini, puis on associe & ce sous-shift une chaine de Markov sur un graphe orienté,
appelé diagramme de Markov; la décomposition de la construction sert avant tout a construire
les bijections entre les mesures maximales de part et d’autre. Nous illustrons la définition du
diagramme de Markov en section 2.1.3.

En général, la chaine de Markov ne représente pas entierement le systeme de départ. La
question de l'existence de mesures maximales pour le systeme de départ ne peut se ramener a
I’étude de la chaine de Markov que si les parties non représentées sont négligeables.

La construction proposée dans cette section est due & Buzzi [Buz97] ; c’est une généralisation
de la méthode de Hofbauer, qui associe une chaine de Markov & une transformation monotone
par morceaux [Hof79], méthode déja employée pour les S-shifts [Tak73, Hof78].

Dans la suite, nous désignons par o la transformation shift, quel que soit I’espace : si A est
un ensemble fini ou dénombrable, le shift unilatéral o: AN — AN est défini par o((an)n>0) =
(@n+1)n>0, et le shift bilatéral o: A% — A% est défini de méme par o((an)nez) = (@nt1)nez-

2.1.1 Isomorphisme avec un sous-shift

Soit f: I — I une transformation de 'intervalle. On note C'y I’ensemble des points au voisinage
desquels f n’est pas strictement monotone ; c’est un ensemble fermé, qu’on appelle ensemble des
points critiques de f. Si C' est un fermé contenant C/, la partition P associée a C' est 'ensemble
des composantes connexes de I\ C, qui sont des intervalles ouverts. Si A € P, 'application f|4
est strictement monotone.

Remarque 2.1.1 On prend généralement C' = (. Cependant il peut étre intéressant de
considérer un ensemble C' plus gros, par exemple en ajoutant un nombre fini de points de sorte
que le diametre des éléments de P soit arbitrairement petit. Si f est monotone par morceaux,
Cy et P sont finis; dans le cas général, P peut étre vide, fini ou dénombrable.

Siz € I\ C, il existe un unique élément de P contenant z; on le note P(x). On pose
C™ =Unso /7(C). On définit Papplication itinéraire
¢: IN\C~ — PN
z o (P(f"(2)))nen
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L’application ¢ est continue et ¢ o f = o 0 .

Soit H(f) ={x € I\C™ | Jy # z, p(z) = ¢(y)}; Papplication ¢ est injective sur I\ (C~ U
H(f)). Si X[ est 'image par ¢ de cet ensemble, on a une bijection ¢: I'\ (C~ U H(f)) — X/
L’application réciproque est continue et est donnée par

el XL — IN(CTUH(f))

(Ap)nen +— z, ou {z} = ﬂ " (An)
nelN

Jérome Buzzi a montré d'une part que Xy \ ¥/ est dénombrable, et d’autre part qu’une
mesure ergodique non atomique ne charge pas H(f) [Buz97]. Ceci donne I'isomorphisme suivant.

Proposition 2.1.2 (Buzzi) Soit f: I — I une transformation de l'intervalle et C' un fermé
contenant Cy. Avec les notations introduites ci-dessus, lapplication ¢ : I\ (C~ U H(f)) — X/
est inversible bimesurable et p o f = o o . De plus, ¥ est de mesure 1 dans ¥ pour toute
mesure sans atome, et I\ (C~UH(f)) est de mesure 1 dans I pour toute mesure ergodique sans
atome ne chargeant pas C'.

On sait controler la mesure de C' ou Cy dans les cas suivants :
e quand C est dénombrable, il est de mesure nulle pour toute mesure non atomique;

e si f est C!, 'ensemble Cy est négligeable pour toute mesure d’entropie non nulle. Ce
résultat se montre a ’aide de I’inégalité de Ruelle-Margulis, qui implique que I'entropie
d’une mesure ergodique est inférieure ou égale a son exposant de Lyapounov dés que
celui-ci est positif [Rue78].

2.1.2 Diagramme de Markov

Si G est un graphe orienté fini ou dénombrable, on définit FJGF (resp. I'g) ’ensemble des chemins
infinis (resp. bi-infinis) sur le graphe G :

Fg = (Un)nE]N ’ vn > O,Un € G et Vpn — Un+1},
I'e ={(vn)nez | Vn € Z,v, € G et v, — Vpi1}.

Ces ensembles ne sont pas pas compacts si G est infini. La chaine de Markov topologique uni-
latérale (resp. bilatérale) sur le graphe G est (I'f;,0) (resp. (I',0)), olt o désigne le shift. No-
tons h(G) Pentropie de Gurevich de cette chaine de Markov ; elle vérifie le principe variationnel
[Gur69], et cette propriété peut étre prise comme définition équivalente :

h(G) = sup{h,(I'q,0) | © mesure o-ergodique sur I'g}.

Quand le graphe est fortement connexe, Gurevich a donné une condition nécessaire et suffisante
(en termes combinatoires sur le nombre de chemins) pour l'existence d’une mesure maximale
[Gur70] ; en particulier, il existe au plus une mesure ergodique maximale. Comme une mesure
ergodique est nécessairement supportée par une composante connexe C' (ou plus exactement
par '), on en déduit le résultat suivant :

Théoréme 2.1.3 Soit G un graphe orienté dénombrable. Si p est une mesure ergodique maxi-
male pour (I'q,0), il existe une composante connexe C de G telle que p est supportée par T'c
et h(C) = h(G). Réciproquement, si C' est une composante connexe de G, il existe au plus une
mesure ergodique maximale supportée par I'c.
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Nous allons maintenant expliquer comment associer une chaine de Markov au sous-shift 3
défini précédemment.

Si Ag,..., A, sont des éléments de P, on définit

n
[Ag.. . Anly={z eT|ffa) € A, 0<k<n}=[)fFA).
k=0
On peut montrer que [Ag...Ay]; est un intervalle ouvert, et f" est strictement monotone sur
[Ag ... Ap]s. Remarquons que [Ag...A,]f est non vide si et seulement si Ag... A, est un mot
de 2+.

Soita=A_,,...Aget B = B_,,...Bydeux mots de X2;.. On dit que « et 3 sont équivalents,

et on note o &~ 3, 'il existe 0 < k < min{n, m} tel que
A,k...AozB,k...Bo; (21)
Ak Adlg) = P A Adly) = (B Boly). (2:2)

Si k est Pentier minimal tel que A_,, ... Ag ~ A_; ... Ag, alors A_j, ... Ag est appelé la partie
significative de A_,, ... Ag. Deux mots de ¥ sont équivalents si et seulement s’ils ont la méme
partie significative.

On définit le graphe orienté D de la fagon suivante :

e les sommets de D sont les mots de ¥, quotientés par la relation d’équivalence =

e il y a une aréte a — [ si et seulement §’il existe A_,,..., Ag, A1 des éléments de P tels
quea=A_,...Ay/xet f=A_ ... AoA1/~.

Le graphe D est appelé le diagramme de Markov associé & f relativement a C.

Si A, ...Ag est un mot de ¥4 et « = A_,,...Ap/~, on définit la partie significative
de a comme étant celle de A_,, ... Ay (ce qui ne dépend pas du représentant dans la classe
d’équivalence), et on pose

(@) = (A ... A)) & (A, ... Ag]y) = ﬂ FHAZ).

De fagon informelle, ’ensemble (A_,, ... Ag) représente les points de Ay dont le < passé > est
A_, ... A_1. La partie significative de « est le passé minimum nécessaire pour connaitre (), et
donc le futur des points de ().

On a une application naturelle

Y Xy — T
(An)nE]N — (AO .. -An/%)nelN

mais 1 ne commute pas avec le shift. Pour remédier a cela, on passe aux extensions naturelles de
part et d’autre. On note ¥ C PZ I'extension naturelle de ¥ ; il est nécessaire de se restreindre
au sous-ensemble o-invariant suivant :

S0 = {(Ap)nez € X | Vn € Z, ko < n,Vk < ko, Aj, ... Ap ~ Ag, ... An}.

Si (Ap)nez € Xo, alors Ag...A,/~ est ultimement constant quand k& — —oo, de sorte que
I'application suivante est bien définie :

E: EO — FD
(An)nEZ — (an)n€Z7 ou oy = khm Ag ... An/z
——00

On a alors :
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Proposition 2.1.4 (Buzzi [Buz97]) Soit f: I — I une transformation de l'intervalle et C
un fermé contenant Cy. Avec les notations introduites ci-dessus, I'application 1: Yo — I'p est
1nversible bimesurable et ¥ oo = o o 1.

L’ensemble X\ ¥ est appelé la partie non markovienne de 3. 1l reste a évaluer son entropie.
On rappelle la définition d’entropie topologique (ou entropie de Bowen) d’un ensemble non
nécessairement invariant [Bow71].

Définition 2.1.5 Soit X un espace compact métrique muni de la distance d, T: X — X une
transformation continue et Y C X. La boule de Bowen de centre x, de rayon ¢ et d’ordre n
est définie par By (z,e) = {y € X | d(T*z,T*y) < £,0 < k < n}. Un ensemble £ C X est
(n,€)-séparé si, pour tous z,y € E, x # v, il existe 0 < k < n tel que d(T*z, T*y) > . Un
ensemble £ C X est un (n,e)-recouvrement de Y si Y C U By (z,¢). On note sp(e,Y) le

ek
cardinal maximal d’un ensemble (n,e)-séparé inclus dans Y, et r,(e,Y) le cardinal minimal

d’un (n, e)-recouvrement de Y. L’entropie topologique de Y est définie par

1 1
hiop(Y, T) = lim lim sup — log s, (¢,Y) = lim lim sup — log ry, (¢, Y").
e—0 n—-+oo n e—0 n—-+oo n
Dans [Buz97|, il est montré que 'entropie de la partie non markovienne est bornée par
I’entropie topologique de C.

Proposition 2.1.6 (Buzzi) Soit f: I — I une transformation de lintervalle, C un ensemble
fermé contenant Cy et ¥ le sous-shift correspondant, construit ci-dessus. Pour toute mesure (i
o-ergodique supportée par X\ Xg, on a : hy(X\ Lo, 0) < hop(C, f).

Nous soulignons le fait que hop(C, f) n'est pas égale au supremum des entropies des mesures
chargeant C' car l’ensemble C n’est pas un fermé invariant. Nous donnerons plus loin une
majoration de hi,(CY, f) pour des transformations régulieres.

Les applications ¢ (définie en section 2.1.1) et v (ci-dessus) identifient partiellement la
transformation de l'intervalle f avec un sous-shift, puis ce sous-shift avec une chaine de Markov.
Elles permettent de définir une application d’une partie de I'p vers I, de la facon suivante.

On note p la projection canonique de ¥ sur X, N' =4 (p_1(2+ \¥X)nN Eg), et on définit :

=g lopod 1 Tp\N — I\(C;UH(f))

(an)nez +—— x, ou {(ay) C A, € Pet {z} = ﬂ f"(An).
nelN

L’application 7 est bien définie; elle est mesurable, surjective, et oo = f o .

m: ITp\N > I\<Cf_UH<f))

FIGURE 2.1 — L’application m vue comme composition d’applications.

L’application 7 n’est évidemment pas inversible mais elle induit cependant une bijection
entre les mesures ergodiques de < grande entropie >, comme ’énonce le théoreme suivant (il
est montré avec I’hypothése C1+® dans [Buz97], mais en fait C! suffit).



CHAPITRE 2. MESURES MAXIMALES SUR L’INTERVALLE 21

Théoréme 2.1.7 (Buzzi) Soit f: I — I une transformation de l'intervalle et C un ensemble
fermé contenant Cy. On suppose qu'une des deux conditions suivantes est vérifice :

i) C est dénombrable ;
ii) f est Cl et C = Cr Uy, ou Uy est un ensemble fini.

On suppose de plus que hiop(L, f) > hiop(C, f). Alors v — p = mv est une bijection préservant
Uentropie entre les mesures o-ergodiques v sur I'p et les mesures f-ergodiques i sur I telles que
hy(T'p,0) > hiop(C, f) et hu(1, f) > hiop(C, f). En particulier, h(D) = hiop(I, f) et 7 induit
une bijection entre les mesures maximales ergodiques de f et celles de I'p. De plus, N est de
mesure nulle pour toute mesure o-ergodique v telle que hy,(I'p, o) > hop(C, f).

Une chaine de Markov est transitive si et seulement le graphe est fortement connexe, de sorte
qu’une chaine de Markov transitive possede au plus une mesure maximale (théoreme 2.1.3). Le
résultat suivant montre que cette propriété d’unicité se transmet aux transformations transitives
de l'intervalle.

Proposition 2.1.8 (Buzzi) Soit f: I — I une transformation de l'intervalle et C' un fermé
contenant Cy. On suppose que les hypothéses du théoréme 2.1.7 sont satisfaites et que f est
transitive. Alors le diagramme de Markov D associé a f relativement a C' contient au plus une
composante connexe d’entropie strictement supérieure a hiop(C, f). En particulier, f posséde
au plus une mesure mazximale.

Pour faire le tour des résultats existants, citons le théoréme de Buzzi [Buz00], qui montre
qu’une transformation C1T% de I'intervalle est bien représentée par une chaine de Markov des
que son entropie topologique est non nulle (théoreme 2.1.9). Deux systemes (X1,77) et (X2, T2)
sont dits h-conjugués sl existe X| C X1, X5 C Xo et une bijection bimesurable ¢: X| — X}
tels que o Ty =T 0 et, pour i = 1,2,

sup{hy, (X, To) | p € MO(X3, T0)} > sup{hu(Xi \ Xi, T0) | p € M(X;\ X, o)},

ou M°(X;,T;) est 'ensemble des mesures T;-ergodiques supportées par X;. On peut montrer
qu'une h-conjugaison induit une bijection préservant l’entropie entre les mesures ergodiques
d’entropie proche du supremum des entropies métriques.

Théoréme 2.1.9 (Buzzi) Soit f: I — I une transformation de l'intervalle C1T%, o > 0, telle
que hiop(L, f) > 0. Alors il existe un ensemble fermé C O Cy tel que Uextension naturelle de
(I, f) soit h-conjuguée a (I'p,0), ot D est le diagramme de Markov associé a f relativement a
C'. En particulier, il y a une bijection entre les mesures mazximales de (I, f) et celles de (I'p, o).

Dans la preuve de ce résultat, chacune des composantes connexes de I'\ C'y est redécoupée en
un nombre infini d’intervalles. De cette facon, la dérivée de la transformation peut étre minorée
par un réel non nul sur chacun des intervalles considérés, qui sont d’autant plus petits que la
dérivée est proche de zéro. Ce résultat est valable en dimension supérieure sous une hypothese
appelée entropie-expansivité.

2.1.3 Exemple de diagrammes de Markov

Nous allons illustrer la construction du diagramme de Markov d’une transformation de ’in-
tervalle f. Le diagramme de Markov se décompose en étages, on définit I’étage de hauteur n
comme étant

Dn:{OéED|E”{?S’I’L,HAQ,...,A]CEP,CX:AQ...A]C/%}.
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On a Dy = P (formellement, Dy = P/~, qui s’'identifie & P). Pour savoir quelles sont les
arétes partant de A € P dans le graphe D, on considere f(A) et on l'intersecte avec les éléments
de P. Si B € P est tel que B C f(A), alors on a une aréte A — B; si BN f(A) # 0 mais
B ¢ f(A) alors AB € Dy \ Dy et A— AB/~. De cette facon, on obtient l’ensemble des arétes
partant de Dy et ’ensemble des sommets de D;.

De méme, si Ag... A/~ € Dypet Apy1 € Pyilyaunearéte Ag... Ap/x — Ao .. ApAni1/~
si et seulement si A,11 N f((Ag...A,)) # 0. Le sommet Ag...A,A,11/~ peut étre identifié a
un sommet de D,, déja construit. Les arétes partant de D,, et les sommets de D,,41 \ D,, sont
obtenus exhaustivement de cette maniere.

La figure 2.2 représente une transformation de l'intervalle g monotone par morceaux et les
premiers niveaux de son diagramme de Markov (relativement a Cj). Dans [Hof79], Hofbauer

1 . :
] \ '
<|2|3>1i | i I3

! |
! |
! |
g(l2) | | P
' I
! |
1A Sy R
' I Iy
|
0 1 1
! 12 '3 Ualaly 1y
(PN I, 1,11
15 1'3'2 113212

I ° ) ° e o o

1

i S

D: |1,\0”
\./—\ ° ° ° e o o
S
I213 151515 1, 15151, 1513151515

. /

| 2

3 versl, /

vers |,

FIGURE 2.2 — Diagramme de Markov de la transformation g. Pour visualiser les arétes partant
du sommet I dans D, on décompose g(I2) = I[1UIyU(I213) ; & droite on a représenté g((l2l3)) =
Iy U (I3I315). En dessous figurent les premiers niveaux du diagramme de Markov D de g.

associe un graphe de Markov aux transformations continues par morceaux monotones par mor-
ceaux. Les sommets du graphe sont les (w), avec w mot de X. Cette construction est différente
de celle présentée ici, pour laquelle des sommets distincts peuvent avoir la méme représentation
sur Uintervalle, par exemple (I113) = (I213) mais I3 % [313 dans 'exemple de la figure 2.2.
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2.2 Transformations monotones par morceaux

Soit f: I — I une transformation de I'intervalle monotone par morceaux (c’est-a-dire que Cy
est fini) d’entropie topologique non nulle. On considere la partition P associée a Cr, ¥ le sous-
shift correspondant et D le diagramme de Markov de f relativement a Cy (voir la section 2.1).
L’ensemble C est fini, de sorte qu'une mesure sans atome ne charge pas C, et on a également
hiop(Cr, f) = 0 < hyop(, f). Ainsi, I'étude des mesures maximales ergodiques de f se ramene a
celles de ¥4 (grace a la proposition 2.1.2) ou a celles de I'p (théoreme 2.1.7).

L’existence d’une mesure maximale peut se déduire directement des propriétés de (X4, 0).
En effet, un sous-shift est expansif, et on sait qu’un systeme expansif possede au moins une
mesure maximale [DGS76], donc il possede également une mesure maximale ergodique. Par
conséquent, f admet au moins une mesure maximale ergodique; si f est transitive, la mesure
maximale de f est unique par la proposition 2.1.8.

Si f n’est pas transitive, il faut considérer les composantes connexes de D, qui sont au plus
en nombre dénombrable. Le résultat suivant énonce que I'entropie a linfini du graphe D est
nulle [Hof79].

Lemme 2.2.1 (Hofbauer) Soit f une transformation de l’intervalle monotone par morceaux
et D le diagramme de Markov associé a f relativement a Cy. Alors lirf h(D\ D,) = 0.
n—-+0oo

Comme P est fini, le sous-graphe D,, est également fini donc il rencontre un nombre fini
de composantes connexes; les autres composantes connexes sont incluses dans D \ D,,. Pour
n assez grand, le lemme 2.2.1 dit que h(D \ D,) < h(D), ce qui implique que le nombre de
composantes connexes d’entropie égale a h(D) est fini. Or chacune d’elles supporte au plus une
mesure maximale ergodique (théoreme 2.1.3). On en déduit que le nombre de mesures maximales
ergodiques sur I'p est fini, donc il en est de méme pour f par le théoreme 2.1.7.

Remarque 2.2.2 La preuve d’existence de mesures maximales peut se faire en considérant
uniquement le diagramme de Markov. La structure du graphe D — qui est non ramifié a I'infini,
et dont I’entropie a l'infini est nulle — permet d’exhiber < & la main > une mesure maximale
pour chaque composante connexe en étudiant la matrice d’incidence du graphe. Ceci est fait
dans [Hof86].

Les résultats ci-dessus donnent le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.3 (Hofbauer) Soit f: I — I une transformation de l’intervalle continue et
monotone par morceaux. Si hiop(I, f) > 0, alors f admet un nombre fini non nul de mesures
mazimales ergodiques; si de plus f est transitive, la mesure mazimale est unique.

Remarque 2.2.4 Dans [Hof79], Hofbauer étudie en fait les transformations continues par mor-
ceaux monotones par morceaux. Le théoreme 2.2.3 reste valable dans cette situation.

2.3 Transformations C"

Si 7 est un réel positif, une fonction f est dite C” si f est C" et f(") est a-hdlderienne avec
n = |r] e¢ « =r—n € [0,1]. Nous avons montré une condition suffisante pour l'existence
d’une mesure maximale pour une transformation C” de Iintervalle, r > 1. Ce résultat utilise la
notion d’entropie locale, que nous introduisons ci-dessous. Puis nous présentons les points clés
permettant de prouver ce critere. Les résultats de cette section sont tirés de [7], [1] et [4].
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2.3.1 Entropie locale

La notion d’entropie locale apparait dans [New89] et [Buz97]; elle s’inspire des idées de Bowen
[BowT72]. Nous renvoyons a la définition 2.1.5 pour les définitions de B, (x,¢) et r,(4,Y).

Définition 2.3.1 Soit 7: X — X une transformation continue sur un espace métrique compact
X. L’entropie locale de (X, T) est définie par hj.(X,T) = liII(l) hioe(X, T, ), ou
E—

1
hioe(X, T, e) = lim lim sup — log sup 7, (9, By (x,¢€)).
=0 nstoo M z€X
L’intérét de I'entropie locale est qu’elle borne le défaut de semi-continuité supérieure de
lentropie métrique ([Buz97|, d’apres [New89)).

Proposition 2.3.2 Soit T: X — X une transformation continue sur un espace métrique com-
pact X. Si (pn)n>0 est une suite de mesures invariantes convergeant vers i, alors

limsup hy, (X, T) < hy(X,T) + hioe(X, T).

n——+o0o

Dans [Kat80], Katok montre que l’entropie d’une mesure ergodique est donnée par une
formule analogue a celle de Bowen. L’entropie locale permet également de borner la différence
entre ’entropie métrique et son approximation dans la formule de Katok.

Théoréme 2.3.3 (formule de Katok) Soit T: X — X une transformation continue sur un
espace métrique compact X et p une mesure ergodique. La quantité

1
hy(X,T,e) =limsup —log  inf  r,(e,Y)
n—+oo N YCX
w(Y) > A

est indépendante du choiz de X €]0,1[, et h,(X,T) = lir% hu(X,T,¢).

E—
Lemme 2.3.4 Soit T: X — X wune transformation continue sur un espace métrique compact
X et u une mesure ergodique. Alors, pour tout € > 0,

hy(X,T) < hy(X,T,€) + hioe(X, T, €).

Si X est une variété riemannienne, ’entropie locale peut étre majorée a I’aide de la dimension
de X, de la norme de la différentielle et de I'ordre de différentiabilité de T'. Ce résultat est montré
de facons différentes dans [New89, Yom87] et [Buz97]. Nous 1’énongons dans le cadre restreint
des transformations de I'intervalle.

Proposition 2.3.5 Soit f: I — I une transformation C” de 'intervalle, ou r > 1 est un réel.
Alors hige(I, f) < 3 1og || /'] co-

2.3.2 Existence d’une mesure maximale

Soit D le diagramme de Markov associé a f relativement au fermé C = Cy U C,, ot Uy est un
ensemble fini (qui servira & avoir des éléments de P de diametre plus petit qu'une constante
donnée). Si F' C D, le cylindre [F] est défini par [F] = {(an)nez € I'p | ap € F}.

Nous considérons une suite de mesures ergodiques sur I'p qui chargent de moins en moins
chaque sous-ensemble fini de sommets et dont I’entropie est minorée par hi,(CY, f). Nous avons
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montré que ces mesures chargent de moins en moins le sous-graphe Dy quand N tend vers I'infini
(proposition 2.3.6), puis nous avons montré, sous une hypothese sur la partition, que I’entropie
de ces mesures est bornée (proposition 2.3.7). Rappelons que

Dy = {a ebD ‘ dk < N,dAg,..., A, € P,a:AQ...Ak/%}.
C’est une suite croissante vers D ; ces ensembles sont infinis dés que P est infini.

Proposition 2.3.6 Soit f: I — I une transformation C' de Uintervalle et C, un sous-
ensemble fini de I. On considére le diagramme de Markov D associé a f relativement a
C = CyUC,. Soit (Vn)n>0 une suite de mesures ergodiques sur I'p telles que hy, (I'p,o) >
hiop(Cy, f). Si limy oo Vp([F]) = 0 pour tout sous-ensemble fini de sommets F' C D, alors
limy, s 400 U5 ([Dn]) = 0 pour tout entier N.

Proposition 2.3.7 Soit f: I — I une transformation C'. Pour tout ¢ > 0, il existe 6 > 0
satisfaisant la propriété suivante. On définit C, = I N 07 et on considere le diagramme de
Markov D associé a f relativement a C = CyUC;. Soit (vy)n>0 une suite de mesures ergodiques
sur T'p telle que limy, 1o vy ([F]) = 0 pour tout sous-ensemble fini de sommets F C D. On a
alors

limsup by, (T'p, o) < hiop(Cy, f) + hioe(L, f) + €.

n—+oo

Ce résultat nous a permis un critere d’existence et de finitude de mesures maximales pour

une transformation C! de l'intervalle.

Théoréme 2.3.8 Soit f: I — I une transformation C' de Uintervalle telle que hiop(I, f) >
hiop(Cyy f) + hioe(L, f). Alors f admet une mesure maximale. De plus, le nombre de mesures
mazximales ergodiques est fini et, si f est transitive, la mesure mazimale est unique.

Idée de la preuve. On montre en fait le résultat suivant :

Soit f: I — I une transformation C' de 'intervalle telle que hiop(I, f) > hiop(Cy, f).
Si f n’a pas de mesure maximale ergodique, ou si f admet une infinité de mesures
maximales ergodiques distinctes, alors hiop (1, f) < hiop(Cy, ) + hioc(L, f)-

On fixe € > 0. Soit 6 > 0 le réel donné par la proposition 2.3.7, Cy, = INJZ, C = CyUC, et
D le diagramme de Markov correspondant. Par hypothese, hiop(I, f) > hiop(Cy, f) = hiop(C, f)
donc hiop(1, f) = h(D) et il y a une bijection entre les mesures maximales ergodiques de (I, f)
et celles de (I'p, o) par le théoreme 2.1.7.

On suppose tout d’abord que f n’a pas de mesure maximale ergodique. Ainsi, I'p n’a pas
de mesure maximale ergodique non plus. Dans cette situation, le point clé consiste a montrer
qu'il existe une suite de mesures ergodiques (v, )n>0 telles que hy, (I'p, o) — h(D) et pour tout
ensemble fini de sommets F' C D, la mesure v, ([F]) tend vers 0 quand n — +o0. La proposition
2.3.7 donne alors

lim sup hun (FDa J) < htop(Cf7 f) + hloc(Iv f) + &,

n—-+0o
ce qui donne hiop(1, f) = h(D) < hiop(Cy, f) + hioe(I, f) + €. En faisant tendre € vers 0, on
obtient

htop(la f) S htop(cf’ f) + thC(Iv f)7
ce qui est le résultat souhaité.

On suppose maintenant que f admet une infinité de mesures maximales ergodiques dis-
tinctes, qu’'on note (pn)n>0. Pour tout n > 0, on définit v, comme étant la mesure sur I'p
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correspondant & pu, par le théoreme 2.1.7; on a h,, (I'p,0) = hy, (I, f) = hiop(L, f). Les v, sont
des mesures maximales ergodiques distinctes. Par le théoreme 2.1.3, il existe des composantes
connexes Cp, de D telles que v, est supportée par I'c, et hy,, (I'p,o) = h(C,) = h(D) pour
tout n. Ainsi, v, est une mesure maximale de I'c, ; de plus, les composantes connexes C, sont
distinctes, et donc disjointes, si bien que les C),, <tendent vers l'infini > dans D. On peut alors
montrer que pour tout ensemble fini de sommets F C D, nEI—ll-loo vn([F]) = 0. La proposition

2.3.7 donne alors

hiop(I, f) = lim hy, (T'p,0) < hiop(Cy, f) + hioe(I, f) + €.

n—-+00

Comme précédemment, on fait tendre € vers 0 et on obtient

htop(lv f) § htop(Cﬁ f) + hloc(Ia f)

Ceci termine la preuve du résultat ci-dessus.

Par contraposée, si f satisfait les hypotheses du théoreme, alors elle admet une mesure
maximale, et le nombre de mesures maximales ergodiques distinctes est fini. Enfin, I'unicité en
cas de transitivité provient de la proposition 2.1.8. L]

J. Buzzi a montré que I'entropie de I’ensemble des zéros de la dérivée (qui contient C) est
inférieure ou égale & 1 log || f/||so si la transformation f est C™ [Buz97]. Cette majoration et celle
de 'entropie locale donnée précédemment conduisent a un critere plus facile a vérifier :

Corollaire 2.3.9 Soit f: I — I une transformation C" de l'intervalle, ou r > 1 est un réel.
Si hiop(I, f) > 2log || f'|loo, alors f admet un nombre fini non nul de mesures mazimales ergo-
diques.

Remarque 2.3.10 On a toujours hip(I, f) < log||f'|lec [DGS76], donc ce corollaire n’est
intéressant que pour r > 2. Dans [Buz97], il est montré que le nombre de mesures maximales
est fini si f est C" avec r > 1 et hyp(L, f) > Llog || f/[|o- Le résultat de finitude du corollaire
2.3.9 est donc plus faible.

Le corollaire 2.3.9 permet de retrouver le résultat, déja connu, disant qu'une transformation
C® de l'intervalle admet un nombre fini non nul de mesures maximales ergodiques des que son
entropie est non nulle [Buz97].

2.3.3 Transformations C" sans mesure maximale

Dans [Buz97], Buzzi construit une transformation de U'intervalle f qui est C" (1 <17 < 400) et
qui a une infinité de composantes transitives mais aucune d’entropie maximale, si bien que f n’a
pas de mesure maximale. Il ébauche également, sans entrer dans les détails, la construction d’une
transformation de l'intervalle C™ d’entropie non nulle qui a une unique composante transitive (a
priori un ensemble de Cantor) mais qui n’admet aucune mesure maximale. Nous avons construit,
pour tout entier > 1, une transformation de l'intervalle transitive (et méme mélangeante) et
C™ qui n’a pas de mesure maximale [1]. Cette famille d’exemples s’inspire de ceux de Buzzi, la
différence essentielle est que le systéeme est ici transitif sur 'intervalle tout entier. De plus, une
erreur dans un résultat de [Sal88] utilisé dans [Buz97] nécessite de se baser sur un autre résultat
de [Sal88].

Voici une description du coeur de la dynamique de cet exemple. On fixe un entier r > 1.
L’application f,: [0,4] — [0, 4] que nous avons construite est C'° partout sauf au point 1 ou elle
est seulement C" ; elle est constituée d’un nombre dénombrable de morceaux monotones. Elle est
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-3 =138 -
X3 Y3 X2= 5 Y2=% Xi=2 Y,=

FIGURE 2.3 — Graphe de f, (I’échelle n’est pas respectée). Les rectangles en pointillés au dessus
de [zn, yn] ont pour ordonnées (A" z,, ATy, ].

représentée en figure 2.3. Prés de 0, f, est linéaire de pente A" (pour un A fixé assez grand). Des
intervalles [z, yn| s’accumulent a droite de 1. Sur [z, y,], fn a M, oscillations, avec M,, ~ 2—2
Le point z,, a pour image A\~""x,, son orbite reste pendant un temps n dans la partie linéaire
pres de 0, de sorte quion a f2(z,) = A=V, f3(x,) = XD, (2,) = AN,
fr(z,) = x,. Ainsi, z,, est périodique de période n + 1. De méme, f.(y,) = A" (yn) €t yn
est périodique de période n + 1. Ainsi, l'intervalle [z,,, ¥, se recouvre lui-méme par 1’action de
et fotl a un My,-fer & cheval sur [z, y,]. Notons que f?!([x,,y,]) n'est pas inclus dans
[, yn] (sur le dessin, on voit que le graphe de f, dépasse du rectangle au dessus de [z, yn]),
sinon f, ne pourrait pas étre transitive. De plus, le fait d’écraser d’un facteur A™™" intervalle
[, yn] contenant moins de A" oscillations permet d’obtenir une régularité C” en 1. Comme
I’essentiel de la dynamique se trouve dans ces fers a cheval, on montre que

htop(fr) = sup tog M = lim tog M =

n>1 n+1 n—oo N+ 1

log A.

Il est important que ce sup soit une limite : on peut supprimer la dynamique sur 'intervalle
[x1,y1] ou au contraire ajouter un intervalle sans changer cette limite.

On peut faire en sorte que f, soit markovienne relativement a une partition dénombrable.
Soit G son graphe de Markov. Les propriétés précédentes se traduisent par : h(G) = log A et

il existe des sous-graphes disjoints H,, tels que h(H,) = 105 ﬁ" De plus, il existe un graphe
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G’ contenant strictement G avec h(G) = h(G’') (G’ est le graphe de Markov de I’application &
laquelle on a < ajouté > un intervalle [xg, Yo, ce qui revient & ajouter un sous-graphe Hp a G).
Un résultat de Salama dit qu'un graphe fortement connexe G pouvant étre strictement inclus
dans un graphe de méme entropie est transient [Sal88|, donc G n’a pas de mesure maximale
[Gur69, Gur70]. On en déduit que la transformation f, n’a pas de mesure maximale non plus.

11 est assez facile de définir f, de sorte que son graphe de Markov soit fortement connexe (et
donc que la chaine de Markov associée soit transitive). Montrer qu’on peut réellement construire
fr de facon a ce qu’elle soit transitive et C" est en revanche technique.

On sait que l'entropie locale borne le défaut de semi-continuité supérieure de l’entropie
métrique et que hie(f;) < Llog||f/||o si f est C". Dans notre exemple, ces deux bornes sont

atteintes car hyoc(fr) = Llog || f}]|lc est exactement le défaut de semi-continuité supérieure. De
plus, hioc(fr) = hiop(fr) €t heop(Cy, f) = 0.

Par ailleurs, cet exemple nous a permis de montrer qu’il existe des transformations de
lintervalle qui ne sont mesurablement conjuguées a aucune transformation C*° [4]. En effet,
on sait qu’une transformation C'*° admet toujours une mesure maximale, et I'existence d’une
mesure maximale est conservée par conjugaison mesurable (on dit que deux systemes (X, T) et
(Y, S) sont mesurablement conjugués s’il existe une bijection bimesurable h: X — Y telle que
hoT = Soh).

Remarque 2.3.11 On conjecture qu'une transformation C'+® a une mesure maximale deés que
hiop(f) > hioe(f), autrement dit la quantité hy,(Cy, f) serait inutile dans le théoreme 2.3.8.
La transformation f, est sans mesure maximale et vérifie hiop(f) = hioe(f), ce qui montre
qu’on ne peut pas espérer mieux. Par contre on ne connait pas d’exemple au moins C! avec
hiop(Cy, f) > 0. Dans [3], nous avons montré qu’une chaine de Markov topologique sur G' a une
mesure maximale si h(G) > hi(I'g, o), ce qui renforce cette conjecture.



Chapitre 3

Ensemble de rotation pour des
transformations de graphes
topologiques

Le but de ce chapitre est de généraliser la théorie des rotation sur le cercle a certains graphes
topologiques contenant une boucle, et d’exposer les relations entre I’ensemble de rotation et les
points périodiques. Les résultats obtenus rappellent ceux du cercle, néanmoins ils ne permettent
pas de caractériser completement ’ensemble des périodes des transformations de degré 1; cette
caractérisation est I’objet de recherches futures. Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en
collaboration avec Llufs Alseda [8].

3.1 Théorie de rotation sur le cercle

Soit $ = R/Z et m: R — S la projection canonique. Pour définir le degré d’une transformation
continue f: $ — 3, il est nécessaire de se placer dans R, revétement universel du cercle, et
de considérer un relevement de f, c’est-a-dire une application continue F': R — R telle que
moF = fom oum: R — S est la projection canonique. Il n’existe pas un unique reléevement,
mais si F’ est un autre relevement de f, alors il existe k € Z tel que F/ = F + k. 1l existe un
entier d € Z tel que Vo € R, F(x + 1) = F(x) + d. Cet entier est appelé le degré de f; il ne
dépend pas du relevement choisi.

La théorie de rotation concerne les applications de degré 1. Tout d’abord, Poincaré a in-
troduit le nombre de rotation d’'un homéomorphisme f du cercle dans lui-méme, de degré 1
[Poib2] : pour tout x € R, la limite lim,, 4 F@)=2 oxiste et ne dépend pas du point z. Le
nombre de rotation de f est égal & cette limite prise modulo 1 (de cette fagon, elle ne dépend
pas du relevement choisi). Si f: § — S est simplement une application continue de degré 1, il
n’existe généralement pas un unique nombre de rotation. Pour tout z € R, on définit :

.. () —x B ) F'(z) —x
o, () =Hminf = e P (o) <y T

Si la limite existe, on la note p, (x) et on l'appelle le nombre de rotation de x. L’ensemble de
rotation de F' est Rot(F) = {p,(x) | z € R et p,(x) existe}; c’est un intervalle compact [Ito81].
De plus, Rot(F') = {BF () |z € R} = {p,.(z) | z € R}. Si F’ est un autre relevement de f avec
F' = F + k alors Rot(F’) = Rot(F) + k.

Soit & € S et x € R tel que w(x) = &. Le point & est périodique pour f si et seulement si x est
périodique (mod 1) pour F, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € IN*, p € Z tels que F4(z) = = + p. Dans

29
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ce cas, son nombre de rotation est rationnel et vaut p,(z) = p/q. Misiurewicz a déterminé les
périodes des points périodiques ayant un nombre de rotation donné ; ceci permet de caractériser
I'ensemble des périodes d’une transformation du cercle de degré 1 [Mis82].

Théoréme 3.1.1 (Misiurewicz) Soit f: $ — S une application continue de degré 1 et F' un
relevement de f. On écrit Rot(F') = [a, b]. Soit p/q € [a,b] un rationnel sous forme irréductible.
Alors il existe un point périodique (mod 1) pour F' de nombre de rotation p/q. Plus précisément :

e sip/q €]a,bl, pour tout entier n > 1 il existe un point périodique (mod 1) de période nq
et de nombre de rotation p/q ;

e sip/q =a oub, il existe s € IN* U {2} tel que, pour tout entier n> s (ot > désigne
lordre de Sharkovskii), il existe un point périodique (mod 1) de période ng et de nombre
de rotation p/q.

Définition 3.1.2 Soit a,b € R, a < b, et s € IN* U {2°°}. On définit les ensembles suivants :
e M(a,b)={qeIN*|3peZ,p/q€<]a,bl}.
e S(a,s) =0siaeR\Qet S(a,s) ={ng|n>s}sia=p/qestécrit sous forme irréductible.
e Per(f) est 'ensemble des entiers qui sont la période d’un point périodique de f.

Théoréme 3.1.3 (Misiurewicz) Soit f: $ — $ une application continue de degré 1, F un
relevement de f et Rot(F') = [a,b]. Alors il existe sq, s, € IN* U {2°°} tels que

Per(f) = S(a,sq) U M(a,b) U S(b,sp).

Remarque 3.1.4 Comme dans le cas des transformations de lintervalle, des liens étroits
existent également entre les points périodiques et 'entropie topologique de f. En particulier,
Pentropie de f est strictement positive si et seulement si Rot(F') n’est pas réduit & un point, ou
si Rot(F') = {p/q} et Per(f) = S(p/q, s) avec s n’étant pas une puissance de 2. Ceci se déduit
de la présence de < fer a cheval > dans un cas, et des résultats sur I'intervalle dans 'autre.

Dans [9], nous avons montré un résultat sur les points périodiques de nombre de rotation 0
dans une direction différente des théoremes ci-dessus. Si F' a une orbite périodique de diameétre
supérieur & 1, alors F' a des points périodiques de toutes les périodes, et donc f aussi. Il s’agit
d’une vraie orbite périodique pour F', et non d’une période (mod 1), ce qui revient a dire que
c’est une orbite périodique (mod 1) de nombre de rotation 0. Le fait que le diamétre de I'orbite
pour F est plus grand que 1 signifie pour f que l'orbite périodique s’étale sur plus d’un tour
sur le cercle. Ce résultat est en fait vrai pour toute transformation du cercle de degré d > 1.
Des exemples montrent qu’il n’est pas vrai en degré d < 0.

Proposition 3.1.5 Soit f: S — S une application continue de degré d > 1 et F: R — R un
relevement de f. S'il existe v € R et p > 1 tels que FP(z) = x et diam ({F*(z) | 0 < k < p}) >
1, alors F' a des points périodiques de période n pour tout entier n > 1.

Ce travail, en plus de son intérét propre, éclairera peut-étre le comportement des transfor-
mations de degré 1 de graphes contenant une boucle. En particulier, pour les relevés de trans-
formations du graphe o, il semble que les orbites de diametre supérieur a 1 forcent ’existence
de toutes les périodes (mod 1) supérieures ou égales a 2.
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3.2 Définitions

3.2.1 Espaces relevés

Le revétement universel d’'un graphe topologique ayant une unique boucle est un arbre infini
contenant un unique sous-espace homéomorphe & R, comme sur la figure 3.1. Il s’avere que la

G T

FIGURE 3.1 - A gauche un graphe topologique G avec une unique boucle, a droite son revétement
universel T

théorie de rotation qu’on peut définir sur un tel espace peut aisément étre étendue a une plus
large famille d’espaces, que nous appellerons espaces relevés. Avant de donner leur définition,
expliquons comment sont obtenus ces espaces. Si on part d’un graphe topologique X conte-
nant une boucle S (c’est-a-dire un lacet non trivial dans le groupe d’homotopie), on peut le
< développer > par rapport a cette boucle, comme représenté sur les figures 3.2 et 3.3. Ceci

G G

FIGURE 3.2 — G est le graphe infini obtenu en développant le graphe G par rapport a la boucle
en gras; (G n’est pas un espace relevé, on ne peut pas le rétracter sur la droite réelle en raison
des arcs joignant deux points réels distincts.

—O

R d e

X T

T.

FIGURE 3.3 — T est le développement de X, c’est un espace relevé.

donne un nouvel espace )A( qui contient un sous-espace homéomorphe a R (sous—ensemble que
nous identifions avec R) et < invariant par translation . Plus prec1sement X _est un revétement
de X muni d’une projection canonique 7: X — X vérifiant 7~ (S ) =R, et X est la réunion de
sous-espaces fermés (X, )nez homéomorphes entre eux tels que X,NR = [n,n+1] et 7: X,, — X
est surjective. Les exemples des figures 3.2 et 3.3 présentent une différence importante : I’espace
T peut étre < rétracté > sur R (en envoyant chaque composante connexe de T\ R sur sa racine
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dans R, qui est réduite & un point), ce qui n’est pas le cas de G. Cette propriété est essentielle
dans ce qui suit, ce qui nous a menés a poser la définition d’espace relevé suivante.

Définition 3.2.1 Un espace métrique connexe T' O R est appelé un espace relevé si :
i) il existe un homéomorphisme 7: T' — T tel que 7(z) = z + 1 pour tout x € R,

ii) la fermeture de toute composante connexe de 7'\ R est un compact qui intersecte R en
un unique point,

iii) le nombre de composantes connexes C' de T\ R telles que C' N [0, 1] # 0 est fini.

La classe des espaces relevés sera notée T, et la sous-famille des espaces T' € T tels que {z €
T |0 <r(x) <1} est un graphe fini sera notée T°.

Il est naturel de visualiser 7 comme une « translation par 1> dans tout 1’espace 7. Pour
simplifier les notations dans la suite, nous écrirons x + 1 au lieu de 7(x) pour tout z € T', et de
méme x + m désignera 7 (x) pour tout m € Z.

La définition d’espace relevé permet de définir une rétraction naturelle de 7" sur R. Elle sera
utilisée comme instrument de mesure des déplacements vers la gauche ou vers la droite, ainsi
que pour localiser des points dans T\ R.

Définition 3.2.2 Soit T' € T. La rétraction de T sur R est 'application r: T"— R définie par :
e sizeR,r(z)=nr,

e si z ¢ R, soit C la composante connexe de 7'\ R contenant x; on pose r(z) = z, ou
{z}=CnR.

3.2.2 Relevement, degré, points périodiques

Considérons un graphe X dont le développement par rapport a une boucle S est un espace
relevé T € T, et f: X — X une transformation continue. Il existe une application continue
F: T — T telle que fom = mo F, ou 7 est la projection canonique de T sur X. Une telle
application F' est appelée un relévement de f. Les relevements sont uniques modulo 'addition
d’un entier : si F’ est un autre relevement de f, alors F/ = F + k pour un certain k € Z. Il
existe un entier d € Z tel que F(z + 1) = F(x) + d pour tout € T'; d est appelé le degré de
f ou de F. Intuitivement, le degré correspond au nombre de tours (comptés positivement ou
négativement) réalisés par f(x) quand z décrit la boucle S. Pour pouvoir définir les nombres
de rotation, nous considérerons uniquement des applications de degré 1.

Un point x € T est périodique (mod 1) pour F §'il existe un entier n > 1 tel que F™(z) €
x + 7Z. La période (mod 1) de x est le plus petit entier n avec cette propriété, c’est-a-dire
F'(z) € v+ Z et F'(z) €  + Z pour tout 1 < i <n — 1. Un point  est périodique (mod 1)
pour F si et seulement si sa projection 7(z) € X est périodique pour f; de plus, la période
(mod 1) de x pour F et la période de 7(z) pour f sont égales.

Une approche standard pour étudier la dynamique de f et ses points périodiques est de
travailler au niveau du relevement F. C’est le point de vue que nous adoptons; dans la suite,
nous considérerons uniquement des applications continues F: T' — T telle que F(z + 1) =
F(x)+ 1 pour tout z € T, ou T est un espace relevé. Les résultats obtenus pour F' peuvent bien
évidemment étre exprimés pour f grace a la projection 7.

Définition 3.2.3 Soit T € T. La classe des fonctions continues F: T — T telles que Vz €
T, F(x+1) = F(z) + 1 est notée C;1 (7).
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Nous définissons trois types de nombres de rotation.

Définition 3.2.4 Soit T € T, FF € Ci(T) et x € T. On pose

p (z) = liminf roF(z) —r) et p,(z)=limsup ro @) - T(l‘)

F n—-+o0o n n——+oo n

Si L, (r) =P, (x), ce nombre est noté p,(x) et appelé le nombre de rotation de .

Remarque 3.2.5 La raison d’utiliser la rétraction dans la définition ci-dessus est de
< projeter > les points sur R, sur lequel les opérations arithmétiques sont définies, pour pouvoir
mesurer ’écart entre F™(x) et x. Dans le cas ou T est plongé dans R", il est facile de voir que le
nombre de rotation peut étre défini sans utiliser la rétraction r, en posant p,(z) = lim %

L’ensemble de rotation est un objet qui synthétise 'information concernant la rotation d’une
transformation.

Définition 3.2.6 Soit T € T, F € C1(T) et X C T. On pose :
Roty(F) = {p,. () |z € X},  Rotyx(F)={p (z)|z€ X},

Rotx(F) ={p,F(z) |z € X et p,F(x) existe}.

Quand X = T, on écrit Rot ™ (F), Rot™ (F) et Rot(F) au lieu de Rot} (F), Roty (F) et Rotx (F).
Rot(F) est appelé I’ensemble de rotation de la transformation F.

Nous sommes a priori intéressés par ’ensemble de rotation entier mais, en général, il n’a pas
les mémes propriétés que I'’ensemble de rotation d’une transformation du cercle. Cela justifie
Pétude de Iensemble Rotg(F'), qui exhibe de bonnes propriétés et que nous savons étudier
dans le cas général. Au chapitre suivant, nous étudierons l’ensemble Rot(F') pour des espaces
T particuliers.

3.3 Connexité et compacité de I’ensemble de rotation

Commencons par parler de ce qui marche mal. L’ensemble de rotation n’est pas toujours connexe,
méme dans des cas tres simples, comme le montre I’exemple suivant. On conjecture que l’en-
semble de rotation est fermé et coincide avec Rot™ (F') et Rot™ (F), mais on ne sait le montrer
que pour des transformations particulieres (notamment les transformations markoviennes) ou
sur certains graphes (voir le chapitre 4).

Exemple 3.3.1 Soit T I'espace relevé dessiné en figure 3.4. Entre 0 et 1, il a une branche A
N
a F(a)

A A+1

FIGURE 3.4 — L’ensemble Rot(F') = {0, 1} est non connexe et non égal a Rotg (F') = {0}.

d’extrémités e € R et a. Soit F': T'— T une application continue de degré 1 vérifiant :

o Flg =1d,
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e Fa)=a+1,
e F|4 est injective.

On voit trivialement que Rotr(F) = {0} et p.(a) = 1. Soit z € A. S’il existe k > 1 tel que
F¥(z) € R, alors F"*(z) = F*(z) pour tout n > k, et p.(z) = 0. Sinon, F"(z) € A + n pour
tout n > 1, et p,(z) = 1. Il en est de méme pour tout x € A+ Z car p.(z) = p.(x + p) si
p € Z. Par conséquent, Rot(F') = {0, 1}, qui n’est pas connexe.

Remarquons de plus que Rot(F) # Rotgr(F') bien qu’on puisse choisir F' de sorte que
Unso F"(R) =T\ ({a} + Z), qui est dense dans T'.

11 est possible de construire des exemples de transformations F' telles que Rot(F') a n com-
posantes connexes pour n’importe quel entier n, ou des composantes connexes non réduites a un
point, méme sur I’espace T" avec une seule branche A de I’exemple précédent : voir les figures 3.5
et 3.6 (la notation [z, y]4 désigne le sous-intervalle de A d’extrémités = et y).

a

a+1l a+2
b
A A+1 A+2
é e#l e42

FIGURE 3.5 — F|g = Id, F(a) = a+2, F(b) = a+1; Fley, et Flpq, sont injectives. On a
F(A) D (A+ 1)U (A+2) et on peut calculer facilement que Rot(F') = {0} U[1,2].

______ a
A2 L b A2+2
A e
Al [ A1+ 1 A1+ 2
e e+l e+2

FIGURE 3.6 - F|r = Id, F'(a) = a+2, F(b) = e+2, F([d,c]a) = [e,cla+1, F([b,a]a) = [e,a]a+2,
F([e,blaUle,d]4a) C R. Sionnote A; = [e,c]a et Ay = [b,a]a, ona F(A1) D Aj+1et F(A) D
(A1UA3)+2. On peut calculer que Rot(F) = Rotr(F)URot 4, (F)URot 4, (F) = {0}U{1}U{2}.
En partitionnant A en davantage de morceaux, on peut obtenir un ensemble de rotation avec n
composantes connexes.

De fagon générale, quand la dynamique de certaines parties des branches n’a pas de relation
avec la dynamique de R, alors ’ensemble de rotation a des chances d’étre non connexe.

Si on se restreint aux nombres de rotation des points de R, alors I’ensemble de rotation
Rotg (F) est connexe et fermé, et coincide avec les ensembles Roty; (F) et Roty (F). La preuve
du premier point du théoréme suivant s’inspire de [Ito81] (ou R. Ito fait une preuve <a la
main > du fait que I’ensemble de rotation d’une transformation du cercle de degré 1 est un

intervalle fermé). Le deuxieme point du théoreme utilise le fait que F, e F'r: R — R est
le relevement d’une transformation du cercle et que, si (Fy,)¥(z) ¢ Const(F,) pour tout k > 0,
alors les orbites de x pour F" et F), coincident (pour une application G, on note Const(G)
Pensemble des points au voisinage desquels G est constante).
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Théoréme 3.3.2 Soit T € T et F' € C1(T). L’ensemble Rotg(F') est un intervalle compact
non vide et Rotr (F) = Rotf (F) = Rotg (F).
De plus, Rotg(F) = J,,>1 Rot(r o F|R), cette union est une union croissante d’intervalles

compacts, et si o € Rot(roF™|R), il existe un point x de nombre de rotation o tel que F™*(z) € R
pour tout k > 0.

Remarque 3.3.3 L’ensemble Roty(F') coincide avec I'ensemble des nombres de rotation des
points qui ont une image ou une préimage dans R sous 'action d'un itéré de F' (car p,(z) =
p(F(x))), autrement dit tous les points dont I'orbite future ou <« passée > passe dans R. Si T’
est le développement d’un graphe topologique, la proposition 3.3.4 énonce qu’on peut prendre
I'adhérence de J,,~, F™(R) sans changer I’ensemble de rotation ; par contre | J,,~o F~"(R) peut
contenir des points dont le nombre de rotation n’est pas dans Rotg(F), comme le montre
I’exemple 3.3.1.

Proposition 3.3.4 SoitT € T° et F' € C{(T). Si on pose Tg = |J,,~o F™(R), alors Rotr, (F) =
Rotgr (F). -

3.4 Relation entre ensemble de rotation et points périodiques

Si Fi(zx) =z +p (avec p € Z,q € IN*) alors p,. (x) = p/q. Par conséquent, tout point périodique
(mod 1) a un nombre de rotation rationnel. Nous avons montré la réciproque pour les rationnels
de l'intervalle Rotr (F) : si p/q € Rotgr(F), il existe un point périodique (mod 1) de nombre de
rotation p/q. Ce résultat se décompose en deux parties, selon que p/q est dans l'intérieur ou sur
le bord de Rotg (F'). Remarquons que cette dichotomie entre l'intérieur et le bord de l'intervalle
de rotation est déja présente pour les transformations du cercle.

3.4.1 Intérieur de Rotg(F)

Pour trouver des points fixes ou périodiques, nous avons introduit la notion de recouvrement
positif. Pour une fonction continue f de R dans R, le théoréme des valeurs intermédiaires assure
que, si I est un intervalle compact tel que f(I) D I, alors f a un point fixe dans I. Cette propriété
n’est pas vraie en général pour une fonction continue sur un graphe topologique, méme si c’est
un arbre. La figure 3.7 donne un contre-exemple élémentaire. Ce contre-exemple illustre I'origine
du probleme : I'unique point fixe de r o f|; n’est pas un point fixe de f|; car il fait partie des
points x dont I'image n’est pas dans I, autrement dit f(x) # r o f(z); ces points sont dans
la partie constante de r o f. Cette situation ne peut pas se produire si f(I) D I et r o f est
croissante : il peut exister des points fixes de r o f dans la partie constante de ro f, mais dans ce
cas il existe nécessairement d’autres points fixes hors de la partie constante, de sorte que ce sont
aussi des points fixes pour f. Ceci est illustré en figure 3.8 (nous renvoyons a [9] pour les détails
de la preuve). C’est 'idée d’un recouvrement positif. Un intervalle I F-recouvre positivement
un intervalle J si r o F'(I) D J et cette inclusion est < globalement croissante >.

Dans ce chapitre, nous utiliserons des recouvrements positifs uniquement pour des sous-
intervalles de R. Néanmoins, nous donnons une définition générale en vue d’une utilisation au
chapitre 4. Soit I un intervalle fermé de 7. On peut définir une rétraction ry: T — I sur [ si
pour toute composante connexe C' de T'\ I, ’ensemble C'NT est réduit & un point. Dans ce cas,
rr est définie par ry(x) =xsiz € I et {r;(z)} = CNT si C est la composante connexe de T'\ [
contenant x. L’intervalle I est homéomorphe a un sous-intervalle fermé (compact ou non) de
R, et tout homéomorphisme h: I — h(I) C R induit un ordre sur I par = < y ssi h(z) < h(y).
L’ensemble des homéomorphismes définit deux ordres sur I, inverses I'un de ’autre. Pour chaque



CHAPITRE 3. ENSEMBLE DE ROTATION SUR DES GRAPHES 36

y=rof(x)
1 %
- - o—- V2 I/
_l I I 1 /// i
f -1 0 1

FIGURE 3.7 — Soit f une fonction continue sur le graphe [—1,1]U4[0,1] C C (figure de gauche)
telle que f(—1) =1, f(1) = —1, f(0) =i et f est injective sur [—1,0] et [0,1] (la définition de
f sur 4[0, 1] n’importe pas). On note I = [—1,1]. Il est clair que f(I) D I. Néanmoins f n’a
pas de point fixe dans l'intervalle I. A droite, on a représenté la rétraction de f|; sur R (en
pointillés : la diagonale y = z) ; 'intervalle constant de r o f correspond aux points = € I tels
que f(z) € 1[0, 1].

y=rof(x) /

4

/;(1 X0 %

FIGURE 3.8 — Soit f une fonction continue du graphe R U [0, 1] dans lui-méme telle que r o f|;
est croissante et f(I) D I, ou I est un intervalle compact (sur la figure : graphe de ro f|; avec en
pointillés la diagonale y = x) ; sur cette figure, r o f a un point fixe xg dans sa partie constante,
elle a aussi deux autres points fixes x1 et x3, qui sont nécessairement points fixes de f.

intervalle I, il suffit de choisir arbitrairement un des deux ordres, que nous notons <;. Pour
assurer une certaine compatibilité, nous faisons les choix suivants : si /MR est un intervalle non
dégénéré, 'ordre <; est celui qui coincide avec 'ordre de R sur I NR; si la rétraction r; envoie
R sur une extrémité de I, <; est l'ordre tel min(/) est le point r;(R). Cette convention couvre
tous les cas que nous rencontrerons dans la suite.

Définition 3.4.1 Soit T" € T, F': T — T continue, et I,J deux intervalles compacts de T
sur lesquels sont définies des rétractions. On dit que I F-recouvre positivement J, et on note
I%)J, s’il existe x,y € I tels que x <7y et

ryoF(x) <;jminJ <jmaxJ <jrjoF(y).
Remarque 3.4.2 Si I, J sont des intervalles compacts de R,

I%) J <= 3dzx,y el telsquez <yetr(F(zr) <minJ <maxJ < r(F(x)). (3.1)
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Si l'intervalle I F-recouvre positivement I, alors on peut montrer que F' a un point fixe
dans I. Comme dans le cas des recouvrements d’intervalles dans R, on peut enchainer des
recouvrements positifs et obtenir des points périodiques qui suivent cette chaine.

Proposition 3.4.3 Soit T € T, F € Ci(T) et ly,...,Ix_1 des intervalles compacts non
dégénérés de R sur lesquels sont définies des rétractions. On suppose que
+

+ +
IQ i) Il — IQ‘) —)Ik_l i) Io,
F™—p; =~ F"2—pg F™k —py,

ot les n; et p; sont des entiers, avec n; > 1. On pose m; = 2321 n; et p; = 2321 pj pour
1 <i < k. Alors il existe un point xog € Iy tel que [ (xg) = xo + pr et f™i(xo) € I; + p; pour
tout 1 <i<k—1.

Définition 3.4.4 Soit T € T, F € C1(T), X C T et a € R. On définit :
Perx(a, F) = {n € N* | 3z € X,z périodique (mod 1) de période n et p. () = a},

et Perx(F') est 'ensemble des périodes des points z € X qui sont périodiques (mod 1). Si
X =T, on note Per(a, F') et Per(F) au lieu de Perp(a, F) et Perp(F).

L’ensemble Per(a, F') est vide si a € Rot(F') N Q. Si p, ¢ sont premiers entre eux, il est facile
de montrer que Per(p/q, F') C ¢IN*. Dans le cas out F' est une transformation du cercle de degré
1 et p/q € Int (Rot(F)), on sait que Per(p/q, ') = qIN* si p,q sont premiers entre eux. Nous
avons montré que si F' € C1(T) et p/q € Int (Rotr(F)), alors Perg(p/q, F') contient tous les
multiples de ¢ a partir d’un certain rang. Des exemples montrent que le nombre de multiples de
g manquants est non borné méme pour 7' fixé, et que Perg(p/q, F') n’est en général pas égal a
un ensemble de la forme {mq | m > M} [8, Example 6.5]. L’ensemble des périodes d’un nombre
de rotation donné n’est pas entierement caractérisé, contrairement au cas du cercle.

Théoréme 3.4.5 Soit T € T, F € C1(T) et p/q € Int (Rotr(F)) avec p,q premiers entre euz.
Il existe un entier M > 1 tel que Perr(p/q,F) D {mq|m > M}.

Idée de la preuve. La premiere étape consiste & se ramener au nombre de rotation 0 en
considérant G = F'? — p. On a alors 0 € Int (Rotg(G)). On veut montrer que pour tout entier
n assez grand, il existe € R tel que G™(z) =z et G'(x) #xsil <i<n.
Comme 0 € Int (Rotgr(G)), il existe des points zg, z1 € R tels que p,(z9) < 0 et p,(z1) > 0.
On a donc
lim roG"(zg) =—00 et lim roG"(x1) = +oc. (3.2)

n—+oo n—-+4oo

Quitte a translater x; par un entier (ce qui ne change pas son nombre de rotation), on peut
supposer xg < x1 < o+ 1. On pose I = [zg,x1]. Pour n assez grand, on a r o G"(xg) < xg <

x1 <roG"(x1), et donc I&I.

La proposition 3.4.3 implique qu'il existe z € I tel que G™(z) = x, mais cela n’assure pas
que la période de x est n. Pour construire des points périodiques dont on controle la période,
on va s’inspirer des fers a cheval. On pose J = I + 1. Les intervalles I et J sont disjoints et,
par l’équation (3.2), il existe un entier N tel que, pour tout n > N, I et J G™-recouvrent
positivement I et J. Les intervalles I et J forment donc I’analogue (pour les recouvrements
positifs) d'un fer a cheval pour G, ce qui permettrait d’obtenir toutes les périodes pour G",



CHAPITRE 3. ENSEMBLE DE ROTATION SUR DES GRAPHES 38

mais ceci n’est pas suffisant. Soit nq,...,nx > N et m = n; + --- + ng. Si on applique la
proposition 3.4.3 a la chaine

ISy 50570 5 05T,

Gmt G2 G"s G"k—1  Gp,
on obtient :
Jr el tel que G"(z) =z et V1 <i<k—1, Gt Ti(z) e J (3.3)

Cela suffit-il a trouver des points périodiques pour toute période assez grande ? La réponse est
oui grace au lemme arithmétique suivant.

Lemme 3.4.6 Soit N € IN*. I existe un entier x(N) tel que, pour tout m > x(N), il existe
des entiers strictement positifs k et nq,...,ny tels que

i) ng +ng+---+ng=m,
ii) n; > N pour tout 1 <1i <k,
iii) si d € IN* divise m et d # m alors il existe 1 <i <k —1 tel que d divise ny + --- + n;.

En effet, si m > x(N), soit ny,...,ni les entiers donnés par le lemme ci-dessus, et x le
point vérifiant (3.3) pour ces entiers. C’est un point périodique pour G, et sa période d divise
m. Si d # m alors le lemme dit qu’il existe 1 < i < k — 1 tel que d divise n1 + - -+ + n;. Donc
Gmttni(g) = z. Or x € I et GMTT"i(z) € J, ce qui contredit le fait que I NJ = (). La
période de z est donc d = m. Conclusion : pour tout m > x(N), il existe un point x € [
périodique pour G de période m.

En revenant & F', on montre facilement qu’il existe M tel que Perg(p/q, F) D {mq | m > M},
ce qui prouve le théoreme. ]

On peut donner une formule explicite (mais non optimale) pour x(N) dans le lemme 3.4.6;
la seule valeur importante de x est x(1) = 1.

Remarque 3.4.7 Un fer a cheval est exhibé dans la preuve du théoreme 3.4.5, ce qui implique
que lentropie topologique de f est strictement positive dés que l'intervalle Rotg (F') n’est pas
réduit & un point (ot F': T — T est un relevement de f: X — X, application de degré 1 sur X
dont le développement donne 'espace relevé T').

Le théoréme 3.11 dans [8] est plus précis que le théoreme 3.4.5 sur la borne M : si K est
un intervalle compact inclus dans Int (Rotr(F)), il existe un entier N(K) tel que, si p/q € K

avec p,q premiers entre eux, alors Pergr(p/q, F) D {mq | m > X((%D} En particulier,
Perg(p/q, F) = qIN* si ¢ > N(K). Cet entier N(K) ne peut pas étre pris uniforme sur tout
Rotgr(F) : il peut < exploser > quand une des bornes de K tend vers le bord de Rotgr (F'), comme
le montre ’exemple 6.6 dans [8].

Ce résultat sur ’ensemble des périodes pour un nombre de rotation donné permet de

démontrer assez rapidement le corollaire suivant.

Corollaire 3.4.8 Soit T € T et F € Ci(T). Si Rotr(F) n’est pas réduit a un point alors
l’ensemble IN \ Perr(F) est fini.
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3.4.2 Bord de Rotg(F)

Il nous reste a étudier le cas ol un rationnel p/q appartient au bord de l'intervalle Rotg (F),
qui est réduit aux deux extrémités de I'intervalle, éventuellement confondues.

Bien que p/q soit le nombre de rotation d’un point de R, il n’existe pas nécessairement de
point périodique (mod 1) dans R de nombre de rotation p/q, et il faut alors chercher les points
périodiques potentiels hors de R. De ce fait, la topologie des branches de T\ R intervient, et il faut
se restreindre aux espaces relevés de dimension 1, c¢’est-a-dire ceux provenant du développement
d’un graphe fini. L’exemple 6.7 dans [8] montre que, dans un espace relevé quelconque, il n’existe
pas nécessairement de point périodique de nombre de rotation p/q si p/q € ORotgr(F).

Le cas ot Rotg (F') est réduit au point p/q se traite en utilisant le fait que Rotg (F') contient

Rot(r o F|g) (théoreme 3.3.2). Comme F} Lo Flr: R — R est le relevement d’une trans-

formation continue du cercle, de degré 1, on peut utiliser la théorie de rotation du cercle de
Misiurewicz [Mis82] (voir aussi [ALMO00]). On sait que Rot(F}) est non vide, donc égal a {p/q},
et il existe x € R périodique (mod 1) pour F;, de nombre de rotation p/q; de plus, = peut étre
choisi de fagon que son orbite soit disjointe de Const(F;) (JALMO00, Theorem 3.7.20]), ce qui
implique que les orbites de & pour F; etF' coincident. Par conséquent, z est périodique (mod 1)

pour F et p,(x) =p/q.

Si p/q = minRotr(F) (resp. p/q = maxRotgr(F')), on pose G = FP — ¢, de fagon a se
ramener a 0 = min Rotg (G) (resp. 0 = max Rotg (G)). Nous nous concentrerons sur le cas du
minimum, le maximum se traitant de fagon symétrique.

Dans la suite, nous considérons T' € T° et F € C1(T) telle que Int (Rotr(F)) # 0 et
min Rotg (F') = 0. Les points périodiques (mod 1) de nombre de rotation 0 sont les points = tels
que F™(z) = x pour un certain n > 1.

Nous commencons par introduire les outils qui permettent de trouver ces points périodiques,
qui peuvent étre hors de R. Un chemin direct est un chemin sans boucle ni retour en arriere.
La notion clé est celle de chemin direct associé a un chemin vers +o0o quelconque. Cette notion
permet de généraliser les recouvrements positifs. Nous présentons cette machinerie dans le cadre
simplifié d’un arbre infini. Notons T Pensemble des espaces T' € T° ne contenant pas de boucle.

Définition 3.4.9 Soit T' € T°. Un chemin de xg € T vers +oo est une application continue
v: [0, +00[— T telle que v(0) = xg et limy_, oo 7 0y(t) = +00. Un chemin direct est un chemin
v tel que, si y(t) = y(t') avec 0 <t < t/, alors ~y est constante sur [t,t'].

Remarque 3.4.10 Si 7 est un chemin direct, alors Im(y) & ([0, +00[) est homéomorphe a
[0, 4+00].

Un espace T € T' étant uniquement connexe par arc, on peut parler sans ambiguité de
Iintervalle joignant deux points x et y, ou joignant un point x & 4+o0o. On peut définir une
rétraction sur tout intervalle fermé de T'.

Définition 3.4.11 Soit 7 € T' et 4 un chemin de z vers +oo. Soit A I'intervalle joignant zo
& +00 et ry la rétraction de T sur A. Le chemin direct associé a v est 7: [0, +oo[— T défini par
7(t) = maxr4 o ([0, t]) pour tout ¢t € [0, 4o00].

Considérons en exemple la situation représentée en figure 3.9 : l'intervalle A joignant a a
+00 est homéomorphe & une demi-droite et contient les points F(x),z,y et r(F(y)) dans cet

ordre. En posant I = [z, y] (qui est un intervalle dans A), on a I % I (il suffit de considérer A a

la place de R dans la définition de recouvrement positif dans R (3.1)). Ceci implique ’existence
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a
F(x)

X T F(y)

y  r(F(y)

FIGURE 3.9 — L’intervalle A joignant a a 400 est dessiné en gras. Si on se place dans A, on a,
dans la configuration de la figure : F(z) <z <y < r(F(y)).

d’un point z € I tel que F(z) = z. Exprimons ce résultat en termes de chemins directs. Soit 7
un chemin direct de x vers +o0o et 41 = F(7p). La présence du recouvrement [ % I découle du

fait que Im(y1) D Im(y0) et y € R avec r(z) <y < r(F(y)). Dans le cas d’itérations successives
de F, ce résultat se généralise comme suit.

Lemme 3.4.12 Soit T € T', F € C,(T) ety un chemin de xq vers +o00. On définit o =7 et

Yn+1 = F(yn) pour tout entier n > 1. On suppose que, pour un certain entier n, Im(vy,) D Im~y
et qu’il existe y € R tel que (1o F)'(y) > y pour tout 1 < i < n. Alors il existe un point z tel
que F™(z) = z.

Dans le cadre plus général d’un graphe infini T € T°, il est encore possible de définir le
chemin direct associé & un chemin quelconque (en supprimant les boucles et les retours en
arriere), et le lemme 3.4.12, sous une formulation adéquate, reste valable. Soulignons que dans
le cas général il n’existe pas de rétraction de T tout entier sur I'image d’un chemin direct, ce
qui complique notablement les définitions.

Théoréme 3.4.13 Soit T € T° et F € C1(T"). Si minRotr(F') = p/q (resp. max Rotg(F) =
p/q), il existe x € T un point périodique (mod 1) de nombre de rotation p/q.

Idée de la preuve. Le cas ou Rotg (F) est réduit & un point a été traité plus haut. De plus, nous
avons vu qu'il suffit de considérer le cas du minimum, avec min Rotg (F') = 0 et Int (Rotr (F)) #
(). Dans cette situation, nous voulons montrer qu’il existe z € T tel que F"(z) = z. Nous allons
en fait montrer la contraposée, plus précisément si :

min Rotg (F) > 0,Int (Rotg (F)) # 0 et Vz € T,¥n > 1, F"(z) # =z (3.4)

alors min Rotg (F") > 0. Nous esquissons les grandes idées de la preuve dans le cadre simplifié
présenté ci-dessus en nous plagant dans un espace T' € TT, et sans nous risquer & entrer dans
les détails (tres) techniques.

Nous supposons donc dans la suite que 'hypothese (3.4) est vérifiée. Par le théoreme 3.4.5,
il existe un entier k£ tel que Int (Rot(r o Fk)) # (). Quitte & remplacer F' par F*, on suppose
que Int (Rot(r o F')) # (). On peut en déduire, en utilisant la théorie de rotation du cercle, que

il existe yop € R,Vn > 1, F"(yo) € R et F™(yo) > yo- (3.5)

Soit # € R. Si r(F(z)) < z alors, quitte a translater yo par un entier, on a r(F(z)) <
x < yo < F(yo), d'ou [z,yo] %[x,yo]. Ceci implique 'existence d’un point fixe, qui contredit
I'hypothese. Donc r(F(x)) > x. Dit de fagon informelle, les points de R vont vers la droite, ce

qui contribue & donner des nombres de rotation strictement positifs. Pour la méme raison, on a :

Ve € R,Vn > 1,r(F"(x)) > x. (3.6)
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Nous allons expliquer que les points hors de R ont, eux aussi, des orbites qui vont vers la droite
au bout d’un certain temps.
Soit X le <« motif périodique > de T hors de R :

X =T\Rnr7Y(0,1]).

L’espace T est égal & R U (X + Z) et on peut écrire X comme une union finie d’intervalles
compacts; nous appellerons branches ces intervalles et leurs translatés par des entiers. Soit
xo € X et x, = F"(zp) pour tout n. Comme on s’intéresse a Rotr(F), il est possible de
montrer, moyennant quelques étapes techniques, qu’il est suffisant de se focaliser sur le cas ou
xg € F(R). Puisque les points de R vont vers la droite, le cas problématique est quand 1'orbite
de x reste longtemps dans X +7 ou, plus précisément, dans (J,~ (X —k), puisque les ensembles
(X 4 k)g>o sont & droite de xg. Soit N > 0 tel que les N premiers points de I'orbite de z( restent
dans | J~o(X — k), c’est-a-dire :

YO <k < N,Tkn> 0,2, €X — kn. (3.7)

Comme on a supposé g € F(R), il existe y € R tel que F(y) = x¢. Par (3.6), y < r(F""(y)) =
r(xy,) pour tout 0 < n < N. Par conséquent, y est a gauche de r(xg) et, pour tout 0 < n < N, la
branche de X — k,, contenant x,, est entre y et r(zg) + 1. Par conséquent, le nombre de branches
contenant un des points (2, )o<n<n est fini; on peut méme le borner indépendamment de xg
sans beaucoup d’effort. Par le principe des tiroirs de Dirichlet, il existe une branche B contenant
au moins N/K points parmi zg,...,xx—1 si K borne ce nombre de branches.

Si les points x,, et x,4; = F'(x,) (aveci > 0) sont tous les deux dans la branche B, avec 14

au dessus de x,, (figure 3.10) alors, quitte a translater yo d'un entier, on a [z, yo i>[:cn,y0]

ya

F(%n)

BY %,

% Fityg)

FIGURE 3.10 — Si ,, et F'(z,) sont dans une méme branche B avec F'(x,) au dessus de z,

alors [z, yo] %[Zvo,yo] car on a de plus F'(yg) > yo > r(B).

(car F'(yg) > yo par (3.5)), d’ott I'existence d’un point z tel que F?(z) = z, ce qui contredit
notre hypothese. Par conséquent, les points de ’orbite de x¢ tombant dans B sont ordonnés en
< descendant >, c’est-a-dire que les indices les plus élevés sont les plus proches de R. On note
Tiys- s Tiy, 0 <1y <idg < ...< i <N, les points contenus dans B parmi (zy)o<n<n. On peut
montrer que la plupart des écarts d’indice i;41 — %; sont majorés par un certain entier «, grace
au fait que B contient une fraction élevée des points (z,)o<n<n. On choisit une distance d sur
T qui soit invariante par translation par 1. Les applications F, F2, ..., F® sont équicontinues et
n’ont pas de point fixe, donc il existe § > 0 tel que, Vo € T,V1 < i < «,d(z, F'(z)) > J. En
particulier, si ij11 —i; < o alors d(w;;, x;;,,) = d(zi;, F'i+17% (2;,)) > 6. On ne peut donc pas
loger trop de points z; dans B (figure 3.11). On en déduit que 'entier N dans (3.7) est borné.
Par conséquent, si x appartient a X, il existe un entier n borné tel que, soit F"(zg) € X + k
avec k > 1 (donc F"(x) est a droite de x), soit F""(x) € R; et si € R alors F(z) est a droite de
x (c’est-a-dire r(F(x)) > x). La preuve n’est pas encore terminée, mais on a la les ingrédients
permettant de montrer que tous les nombres de rotation de Rotg (F) sont strictement positifs.
Ceci permet de prouver (3.4), et donc le théoreme. ]
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o

Xi, [p>3
Xij+j1 } >0

FIGURE 3.11 —

Remarque 3.4.14 Quand p/q est une extrémité de 'intervalle Rotg (F’), nous ne savons rien
dire de la période du point périodique (mod 1) de nombre de rotation p/q (contrairement au
cas ou p/q € Int (Rotgr (F'))). Pour étudier les périodes possibles, il serait crucial de prendre en
compte la topologie des composantes connexes de T\ R.



Chapitre 4

Ensemble de rotation sur les graphes
sigma et soleil

Au chapitre 3 nous avons étudié Rotg (F'), qui est un sous-intervalle de Rot(F). L’ensemble de
rotation Rot(F'), lui, n’est pas nécessairement connexe et, dans le cas général, on ne sait pas s’il
est fermé. On conjecture que Rot(F') est fermé et a un nombre fini de composantes connexes.
Nous avons attaqué cette question en commencant par le graphe le plus simple, apres le cercle,
appartenant a la classe d’homotopie du cercle : il s’agit du graphe o, composé d’un segment
recollé a un cercle. Le fait d’avoir une seule branche facilite beaucoup la situation car il y a
une seule fagcon de < sortir > du cercle et d’atteindre les différents points de la branche. Nous
avons ensuite montré la conjecture pour les revétements universels des graphes soleil (plusieurs
segments disjoints recollés & un cercle), qui semblaient les graphes les plus simples apres o.
La méthode développée est différente et a davantage de chance d’étre généralisable. A terme,
I'objectif est de traiter tous les espaces relevés T € T°.

De plus, pour les applications sur les revétements universels des graphes o ou soleil, les
nombres de rotation rationnels (sauf éventuellement un nombre fini) sont réalisés comme nombre
de rotation d’un point périodique (mod 1). Ce résultat n’était pas nécessairement attendu, les
liens entre la dynamique interne aux branches et les nombres de rotation n’étant pas évidents.
Ceci fait espérer un résultat identique pour tous les espaces relevés sans boucle (c¢’est-a-dire le
développement des graphes ayant une unique boucle) et laisse penser que ’ensemble Rot(F') (et
non uniquement Roty (F')) peut jouer un role dans la caractérisation des périodes.

Les résultats de ce chapitre sont tirés de [10] et [11].

4.1 Applications du graphe sigma

Le graphe o consiste en un intervalle attaché par une de ses extrémités & un cercle (figure
4.1). Dans cette section, nous montrons que, quand 7" est le revétement universel du graphe o,

G T

FIGURE 4.1 — G est le graphe o, son recouvrement universel est 7.

I’ensemble de rotation d’une transformation F' € C;(T’) est 'union d’un nombre fini d’intervalles

43
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compacts. De plus, Rot(F) coincide avec Rot™(F) et Rot™ (F) et, pour tout rationnel r dans
Rot(F), il existe un point périodique (mod 1) de nombre de rotation 7.

Il s’avere que les preuves s’étendent & une classe de transformations que nous appelons
o-ressemblantes.

4.1.1 Applications o-ressemblantes

Nous rappelons la définition de T°, qui est la famille des graphes infinis provenant du
développement par rapport a une boucle d’un graphe topologique.

Définition 4.1.1 Un espace métrique connexe T' D R appartient & T° si :

i) il existe un homéomorphisme 7: T — T tel que 7(x) = = + 1 pour tout x € R (par
convention, on désigne 7(z) par z + 1 pour tout z € T'),

ii) la fermeture de toute composante connexe de T'\ R est un graphe topologique fini qui
intersecte R en un unique point,

iii) le nombre de composantes connexes C' de T'\ R telles que C' N [0, 1] # 0 est fini.

Soit '€ T° et F' € C1(T). On note

Tp = | F"(R).

n>0

Cet ensemble est fermé, invariant par translation par 1, il contient R et il est connexe car les
ensembles F"(R) forment une union croissante de connexes; par conséquent T € T°.

Onpose X =T \ Tk Nr~1(]0,1)). Cet ensemble est composé d’un nombre fini de graphes to-
pologiques, et T' = TRU(X +7Z). Les ensembles Tk et X sont illustrés en figure 4.2. Remarquons
que Tr et X dépendent implicitement de F'.

FIGURE 4.2 — Tllustration des ensembles Tk (en gras) et X (trait fin). L’application de cet
exemple est o-ressemblante car X est un intervalle.

Si T est le revétement universel du graphe o, X est soit vide, soit un intervalle avec une
extrémité dans T. Les applications ayant la méme propriété sont appelées o-ressemblantes.

Définition 4.1.2 Soit T € T° et F € C1(T'). Si X = () ou si X est un intervalle tel que X NTg
est réduit a une extrémité de X, alors F' est dite o-ressemblante. L’ensemble des applications
o-ressemblantes sur 7" est noté CY (7).

Considérons F' € C{(T) avec X non vide. Nous munissons l'intervalle X de l'ordre linéaire
tel que min X est 'extrémité de X qui est dans Tk. La rétraction rx : T'— X est définie de fagon
naturelle par rx(z) = x si * € X et rx(z) = min X sinon. La notion de recouvrement positif a
été introduite en section 3.4.1. Nous allons 'utiliser dans X :si I, J sont des intervalles compacts
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de X, ne€N*etpeZ, IFih]—{—ps’il existe z,y € I avec x < y tels que rx (F"(z)—p) < min J

et rx(F™(y) — p) > maxJ (pour lordre sur X). Nous utiliserons le lemme suivant, qui peut
étre montré a partir de la proposition 3.4.3.

Lemme 4.1.3 Soit T € T° et G € C{(T'). On suppose qu’il existe I,J deux sous-intervalles
compacts non vides de X et mi,mo € Z tels que

I%Iwnl, I%J—i—ml, J%I—l—m% J%J—i—mz.

Pour tout rationnel r dans [mi,ma| ou [me,mi] (selon l'ordre de my,ms), il existe un point
périodique (mod 1) dans I U J tel que p,(z) =r.

4.1.2 Ensemble de rotation d’une application s-ressemblante

Quand 7" € T°, 'ensemble Roty, (F') est égal a Rotg (F') par la proposition 3.3.4, et Rotr(F') a
été étudié au chapitre 3. Comme T' = Tr U (X + Z) et F(Ig) C Tg, il suffit de considérer les
nombres de rotation des points € X dont 'orbite n’entre pas dans T ou, de fagon équivalente,
les points de X*° ={z € X |Vn > 1,F"(x) € X + Z}. On a Rot(F) = Rotr(F') U Rotx (F).

La premiere étape consiste a diviser X selon la position des images des points. Si F'(z) € X+p
et F(y) € X +p' avec p,p' € Z, p # p/, alors il y a nécessairement un écart entre = et y, en
raison de la continuité de F. Grace a cette observation, on voit qu’il est possible d’inclure les
points de {x € X | F(z) € X + Z} dans un nombre fini d’intervalles disjoints tels que, pour
tout I parmi ces intervalles, il existe un unique entier p vérifiant F/(I) N (X + p) # 0.

Lemme 4.1.4 Soit T € T° et F € C{(T). Il existe X1,...,Xn (avec N > 0) des sous-
intervalles de X, compacts, non vides, disjoints, et p1,...,pn des entiers relatifs tels que

i) X1 <Xy <---< Xy (pour lordre dans X ),

i) F(X;) C (X 4+ p;) UInt (Tr) pour tout 1 <i < N,

i)
i)
ili) F(min X;) = min X + p; pour tout 1 <i < N,
iv) pit1 # pi pour tout 1 <i < N —1,

V) POX\ (X, U0 Xy) N (X +2Z) =0,

X est partitionné en Xy, Xo,..., Xy, X \ (X3 U---UXy), le dernier ensemble jouant le role
de < poubelle >. En effet, si F™(z) € X \ (X;U---UXnN)+ Z pour un certain n, alors ¢ X°°.
Par conséquent, on peut coder l'itinéraire des points de X°° par rapport a Xi,..., Xy : pour
tout x € X, pour tout n > 0, il existe un unique w, € {1,..., N} tel que F"(z) € X,,, + Z.
Le nombre de rotation de x se déduit de ce codage en utilisant le fait que :

VYn >0, F™(x) € Xu, + Pug + Poy + -+ Doy _y-

L’étape suivante est I’étude de I’ensemble de rotation de X1 N X°°. Il est important de
commencer par X; qui est I'intervalle le plus prés de min X. Par définition, T est F-invariant
et min X appartient & Tk, donc F™(min X) appartient & Tg pour tout n > 0. Il s’ensuit que, si
I est un sous-intervalle de X d’extrémité min X, alors F'(I) N X est soit vide, soit un intervalle
d’extrémité min X. Cette observation simple permet 1’étude du < bas> de l'intervalle X. Nous
allons en expliquer les grandes lignes.
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Supposons que ’ensemble de rotation de X1NX°° est non vide. On peut se ramener a p; = 0.
Par le lemme 4.1.4, FI(X;) N X est un sous-intervalle de X d’extrémité min X. On distingue
deux cas selon que F(X7) N X <avance > plus ou moins loin dans X.

Cas 1: F(X7)NX5 = (). Dans ce cas, F(X1NX>) C X; et, pour tout n > 1, F"(X1NX>) C X;.
Donc, pour tout z € X1 N X, p,. () existe et vaut 0. D’out

Rotx,nxe (F) = Rot} oo (F) = Roty xoo (F) = {0}.
Cas 2 : F(X1) N Xy # 0. Comme X5 > X; et F(min X;) = min X, ceci implique

X, %Xl. (4.1)

En particulier, 0 € Rotx,nxe (F). Soit M = sup Rot}mxm(F) et supposons M > 0. Il existe
y € X1NX> tel que p_(y) est arbitrairement proche de M. Soit (wp)n>0 son itinéraire. Remar-
quons que wy, prend des valeurs différentes de 1 une infinité de fois, sinon on aurait F"(y) € X,
pour tout n > 0, et donc p,.(y) = 0, ce qui est exclu si p_(y) est suffisamment proche de M > 0.

Comme
_ . pwo +pW1 +"'+pu)n—1
5. (y) = limsup ,

n—-+o0o n

il est possible, moyennant un petit argument technique, de trouver un entier n qui vérifie
pw0+pw1:..+pwn_1 > M — ¢ et wy, # 1. Le point F™(y) appartient & X, + pw, + -+ + Puw,_,- En
particulier, si on pose N = py + -+ pw,_,, on a F"(y) — N > max X; puisque X, > X;. En
posant I = [min X1,y et en utilisant le fait que F'(min X;) € Tk, on a alors

I Fi> X, + N. (4.2)
Comme I C X7, les équations (4.1) et (4.2) impliquent que
XlﬁXl, Xlﬁf, I%Xl—kN, I%I%—N. (4.3)

En appliquant le lemme 4.1.3 avec G = F™, on obtient des points périodiques (mod 1) de
nombre de rotation r pour tout rationnel r € [0, M — ¢]. Ceci étant valable pour tout £ > 0,
on en déduit que cette propriété est vraie pour tout rationnel dans [0, M. La combinaison des
recouvrements positifs de (4.3) permet également de réaliser tout réel de [0, M] comme nombre
de rotation d’un point de X7 N X*°. Un raisonnement analogue peut étre fait avec l'intervalle
[m, 0], ot m = inf Roty ye(F), ce qui permet de déduire que [m, M] C Rotx,nxe=(F). Or
[m, M] = [inf Roty o (F),sup Rot}mXoo(F)] D Roty xeo (F) U Rot}mxoo (F). D’ou

Rotx,nxo (F) = Rot} - ye (F) = Roty yee (F) = [m, M].

De plus, pour tout r €|m, M[NQ, il existe un point périodique (mod 1) dans X; N X dont
le nombre de rotation est r. L’étude des extrémités de Rotx,nxe (F) nécessite, comme pour
Rotgr (F'), une étude séparée, que nous ne détaillerons pas ici; on montre que si M (resp. m) est
un rationnel alors il existe un point périodique (mod 1) de nombre de rotation M (resp. m).

Une fois qu’on a traité Xi, I'idée est de traiter inductivement les ensembles de rotation de
X;,2 <1 < N, en remplagant Tg par un ensemble F-invariant 7T; contenant & la fois TR et
X1,...X;_1. On aboutit finalement au résultat suivant.

Théoréme 4.1.5 Soit T € T° et F' € C{(T). Il existe Iy, ..., I (avec k > 0) des intervalles
compacts non vides de R tels que :
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Rot(F) = Rott(F) =Rot (F) = IgU--- U I,

Iy = Rotr(F) = Rotr, (F),
o V1 <i<kVrel;NQ, i existe un point périodique (mod 1) z € X*> avec p,(z) =,
e V1i<i<k LNZ#0.

De plus, si N est ’entier donné par le lemme 4.1.4, alors k < N.

Nous faisons remarquer que les intervalles Iy, ..., [ ne sont pas nécessairement disjoints.
En particulier, Iy = Rotgr (F') n’est pas toujours une composante connexe de Rot(F).

4.2 Applications des graphes soleil

Un graphe soleil est composé d’un cercle et d'un nombre fini d’intervalles compacts disjoints
attachés au cercle par une de leurs extrémités (figure 4.3). Le graphe o traité dans la sec-

o1 |‘|| | |‘|| | |‘||...

S
F1GURE 4.3 — Un graphe soleil a gauche, et son recouvrement universel a droite.

tion précédente est un graphe soleil avec un seul < rayon>. Dans cette section, nous montrons
que, quand T est le recouvrement universel d’un graphe soleil, I’ensemble de rotation d’une
transformation F' € C1(T) est 'union d’un nombre fini d’intervalles compacts. De plus, tout
rationnel de Rot(F'), sauf éventuellement un nombre fini, est le nombre de rotation d’un point
périodique (mod 1). Les preuves s’étendent & une classe de transformations que nous appelons
soleil-ressemblantes.

4.2.1 Applications soleil-ressemblantes

Soit T" € T° un graphe infini et F' € C;(T'). Les ensembles Tk et X sont définis comme en section
4.1.1.

Si T est le revétement universel d’un graphe soleil, X est une union finie (éventuellement
vide) d’intervalles compacts disjoints ayant chacun une extrémité dans Tg. Nous dirons qu’une
application est soleil-ressemblante si elle vérifie la méme propriété.

Définition 4.2.1 Soit T' € T° et F' € C;(T). Si X est composé d’un nombre fini d’intervalles
compacts disjoints (X%);ca tels que Vi € A, X! N Tk est réduit & une extrémité de X*, alors F'
est une application soleil-ressemblante.

Les intervalles (X%);ca sont appelés les rayons de F. L’ensemble des applications soleil-
ressemblantes sur T est noté CS (7).

Soit F' € CY(T) et (X?);en les rayons de F. Chaque X' est un intervalle compact non vide
et tout homéomorphisme h: X? — h(X?) C R permet de munir X’ d'un ordre linéaire. On
obtient ainsi deux ordres opposés sur X*, on choisit celui pour lequel le minimum de X* est égal
a XN Tk (qui est une extrémité de X?).
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Xt x? X3
s

0 2

FIGURE 4.4 — Illustration d’une application soleil-ressemblante, avec T en gras et trois rayons
X', X2 X3 en traits fins, avec une fleche pour indiquer ’ordre choisi sur ces intervalles.

4.2.2 Graphe de recouvrement

Comme pour les applications o-ressemblantes, il suffit d’étudier ’ensemble de rotation de X*° =
{r € X |Vn>1F"x) € X +7Z} car Rot(F) = Rotr(F) URotx~(F). La premiére étape
consiste, de nouveau, a partitionner X. Les différents rayons étant disjoints, y compris a leur
extrémité, il n’y a pas de difficulté supplémentaire par rapport au cas d’un rayon unique.

Lemme 4.2.2 Soit T € T° et F € C(T). Pour tout rayon X', il existe X%, ... ,X]Z'Vi C X des
sous-intervalles compacts non vides (avec N; > 0) et, pour tout 1 < j < N, il existe f(X;) €A
et p(X]Z:) € 7Z tels que

i) Xi<Xb< < vai (pour Uordre dans X*),
i) F(X1) C <X€<X§) +p(X;i)) U nt (Tx),

iii) F(min X}) = min X“9) 4 p(X7),

v) FIX\ |J X|nX+2) =0
1€N1<j<N;

On note P = {XJZ | i € A,1 < j < N;}. Les orbites des points de X peuvent étre codées
par rapport a la partition P : si x € X°°, le lemme 4.2.2 implique que pour tout n > 0, il existe
un unique élément A,, € P tel que F"(z) € A, + Z. La suite (A, )n>0 est appelée 'itinéraire de
z. On a :

Wn >0, F'(2) € Ay +p(do) + p(A1) + -+ p(An_1),

ce qui permet de calculer le nombre de rotation d’un point a partir de son itinéraire. On note
> 'ensemble des itinéraires des points de X °.

L’étape suivante consiste a associer un graphe (symbolique) orienté a 3. Pour illustrer I'idée,
plagons-nous d’abord dans le cas markovien : supposons que

VA,B € P, F(A)N(B+p(A)) # 0= F(A) D B +p(A)

(rappelons que p(A) est 'unique entier p pour lequel F(A) N (B + p) peut étre non vide).
On peut alors montrer que ¥ est une chaine de Markov topologique, son graphe de Markov
G a pour sommets les éléments de P et, si A,B € P, il y a une flecche A — B dans G si et
seulement si F(A) D B + p(A). L’ensemble ¥ est exactement I’ensemble des chemins infinis
dans G, c’est-a-dire les suites (A, )n>0 avec A, € P et A,, = Ap,41 pour tout n > 0.

Dans le cas général, un tel graphe n’existe pas. Nous allons néanmoins définir un graphe
orienté dénombrable, appelé graphe de recouvrement, tel que les itinéraires de X se représentent
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par des chemins infinis dans ce graphe. Le graphe de recouvrement G associé a ¥ se construit
par niveaux, indexés par les entiers naturels. Les sommets de niveau n sont un sous-ensemble
des mots Ag...A,, avec Ag,..., A, € P. Nous aurons besoin des notations suivantes.

Définition 4.2.3 Soit Ayp,..., A, € P et a« = Ap...A,. On note p(a) = p(4,) et
(@) = (ApA; ... Ap) ={z € A, | Jy € F"(x),Y0 <i<n,F'(y) € A; + Z}
((a) est 'ensemble des points de A4,, admettant ApA; ... A, comme < itinéraire passé >).

Nous définissons le graphe G comme suit. Au niveau 0, les sommets sont les éléments de P.
Soit A, B € P. On met une fleche A — B si F(A) D B+ p(A). Si F(A) N (B + p(A)) # 0 mais
F(A) 2 B+ p(A), alors on ajoute le sommet AB au niveau 1 et on met une fleche A — AB.
On obtient ainsi tous les sommets de niveau 1 et toutes les fleches partant du niveau 0.

Supposons qu’on ait défini les sommets jusqu’au niveau n. Soit a« = AyA; ... A, un sommet
de niveau n et B € P. Si F({a)) N (B + p(a)) # 0 alors

e si F((a)) D B+ p(«a), on met une fleche AgA; ... A, — B (du niveau n vers le niveau 0),

e sinon, on ajoute le sommet Ag... A, B au niveau n+1 et on met une fleche ApA4;... A, —
Ap ... A,B (du niveau n vers le niveau n + 1).

On obtient de cette fagon tous les sommets de niveau n + 1.
Il peut arriver que la construction s’arréte, mais en général on obtient un nombre infini de
niveaux.

Remarque 4.2.4 Cette construction s’inspire des diagrammes de Markov pour les transforma-
tions de 'intervalle introduit par Hofbauer et généralisés par Buzzi, que nous avons présentés
en section 2.1. Notre but est tres différent, et le graphe est défini de facon un peu différente.
Le diagramme de Markov des transformations de l'intervalle a été utilisé pour étudier les me-
sures d’entropie maximales; la partition P est constituée de sous-intervalles sur lesquels la
transformation est monotone; dans la construction de Hofbauer (resp. de Buzzi), deux mots
a = Ay...A, et f = By...By, correspondent au méme sommet deés que (o) = (8) (resp.
() = (B) = (Ap—i ... Ap) pour un i > 0 vérifiant A,,_;... Ay, = Bp—i...By). Dans le graphe
de recouvrement que nous définissons, il n’y a d’identification qu’au niveau 0 (mettre une fleche
Agy... A, — B revient a identifier Ag...A,B et B; dans ce cas, on a (Ay...A,B) = B). Le
graphe, a priori plus gros, a de ce fait une structure particulierement simple, les fleches qui
n’avancent pas d’un niveau revenant nécessairement au niveau 0.

Définition 4.2.5 Un chemin (fini) dans G est une suite de sommets ayg ...y avec a; — i1
pour tout 0 < ¢ < n—1. On définit de méme un chemin infini (o, )p>0. On note I'(G) 'ensemble
des chemins infinis dans G.

Si (Ap)n>0 € X, on peut lui associer un chemin infini dans G de la facon suivante : le chemin
part de Ag, le sommet suivant est Ay si A9 — A1 ou ApA; sinon, et plus généralement, si «
est le sommet correspondant a A, le sommet suivant est 'unique mot § finissant par A, 41 tel
que a — . Réciproquement, si on a un chemin infini dans G partant du niveau 0, on obtient
I'itinéraire associé en ne gardant que le dernier symbole des mots composant les sommets du
chemin.

Proposition 4.2.6 Il y a une bijection entre les itinéraires de ¥ et les chemins infinis partant
du niveau 0 dans G.
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Le graphe G a été construit de fagon a obtenir la propriété suivante, qui justifie le nom de
< graphe de recouvrement .

Lemme 4.2.7 Soit a, 5 des sommets de G tels que o — (. Alors () %)(@ + p(a).

Etudions les arétes issues d’un sommet de niveau 0. Si A € P alors, par le lemme 4.2.2, F (A)
rencontre un seul rayon, qui est X¢ + p avec p = p(A) et £ = £(A). De plus, F(min A) € T,
donc F(A) N (X* + p) est un sous-intervalle de X! + p d’extrémité min X + p. Par conséquent,
les éléments de P + Z intersectés F'(A) sont exactement de la forme Xf +p, Xg +p,... ,Xﬁ +p
pour un certain k < N;, et F(A) contient entierement ces intervalles sauf éventuellement le
dernier, ce qui se traduit dans le graphe G par les fleches A — Xf, 1<j<k—1; pourle
dernier intervalle, on a la fleche A — X} si F(A) D X! + p, ou la flecche A — AX/ sinon.

On peut montrer que (Ap...A,) est un sous-intervalle compact de A,, d’extrémité min A,
ce qui implique, a tous les niveaux du graphe, une propriété identique a celle qu’on vient de
montrer au niveau 0. On en déduit la structure du graphe de recouvrement, énoncée dans la
proposition suivante et illustrée en figure 4.5.

Proposition 4.2.8 Soit o = Ay ... A, un sommet de G et £ = {(«). Il existe un entier k tel
que les fleches partant de o sont exactement :

e a— X!, 1<i<k (du niveau n vers le niveau 0),

o cventuellement une fleche a — Ag .. .AnX/,fJrl (du niveau n vers le niveau n + 1).

@®- - niveau .

e- hiveau .

@ - hiveau!

eeo e é‘é

FIGURE 4.5 — La structure du graphe de recouvrement.

Remarque 4.2.9 Nous dirons que F oscille entre deux ensembles A et B s’il existe deux suites
de points (an)n>0 €t (bn)n>0 convergeant toutes les deux vers un méme point et telles que, pour
tout n > 0, F(a,) € Int (A) et F(b,) € Int (B). Dans un graphe soleil, deux rayons différents
ne rencontrent pas le cercle au méme point. De méme, les rayons d’une application soleil-
ressemblantes n’ont pas d’extrémité commune dans Tr. Cette propriété empéche F' d’osciller
entre deux rayons et permet de partitionner les rayons dans le lemme 4.2.2. Ceci n’est plus
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/AN G ¢

FIGURE 4.6 — Graphes dont les composantes connexes de 7'\ R ne sont pas des intervalles.

vrai si deux rayons ont les mémes extrémités (comme a gauche de la figure 4.6). Nous pensons
que ce probleme technique peut étre surmonté en traitant a part les oscillations. Une difficulté
plus importante survient quand les composantes connexes de 7'\ Tk ne sont plus des intervalles
(graphe a droite de la figure 4.6) car les graphes de recouvrement qu’on peut définir ne sont
plus aussi simples — on n’a pas l'analogue de la proposition 4.2.8.

4.2.3 Ensemble de rotation du graphe de recouvrement

Définition 4.2.10 Soit @ = (ay,)n>0 € I'(G). Le nombre de rotation de &, quand il existe, est

p(@) = lim plao) +ploa) + -+ + plan—1) .

n—-+oo n

Un chemin v = ag ... a, est une boucle si ag = ay,. En parcourant cette boucle une infinité
de fois, on obtient un chemin infini v*°, de nombre de rotation p(y>) = p(a0)+p(a1):"+p(a"*1).
Ainsi, un chemin périodique a un nombre de rotation rationnel. Par ailleurs, la bijection de la
proposition 4.2.6 fait correspondre l'itinéraire d’un point x € X avec un chemin & € I'(G)
partant du niveau 0 tel que p,(z) = p(a). Comme tout chemin infini a le méme nombre de
rotation qu’un chemin infini partant du niveau 0, nous sommes ramenés a étudier I’ensemble

de rotation de I'(G). Les composantes connexes joueront un role important dans cette étude.

Définition 4.2.11 Un graphe orienté est fortement connexe si pour tout couple de sommets
(u,v) il existe un chemin de u vers v. Les composantes connexes d’un graphe orienté sont les
sous-graphes fortement connexes maximaux.

Pour commencer avec un cas simple, supposons que G est fini et regardons ce que vaut
I'ensemble de rotation de I'(G). Pour tout chemin infini & = (ay)p>0, il existe un sommet A
tel que a,, = A pour une infinité de n (car le nombre de sommets est fini). De plus, le nombre
de rotation de & est égal a celui de (o, )n>k, donc on peut supposer que ag = A. Le chemin
a se décompose alors en boucles d’extrémité A, et ces boucles se décomposent elles-mémes en
boucles élémentaires, c’est-a-dire des boucles ne passant pas deux fois par un méme sommet.
On peut démontrer que p(@) s’exprime comme un barycentre de

{p(e*®) | € boucle élémentaire de la composante connexe de G contenant A}.

Comme le graphe est fini, les boucles élémentaires sont en nombre fini.

Si €, ¢ sont deux boucles commencant & un méme sommet, on peut les combiner en parcou-
rant k fois I'une et £’ fois 'autre et, de cette facon, obtenir une boucle dont le nombre de rotation
est n’importe quel rationnel compris entre p(e>) et p(e€>°). On peut également construire un
chemin infini dont le nombre de rotation est un réel fixé entre p(e™) et p(¢'*°). Cela marche
méme si €, ¢ ne commencent pas au méme sommet, il suffit d’ajouter un chemin pour passer
d’une boucle a une autre et ne pas changer de boucle trop fréquemment de sorte que les chemins
ajoutés n’aient pas d’influence sur la limite. Plus généralement, on peut combiner les boucles
élémentaires d’une méme composante connexe, ce qui permet d’obtenir le résultat suivant.
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Proposition 4.2.12 Si G est un graphe orienté fini, {p(a) | & € I'(G)} est égal d une union
finie d’intervalles compacts, ces intervalles étant chacun [’ensemble de rotation d’une compo-
sante connexe de G. De plus, si v est un nombre de rotation rationnel, il existe une boucle
telle que p(y*°) =r.

Dans le cas général, le graphe de recouvrement est infini. Néanmoins il est peu ramifié a
I'infini : si on part d’'un sommet A au niveau 0, il y a un unique chemin (o, ),>0, fini ou infini,
commencant en A et tel que «a;, est un sommet de niveau n. Les autres arétes dans le graphe G
ont pour extrémité finale un sommet de niveau 0. Notons

Z = {(an)n>0 € T(G) | Yn > 0, vy, est de niveau n}.

(Z est 'ensemble des chemins infinis allant < tout droit > vers 'infini).
Alors, si (an)n>0 € I'(G),

i) soit il existe k > 0 tel que (ay,)n>k coincide avec la fin d’un chemin de Z,
ii) soit oy, est un sommet de niveau 0 pour une infinité de n.

7 est un ensemble fini (borné par #P), et un chemin dans le cas (i) a le méme nombre de
rotation que le chemin de Z correspondant. Donc 1’ensemble de rotation des chemins dans le
cas (i) est égal & ensemble de rotation {p(@) | @ € T et p(@) existe}, qui est un ensemble fini.

Comme le nombre de sommets de niveau 0 est fini, un chemin dans le cas (ii) passe une
infinité de fois par un méme sommet A de niveau 0. Ceci implique que tous les sommets entre
deux passages en A appartiennent a la composante connexe de A. Par conséquent, il existe
une composante connexe de G telle que «,, appartienne a cette composante pour tout n assez
grand. De plus, les composantes connexes contenant toutes un sommet de niveau 0, elles sont
en nombre fini (borné par #P). L’ensemble de rotation d’une composante connexe s’obtient
en décomposant les chemins en boucles d’extrémité un sommet de niveau 0. De fagon simi-
laire au cas des graphes finis, on montre que ’ensemble de rotation est un intervalle compact,
et les rationnels a l'intérieur de cet intervalle sont obtenus comme nombre de rotation d’une
boucle. Seules les extrémités rationnelles de I'intervalle posent probléme dans le cas d’une com-
posante connexe infinie. On obtient le résultat suivant, dans lequel 'ensemble exceptionnel F
est constitué des extrémités des intervalles de rotation des composantes connexes ainsi que des
nombres de rotation des chemins de 7.

Théoréme 4.2.13 L’ensemble de rotation de I'(G) est une union finie d’intervalles compacts.
Il existe un ensemble fini E tel que, pour tout nombre de rotation rationnel r avec r ¢ E, il
existe une boucle v de G tel que p(y*>°) = r.

Remarque 4.2.14 Si on considére un chemin & = (ay)n>0 € I'(G) dans le cas (ii) ci-dessus, le
temps entre deux passages au niveau 0 peut étre a priori non borné. Quand p(&) n’existe pas,
ceci empéche de calculer p(a) et p(a@) (donnés par les limites sup et inf dans la définition 4.2.10)
en fonction des nombres de rotation des boucles élémentaires. On ne sait pas si 'ensemble des
p(@) (resp. p(@)) des chemins @ dans une composante connexe est égal a ’ensemble des p(@).
De plus, si @ € Z, on ne sait pas si p(@) existe (autrement dit, si p(a@) = p(a)). Ces deux
situations problématiques n’apparaissent pas dans le cas d’un graphe fini. On conjecture que
ces situations ne se produisent pas non plus dans le cas général, et qu’on peut prendre E = ()
dans le théoreme 4.2.13.
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4.2.4 Ensemble de rotation d’une application soleil-ressemblante

Maintenant que nous avons étudié I’ensemble de rotation du graphe de recouvrement G, il nous
reste a traduire ces résultats pour une application F' soleil-ressemblante. Nous avons vu au
début de la section 4.2.3 que, grace a la bijection de la proposition 4.2.6, ’ensemble de rotation
de T'(G) est égal a Rotxe (F'). Par conséquent, le théoreme 4.2.13 implique que Rot xo (F') est
une union finie d’intervalles compacts.

Qu’en est-il des points rationnels? Si v = agay ... a, est une boucle dans G alors, par le
lemme 4.2.7, on a

(a0) =) + p(ag) —+(az) + plao) +plar) == -+ —{aw) +plag) + -+ + pla-1),

avec a, = ag. Donc, selon la proposition 3.4.3, il existe un point zy dans l'intervalle (ag) tel
que F™(zg) = xo +p(ap) + - - - + p(an—1), ce qui implique que p, (z) = p(7>°). En combinant ce
résultat avec le théoreme 4.2.13, on voit que tout rationnel dans Rotxe (F) \ E est réalisé par
un point périodique (mod 1). On obtient finalement le théoréme suivant en ajoutant ce qu’on
sait déja pour Rotg (F).

Théoréme 4.2.15 Soit T € T° et F' € C(T). Alors Rot(F) est une union finie d’intervalles
compacts, et il existe un ensemble fini E tel que, pour tout rationnel r € Rot(F) \ E, il existe
un point périodique (mod 1) x € T tel que p,(z) =r.

Remarque 4.2.16 Contrairement aux applications o-ressemblantes (théoréeme 4.1.5), on ne
sait pas si Rot(F) est égal & Rot™ (F) et Rot™ (F). Ceci découle de la remarque 4.2.14. On ne
sait pas non plus si on peut se débarrasser ou non de ’ensemble exceptionnel E. De ce fait, le
théoreme 4.2.15 appliqué a une application o-ressemblante donne des conclusions moins fortes
que le théoreme 4.1.5.



Chapitre 5
Applications peignées

Malgré des similarités, I’ensemble de rotation d’une transformation de degré 1 sur un graphe
topologique a en général de moins bonnes propriétés que l'intervalle de rotation d’une trans-
formation du cercle. L’objectif de ce chapitre est d’introduire une classe de transformations,
appelées applications peignées, qui exhibent exactement les mémes propriétés que les transfor-
mations du cercle. Il s’agit d’un travail en collaboration avec Lluis Alseda, tiré de [8].

5.1 Fonctions d’eau pour les transformations du cercle

Les fonctions d’eau sont un outil puissant pour étudier I’ensemble de rotation d’une transforma-
tion du cercle de degré 1, ou de ses relevés. Si F': R — R est une application continue de degré
1, les fonctions d’eau supérieure et inférieure associées a F' sont les applications de R dans R
définies par

Ve e R, Fy,(x) =sup{F(y) |y <z} et F(z)=inf{F(y)|y >z}

La famille des fonctions d’eau (F)) est définie par F\ = (min{r o F, F; + A}),,. La définition

de ces fonctions est illustrée en figure 5.1. On a Fy = F, F,, = F, pour p def |IF — Fl| et,
VO < A< XN < pu, Fy < Fy. Les fonctions Fy sont des applications continues, croissantes, de
degré 1, ce qui implique qu’elles ont chacune un unique nombre de rotation, noté p(Fy) (voir
[ALMOO, Prop. 3.7.11]). Le théoréme suivant caractérise I’ensemble de rotation de F' a l'aide
des fonctions d’eau et donne 'existence d’orbites bien ordonnées.

Théoréme 5.1.1 (Chenciner, Gambaudo, Tresser [CGT84]) Si F': R — R est une ap-
plication continue de degré 1, on a les propriétés suivantes :

i) Rot(F) = [p(F1), p(Fu)] = {p(F) | 0 < A < p},

ii) Yo € Rot(F), il existe A € [0, u] et € R de nombre de rotation « tel que F est strictement
croissante sur O1(x) = {F™(z) + k| n € N,k € Z} (orbite bien ordonnée) et coincide
avec Fy sur cet ensemble,

ili) Va € Rot(F) N Q, le point x dans (ii) peut étre choisi périodique (mod 1),

D’autres propriétés peuvent étre démontrées grace aux fonctions d’eau, notamment la
dépendance continue des bornes de l'intervalle de rotation par rapport a la transformation.
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FIGURE 5.1 — A gauche, une application F: R — R de degré 1 (trait fin) et sa fonction d’eau
supérieure F, (trait gras). A droite, la méme application F' avec sa fonction d’eau inférieure
F; (pointillés) et une fonction d’eau intermédiaire F)\ (trait gras). F, et F; donnent respecti-
vement les nombres de rotation maximum et minimum, et F) donne un nombre de rotation
intermédiaire.

5.2 Fonctions d’eau pour les transformations de graphes

Nous allons généraliser la notion de fonction d’eau pour les transformations d’espaces relevés
TeT.Six,yeT,larelation r(x) < r(y) définit un pré-ordre sur 7', que nous notons = < y.

Définition 5.2.1 Soit 7' € T et F' € Ci(T). Les fonctions F,: R — R et F;: R — R sont
définies par

Vo € R, Fy(e) =sup{r(F(y) [y <o} et Fe) = mf{r(FW)) | y = ).
Les applications F,, et F} sont croissantes et vérifient

Vz € R,Vy € r'(z), Fi(z) < r(F(y)) < Fu(@). (5.1)

Les applications F,, et F; ne sont pas nécessairement continues (voir la figure 5.2). Ce sont
néanmoins des relevés d’applications du cercle (non nécessairement continues) de degré 1. La
croissance de F, et F; implique que les nombres de rotation pg, (z) et pr,(x) existent et sont
indépendants de x [RT86, Theorem 1]. Ces nombres de rotation sont notés p(F,) et p(Fp).
L’encadrement 5.1 permet de montrer le résultat suivant.

Proposition 5.2.2 Soit T € T et F € C1(T). Alors Rot(F) C [p(Fy), p(Fy)].

5.3 Applications peignées

La proposition 5.2.2 ne donne qu’une inclusion, parfois grossiere. Le bon cadre pour utiliser les
fonctions d’eau est celui des applications peignées.

Définition 5.3.1 Soit T' € T et F € Ci(T). L’application F est dite peignée a gauche (resp.
a droite) au point t € Rsiro F({y €¢ R|y < x}) DroF(r~Y(z)) (resp. ro F{fy e R | y >
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:O e '1

FIGURE 5.2 — A gauche, 'action d’une transformation F: T — T. A droite, le graphe
{(r(t),F(t)) | t € T} et 'application non continue F;, (trait gras).

x}) D roF(r~1(x)). L’application F est peignée si elle est peignée & gauche et a droite en tout
point z € R.

Si € R est un point de branchement (c’est-a-dire si 7~*(z) # {x}), alors F est peignée &
gauche en x si 'image de la branche en x ne <« dépasse pas> vers la droite comparée a I'image
de la demi-droite réelle | — 0o, x]. Etre peigné a droite est la notion symétrique. L’application F
de la figure 5.2 est peignée a droite mais pas a gauche. Si z n’est pas un point de branchement,
F' est par définition peignée a droite et a gauche en .

FIGURE 5.3 — L’image de la branche A est < cachée > a l'intérieur de F(R), et F est peignée a
gauche et a droite au point e (en réalité, F(T') est dans T, la figure montre comment 1'image
se replie). Les fonctions F, et I} consistent a <regarder > le dessin en placant ’observateur au
dessus ou en dessous.

Les fonctions Fy, et F} ne < voient > pas la différence entre une application peignée et une
application de R dans R de degré 1 (figure 5.3). En particulier, F,, (resp. F}) est continue si et
seulement si F' est peignée a gauche (resp. a droite) en tout 2 € R. Dans le cadre des applications
peignées, on peut adapter les preuves utilisant les fonctions d’eau des applications du cercle.
Les principaux résultats obtenus sont les deux théorémes suivants.

Théoréme 5.3.2 Soit T € T et F € C1(T). Si F est peignée, on a les propriétés suivantes :

i) Rot(F) est un intervalle, égal a [p(F}), p(Fu)],
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ii) Va € Rot(F), il existe x € R avec p,(x) = « et tel que F' est strictement croissante sur
O1(x) ={F"(x)+k | n €N,k € Z} et coincide avec Fy sur cet ensemble, pour un certain
A tel que p(Fy) = a,

iii) Va € Rot(F) N Q, le point x dans (ii) peut étre choisi périodique (mod 1),
iv) p(Fy) et p(F,) dépendent de fagon continue de F pour la topologie uniforme sur Ci(T).

Le théoreme suivant caractérise les périodes pour les nombres de rotation a l'intérieur de
lintervalle de rotation. Si a < b, on note M (a,b) = {n € N* | Ik € Z,a < % < b}.

Théoréme 5.3.3 Soit T € T, F € Ci(T) une application peignée et Rot(F) = [a, b].

i) Sip/q €la,b|, avec p € Z,q € N* et p,q premiers entre euz, alors Per(p/q, F) = qIN*,

ii) Per(F') = Per(a, F') U M(a,b) UPer(b, F).
Remarque 5.3.4 Si F': R — R est continue de degré 1, on connait la forme des ensembles
Per(a, F') et Per(b, F') (voir le théoreme 3.1.1). Dans le cas des applications peignées, les en-

sembles Per(a, F') et Per(b, F') ne sont pas caractérisés quand a ou b sont rationnels. Ils dépendent
de la topologie de 'espace T



Chapitre 6

Perspectives

Nous présentons dans cette partie quelques questions liées aux travaux présentés dans ce
mémoire, qui se divisent en deux axes de recherche. La premiére section concerne les transfor-
mations de graphes topologiques, dans la continuation des travaux présentés dans les chapitres 3
a b. La section suivante propose d’étudier, pour un systeme dynamique quelconque, des notions
bien comprises sur 'intervalle, et présentées au chapitre 1, mais peu étudiées en général.

6.1 Transformations de graphes topologiques

Périodes pour les transformations de degré 1 du graphe o

Comme nous 'avons dit dans I'introduction, caractériser les ensembles de périodes pour les
transformations de n’importe quel graphe topologique est un vaste probleme. Le cas des arbres
a été résolu récemment par Alseda, Juher et Mumbri [AJMO03, AJM05a, AJM05b, AJMOS],
mais le chantier pour les autres graphes ne fait que commencer. L’approche que nous avons
adoptée est de privilégier une boucle du graphe et de considérer le degré de la transformation
par rapport a cette boucle. Quand le degré est 1, nous avons développé une théorie de rotation,
qui marche quand le graphe G est «rétractable> sur la boucle S, ¢’est-a-dire que pour toute
composante connexe C' de G\ S, 'ensemble C' N S est réduit & un point. Comme ’ensemble de
rotation d’une transformation du cercle de degré 1 permet de caractériser I’ensemble des périodes
(théoreme 3.1.3), nous pensons que ’ensemble de rotation sur les graphes est un ingrédient
essentiel pour étudier I’ensemble des périodes dans le cas du degré 1. Nous comptons nous
attaquer dans un premier temps aux transformations de degré 1 sur le graphe o, qui est le graphe
avec une boucle le plus simple apres le cercle. Les difficultés propres aux graphes apparaissent
déja pour le graphe o. Notons Per(«, F') 'ensemble des périodes des points de nombre de rotation
a périodiques (mod 1) pour F', et Per(F') 'ensemble des périodes des points périodiques (mod 1)
pour F. On sait que si 0 € Int (Rotg (F')) alors il existe N tel que Per(0,F) D {n € N |n > N};
des exemples montrent que cet entier N peut étre arbitrairement grand. En revanche, si on
considere les périodes pour n’importe quel nombre de rotation, on peut montrer que ’hypothese
0 € Int (Rotr(F)) implique que Per(F') contient tous les entiers & partir de 3. Ceci conduit
naturellement a la conjecture suivante :

Congecture. Si p/q € Int (Rotr(F)), alors Per(F) contient {nq | n > 3}.

De plus, on pense que les rationnels p/q pouvant < poser probleme > (c’est-a-dire n’impli-
quant pas tous les multiples de ¢ comme périodes) sont probablement en nombre fini. Si on
arrive a montrer ce résultat, on obtiendra une premiere estimation de ’ensemble de périodes.

Une autre piste, complémentaire de la précédente, est de traiter séparément les orbites

o8
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périodiques de diametre plus grand que 1 et les orbites périodiques de < petit > diametre. Pour
les grands diametres, on a la conjecture suivante :

Conjecture. Si F"(z) = x et diam ({F'(z) | 0 < i <n}) > 1 alors Per(F) est égal ¢ N*, N*\ {1}
ou IN*\ {2}.

Quant aux orbites de petit diametre, elles pourraient se ramener au cas du cercle ou du
graphe en forme de Y, dont les périodes sont connues.

Enfin, on envisage de considérer, pour chaque orbite périodique (ou seulement les
< petites > orbites) un sous-arbre fini du revétement universel de o qui contient un relévement de
cette orbite, puis faire une approche similaire & celle utilisée pour les arbres [AJM03, AJMO05a,
AJMO5b, AJMO8], ce qui permettrait de caractériser les ensembles de périodes a 'aide des
ordres de Baldwin.

Transformations de graphes de degré différent de 1

Il faudrait étudier les transformations de graphes topologiques de degré différent de 1. Quand
le degré est supérieur ou égal a 2, il semble qu’on ait exactement le méme résultat que pour le
cercle, a savoir que ’ensemble des périodes est IN*. La situation n’est pas aussi simple pour un
degré négatif, mais semble néanmoins assez proche du cas du cercle, ce qui permet de formuler
la conjecture suivante :

Conjecture. Soit G un graphe topologique avec une unique boucle et f: G — G est une
transformation de degré d < —2. Il existe un entier N dépendant uniquement de G tel que
Per(f) D {n € N |n > N}. De plus, Per(f) = IN* si |d| est assez grand.

On aimerait également déterminer les ensembles de périodes des transformations de degrés
0 et —1. Pour une transformation du cercle de degré 0 ou —1, les ensembles de périodes sont
caractérisés par 'ordre de Sharkovskii, comme sur l'intervalle. Pour une transformation de
graphe o de degré 0 (resp. —1), on peut espérer montrer que les ensembles de périodes possibles
sont les mémes que les ensembles de périodes d’une transformation continue f: T — T, ou T
est ’arbre en forme de Y, ou peut-étre un arbre en forme de “peigne” (un peigne a n branches
pouvant étre déerit, dans €, comme étant égal & [0, n+1]UJ;_, (k+1[0,1]). Plus généralement :

Si G un graphe topologique avec une unique boucle, peut-on trouver un arbre (fini) T tel que les
ensembles de périodes des transformations continues f: G — G de degré 0 (resp. —1) soient les
mémes que les ensembles de périodes des transformations continues g: T — T ?

Il est également possible que le cas du degré —1 conduise a une caractérisation différente du
cas de degré 0.

Topologie de ’ensemble de rotation d’une transformation de graphe

Au vu des résultats pour les graphes o et soleil, on peut formuler la conjecture suivante :

Conjecture. Soit T € TT et F: T — T une transformation de degré 1. Alors
i) Rot(F') est fermé et a un nombre fini de composantes connexes.
i1) Pour tout r € Rot(F) N Q, il existe un point périodique (mod 1) de nombre de rotation r.

Le point (ii) n’est pas complétement montré pour les graphes soleil ; il reste a se débarrasser
d’un ensemble exceptionnel de rationnels.

Pour généraliser les résultats déja obtenus, la stratégie est d’une part de traiter le cas ou
la transformation oscille entre deux branches, d’autre part de trouver un codage adéquat et
d’étudier le graphe de recouvrement associé (en particulier son comportement & U'infini).
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Enfin, on aimerait savoir si les ensembles Rot(F), Rot™ (F) et Rot™ (F) coincident dans tous
les cas.

6.2 Dynamique topologique abstraite

On considére un systéme dynamique (X,7) donné par une transformation continue 7" d’un
espace compact métrique X dans lui-méme. On note d la distance sur X.

Chaos dense

Rappelons qu'un systéeme dynamique (X, T') est densément chaotique si ’ensemble des couples
de Li-Yorke est dense dans X x X. Le chaos dense n’a été étudié que sur U'intervalle [Sno92],
[6]. 11 serait intéressant d’analyser les propriétés du chaos dense pour un systéme dynamique
topologique abstrait. On peut notamment se poser la question suivante :

Eziste-t-il des systémes dynamiques dans lesquels les couples de Li-Yorke forment un ensemble
dense dénombrable ?

Si la réponse est affirmative, cela montrerait également que le chaos dense n’implique pas le
chaos au sens de Li-Yorke. Remarquons qu’on connait déja des systemes dynamiques ayant des
ensembles brouillés au plus dénombrable (un ensemble S est brouillé si tout couple de points
distincts de S est Li-Yorke) [BDMO04]; mais dans ces exemples, les couples de Li-Yorke sont
concentrés dans des fibres.

Chaos distributionnel

On ne sait pas encore bien comment le chaos distributionnel se positionne par rapport aux autres
propriétés topologiques, sauf dans le cas des transformations de l'intervalle pour lesquelles les
trois variantes du chaos distributionnel sont équivalentes a une entropie topologique non nulle
[SS94]. En général on a uniquement des implications qui hiérarchisent les trois variantes de la
plus forte a la plus faible. On conjecture qu’une entropie topologique non nulle implique au
moins la forme la plus faible du chaos distributionnel ; on sait que ce n’est pas vrai pour la
forme la plus forte [FP98|.

Quantifier la sensibilité

Enfin, il serait intéressant d’étudier la facon de quantifier la sensibilité des systémes dynamiques
topologiques. Récemment, T. K. Subrahmonian Moothathu a apporté un premier éclairage dans
cette direction [Moo07], mais on sent que son approche ne capture qu’imparfaitement la plus
ou moins grande sensibilité des systemes dynamiques.



Glossaire

Dans ce glossaire, un systeme dynamique (X,7T") est la donnée d’un espace métrique compact
X et d’une application continue T': X — X. La distance dans X est notée d.

Arbre. Un arbre est un graphe topologique sans boucle.

Boucle. Dans un graphe topologique, une boucle est un sous-espace homéomorphe a un cercle.

Chaos au sens de Li-Yorke. Le systeme (X, T) est chaotique au sens de Li- Yorke s’il existe
un ensemble non dénombrable S C X tel que, pour tous z,y € S, # vy,

limsup d(T"(x),T"(y)) > 0 et liminf d(T"(x),T"(y)) = 0.

n——+00 n—+o0

Chaos générique. Un systeme dynamique (X,T') est génériquement chaotique si 'ensemble
des couples de Li-Yorke contient un Gy dense de X?2.

Chaos dense. Un systéme dynamique (X, T) est densément chaotique si 'ensemble des couples
de Li-Yorke est dense dans X?2.

Composante connexe d’un graphe orienté. Si G est un graphe orienté, une composante
connexe de G est un sous-graphe fortement connexe qui est maximal pour I'inclusion.

Connexité forte. Un graphe orienté G est fortement connexe si pour tous sommets u, v de G,
il existe un entier n et une suite de sommets ug = u, u1,...,u, = v tels que u; — u;41 dans G.

Couple Li-Yorke. Si (X,T) est un systeme dynamique et z,y € X, (x,y) est un couple de
Li-Yorke si

limsup d(T"(x), T™(y)) > 0 et liminf d(T"(z), T"(y)) = 0.

n—+o00 n—+o0

C". Sir est un réel positif, une fonction réelle f est dite C" si f est C™ et f(™ est a-holderienne
avecn = |r| et a=r—ne0,1]

Dégénéré. Un intervalle est dégénéré s’il est vide ou réduit a un point.

Ensemble w-limite. L’ensemble w-limite d’un point x par I'application T' est I’ensemble des
valeurs d’adhérence de la suite (7" (x))n>0.

Entropie topologique. Soit (X,T) un systeme dynamique. Si U = {Ui,...,Up} et
V={W,...,V,} sont des recouvrements ouverts de X, on définit le recouvrement ouvert
UVY={U;nV;|1<i<p,1<j<q}. Onnote

NU) =min{n | Jir,...,in €{1,...,p}, X =U;; U...UU,,}
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et N,(U) =N (Z/l vT=Uv.---v T*(”*l)l/{). L’entropie du recouvrement U est donnée par

log N, log N,
hiopUs T) = lim 28T _ 4 log Nulll)

n—+o0o n n>1 n

et entropie topologique du systeme (X, T") est définie comme

hiop(X, T) = sup{hiop(U,T) | U recouvrement ouvert fini de X}.

Entropie uniformément positive. Voir upe.

Etoile. Une étoile a n branches est un graphe topologique formé de n segments recollés chacun
par une extrémité & un point central.

Expansif. Le systéeme dynamique (X,T) est expansif (resp. positivement expansif) s’il existe
d > 0 tel que, pour tous z,y € X, il existe n € Z (resp. n > 0) tel que d(T"(z), T™(y)) > 9.
Fer a cheval. Soit I un intervalle et f: I — I une application continue. Un fer ¢ cheval pour

f est composé de deux sous-intervalles J, K C I d’intérieurs disjoints tels que f(J) D J U K et
f(K)DJUK.

Graphe orienté. Un graphe orienté G est un couple (S, A) avec A C S x S. On dit que S est
l’ensemble des sommets et A est ’ensemble des arétes. Si u,v € S et (u,v) € A, on note u — v.

Graphe topologique. Un graphe topologique (fini) G est un espace compact connexe contenant
un sous-ensemble fini V' tel que toute composante connexe de G \ V' est homéomorphe & un
intervalle ouvert.

Invariant. Soit (X,7') un systéeme dynamique. Un sous-ensemble non vide Y C X est invariant
(par T)siT(Y)CY.

Mélange topologique (fort). Le systeme (X, T) est topologiquement mélangeant (ou forte-
ment topologiquement mélangeant) si pour tous U, V ouverts non vides de X il existe un entier
N >0 tel que, Vn > N, T-"UNV # 0.

Mélange topologique faible. Le systeme (X, T) est faiblement topologiquement mélangeant
si (X x X, T xT) est transitif.

Monotone par morceaux. Une fonction continue f: [a,b] — R est monotone par morceaux
8’1l existe des points ap = a < a1 < ...,ap—1 < a, = b tels que f est monotone sur chaque
intervalle [a;, a;1+1], 0 <i<n—1.

Mot. Soit A un alphabet fini ou dénombrable et ¥ C AN (resp. ¥ C A%). Un mot de ¥ est
une suite finie (wy, ..., w,) telle qu'il existe un élément (ay,), € X et un entier k (dans IN ou Z
selon le cas) tels que (axi1,.--,ap1n) = (W1, ..., wy).

Non dégénéré. Voir dégénéré.

w-limite. Voir ensemble w-limite.

Orbite. L’orbite (ou orbite future) du point = par 'application T est {T"(z) | n > 0}.
Ordre de Sharkovskii. L’ordre de Sharkovskii est défini par :

34597<99<9---<2-3<192-51---<122.3922.59---2%... 9224922 9241.

Une transformation de l'intervalle f est de type n pour I'ordre de Sharkovskii, avec n € IN* U
{2°°}, si Pensemble des périodes de f est exactement {m € IN* | m > n}.
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Sensibilité aux conditions initiales. Le systeme (X, T') est sensible auz conditions initiales
(ou simplement sensible) s’il existe § > 0 tel que, pour tout z € X et tout € > 0, il existe y € X
et n >0 tels que d(z,y) < e et d(T"(z), T™(y)) > 0.

Spécification. Le systeme (X,T) a la propriété de spécification si pour tout £ > 0 il existe
un entier N tel que, si x1,...x, sont des points de X et m;,n; sont des entiers satisfaisant
mp <ng <mg <ng<---<my < npetm;—mn;—1 > N pour i =2,...,p, alors pour tout entier
q > N +n, —my il existe un point € X satisfaisant T9(x) = x et d(T*(x), T*(z;)) < & pour
tout 1 <i<petm; <k<n,;.

Transitivité. Le systeme dynamique (X,T') est transitif si pour tous U,V ouverts non vides
de X il existe un entier n > 0 tel que T""UNV # (). La transitivité est équivalente a I’existence
d’un point z € X tel que {T™(x) | n > 0} est dense dans X.

Type pour 'ordre de Sharkovskii. Voir ordre de Sharkovskii.

Upe. Le systeme (X,T) a la propriété upe (ou a une entropie uniformément positive) si tout
recouvrement de X par deux ouverts non denses a une entropie topologique strictement positive.
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