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Un systeme dynamique topologique est
la donnée d'une transformation continue
f: X — X, ou X est métrique compact.

fl=fofo---of.
n fois
On cherche a étudier le comportement de "
quand le temps n tend vers l'infini.

Exemple : X = [0,1], f(z) =4z(1 — x).

fix) |- -




Couples asymptotiques et
entropie

Soit f: X — X continue, X métrique com-
pact.

(z,y) est un couple de Li-Yorke si

im inf d(f"(z), f"*(y)) =0,

n——+oo

limsupd(f"(x), f"(y)) > 0.

n——+oo

(z,y) est un couple asymptotique si

im d(f"(z), f"(y)) = 0.

n—-+oo

Théoréeme (Blanchard, Host, R.)
Si pour tous = # vy, (x,y) est un couple de
Li-Yorke alors hiop(f) = 0.

Plus précisément, si u est une mesure er-
godique d’'entropie non nulle, alors presque
tout point appartient a un couple asympto-
tique propre. De plus, la plupart des couples
asymptotiques pour f sont Li-Yorke pour
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Mesures d’entropie maximale
pour les transformations de

I'intervalle
Soit f:[0,1] — [0, 1] continue.

@ est une mesure d'entropie maximale si

hu(f) = sup{hu(f) | v mesure invariante}.

Par le principe variationnel, hy(f) = hiop(f).

Question : dans quel cas existe-t-il une me-
sure d’'entropie maximale?

Outil principal : chainhes de Markov topolo-
giques.



Une chaine de Markov topologique est I'en-
semble des chemins infinis sur un graphe
orienté dénombrable.

Exemple :

I_G e {(un)nez | Un € N, |’U,n_|_1 — 'u,n| = 1}

Théoréeme (Salama)

Soit GG, H deux graphes orientés connexes tels
que G & H. Si h(H) = h(G) alors la chaine de
Markov topologique sur G n'a pas de mesure
d'entropie maximale.



Exemple :

f(lp)=
(Iolo) U I1

f({{olo)) =", N |
(IodoIy) 0\
/ Iololy
(Iolo)
f({Iolol1)) = / o Iolol114
Ig U (Iglgl11q)




Résultats antérieurs

Théoreme (Buzzi) Si f:[0,1] — [0,1] est
C°° alors il existe une mesure d’'entropie
maximale. Si de plus f est transitive alors
cette mesure est unique.

Nouveaux résultats

Théoreme (R.) Pour tout entier n il existe
une transformation f:[0,1] — [0,1] qui est
C™, transitive, sans mesure d’'entropie maxi-
male.

Théoreme (Buzzi, R.) Si f:[0,1] — [0, 1]
est C" et

2
hiop(f) > =109 || f'lloc
n

alors il existe une mesure d’entropie maxi-
male. Si de plus f est transitive cette mesure
est unique.



Nombres de rotation pour les

transformations de graphe

Soit G un graphe topologiqgue avec une seule
boucle, f:G — G continue de degré 1 et
F:G — @G son relevement (G C C).

Y Y Y OY

G

G N AN
£G—-0G F:G—=G

Nombre de rotation de =z € GG ;

F'"(z) —x
p(x) = Ilim (#) =%
n——+oo n

c R.




Principales propriétés de I'ensemble
des nombres de rotation

Soit R = {p(z) | x € S} ou S est l'unique
boucle du graphe.

— R est un intervalle compact.

— Si p/q € R, il existe un point périodique =«
avec p(z) = p/q.

— Si p/q € Int(R), 3N, Vn > N, il existe un
point périodique x de période nq avec p(z) =
p/q.

—Si | f"(S) =G alors R = {p(=) | =z € G}.
n>0



Quelques directions de recherche

— Mieux comprendre le chaos en dynamique
topologique.

— Mesures absolument continues pour les
transformations de |'intervalle.

— Utiliser la représentation par chalnes
de Markov topologigues en dimension
SUpérieure.



