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Feuille d’exercices no 5

Congruences et divisibilité

Exercice 1. Soit arar−1 . . . a1a0 l’écriture décimale d’un entier n (c’est-à-dire que ar, . . . , a0 sont
des chiffres entre 0 et 9 et n = ar · 10r + ar−1 · 10r−1 + · · ·+ a1 · 101 + a0).

a) Montrer que n ≡
r∑

i=0

(−1)iai (11).

b) En déduire un critère de divisibilité par 11 par analogie avec le critère de divisibilité par 9.
c) Les nombres 6435 et 7812 sont-ils divisibles par 11 ?

Équations de congruences

Exercice 2.
a) Existe-t-il un entier x tel que 5x ≡ 1 (16) ? Si oui, déterminez-en un.
b) Existe-t-il un entier x tel que 42x ≡ 1 (135) ? Si oui, déterminez-en un.

Exercice 3. Déterminer le nombre d’entiers x ∈ {0, 1, . . . , 20} pour lesquels il existe u ∈ Z tel
que xu ≡ 1 (21).

Exercice 4. Résoudre dans Z les équations :
a) 3x ≡ 2 (4). b) 3x ≡ 2 (6). c) 6x ≡ 27 (45).

Exercice 5. Un code barre est une suite de 12 chiffres c12c11 . . . c1 suivie d’un chiffre de contrôle
c0 vérifiant c12 + 3c11 + c10 + 3c9 + c8 + 3c7 + c6 + 3c5 + c4 + 3c3 + c2 + 3c1 + c0 ≡ 0 (10)
(les coefficients sont alternativement 1 et 3, en commençant par 1).
Dans le code barre suivant, un des chiffres est illisible (on l’a remplacé par x) : 400x015135119.
Que vaut ce chiffre ?

Exercices supplémentaires

Exercice 6. Inventer un critère de divisibilité par 99.

Exercice 7. Déterminer tous les entiers relatifs x tels que 5x2 ≡ 2 (17).

Exercice 8. Soient a et b deux entiers tels que a2 + b2 soit divisible par 11. Montrer que a et b
sont divisibles par 11.

Exercice 9 . Soit p un nombre premier et k un entier naturel non nul. Déterminer le nombre
d’entiers x ∈ {0, 1, . . . , pk − 1} pour lesquels il existe u ∈ Z tel que xu ≡ 1 (pk).

Exercice 10 *. Résoudre dans Z le système suivant :{
x ≡ 4 (6)
x ≡ 7 (9)

Exercice 11.
a) Montrer que si n est un entier naturel impair, alors 103n + 1 est divisible par 13.
b) En déduire que le nombre 102 102 001 001 est divisible par 13.

Exercice 12.
a) Déterminer les restes modulo 7 de 10, 102, 103, 104 et 105.
b) En déduire que 111 111 est multiple de 7.
c*) Peut-on trouver un critère de divisibilité par 7.


