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Résumé du cours d’arithmétique

Les ensembles N et Z

N =1{0,1,2,3,...} est I'ensemble des entiers naturels (entiers positifs).
Z=A{..,-2,-1,0,1,2,3,...} est 'ensemble des entiers relatifs.

N* =N\ {0} (entiers strictement positifs) et Z* = Z \ {0} (entiers relatifs non nuls).

Dans ce qui suit, entier est synonyme d’entier relatif.
1 Divisibilité dans Z
a) Diviseurs et multiples

Définition. Soit a et b deux entiers. On dit que a divise b s’il existe un entier k tel que b = ka.
On note alb. On dit également que a est un diviseur de b ou que b est un multiple de a.

Remarque. Si a divise b, alors a divise —b, —a divise b et —a divise —b.

b) Propriétés

Propriétés 1. Soit a, b, ¢ des entiers relatifs.

(1) Si b0 et a divise b alors |a| < |b|. En particulier, b € Z* a un nombre fini de diviseurs.
(2) Si a divise b et b divise a alors a = b ou a = —b.

(3) Si a divise b et b divise ¢ alors a divise c.

(4) Si a divise b et ¢, alors, pour tous entiers n et m, a divise nb + mc.

La propriété (4) se généralise sans difficulté & 3 termes ou plus.
2 Division euclidienne
Théoréme 2 (théoréme de la division euclidienne). Soit a € Z et b € N*. I existe des

entiers ¢ et 7 tels que a = bg+ 1 et 0 < r < b. De plus, g et r sont uniques.

Définition. Soit a € Z et b € N*. Effectuer la division euclidienne de a par b, c¢’est trouver
les entiers ¢ et r tels que a = bg + 1 avec 0 < r < b. ¢ est le quotient et r est le reste de la
division euclidienne de a par b.

Propriété 3. Le reste de la division euclidienne de a par b est nul si et seulement si b divise a.

3 PGCD

a) Définition

Définition. Soit a,b € Z*. Le plus grand entier qui divise a la fois a et b s’appelle le plus
grand commun diviseur ou pged de a et b. On le note pged(a, b).

Remarque. pged(a, b) = pged(|al, |b]).

Propriété 4. Soit a,b € Z*. Si a divise b alors pged(a, b) = |al.

b) Algorithme d’Euclide

Théoréme 5 (lemme d’Euclide). Soit a,b € Z*. S’il existe des entiers k et s avec s # 0 tels
que a = bk + s alors les diviseurs communs a a et b sont exactement les diviseurs communs a
b et s, et pged(a,b) = pged(b, s).

Algorithme d’Euclide.

Soit a € Z* et b € N*. On cherche d = pged(a,b). On note ro = b. On effectue des divisions
euclidiennes successives tant que le reste est non nul.

a = roqi+1 0<r <y
b = r1q2 + 1o 0<ry<mr
L = Toq3+ T3 0<ry<mre
Tn—3 = Tn—2Qn—1+ Tn-1 0<rp1<mpo2
Tn—2 = Tn-1Gn +Tn 0< Tp < Tp—1
Tne1 = Tpgny1+0 Tny1 =10

Théoreme 6. Le pged de a et b est le dernier reste non nul obtenu par 'algorithme d’Euclide.
Remarque. Sir = 0, c’est que b divise a, donc pged(a, b) = b = ry.

Propriété 7. Soit a,b € Z*. Si d divise a et b alors d divise pged(a, b).

Remarque. On peut définir le pged de 3 entiers ou plus. La propriété 7 reste valable. Il n’y a

pas d’équivalent de I'agorithme d’Euclide pour calculer le pged de 3 entiers. On peut utiliser
la propriété suivante : si d = pged(a, b) alors pged(a, b, ¢) = pged(d, ¢).

c) Nombres premiers entre eux

Définition. Soit a et b deux entiers non nuls. On dit que a et b sont premiers entre eux si
pged(a,b) = 1. On dit aussi que a est premier avec b.

Propriété 8. Soit a,b € Z* et d = pged(a,b). Alors g et % sont premiers entre eux.

4 Théoréemes de Bézout et de Gauss

a) Théoréme de Bézout

Théoréme 9 (théoréeme de Bézout). Soit a et b deux entiers non nuls.
1) 11 existe des entiers relatifs u et v tels que au + bv = pged(a, b).
2) S’il existe des entiers u et v tels que au 4 bv = 1 alors a et b sont premiers entre eux

b) Comment trouver une relation de Bézout

Trouver une relation de Bézout pour a et b, c’est trouver u et v tels que au + bv = pged(a, b).
On applique lalgorithme d’Euclide & a et b. Gardons les notations de 3b). On a pged(a, b) = 7.
On part de 'égalité donnant le pged et on écrit :
pged(a,b) =rp—2 — Tp_1qn. (%)

Puis on utilise la ligne précédente dans I’algorithme d’Euclide pour exprimer r,_; (reste avec
I'indice le plus élevé dans (%)) : rp—1 = 7—3 — Th—2¢n—1, o0 remplace r,_; dans (%), on a :

ngd((L b) =Tn—2 — (rn—B - r'rL—an—l)qn = —Tp-3Gn + Tn—?(l + ann—l)~ (**)
On utilise la ligne précédente dans I’algorithme d’Euclide pour exprimer 7,,_» (reste avec 'indice
le plus élevé dans (xx)), puis on remplace r,_» dans (xx). On continue ainsi jusqu’a éliminer
les restes r,_1,7Tp_2,...,72,71. On a alors le pged en fonction de a et b.



c) Théoréeme de Gauss

Théoréme 10 (théoréme de Gauss). Soit a,b, ¢ des entiers non nuls. Si a divise be et si a
est premier avec b, alors a divise c.

Théoréme 11 (corollaire du théoréme de Gauss). Soit a1, as, b des entiers tels que a; et
as sont premiers entre eux. Si a; et as divisent b, alors le produit a;as divise b.

Remarque. Le théoreme 11 se généralise a 3 entiers ou plus : si ay, as, . . ., a, sont deux a deux
premiers entre eux et divisent b, alors ajas - - - a, divise b.

d) Résoudre I’équation ax + by = ¢

On veut trouver toutes les solutions entieres de 'équation :  azx +by = c¢ (E)
ol a, b, c sont des entiers donnés avec a, b non nuls, et z,y sont les inconnues.

Théoréme 12. L’équation (E) admet des solutions si et seulement si pged(a,b) divise c.

Méthode pour résoudre I’équation (E).
e Si pged(a, b) ne divise pas ¢, il n’y a pas de solution (théoreme 12).

e Si pged(a, b) divise ¢, il y a des solutions par le théoreme 12. Voici comment les trouver.

0) Simplifier I’équation
Si pged(a, b) divise ¢, on divise 1'équation par pged(a,b), on trouve que (E) est équivalente &
a/x + b/y — c/

ou d = a/pged(a,b), b’ = b/pged(a,b) et ¢ = ¢/pged(a,b) (¢/,, ¢ sont des entiers).
1) Solution particuliére
Les entiers a’ et b’ sont premiers entre eux (propriété 8). Par le théoreme de Bézout, il existe
des entiers u et v tels que a'u + Vv = 1. Alors g = cu et yo = v forment une solution
particuliere de (E) car a'zg + V'yo = ¢ (au + bv) = ¢.
2) Recherche de toutes les solutions
Exprimons les autres solutions en fonction de la solution particuliere (z, yo)-

dr+by=d <= de+by=dry+Vy <= d(x—a0) +V(y—1v)=0
Soit X =x — xg et Y =y — yo. Pour résoudre (E), il est équivalent de résoudre

dX =-bY (F)

a’ et b sont premiers entre eux et b’ divise a’X, donc ¥ divise X par le théoreme de Gauss,
autrement dit il existe k € Z tel que X = kb'. On a alors ka’'t’ = —V'Y, et en simplifiant par

b # 0 on trouve Y = —ka’. On vient de montrer que si (X,Y) est solution de (E’) alors il
existe k € Z tel que X = k', Y = —ka’. On vérifie facilement I'implication inverse : si X = kb’
et Y = —kad', (X,Y) est bien une solution de (E’) pour tout k& € Z. Les deux implications

donnent une équivalence : (X,Y") solution de (E') <= Fk € Z, X = kb, Y = —kd'.
Par conséquent, 'ensemble des solutions de (E) est :
S = {(xo+ kb,yo — ka') | k € Z} avec a' = pg%w et b = m.

Remarque. Ne pas apprendre par coeur ce résultat, mais refaire la méthode précédénte.

5 Nombres premiers

a) Reconnaitre un nombre premier
Définition. Un entier n > 2 est premier si ses seuls diviseurs positifs sont 1 et n.

Propriété 13. Si 'entier n > 2 n’est divisible par aucun nombre premier p < /n, alors n est
un nombre premier.

Théoréme 14 (théoréme d’Euclide). Il existe une infinité de nombres premiers.

b) Décomposition en produit de facteurs premiers

Théoréme 15 (décomposition en facteurs premiers). Tout entier n > 2 peut s’écrire de
fagon unique
n=pip2- - Pr,
our € N* et p1,pa, ..., p, sont des nombres premiers avec p; < py < -+ < p,.
Définition. Soit n € N* et p un nombre premier.

e Si p divise n, on dit que p est un facteur premier de n
e Le plus grand entier k tel que p* divise n s’appelle ’exposant de p dans n.

Dans le théoreme 15, on peut regrouper les premiers identiques, on obtient I’énoncé suivant :
Théoréme 15’ (décomposition en facteurs premiers) Tout entier n > 2 peut s’écrire de
fagon unique

n = PPy pt
ol py, ..., ps sont des nombres premiers distincts avec p; < py < --- < ps, et ag,..., a5 € N*.

Remarque. Dans le théoreme 15°, l'exposant de p; dans n est a;. Si un nombre premier p
n’apparait pas dans la décomposition de n, son exposant est 0.

c) Application a la divisibilité

Théoréme 16 (application de la décomposition en facteurs premiers a la divisibi-
lité). Soit a et b des entiers strictement positifs. Pour tout nombre premier p, notons «(p)
lexposant de p dans a et B3(p) I'exposant de p dans b. Alors a divise b si et seulement si pour
tout nombre premier p on a : a(p) < S(p).

Théoréme 17 (application de la décomposition en facteurs premiers au pged). Soit
a,b € N* et p un nombre premier. Soit a(p) 'exposant de p dans a et 3(p) Pexposant de p
dans b. Alors I'exposant de p dans pged(a,b) est min(a(p), B(p)).

Remarque. Le théoréme 17 reste valable pour calculer le pged de 3 entiers ou plus.

6 PPCM

Définition. Soit a et b deux entiers non nuls. Le plus petit entier strictement positif qui est a
la fois multiple de a et b s’appelle le plus petit commun multiple ou ppcm de a et b. On
le note ppcm(a, b).

Remarque. ppcem(a, b) = ppem(|al, |b]).

Propriété 18. Soit a,b € Z*. Si c est un multiple de a et b, alors ¢ est un multiple de ppcm(a, b).
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Théoréme 19 (application de la décomposition en facteurs premiers au ppcm). Soit
a,b € N* et p un nombre premier. Soit a(p) 'exposant de p dans a et B(p) Pexposant de p
dans b. Alors 'exposant de p dans ppem(a, b) est max(a(p), 8(p)).

Théoréme 20 (relation entre pged et ppcm). Sia,b € Z*, pged(a, b).ppem(a, b) = |ab|.

Remarque. On peut définir le ppcdm de 3 entiers ou plus. La propriété 18 et le théoreme
19 restent valables, mais le théoréme 20 ne se généralise pas a 3 entiers. On peut utiliser la
propriété suivante : si ppem(a, b) = m alors ppem(a, b, ¢) = ppem(m, ¢).

7 Congruences

Dans la suite, on considere un entier n > 2.

a) Définition et propriétés

Définition. Soit a,b € Z. On dit que a est congru a b modulo n si a — b est un multiple

de n. On dit aussi que a et b sont congrus modulo n. On note ¢ = b (n) ou a = b mod n.

Remarques.

e La relation de congruence est symétrique : a = b (n) <= b=a (n).
ea=b(n) <= —a=-b(n).

ca=b(n)<=3JkeZa=b+kn

e a=0 (n) < n divise a.

Propriété 21. Soit a € Z. 1l existe un unique entier r tel que a =r (n) et 0 <7 <n— 1.
r est le reste de la division euclidienne de a par n.

Propriété 22. Sia=b (n) et b =c (n) alors a = ¢ (n).

b) Compatibilité avec les opérations

Propriétés 23. Soit a,b,c,d € Z tels que a =b (n) et ¢ =d (n). Alors
ea+c=b+d(n)etac=0bd (n).
e pour tout entier k > 1, aF = b* (n).

8 Equations de congruence
a) Quand simplifier ab = ac (n) ?

Propriété 24. Soit a,b, ¢ € Z. S’il existe u € Z tel que ua = 1 (n) alors ab = ac (n) implique
b=c (n).

Théoréme 25. Soit a € Z. Il existe u € Z tel que au = 1 (n) si et seulement si pged(a,n) = 1.

Méthode pour trouver u comme dans le théoréme : si au+ nv =1 est une relation de
Bézout entre a et n, alors au = 1(n).

b) Résoudre I’équation ax = ¢ (n)

On veut trouver toutes les solutions entitres de I'équation :  az = ¢ (n) (E)

ol a et ¢ sont des entiers donnés avec a non nul, et ot z € Z est 'inconnue.

Cas ou a et n sont premiers entre eux.

Propriété 26. Soit a et n des entiers premiers entre eux (n > 2) et u € Z tel que au =1 (n).
L’équation ax = ¢ (n) est équivalente & x = uc (n).

Cas ou a et n ne sont pas premiers entre eux.

x solution de (E) <= 3k € Z,ax = ¢+ kn <= 3k € Z, (x, k) solution de ax — kn = c.
La derniere équation est de la forme ax + by = ¢ (avec y = k et b = n), qui a été vue en 4.d).
Si pged(a, n) ne divise pas ¢, alors ax — kn = ¢ n’a pas de solution. Si pged(a,n) divise ¢, on
pose a’ = a/pged(a,n), n' = n/pged(a,n) et ¢ = ¢/pged(a,n). On a donc

x solution de (E) <= k€ Z,d'x —n'k = <= dz = (v').

On est ramené au cas précédent puisque a’ et n’ sont premiers entre eux.

c) Systémes de congruences

Théoréme 27 (théoréme des restes chinois). Si ny,na, ..., ng sont des entiers positifs 2 &
2 premiers entre eux, alors, pour tous ay, ..., a; € Z, le systeme

r = a (n)

r = ay (n2)

x a (ny)

a des solutions et, si xg est une solution particuliere, alors ’ensemble des solutions s’écrit
{xEZ | r =Xy (nan...nk)}.

Méthode pour résoudre un systéme a deux équations (S) { f

x solution de (S) <= 3Jk,k €Z,x=a+kn=b+km
<= x=a+kn avec (k, k') solution de kn — k'm=b—a

On est ramené a résoudre une équation de la forme AX + BY = C, avec X =k, Y = k.
On peut se contenter de chercher une solution particuliere (k, kj), on en déduit une solution
particuliere de (S), puis on applique le théoréme 27 pour avoir toutes les solutions de (S).
Méthode pour résoudre un systéme de congruence a 3 équations.

z = a(n)
b (m) avec n,m,p des entiers 2 a 2 premiers entre eux.
¢ (p)

(53)

xz

1) On résout le systeme partiel v - a (n)

x = b(m)
Selon le théoreme 27, on trouve les solutions sous la forme z = x4 (nm) pour un certain zy € Z.
2) Le systéme (S3) est alors équivalent au systéme de congruence a 2 équations z fo(glm)

On résout ce systéme et on obtient les solutions de (S3).

9 Petit théoréeme de Fermat

Théoréme 28 (théoréme de Fermat). Soit p un nombre premier et z un entier. Alors :
oz’ =1z (p),
e si p ne divise pas =, alors 2P~ = 1 (p).



