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Mes intéréts principaux sont les systémes dynamiques et la physique mathématique. Ci-dessous j'ai essayé de
donner un résumé en grandes lignes de mes travaux. Les numéros font références a la liste de travaux jointe &

la fin.

1. Pendant les deux premiéres années de mon doctorat j’ai travaillé avec F. Christiansen et autres collabo-
rateurs sur les opérateurs de transfert associés aux systémes dynamiques dilatants. Nous avons étudié la
décroissance des fonctions de corrélation liée au spectre d’un opérateur de transfert ([1],[2] et [3]).

2. 1l est bien connu [(Ruelle76) D. Ruelle, Invent. Math. 34, 231-242 (1976). (Fried86) D. Fried, Ann. scient.
Ec. Norm. Sup. 19, 491 (1986).], que si un systéme dynamique uniformément dilatant est analytique
réelle, ses propriétés spectrales, voir ergodiques, sont liées aux propriétés analytiques des fonctions zéta
dynamiques. Ces fonctions sont construites & partir des orbites périodiques du systéme et elles sont mé-
romorphes dans le plan complexe. Cette théorie s’applique aussi & une classe de systémes hyperboliques
lorsque les feuilletage stables et instables sont analytique, car on peut se ramener au cas uniformément
dilatant via une projection. Or, cette classe est trés petite et elle n’est méme pas structurellement stable
sous perturbations analytiques [E. Ghys, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 20 (1987), pp. 251-270.]

Dans ma thése de doctorat [5], publié dans [6], j’ai construit des espaces de fonctions et une théorie spectrale
pour une classe d’applications analytiques réelles et hyperboliques. J’ai montré que cette construction évite
la projection décrite ci-dessus. Ensuite dans [12] dans le cas d’Axiom A, j’ai expliqué comment construire
un déterminant de Fredholm généralisé et une fonction zéta de Selberg généralisée et j'ai démontré que
les deux fonctions sont entiéres en dimension 3 pour les flots et dimension 2 pour les difféomorphismes.
L’énoncé dans ce dernier cas est le suivant : Soit M une surface et f : M — M un difféomorphisme
analytique réelle et Axiom A sur I’ensemble basique A C M. Soit g une fonction analytique de A. Alors
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admet un prolongement analytique dans C. La théorie combine la théorie spectrale d’opérateurs dans un
espace de Banach avec la géométrie différentielle du flot et difféeomorphismes des surfaces et variétés.

3. En 1995, j’ai été attiré par le probléme suivant. Peut on conclure qu’'un systéme hamiltonien de degré
2N n’est pas intégrable (i.e. il n’existe pas N intégrales premiéres, analytiques réelles, en involution et
indépendantes presque partout) s’il existe une orbite périodique hyperbolique ayant une intersection trans-
verse homoclinique (ce qui signifie que les variétés stable et instable se coupent transversalement et que
le systéme posséde des 'fers a cheval’) ? Cette conclusion a été conjecturée par H. Poincaré, Les méthodes
nouvelles de la mécanique céleste vols, 1,2,3 (Gauthier-Villars, Paris 1892); reprinted by Dover, N.Y.
(1957). Or, une preuve semble étre difficile quand N est plus grand que 2 (une preuve facile pour N = 2
a été donnée dans [R. Cushman, em Trans. Amer. Soc. 238, 45 (1978)]).

Dans [11] j’ai travaillée avec F.Christiansen et S.E. Rugh pour étudier ce probléme numériquement pour
un certain systéme dynamique, voir aussi E.S. Nikolaevskii and L.N. Schur, Sov. Phys. JETP 58 (1), 1-7
(1984). Le probléme, qui m’intéresse toujours, reste ouvert.

4. Dans [14], ensuite [16] et [21], j’ai utilisé des outils de la géomeétrie différentielle pour étudier I’ensemble
micro-canonique de la mécanique statistique. Cet ensemble apparait de facon naturelle lors de la simulation
numeériques des systémes hamiltoniennes & énergie constante. Sur une variété symplectique (M,w) de
dimension 2n < 400 notons m = A"w la forme de volume de Liouville et dm la mesure associée. Soit

(Phamiltonienne) H une fonction C'*°, propre et non constante. Lorsque F est une valeur réguliére de



H (par Sard ceci est générique en mesure) dup = §(H — E) dm définit une mesure finie sur la surface
d’énergie constante H = E. En normalisant on obtient la moyenne dite micro-canonique :

A(§) 6(H — E) dm

JO(H—E)dm

(a1p)=1

Sous I’hypothése d’ergodicité ceci peut étre calculé comme moyenne temporelle pg-p.s., d’oit I'importance
pour les simulations numériques. Maintenant, si X est un champs de vecteur définit au voisinage de
{H = E} qui vérifie dH (X ) = 1, alors j'ai démontre dans [16] I'identité remarquable
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ot div,,(-) dénote la divergence d’un champs de vecteur par rapport a la mesure m. En utilisant cette
identité (parmi d’autres) je montre que nombreuses quantités thermodynamiques, comme la température,
chaleur spécifique, pression, dérivée de la pression etc..., peuvent étre exprimées eux-mémes comme des
moyennes des observables explicites dans ’ensemble lui-méme, et sous I'hypothése d’ergodicité, calculable
comme moyennes temporelles. Cette théorie s’est avéré trés utile dans le domaine de ‘molecular dynamics
simulation’ en physique et chimique théorique. Actuellement je travaille sur d’autres applications et géné-
ralisations du formalisme que j’ai introduit.

. Dans [17], j’ai étudié les systémes analytiques uniformément dilatants a I’exception d’un point fixe para-
bolique. Sur un espace de fonctions convenable j’ai considéré un opérateur de transfert L = Lo+ Ly ou Lg
est associé a la branche parabolique et Ly décrit les autres branches uniforméments dilatantes. Le spectre
de Lg est précisement le segment [0,1] et Ly est nucléaire (d’ordre zéro au sens de Grothendieck). J'ai
montré que
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admet un prolongement analytique dans C\ [0, 1] ou les zéros sont précisément les valeurs propres de L (la
multiplicité vaut 'ordre du zéro). J’ai aussi montré que d(\) peut s’exprimer en termes des multiplicateurs
aux points fixes dilatantes. Sous certaines conditions, d(\) admet un prolongement analytique des deux
cotés de l'intervalle ouvert ]0, 1[. Je travaille actuellement sur des cas particuliers (I'application de Farey
et des variations de celle-ci) qui admettent des prolongements analytiques particuliérement intéressants.
Le travail combine plusieurs idées de Ruelle, Grothendieck et Shishikura.

. En 1988, LA Bunimovich and Ya. G. Sinai, Space-time [chaos in coupled map lattices, Nonlinearity 1 (1988)
491-519] ont étudié les propriété ergodique d’un réseau d’applications dilatantes faiblement couplées. Plus
précisément on regarde le produit directe sur un réseau (A = Z%) des applications uniformément dilatantes
du cercle fi(z;), i € A, z; € S' = R/Z. On compose ensuite avec une application T : [], S* — [, S*
qui est une petite perturbation de l'identité et qui fait intervenir les variables voisines du réseau. Leur
approche était inspirée par la mécanique statique en faisant des calculs pour un réseau fini que ensuite
I’on fait tendre vers le réseau infini en prenant soins des problémes du bord.

Avec Torsten Fischer[19], nous avons construit un espace de Banach directement pour le réseau infini tel
que l'opérateur de transfert ait un ‘trou spectral’ ce qui implique directement les propriétés ergodiques
souhaitées. Ensuite avec V. Baladi [20] nous avons étudié l'effet des symétries de translation sur le spectre.
On obtient ce que I'on appelle un spectre de Floquet. Nous avons obtenu des résultats de régularité forte
(analyticité réelle) de ce spectre par rapport au tore A = T™ (le groupe de caractéres associé & A) Finale-
ment les restrictions sur le couplage ont été considérablement réduites dans [23]. Ceci permet de considérer
un couplage spatial qui est simplement ‘sommable’, en particulier de fagon polynomiale ce qui donnera
lieu a une décroissance de corrélation spatiale polynomiale.

. Dans [25] j’ai présenté une démonstration élémentaire (et plus générale) de la formule de Bowen pour la
dimension de Hausdorff d’un répulseur conforme de classe C'. Ensuite j’ai considéré une suite aléatoires
d’applications C'-conformes et uniformément dilatantes sur un espace métrique. Sous des hypothéses
d’uniformité j’ai montré que l’ensemble de Julia aléatoire aura une dimension de Hausdorff presque siire-
ment la méme et que cette valeur commune est donnée par une généralisation de la formule de “Bowen”.



Lorsque 'espace est une surface de Riemann on obtient méme une dépendance analytique réelle des pa-
rametres.

Voici un exemple : Prenons a € C, r > 0 avec |a| +r < § et A > 0. Soient (c;,) une suite de i.i.d variables
aléatoires distribués uniformément dans le disque B(a,r) et (N,,) une suite de i.i.d. v.a. qui suivent une loi
de Poisson de paramétre \. Considérons la suite d’application conforme f,(z) = 2N»*2 4 ¢,,. L’ensemble
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décrit un ensemble de Julia ‘aléatoire’. Alors la dimension de Hausdorff est p.s. la méme, et la valeur
commune d(a,r, \) dépends de fagon analytique réelle de a, et A.

Dans un travail avec S. Alili [26], nous avons utilisé des outils similaires pour étudier la régularité par
rapport aux paramétres de la probabilité d’extinction d’un processus de branchement.

8. Plus récemment, dans [27] j’ai étudié des généralisations du célébre Théoréme de Perron-Frobenius dans
le contexte des opérateurs (et matrices) complexes. Le contexte historique est le suivant : Soit K un
cone convexe dans un espace vectoriel réel et munissons K* = K \ {0} avec sa métrique projective
d’Hilbert dx. Supposons que 'opérateur linéaire borné T préserve K*. G.Birkhoff & démontré en 1957
que la métrique d’Hilbert dx pour un tel cone satisfait un principe de contraction uniforme : Soit A =
sup, yex+ A (T'z, Ty) € [0, +0c] le diametre de T'(K™) dans (K, dk) alors pour tout z,y € K* :

dg(Tz,Ty) < 0 dg(z,y) avec § = tanh %. En particulier, dés que A < 400 'application est une contrac-
tion Lipschitzienne uniforme pour la métrique d’Hilbert. Moyennant quelques hypothéses géométrique sur
le cone par rapport a l'espace vectoriel ceci implique que T' posséde une valeur propre simple maximale
(d’ou le Théoréme de Perron-Frobenius).

Disons qu’un opérateur borné sur un espace de Banach complexe a un trou spectral s’il posséde une valeur
propre simple A € C et que le reste du spectrum est contenu dans un disque de rayon strictement inférieur
a |A|. Dans ce cadre j’ai introduit la notion d’un coéne complexe avec une jauge hyperbolique projective
associée et montré que cette jauge vérifie un principe de contraction uniforme. Dans le cas de dimension
finie on trouve par exemple le théoréme suivant : Notons A I’ensemble des matrices A de taille n x n avec
la propriété suivante : Il existe 0 < ¢ < 400 tel que |ImAijZkl| <c< ReAijZkl pour toutes les indices.
Alors, ces matrices contractent le méme cone complexe et par conséquence : (1) Toute A € A posséde un
trou spectral. (2) Tout produit fini des telles matrices posséde un trou spectral.

Loic Dubois, étudiant en thése soutenue en juin 2009, a développé plusieurs applications utilisant les cones
complexes. Il a déja amélioré les conditions pour la contraction, voir J London Math Soc 79 (2) 719-737
(2009) et obtenu des estimations de vitesse convergence du TLC pour un produit des matrices aléatoires
(travail de Dubois en préparation).

Encadrement de thése :
Torsten Fischer (oct 1995 - dec 1998). Sujet : Applications dilatantes accouplées (sur un réseau Z%) et la dé-
croissance exponentielle des fonctions de corrélation.

Mark Bowles (oct 1997 - oct 2000) Sujet : Une variante de la théorie de Nekhoroshev sur la vitesse de diffusion
dans un systéme presque intégrable qui admet une symétrie.

Frédéric Millet (oct 2001 - juin 2005, interrompu) Sujet : Sur la formalisme thermodynamique micro-canonique.
Point de vue géométrie différentielle. En sept 2005 il a changé directeur de thése

Loic Dubois (dec 2005 - juin 2009). Sujet : Contractions des cones complexes et exposants caractéristiques.
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