
1Ativités de Reherhe de Hans Henrik Rugh.Ordre hronologique. 14 otobre 2009Mes intérêts prinipaux sont les systèmes dynamiques et la physique mathématique. Ci-dessous j'ai essayé dedonner un résumé en grandes lignes de mes travaux. Les numéros font référenes à la liste de travaux jointe àla �n.1. Pendant les deux premières années de mon dotorat j'ai travaillé ave F. Christiansen et autres ollabo-rateurs sur les opérateurs de transfert assoiés aux systèmes dynamiques dilatants. Nous avons étudié ladéroissane des fontions de orrélation liée au spetre d'un opérateur de transfert ([1℄,[2℄ et [3℄).2. Il est bien onnu [(Ruelle76) D. Ruelle, Invent. Math. 34, 231-242 (1976). (Fried86) D. Fried, Ann. sient.E. Norm. Sup. 19, 491 (1986).℄, que si un système dynamique uniformément dilatant est analytiqueréelle, ses propriétés spetrales, voir ergodiques, sont liées aux propriétés analytiques des fontions zêtadynamiques. Ces fontions sont onstruites à partir des orbites périodiques du système et elles sont mé-romorphes dans le plan omplexe. Cette théorie s'applique aussi à une lasse de systèmes hyperboliqueslorsque les feuilletage stables et instables sont analytique, ar on peut se ramener au as uniformémentdilatant via une projetion. Or, ette lasse est très petite et elle n'est même pas struturellement stablesous perturbations analytiques [É. Ghys, Ann. Si. Éole Norm. Sup. (4) 20 (1987), pp. 251-270.℄Dans ma thèse de dotorat [5℄, publié dans [6℄, j'ai onstruit des espaes de fontions et une théorie spetralepour une lasse d'appliations analytiques réelles et hyperboliques. J'ai montré que ette onstrution évitela projetion dérite i-dessus. Ensuite dans [12℄ dans le as d'Axiom A, j'ai expliqué omment onstruireun déterminant de Fredholm généralisé et une fontion zêta de Selberg généralisée et j'ai démontré queles deux fontions sont entières en dimension 3 pour les �ots et dimension 2 pour les di�éomorphismes.L'énoné dans e dernier as est le suivant : Soit M une surfae et f : M → M un di�éomorphismeanalytique réelle et Axiom A sur l'ensemble basique Λ ⊂ M . Soit g une fontion analytique de Λ. Alors
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admet un prolongement analytique dans C. La théorie ombine la théorie spetrale d'opérateurs dans unespae de Banah ave la géométrie di�érentielle du �ot et di�éomorphismes des surfaes et variétés.3. En 1995, j'ai été attiré par le problème suivant. Peut on onlure qu'un système hamiltonien de degré
2N n'est pas intégrable (i.e. il n'existe pas N intégrales premières, analytiques réelles, en involution etindépendantes presque partout) s'il existe une orbite périodique hyperbolique ayant une intersetion trans-verse homolinique (e qui signi�e que les variétés stable et instable se oupent transversalement et quele système possède des 'fers à heval') ? Cette onlusion a été onjeturée par H. Poinaré, Les méthodesnouvelles de la méanique éleste vols, 1,2,3 (Gauthier-Villars, Paris 1892) ; reprinted by Dover, N.Y.(1957). Or, une preuve semble être di�ile quand N est plus grand que 2 (une preuve faile pour N = 2a été donnée dans [R. Cushman, em Trans. Amer. So. 238, 45 (1978)℄).Dans [11℄ j'ai travaillé ave F.Christiansen et S.E. Rugh pour étudier e problème numériquement pourun ertain système dynamique, voir aussi E.S. Nikolaevskii and L.N. Shur, Sov. Phys. JETP 58 (1), 1-7(1984). Le problème, qui m'intéresse toujours, reste ouvert.4. Dans [14℄, ensuite [16℄ et [21℄, j'ai utilisé des outils de la géométrie di�érentielle pour étudier l'ensemblemiro-anonique de la méanique statistique. Cet ensemble apparaît de façon naturelle lors de la simulationnumériques des systèmes hamiltoniennes à énergie onstante. Sur une variété sympletique (M, ω) dedimension 2n < +∞ notons m = ∧nω la forme de volume de Liouville et dm la mesure assoiée. Soit(l'hamiltonienne) H une fontion C∞, propre et non onstante. Lorsque E est une valeur régulière de
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H (par Sard ei est générique en mesure) dµE = δ(H − E) dm dé�nit une mesure �nie sur la surfaed'énergie onstante H = E. En normalisant on obtient la moyenne dite miro-anonique :

〈 A | E 〉 =

∫
A(ξ) δ(H − E) dm∫

δ(H − E) dm
.Sous l'hypothèse d'ergodiité ei peut être alulé omme moyenne temporelle µE-p.s., d'où l'importanepour les simulations numériques. Maintenant, si X est un hamps de veteur dé�nit au voisinage de

{H = E} qui véri�e dH(X) ≡ 1, alors j'ai démontre dans [16℄ l'identité remarquable
∂

∂E
〈 A | E 〉 = 〈 divm (XA) | E 〉 − 〈 divm(X) 〉 〈 A | E 〉,où divm(·) dénote la divergene d'un hamps de veteur par rapport à la mesure m. En utilisant etteidentité (parmi d'autres) je montre que nombreuses quantités thermodynamiques, omme la température,haleur spéi�que, pression, dérivée de la pression et..., peuvent être exprimées eux-mêmes omme desmoyennes des observables expliites dans l'ensemble lui-même, et sous l'hypothèse d'ergodiité, alulableomme moyennes temporelles. Cette théorie s'est avéré très utile dans le domaine de `moleular dynamissimulation' en physique et himique théorique. Atuellement je travaille sur d'autres appliations et géné-ralisations du formalisme que j'ai introduit.5. Dans [17℄, j'ai étudié les systèmes analytiques uniformément dilatants à l'exeption d'un point �xe para-bolique. Sur un espae de fontions onvenable j'ai onsidéré un opérateur de transfert L = L0 +L1 où L0est assoié à la branhe parabolique et L1 dérit les autres branhes uniforméments dilatantes. Le spetrede L0 est préisément le segment [0, 1] et L1 est nuléaire (d'ordre zéro au sens de Grothendiek). J'aimontré que
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)admet un prolongement analytique dans C\ [0, 1] où les zéros sont préisément les valeurs propres de L (lamultipliité vaut l'ordre du zéro). J'ai aussi montré que d(λ) peut s'exprimer en termes des multipliateursaux points �xes dilatantes. Sous ertaines onditions, d(λ) admet un prolongement analytique des deuxotés de l'intervalle ouvert ]0, 1[. Je travaille atuellement sur des as partiuliers (l'appliation de Fareyet des variations de elle-i) qui admettent des prolongements analytiques partiulièrement intéressants.Le travail ombine plusieurs idées de Ruelle, Grothendiek et Shishikura.6. En 1988, LA Bunimovih and Ya. G. Sinai, Spae-time [haos in oupled map latties, Nonlinearity 1 (1988)491-519℄ ont étudié les propriété ergodique d'un réseau d'appliations dilatantes faiblement ouplées. Pluspréisément on regarde le produit direte sur un réseau (Λ = Zd) des appliations uniformément dilatantesdu erle fi(zi), i ∈ Λ, zi ∈ S1 ≡ R/Z. On ompose ensuite ave une appliation T :
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S1qui est une petite perturbation de l'identité et qui fait intervenir les variables voisines du réseau. Leurapprohe était inspirée par la méanique statique en faisant des aluls pour un réseau �ni que ensuitel'on fait tendre vers le réseau in�ni en prenant soins des problèmes du bord.Ave Torsten Fisher[19℄, nous avons onstruit un espae de Banah diretement pour le réseau in�ni telque l'opérateur de transfert ait un `trou spetral' e qui implique diretement les propriétés ergodiquessouhaitées. Ensuite ave V. Baladi [20℄ nous avons étudié l'e�et des symétries de translation sur le spetre.On obtient e que l'on appelle un spetre de Floquet. Nous avons obtenu des résultats de régularité forte(analytiité réelle) de e spetre par rapport au tore Λ̂ = Tn (le groupe de aratères assoié à Λ) Finale-ment les restritions sur le ouplage ont été onsidérablement réduites dans [23℄. Cei permet de onsidérerun ouplage spatial qui est simplement `sommable', en partiulier de façon polynomiale e qui donneralieu a une déroissane de orrélation spatiale polynomiale.7. Dans [25℄ j'ai présenté une démonstration élémentaire (et plus générale) de la formule de Bowen pour ladimension de Hausdor� d'un répulseur onforme de lasse C1. Ensuite j'ai onsidéré une suite aléatoiresd'appliations C1-onformes et uniformément dilatantes sur un espae métrique. Sous des hypothèsesd'uniformité j'ai montré que l'ensemble de Julia aléatoire aura une dimension de Hausdor� presque sûre-ment la même et que ette valeur ommune est donnée par une généralisation de la formule de �Bowen�.



3Lorsque l'espae est une surfae de Riemann on obtient même une dépendane analytique réelle des pa-ramètres.Voii un exemple : Prenons a ∈ C, r > 0 ave |a|+ r < 1
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et λ > 0. Soient (cn) une suite de i.i.d variablesaléatoires distribués uniformément dans le disque B(a, r) et (Nn) une suite de i.i.d. v.a. qui suivent une loide Poisson de paramètre λ. Considérons la suite d'appliation onforme fn(z) = zNn+2 + cn. L'ensemble
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n
∞}dérit un ensemble de Julia `aléatoire'. Alors la dimension de Hausdor� est p.s. la même, et la valeurommune d(a, r, λ) dépends de façon analytique réelle de a, r et λ.Dans un travail ave S. Alili [26℄, nous avons utilisé des outils similaires pour étudier la régularité parrapport aux paramètres de la probabilité d'extintion d'un proessus de branhement.8. Plus réemment, dans [27℄ j'ai étudié des généralisations du élèbre Théorème de Perron-Frobenius dansle ontexte des opérateurs (et matries) omplexes. Le ontexte historique est le suivant : Soit K un�ne onvexe dans un espae vetoriel réel et munissons K∗ = K \ {0} ave sa métrique projetived'Hilbert dK . Supposons que l'opérateur linéaire borné T préserve K∗. G.Birkho� à démontré en 1957que la métrique d'Hilbert dK pour un tel �ne satisfait un prinipe de ontration uniforme : Soit ∆ =

supx,y∈K∗ dK(Tx, T y) ∈ [0, +∞] le diamètre de T (K∗) dans (K, dK) alors pour tout x, y ∈ K∗ :
dK(Tx, T y) ≤ θ dk(x, y) ave θ = tanh ∆
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. En partiulier, dès que ∆ < +∞ l'appliation est une ontra-tion Lipshitzienne uniforme pour la métrique d'Hilbert. Moyennant quelques hypothèses géométrique surle �ne par rapport à l'espae vetoriel ei implique que T possède une valeur propre simple maximale(d'où le Théorème de Perron-Frobenius).Disons qu'un opérateur borné sur un espae de Banah omplexe a un trou spetral s'il possède une valeurpropre simple λ ∈ C et que le reste du spetrum est ontenu dans un disque de rayon stritement inférieurà |λ|. Dans e adre j'ai introduit la notion d'un �ne omplexe ave une jauge hyperbolique projetiveassoiée et montré que ette jauge véri�e un prinipe de ontration uniforme. Dans le as de dimension�nie on trouve par exemple le théorème suivant : Notons A l'ensemble des matries A de taille n× n avela propriété suivante : Il existe 0 < c < +∞ tel que |ImAijAkl| < c ≤ ReAijAkl pour toutes les indies.Alors, es matries ontratent le même �ne omplexe et par onséquene : (1) Toute A ∈ A possède untrou spetral. (2) Tout produit �ni des telles matries possède un trou spetral.Loï Dubois, étudiant en thèse soutenue en juin 2009, a développé plusieurs appliations utilisant les �nesomplexes. Il a déjà amélioré les onditions pour la ontration, voir J London Math So 79 (2) 719-737(2009) et obtenu des estimations de vitesse onvergene du TLC pour un produit des matries aléatoires(travail de Dubois en préparation).Enadrement de thèse :Torsten Fisher (ot 1995 - de 1998). Sujet : Appliations dilatantes aouplées (sur un réseau Zd) et la dé-roissane exponentielle des fontions de orrélation.Mark Bowles (ot 1997 - ot 2000) Sujet : Une variante de la théorie de Nekhoroshev sur la vitesse de di�usiondans un système presque intégrable qui admet une symétrie.Frédéri Millet (ot 2001 - juin 2005, interrompu) Sujet : Sur la formalisme thermodynamique miro-anonique.Point de vue géométrie di�érentielle. En sept 2005 il a hangé direteur de thèseLoï Dubois (de 2005 - juin 2009). Sujet : Contrations des �nes omplexes et exposants aratéristiques.Liste des travaux(1) F. Christiansen, G. Paladin, H.H. Rugh, Determination of orrelation spetra in haoti systems. Phys. Rev. Lett.65, 2087-2093 (1990).(2) F. Christiansen, S. Isola, G. Paladin, H.H. Rugh, Mixing rates and exterior forms in haoti systems. J. Phys. A :Math. Gen. 23, L1301-1305 (1990).
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