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Exercice 1 -
La parabole y = x2 − 1 coupe la droite x + y = 1
lorsque x2 − 1 = y = 1 − x, c’est-à-dire x = 1 et x =
−2. Pour x ∈ [−2, 1] donné, la pile Dx est l’intervalle
y ∈ [x2 − 1, 1− x].
On calcule l’aire de D par Fubini en piles

Aire(D) =

∫ 1

x=−2

(∫ 1−x

y=x2−1
dy
)
dx =

∫ 1

−2
(2− x− x2)dx

=
[
2x− x2/2− x3/3

]1
−2 =

9

2
.
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Exercice 2 - 1. D1 est un triangle. Par Fubini, on trouve

I1 =

∫ 1

x=0

(∫ 1

y=1−x
xydy

)
dx =

∫ 1

0

x
[
y2/2

]1
1−xdx

=
1

2

∫ 1

0

x(1− (1− x)2)dx =

∫ 1

0

x(x− x2/2)dx

=
[
x3/3− x4/8

]1
0
=

1

3
− 1

8
=

5
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D2 est une portion de couronne, correspondant en co-
ordonnées polaires à (r, θ) ∈ R = [1, 2] × [π

4
, 3π

4
]. On a

donc,

I2 =

∫∫
R

(r sin θ)rdrdθ =
(∫ 2

1

r2dr
)(∫ 3π/4

π/4

sin θdθ
)

par Fubini et séparation des variables,

= (8/3− 1/3)(cos(π/4)− cos(3π/4)) =
7
√
2

3
.
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3. D3 est un cube. De plus la fonction eax+by+cz = eaxebyecz est à variables séparables. On a
donc par Fubini

I3 =

∫ 1

0

(

∫ 1

0

(

∫ 1

0

eaxebyeczdx)dy)dz

= (

∫ 1

0

eaxdx)(

∫ 1

0

ebydy)(

∫ 1

0

eczdz)

=
(ea − 1)(eb − 1)(ec − 1)
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Exercice 3 - 1. Par Fubini sur le carré D1 et séparation des variables, on trouve

I =
(∫ 1

x=−1
x2dx

)(∫ 1

y=−1
dy
)
+
(∫ 1

x=−1
dx
)(∫ 1

y=−1
y2dy

)
= 2[x3/3]1−1 + 2[y3/3]1−1 =

8

3
.

2. En passant en coordonnées polaires sur le disque D2, on obtient

J =

∫ 2π

θ=0

(∫ 1

r=0

r2rdr
)
dθ =

(∫ 1

r=0

r3dr
)(∫ 2π

θ=0

dθ
)
=

1

4
× 2π =

π

2
.

3. Le domaine D3 est la carré plein D1 privé (troué) du disque D2. On a donc

K = I − J =
8

3
− π

2
.

Exercice 4 -

On a par définition de D, (x, y) ∈ D ⇔ (y, x) ∈ D. Le
domaine D est donc inchangé par la symétrie s(x, y) =
(y, x), qui est la symétrie orthogonale par rapport à la
diagonale y = x. Comme c’est une isométrie, le jacobien
de s est 1, et d’après le cours, on a donc par changement
de variables s : (x′, y′) 7→ (x, y) = s(x′, y′) = (y′, x′) x

10

y
y=x

I =

∫∫
s(D)=D

(x− y)2015 dxdy =

∫∫
D

(y′ − x′)2015dx′dy′

= −
∫∫

D

(x′ − y′)2015dx′dy′ = −I,

car 2015 est impair. On a donc 2I = 0, c’est-à-dire I = 0.

Exercice 5 -
Pour z ∈ [0, 1] donné, la tranche Dz de D est le triangle {(x, y) ∈
R2, x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ z} d’aire z2

2
. Le domaine D est une

pyramide de base D1 et de sommet 0. Par Fubini en tranches
avec la fonction 1, on a alors

vol(D) =

∫∫∫
D

dxdydz =

∫ 1

0

(∫∫
Dz

dxdy
)
dz =

∫ 1

0

Aire(Dz)dz

=

∫ 1

0

z2

2
dz =

[z3
6

]1
0
=

1
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