Chapitre VI
Applications linéaires

Dans ce cours, K désigne R, C ou un corps commutatif quelconque.

I — Généralités

1. Définition
Soient E et F deux K-ev donnés.

E—-F

o f () est dite linéaire si

Une application f: .

VX,YyEE VAEK, f(A.X+7Y) =AfX) + f(P).

C’est-a-dire que f respecte les opérations disponibles sur E et F.
Une application linéaire transforme un segment de droite en un segment de droite, puisque

fx+ A -0y =tf(X) + A -Of ().

Exemples :

R2—>R3 . . o 4 e
% f-
f: (uts) o (124 +2p 1 14 +1,) ESE UNE application linéaire.
* Plus généralement, la donnée de p combinaisons linéaires des n coordonnées de x définit

— > RP

. . ., . R"
une application linéaire f: x
1,

By L GRS
(... = expressions de degré 1 dans les x; et sans terme constant.)
* La translation f: xE;& n’est pas linéaire car f(0) # 0.

— Une application linéaire vérifie toujours f (6) =0.

En effet, f(0) = f(—=0+0) = —f(0) + £(0) = 0.

D: C1(R,R)~C°(R,R)

Famf () est une application linéaire.

O(RR)-CH(RR . C
* [ CfEx)H)f;‘jc (E)dt) est une application linéaire.
. CO(RR)-CH(RR)

KU ) est une application linéaire.

L CO(R,R)~C1(R,R)

XV oo D est pas une application linéaire.

En effet, v(2f) = 4f% # 2v(f) en général.
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* On verra que les transformations géométriques : les projections, les symétries, les rotations,
sont des applications linéaires.

2. Construction générale d’applications linéaires en dimension finie

Théoréme

Soient E et F deux K-ev avec E de dimension finie, et B = (e;, €3, ..., €,) une base de E.
Alors pour tout choix de n vecteurs vy, U5, ..., 7, dans F, il existe une unique application
linéaire f: E — F telle que f(ey) = vy, ..., f(€,) = vy,.

Une application linéaire f est donc déterminée par la donnée de I’image d’une base.

Démonstration : Tout X de E s’écrit X = x,€; + -+ x,,€...
1%1 nen

Analyse. Si f est linéaire alors f(X ) = x,f(e7) + --- + x,f (€,), ce qui peut aussi s’écrire
fQ) = x1V7 + -+ X0y

fest donc déterminée par les données de f(ey), ..., f (ey,).

Synthése. On vérifie que la formule proposée est une application linéaire (exercice).

Toutes les applications linéaires (en dimension finie) peuvent donc étre définies par une
formule de ce type !

3. Opérations générales sur les applications linéaires

Notation. On note L(E, F) I’espace des applications linéaires de E dans F.
Proposition : L(E, F) est un espace vectoriel.
- Sif,g € L(E,F),alors Af + g € L(E,F) (exercice).

Restriction 4 un sous espace vectoriel : Si f € L(E, F) et G est un sous espace vectoriel de

E, alors fis: xﬁ;(l; est une application linéaire.

)

Composition : Si f € L(E,F) et g € L(F,G), alors g o f € L(E,G).
En effet, (g 0 )(Ax +y) = g(f (Ax + )
=g(Af () + £ ()
=29(f(0) + 9(f»)
=A(gof)(x)+(go .

Définitions

1) Si f € L(E, F) est une bijection, on dit que c’est un isomorphisme de E dans F.
2)Si f € L(E,E), on dit que f est un endomorphisme de E. L(E,E) = End(E).
3) Si f € End(E) est une bijection, on dit que c¢’est un automorphisme de E.
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Proposition : Si f € L(E, F) est un isomorphisme, alors f~1 I’est aussi.
Démonstration : On considére z = Af ~1(x) + f~1(y).

Onaf(z) = f(Af7'0) + 7' ()

- f(2) = Af(f71(x) + fF(F 1)), car f est linéaire,

Sf@=M&+y=z=f""Ax+y)=Af ")+ ).

4. Exemples d’isomorphismes déja rencontrés

a) Exemple important

Soit E est un K-ev et F = (5, V3, ..., V) C E une famille donnée.
On considére I’application « combinaison linéaire »

K* ——F

C(X1, Xy ey Xp) P X1V F XU + o+ XU,

Propriétés
1) f est injective si et seulement si F est libre. En effet, on a en général

U= f(x1,%Xp, 0, Xp) © V= X1U] + XU + -+ + X, 1y,
Un vecteur ¥ posséde au plus une telle décomposition ssi F est libre.
2) f est surjective si et seulement si F est génératrice de E.
3) f est bijective si et seulement si F est une base de E, et I’application réciproque
@) = (x4, x5, ..., x,,) = les coordonnées de ¥ dans F.
On dit alors que E et K" sont isomorphes.
Définition : Deux espaces vectoriels liés par un isomorphisme sont dits isomorphes.

Corollaire important.

Un espace vectoriel E de dimension finie sur K est toujours isomorphe a K™ avec n = dimE.

En particulier, les droites réelles sont toutes isomorphes a R, les plans réels sont isomorphes a
R?, etc.

Attention, cela ne signifie pas qu’il n’existe qu’une seule droite vectorielle, mais que toutes
les droites « se ressemblent » !

b) Retour sur le probléme d’interpolation de Lagrange

Soient P,_; I’espace des fonctions polyndmiales de degré inférieur ou égalan — 1,
X1, X5, ..., X, des réels distincts donnés et yy, y,, ..., ¥, des réels quelconques.
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On a vu le résultat suivant :
Théoréme d’interpolation de Lagrange :

Il existe un unique polynéme P € P,,_; tel que P(x;) = y4, ..., P(x,) = y,.

. i Pn_ SRM . . e g . \
Soit L: , | ® (xll),..., (i)’ L est une application linéaire par rapport a P.

Théoréme de Lagrange < L est un isomorphisme. On a en particulier n = dim P,,_.

¢) Suites (uy,),cy € C satisfaisant une relation du type u,., = au,.; + bu, (a,.b € C)

Pour a, b € C donnés, on note

S ={(wnen | Y1 € N,upyp = aupyy + buy}

S—-C?

est un isomorphisme.
>2 (U, Uq) p

C’estun C-evet f: W)

& il existe une unique suite (u,) € S de condition initiale (uy,u;) € C? donnée.

S est un plan (complexe) de 1’espace de toutes les suites complexes. On a calculé =1 avec
des formules explicites, c’est-a-dire que la formule de récurrence a été résolue en fonction de
la condition initiale. On a également donné une base de S :

si A= a? + 4b # 0, les suites (1;™) et (1,™) forment une base de S, avec 7y et r, racines de
r2—ar—b=0.

5. Novau et image d’une application linéaire

Définitions : Soit f € L(E, F). On note :
i) Imf={f(X) =y, x € E}cF.Cestl’imagede f,
ii) ker f = (R € E | f(&) = 0} C E. C’est le noyau de f.

Ces espaces sont fondamentaux dans 1’étude des propriétés de I’application f.

Proposition : Soit f € L(E, F).

i) Kker f estun sous espace vectoriel de E.

ii) Im f est un sous espace vectoriel de F.

iii) f est injective si et seulement si ker f = {6}
iv) f est surjective si et seulement si Im f = F.

Démonstration i) et Démonstration ii) a faire en exercice.

Démonstration iv) : Ce point est vrai pour toute application, linéaire ou non.

Démonstration iii) :
() : Soit X € ker f.On a f(%) = 0, = f(0). Par injectivité, on a ¥ = 0. En effet, 0, n’a

S
qu’un seul antécédent et ¢’est 0 car f est une application linéaire.

(<) : On suppose que ker f = {6} Soient x7, x, € E.
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Onaf(@) =f(5) © fG&) — (&) = fG5 —%;) =0
&S X=x,—x, Ekerf
= X; = X, et f est injective.

Remarque : Ce critére d’injectivité par le noyau est élémentaire mais tres utile. En effet, si
dimE = n, le probléme f(%;) = f(%;) a 2n inconnues alors que f (%) = 0 n’en a que n.
Notez que c’est la linéarité de f qui permet cette réduction.

6. Espace des solutions d’une équation linéaire

Soit f € L(E, F) une application linéaire et y un vecteur donné de F. Les notions de noyau et
d’image permettent de décrire I’espace des solution S,, de I’¢équation linéaire :

(Ey) : f(f) :3_}

Proposition
1) L’équation (E,) posséde au moins une solution X si et seulement si y € Im f.

2) Siy € Im f et si X, est une solution particuliére de (E,), alors toute autre solution est de la
forme X = X, + U avec U € ker f.

On I’exprime en disant qu’une solution de I’équation lin€aire avec second membre (E, ) est la
somme d’une solution particuli¢re de cette équation et de la solution générale de I’équation

homogéne (ou « sans second membre ») (E,) : f (%) = 0.

Autrement dit, I’espace des solution S, est ['espace affine passant par la solution particuliére
X, et de direction le noyau de f, ce que I’on écrit :

Sy = Xo+ ker f

Démonstration
1) C’est une propriété générale, valable pour toute application linéaire ou non, par définition
de I’'image.

2) Si X, est une solution particuliére de (Ey), alors on a f(xXg) = ¥, d’ou

fA=y=fCG)e Q) - fG) =f(x—%x) =0
SX—xg=uU€Ekerf © X=x;+ U avec U € Ker f.
Remarque : Si on choisit des bases de E et F, ’équation (Ey) devient un systeme linéaire
dans les coordonnées de X et y. Alors I’image de f apparait comme équations de
compatibilité¢ d’un systeme échelonné équivalent, tandis que le noyau est paramétré par les
inconnues non principales.
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I1 — Résultats fondamentaux

On se place dans le cas ou I’espace de départ E est de dimension finie, et f: E — F est une
application linéaire. ker f C E est donc un sous espace vectoriel de E de dimension finie.

1. Définition et premiéres propriétés du rang d’une application

Proposition : Soit f € L(E,F), et B = (e;, €5, ..., €,) une base de E.
Alors Im f = Vect(f (e, ..., f(€,)) = le sous espace vectoriel de F engendré par I’image
d’une base de E.

En particulier, Im f est de dimension finie inférieure ou égale a la dimension de E.

Définition du rang d’une application linéaire.
On note g (f) = dim(Im f) = rg(f(€y), ..., f(&n)).

Démonstration :

Onay € Im f si et seulement si

3X € Etel que y = f(X) avec X = x1e; + - + xp €.

Par linéarité de f, ona f(xX) = x,f(e]) + -+ x,.f(e;) =y

& y e Vect(f(er), ... f(en).

Bornes élémentaires sur le rang :
Soit f € L(E,F).Ona rg(f) < min(dim E, dim F).

Démonstration.

* D’apres la proposition ci-dessus,

rg(f) = dim(Im f) = rg(f (&), .., f(€7)) < n = dim E.

* et comme Im f < F, onaaussi rg(f) = dim(Im f) < dimF.

Ilustration : L’image par une application linéaire d’un espace vectoriel de dimension n est
toujours un espace vectoriel de dimension inférieure ou égale a n.

Exemples :
i) L’image par f d’une droite est une droite ou un point.

ii) L’image par f d’un plan est un plan, une droite ou un point.
iii) Si f: R™ — RP est une application linéaire surjective alors p < n.

Théoréme

Soit f € L(E,F), et B = (e],¢e,, ..., ;) une base de E. On note f(B) = (f(ey), ..., f(e,))
I’image de la base B.

i) f injective & f(B) est libre.

ii) f surjective & f(B) est génératrice de F.

iii) f/ bijective & f(B) est une base de F.
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Démonstration i) :
On a vu que f injective & ker f = {6}
On suppose donc que ker f = {6} La famille f(B) est-elle libre ?

Soient 44, 4,, ..., 4, € K tels que

LfED 4+ nf (@) =00 f(he + o+ ney) =0

o B = A6+ + 4,8, € ker f = {0}

© A = A, = =4, = 0car B est libre par hypothese.

Inversement : On suppose f(B) est libre et ¥ = A,e; + --- + A,e, € ker f. Alors
fQue + o+ Do) = 0= 4f (@) + -+ Auf (&)
=> A =4, =--=1, =0s5si f(B) est libre.

Ceci donne ker f = {6} .

Démonstration ii) :
On a vu que f surjective & Im f = F = Vect(f(B))
& f(B) est génératrice de F.

2. Conséquences utiles

La notion de dimension permet d’obtenir facilement des critéres tres pratiques d’injectivité, de
surjectivité et d’isomorphisme.

Théoréme
Soit f € L(E,F) et B = (e;, €5, ..., €,) une base de E.
i) Si f estinjective, alors dimE < dim F.
ii) Sif est surjective, alors dim E > dim F.
iii) Si f est un isomorphisme, alors dim E = dim F.
iv) f est un isomorphisme si et seulement si
dimE = dimF et (f injective ou surjective).

Démonstration i) : f injective & f(B) libre dans F = card(f(B)) = dimE < dim F

Démonstration ii) : f surjective & f(B) génératrice de F = card(f(B)) = dimE > dim F

Démonstration iii) : On se sert de 1) et i1).

Démonstration iv) :
f isomorphisme < f(B) base de F

& card(f(B)) = dimE = dim F avec f libre ou génératrice

& dim E = dim F et f surjective ou injective
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Exemple : Soit P, I’espace des fonctions polyndmiales de degré inférieur ou égal a n.

PP ,
2t avec A # 0 fixé.

Soit I’application linéaire f: , " J'",

Probléme : On veut montrer que f est un isomorphisme. En particulier, pour tout Q € B,
donné, 1’équation différentielle AP + P’ = Q a une unique solution.

La dimension de I’espace de départ est égale a celle de I’espace d’arrivée. Il suffit donc de

vérifier que f est injective, c’est-a-dire que ker f = {6}
On considére P € B, tel que f(P) =0 =AP + P'.

P = Ce™* est une solution mais pas un polynoéme. Si P(x) = ay + a;x + -+ + a,x™ alors le

degré de AP est égal au degré de P si A # 0, et le degré de P’ est inférieur au degré de P-1.
= deg(AP + P') = degP siP # 0
=> AP + P' # 0si P # 0 = f estinjective, et finalement bijective.

3. Le théoreme du rang

Le résultat suivant est le plus important de ce chapitre. Il lie quantitativement la dimension de
I’image a celle du noyau et de I’espace de départ pour une application linéaire quelconque.

Théoréeme du rang
Soit f: E' — F une application linéaire avec E de dimension finie. Alors on a

rg(f) = dimE — dim (ker f).

En particulier, f injective = rg(f) = dimE < dimF,
f surjective = rg(f) = dimF = dimE — dim(ker f) = dimE > dimF,
f bijective = rg(f) = dim E = dimF.

Démonstration 1 : méthode par systeme linéaire.
- Soit B = (e;, €3, ..., ;) une base de E. On sait en utilisant la technique du pivot que

rg(f) = dim(Im f) = rg(f(&), ..., f(en))

= nombre d’inconnues principales du systeme (S)
défini par x, f(&7) + - + x,f (&) = 0.

- D’autre part,
% =218+ X8, € kerf & f() = 0= x1f (@) + -+ + X f (&)
= ker f = Sol(S) et dim(ker f) = nombre d’inconnues non principales de (S).

On a donc dim E = nombre d’inconnues principales + non principales de (S)

o dimE = rg(f) + dim(ker f).
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Démonstration 2 : méthode géométrique.

f est constante sur chaque droite parallele a ker f

Ker f
f Im f
G d 0 g)‘, / — +O -
i / LY
u

Soit G le supplémentaire de ker f dans 1’espace vectoriel de départ E.

OnaE =G @ ker f. On restreint f a G.

est un isomorphisme.

On montre que f|g: ﬁ_ﬂ%

xef
* fig est-elle injective ? Soit X € G tel que fig(X) = 0=f(®
S xXekerfnG = {6} =X = 6etf|G est injective.

* fig est-elle surjective ? Soit y EImf = 3IX €EE | f(X) =y
On décompose ¥ = § + U avec § € G et U € Ker f.
Onadoncy = f(X) = f(9) + f@) = f(9) = fic(§)

=3 f|G est donc un isomorphisme de G dans Im f.

=dim G = dim(Im f) =rg(f) avecE = G @ ker f

= dim E = dim G + dim(ker f) = rg(f) + dim(ker f).

Attention : Dans le cas des endomorphismes, ker f et Im f sont deux sous-espaces vectoriels

de E avec dim E = dim(ker f) 4+ dim(Im f) (théoréme du rang), mais on a pas en général

kerfnlmfz{ﬁ} ni E=kerf @Imf.

En effet, le théoréme du rang ne donne pas les positions respectives de ker fet Im f.

A Y
RZ-R2
Par exemple : f: E5) 7.0y
Onakerf ={(%0),% € R*} =Re, e
etimf = R&; = ker f, dod f o f = 0. g g

Remarque i) : f est semblable a la dérivation des fonctions affines.

Remarque ii) : Il existe aussi des casou E = ker f @ Im f.
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D, v

s P

ImP = D, L
{keerDzetDl@Dz_R‘ / f®)

Exemple : Projections sur D; le long de D, :

III — Quelques familles classiques d’applications linéaires

1. Exemples génériques dans R? et R3

Soient E un espace vectoriel quelconque, A € R un scalaire donné.

i) Homothétie de rapport 4

A>0
.. EoE R S C . " - AV
Aisnap ©St I’application linéaire « homothétie de rapport 4 ». v
. . . 1 Av O
SiA # 0, hy est un isomorphisme avec (hy)™" = h1 A< 0
A
ii) Rotation d’angle  dans R? 7
Ry(e;) = (cos8,sinf) = cosfe; +sinfe; . te;
Rg(e2) % Ro(€7)
Ry(e;) = (—sinf,cosf) = —sinfe; + cosOe, 9
., o r - — — e e,
Soit ¥ € R? de coordonnées ¥ = (x,y) = xe; + ye,. > €1 >

Rg(¥) = xRg(ey) + yRy(e7)

= x(cosOe; +sinfe,) +y(—sinfe; + cosbe,)

— Rg(¥) = (xcos@ — ysinB)e; + (xsinf + ycosH)e,

— Ry(x,y) = (x(cos8) — y(sin ), x(sin 8) + y(cos 0))

On peut donc décrire I’application linéaire « rotation d’angle 8 » avec la formule :
RZ-R2

6 V=xei+ye, » Rg(¥)=(x cosO—y sinB)e;+(xsin 6+ y cos O)e;

Autre méthode : Se servir du fait que R? =~ C.

v=(x,y)eoz=x+Iiy
Rg(¥) & ez = (cosB +isinB)(x +iy) = (xcos @ — ysin6) + i(x sin O + y cos H)
Remargque : Rotation dans R? = Homothétie de rapport e‘? dans C.

iii) Rotation d’angle 0 et d’axe Oz dans R3

R5%(e7) = (cosB,sinf,0) = cosfe; +sinfe,
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NJ

RY?(e;) = (—sinB,cos6,0) = —sinfe; + cosf e,

—> — e
Rgz(e3) =e3
- RgZ(ﬁ) = (xcos@ —ysinB)e; + (xsinf + ycosO)e, + ze; /<)

3 0
- R§%(x,y) = (x(cos0) — y(sin @), x(sin 0) + y(cos 6), z) i

On peut donc décrire 1’application linéaire « rotation d’angle 6 et d’axe Oz » avec la formule :

R3 - R3

ROZ: - — — — - — — —
9 " = xe; + ye, + ze; = Ry(D) = (xcos@ — ysinB)e; + (xsinb + ycos)e, + ze;

iv) Projections orthogonales

Soit ¥ # 0 et D = R# = droite engendrée par .

- D
R SR" u
P3: e @5 est la projection orthogonale sur D.
EE 0 P5(0)
v
P3 est une application linéaire telle que :
P3(%) = Bet P3(d) =0sid L D.
Il s’agit de la projection sur la droite D le long du plan P | D.
Exemple dans R3 : ¥ = (a,b,c) nonnul et 1% = (x,y,2)
— ¥ _ ax+by+cz
Pv(u) - <(xl y: Z)I (a; bl C)) ”1—}”2 - aZ+b2+c2 (al br C)'
Par exemple Pg;(x,y,z) = (x,0,0) pour e; = (1,0,0).
2. Les projections générales
G Soit E un espace vectoriel général.
. SiE = F @ G alors tout X € E se décompose en
X
F X=y+ Zavecy e FetZ €qG.
0
G
f&)
Z X

Définition : La projection de E sur F le long de G est

Papplication p: ,_j +Zf:’; D=y \ 0 u ?\
F

Cas particulier : Projection orthogonale si G = F- \
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Propriétés

i) p estune application linéaire,

ii) [ Imp=F={X€E|plX) =x},
iii) kerp = G,

iv) pop =p.

Exemples dans R3 : Projection sur un plan P de R? le long d’une droite D.

P={w=(xy2)|ax+by+cz=1@)=0}aveca,bouc +#0.

D:RV_) ou 7:(XO,y0,Zo)¢6 N i
Z
Soit [(X) = ax + by + cz. I: R? - R est linéaire. \
AN
P =kerletdimP = dimR® — rg(l) avec Im [ # {0} car [ # 0.
— Im! = Retdonc dimP = 2. \

On veut décomposer Xsouslaforme X =Y +ZavecY € PetZ € D.

Par définition, la projection de X sur P est le vecteur Y. On sait que ZeD=RV.
- 7=V

Ona l()_()) = l(?) + l(f) = Z(Z) = /'ll(V)) = A= 1x) avec 1(7) #0carV €P.

(V)
Finalement, la projection de X sur P est I’application m: X->X-7=X- %7
Formule explicite : T[()?) =X- @V
PRERE: )"
Exemple : Calcul d’ombre
P={w=(xy72)]|z=0}={sol} RV

V= (1,1,1) = Direction du Soleil

I(X)=ax+by+cz=zet (V) =1 \ 0\ \

n()_()) =n(x,v,z)=(x7y,2)— zV \

Soitn()?) =(x—-2y-20)

Théoréme de la caractérisation des projections.
Soit E un espace vectoriel et p un endomorphisme de E.

Alors p est une projection si et seulement si p o p = p auquel cas p est la projection sur Im p
le long de ker p.

12 | Cours de M.RUMIN réécrit par J KULCSAR



Démonstration :

(=) : Par définition d’une projection, onapour E = F @ G
p: X=y+Z-op(X)=y€EF.

En particulier, on a p(¥) = 0 & ¥

0o X=7€G,
etde plus p(y) =y poury € F & Im

p=F.
Enfin, (p 0 p)(X) = p(¥) = y. Ce qui montre que p 0 p = p.

(&) : On supposequepop = p.
Onpose F =ker(ld —p) ={R €E|(Id—p)(®) =0} ={X € E | p(R) = ¥} : c’est

I’ensemble des vecteurs invariants de p.

F est un sous espace vectoriel de E car c’est un noyau. On pose aussi G = ker p.

- On montre d’abord que E = F @ G.

Analyse:Si¥ =y +Z avecy € FetZ € G, alors p(X) =p() +p(@) =5 +0 = .
= y =p(X) et Z= X — p(X) sont les seuls choix possibles.

Onabien X = p(x) + (¥ — p(¥)).

Synthése : On vérifie que p(X) € F et que X — p(¥) € G.

*xp(X) EF & p(p(a_c’)) = p(X). Or (p 0 p)(X) = p(x), donc OK par hypothése.
«(X-pM)EG & p(X—pXD) = 0  p(X) — (pop)®) = 0, OK par hypothese.
Conclusion : OnabienE = F @ G.

- On vérifie maintenant que p est la projection de F le long de G :
X=y+ZavecyeEF={y€eE|p()=9y} et ZEG =Kkerp

Donc p(¥) = p(y) + p(2) = p().

3. Les symétries

G E=F@G. Lasymétriea F parallelement a G est

> . . . E-E
I’application s: F=47 o (D=7

7\ 0 Proposition : Ona s o s = Idg, avec s € End(E).
s est une bijection avec s™! = s.
A ; F - - -
2 F={x €E|s(x)=x}=ker(Id—s)
sX)=y—1z G={x€E|s(X)=—x}=Kker(Ild +s)

>l
N

Exemples : . E = R3, F = plan P, G = droite orthogonale a P.
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— s est une symétrie orthogonale, dite « symétrie miroir ».
P ={(x,y,0), x,yquelconques};D ={(0,0,z), zquelconque}.
Siv=(xy,2) = (x7y0)+ (0,0,z2), alors s(¥) = (x,y,0) — (0,0,2) = (x,y,—2).

Cas plus général dans R3

P = Kkerl ={X7= (x,y,2) | ax + by + cz =0} et D = R¥ avec ¥ = (xq, Yo, Zo)

% . o (v X))o\, UX) -

On a vu que X se décompose sous la forme X = (X o) v) ti5 &V

avec)_()—@ﬁ =Y€EP et @5 = Z € D. On a donc en général :
1(¥) 1(¥)

s()_()) =Y-Z=X- 2%5 — Symétrie par rapport a P le long de D.
Théoréme de la caractérisation des symétries.

Soit E un espace vectoriel et s un endomorphisme de E.

Alors s est une symétrie si et seulement si s 0 s = Idg auquel cas s est la symétrie par rapport
aF ={X €E|s(X)=x}lelongde G = {X € E | s(X) = —x}.

Démonstration :
@):¥=y+Z2> s =y-2 = s(s@)=y+7=%

= sos =Idg.
(&) : On suppose que s 0 s = Idg. On veut montrer que E = F @ G.
Analyse:SiX =y +Z avecy € FetZ € G, alors s(X) =s(y)+s(Z2) =y — Z.

5@ o 2= x_z(x) sont les seuls choix possibles.

=y =

X+s(X) = X—-s(%)
2 2

On abien ¥ =

X+s(%)

2

xX—s(%)

2

Synthese : On vérifie que € F et que €G.

s() = S(x)+i(s(x)) = x+;(x) =y car sos = Idg.

s(2) = s()'c’)—;(s(ic’)) _ s(ic’;—ic’ —_7

Conclusion : Onabien E = F @ G.
D’autre part,siX =y +Z avecy € FetZ € G, alors s(X) =y — Z.

— s est le symétrique par rapport a F le long de G.

14 | Cours de M.RUMIN réécrit par J KULCSAR



Un exemple abstrait, les fonctions paires et impaires.

E=F(RR).Sif:R—- R, alors f € E.

On pose s(f): xf;gikx). Ona (sos)(f) = f.— s estune symétric de E.

D’aprés 1’énoncé précédent,ona E = F @ G :

F={feE|s(f)=f}={f €E|Vx€eR,f(—x) = f(x)} = Fonctions paires.
G={f€e€E|s(f)=—f}={f €E|Vx €R, f(—x) = —f(x)} = Fonctions impaires.
Toute fonction de F (R, R) est somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire de

f+s(f) n f-s(f)
2 2

maniére unique : en pratique, ona f = , ¢’est-a-dire

f@ 40 f) = f(=0)
2 * 2

flx) =

Exemple : e* = coshx + sinhx ; e™* = cosx + i sinx.

4. Formes linéaires

Définition : Soit E' un K-ev. Une forme linéaire sur E est une application linéaire [: E — K.
Onnote E' = L(E,K). E' est I’espace dual de E.

Si E est un espace vectoriel de dimension finie, et B = (ej, €5, ..., €,) une base de E, alors
tout X de E s’écrit x;e; + x,e, + -+ + x,€,.

= 1(X) = x1l(e7) + x,1(&7) + -+ + xul(en) = iz x;1(e)
[ est donc déterminée par la donnée des n nombres [(e7), l(e3), ..., l(e,).

.pe . 7. E'=L(EK)-K! . . . T _
Proposition : (: I (@I, IED) est un isomorphisme et dim E’ = dim E = n.

Une base de E' est donnée par les n applications coordonnées

el E-K x, E-K x, E->K
1.3—5’_)x1, 2'55»—>x2""’ n'fon'

Cette base B’ = (eg, e, ..., e;,) de E' est appelée la base duale de B. Pour tout [ € E’, on a
l=1(e))e; +1(ey)e; + -+ 1(ey)en

Novau d’une forme linéaire

Sil € E' est une forme linéaire, alorsl =0 & kerl =E et [ #0 & Iml =Ketrg(l) = 1.
— H = ker est un espace de dimension n — 1 soit dim H = dim E — 1 (Théoréme du rang).

L’espace H est appelé un hyperplan de E.
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Exemples :
- Une droite est un hyperplan de R?, un plan de R3 est un hyperplan de R3, etc...

-E = F(R,R), x € R donné. L’application « valeur en x », [,: fi ;2{;) est une forme linéaire.
_ — (0 st o1 . E-R
E = C°(R,R), I’intégrale I.fo;f(x)dx

- Si E = fonction polynomiales de degré inférieur ou égal a n
={P|PX)=ap+a; X + -+ a, X"}
= R,[X]

AlorsdimE =n+ 1 donc dimE' =n + 1.

On considére n + 1 points donnés x4, X5, ..., X, de [a, b] avec b > a, deux a deux différents.
Il 'y a donc n + 1 formes lin€aires Ly , Ly, ..., Ly,

Proposition : (lxl, Liys e lxn) est une base de E’.

Démonstration : On a card(lxl, Liys v lxn) = dim E' = n + 1. Il suffit donc de montrer que

la famille est libre.

Si X7 Aily, = 0, alors pour tout P € E, ¥4 4,P(x;) = 0.
- 3P| P(x;) =1,P(x,) =+ =P(x,) =0.

On retrouve le polynome de Lagrange — A; = 0.

Conséquence : formule d’intégration

La forme linéaire I(P) = f: P(x)dx est une combinaison linéaire fixe des ly..

Il existe des nombres fixes A4, ..., 4,41 tels que pour tout P de degré inférieur ou égal a n, on
ait

n+1

1(P) = J PO = > 4P

En testant avec P = P; = i™ polyndéme de Lagrange, on trouve : A; = I(P;).

Exemple : Sin = 1, la formule utilise deux points :

Prenons x; = a et x, = b,

P(a) + P(b)
)

b
. . fP(x)dx=(b—a)<
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C’est la formule des trapezes !

Cette formule est exacte pour les fonctions affines par morceaux, et approchée pour les
fonctions quelconques. Voir cours d’analyse pour estimation de I’erreur faite.

. . a+b .
- Dans le cas n = 2, avec trois points x; = a,x, = b et x3 = — > on obtient

b—a

L Py = (P +ap (aT’Lb> +P(b))

Cette formule est exacte sur tous les polynomes de degré < 2, et beaucoup plus précise que la
précédente pour une fonction réguliere quelconque.

Cette technique d’intégration approchée s’appelle la méthode de Simpson : voir
http://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9thode_de_Simpson. Elle est tres utilisée pour estimer
les intégrales, par exemple dans les calculatrices.
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