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Chapitre 1

Processus aléatoires stationnaires au
second ordre

Le paragraphe 1.1 définit le formalisme probabiliste permettant de décrire les processus aléatoires.
Les quelques exemples qui suivent illustrent la diversité des situations dans lesquelles la modélisation
stochastique (ou aléatoire) des séries temporelles joue un roéle important.

Exemple 1.1 : Battements cardiaques

La figure 1.1 représente l’évolution, sur une durée totale de 900 secondes, du rythme cardiaque d’un sujet au
repos. Ce rythme est mesuré en nombre de battements par minute toutes les 0.5 secondes.

110

100y,

90

80

70 ' ' ' '
0 200 400 600 800

F1G. 1.1 — Battements cardiaques : évolution du mnombre de battements par
minute en fonction du temps mesuré en seconde.

Exemple 1.2 : Trafic internet

La figure 1.2 représente les temps d’inter-arrivées de paquets TCP, mesurés en secondes, sur la passerelle
du laboratoire Lawrence Livermore. La trace représentée a €té obtenue en enregistrant 2 heures de trafic.
Pendant cette durée, environ 1.8 millions de paquets TCP, UDP, etc. ont été enregistrés, en utilisant la
procédure tcpdump sur une station Sun. D’autres séries de ce type peuvent étre obtenues sur The Internet
Traffic Archive, http ://ita.ee.lbl.gov/.
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Fic. 1.2 — Trace de trafic Internet : temps d’inter-arrivées de paquets TCP.

Exemple 1.3 : Parole

La figure 1.3 représente un segment de signal vocal échantillonné (la fréquence d’échantillonnage est de 8000
Hz). Ce segment de signal correspond a la réalisation du phonéme ch (comme dans chat) qui est un son dit

fricatif, ¢’est-a-dire produit par les turbulences du flot d’air au voisinage d’une constriction (ou resserrement)
du conduit vocal.

Fi1c. 1.3 — Signal de parole échantillonné a 8000 Hz : son non voisé ch.

Exemple 1.4 : Indice financier

La figure 1.4 représente les cours d’ouverture journaliers de l’indice Standard and Poor 500, du 2 Janvier
1990 au 25 Aodt 2000. l'indice SEP500 est calculé a partir de 500 actions choisies parmi les valeurs cotées
au New York Stock Ezchange (NYSE) et au NASDAQ en fonction de leur capitalisation, leur liquidité, leur



représentativité dans différents secteurs d’activité. Cet indice est obtenu en pondérant le priz des actions
par le nombre total d’actions, le poids de chaque valeur dans l’indice composite étant proportionnel a la
capitalisation.
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Fic. 1.4 — Cours quotidien d’ouverture de lindice SE&P500 : entre Janvier
1990 et Aottt 2000.

1.1 Propriétés générales

Définition 1.1 (Processus aléatoire). Soient (2, F,P) un espace de probabilité, T un ensemble d’in-
dices et (E,E) un espace mesurable. On appelle processus aléatoire une famille {X (t),t € T} de v.a.
a valeurs dans (E,E) indexées part € T.

Le parametre ¢ représente ici le temps. Lorsque T° C Z, nous dirons que le processus est a temps
discret et, lorsque T' C R, que le processus est a temps continu. Dans la suite de cet ouvrage, nous
nous intéresserons de fagon prioritaire aux processus a temps discret 7' C Z. Quant a (E, &), nous
considérerons le plus souvent (R, B(R)) (ot B(R) est la tribu borélienne de R) ou (R, B(R?)). Dans le
premier cas, on dira que le processus aléatoire est scalaire. Dans le second, nous dirons que le processus
est wvectoriel.

Notons qu’en fait un processus est une application X : Q x T — FE telle que :

— a chaque instant ¢ € T', Papplication w — X (t,w) € (F, ) est une variable aléatoire,

— pour chaque épreuve w € Q, 'application ¢ — X (¢,w) est une fonction de T'— E qui s’appelle

la trajectoire associée a ’épreuve w.

1.1.1 Répartitions finies

On note Z ’ensemble des parties finies ordonnées de T'. Un élément I de Z s’écrit I = {t1 < ta <
- < ty}. On note |I| le cardinal de I et P la loi du vecteur aléatoire (X (t1), X (t2), -+, X (tn)),

c’est-a~dire la mesure image par les variables aléatoires (X (t1), X (t2), -+, X (t,)) de la probabilité P :
PP; est la probabilité sur (E/!, £211) définie par
]P)]Al X AQ X+ X An = ]P’X(ZH) € Al,X(tz) S AQ,'” ,X(tn) S An R (1.1)



ou {Ay,---,A,} sont des éléments quelconques de la tribu cE. La probabilité P; est une probabilité
fini-dimensionnelle du processus. Pour caractériser la loi d’'un processus, il est nécessaire de disposer
de la famille des répartitions finies, indexée par I’ensemble des parties finies ordonnées Z.

Définition 1.2. On appelle famille des répartitions finies [’ensemble des répartitions finies, (P, I €
7).

La spécification de la mesure image Py permet de calculer la probabilité d’événements de la forme
Pryer{X(t) € A} ou (A, t € I) sont des éléments de la tribu £, ou de maniere équivalente, de calculer
Vespérance E [[T,c; fe(X(t)] ot (fi,t € I) sont des fonctions boréliennes positives. Il est important
de noter que, la donnée des répartitions finies ne permet pas a priori d’évaluer la probabilité d’'un
événement faisant intervenir un nombre infini d’indices de temps; par exemple, pour un processus
a temps discret indexé par T = Z, les répartitions finies ne permettent pas, a priori, d’évaluer la
probabilité d’'un événement de la forme {max;cz X (t) > a}. Soit J C I deux parties finies ordonnées.
Soit II7 ; la projection canonique de Ell sur EVI je.

Ty ({x(ty), k € T}) = {x(ty), k € J}. (1.2)

La projection canonique préserve uniquement les coordonnées du vecteur appartenant au sous ensemble
d’indices J. L’équation (1.1) implique que :

P]OHI’J:PJ (13)

et donc, pour tout ensemble A € 2/ on a P;(A) = P;(TI;.;(A)). Cette relation formalise le résultat
intuitif que la distribution fini-dimensionnelle d’un sous-ensemble J C I se déduit de la distribution
fini-dimensionnelle Py en “intégrant” par rapport aux variables X (¢;) sur I’ensemble des indices ap-
partenant au complémentaire de J dans I. Cette propriété montre que la famille des répartitions
finies d’un processus est fortement structurée. En particulier, les répartitions finies doivent, au moins,
vérifier les conditions de compatibilité (1.3). Nous allons voir dans la suite que cette condition est en
fait aussi suffisante.
Soit 117 la projection canonique de T sur I,

I ({z(t),t € T}) = {a(t), t € I}. (1.4)

Théoréme 1.1 (Théoreme de Kolmogorov). Soit {v;,I € I} une famille de probabilités indexées
par l’ensemble des parties finies ordonnées de T telle, que pour tout I € I, vy est une probabilité sur
(ET, €91, Supposons de plus que la famille {vy, I € T} vérifie les conditions de compatibilité (1.3),
pour tout I,J € I, tel que I C J, violl;; = vy. Il existe une probabilité unique P sur l’espace
mesurable (ET, 9T ou £2T telle que, pour tout I € T, vy = Polj.

Soit X = {Xy,t € T} le processus aléatoire défini sur (ET,ET) par X (t,w) = w(t). Les répartitions
finies du processus canonique X sur (ET,ETP) sont données par {v;, 1 € T} .

On appellera ce processus le processus canonique de répartitions finies (v, I € T) et la probabilité P
ainsi construite la loi du processus du processus canonique X . Cette loi est donc entiérement déterminée
par la donnée des répartitions finies.



Exemple 1.5 : Suite de v.a. indépendantes
Soit (vn,n € N) une suite de probabilités sur (E,E). Pour I = {n; <ng <--- <nyp) on pose

V[ =VUn, @ QUp, (1.5)

Il est clair que l'on définit ainsi une famille (vr,I € T) compatible, c’est-a-dire, vérifiant la condition donnée
par léquation (1.3). Donc, si Q = EN, X,,(w) = w, et F = o(X,,,n € N), il existe une unique probabilité P
sur (2, F) telle que (X,,,n € N) soit une suite de v.a. indépendantes de loi vy,

1.1.2 Stationnarité stricte

La notion de stationnarité joue un role central dans la théorie des processus aléatoires. On distingue
ci-dessous deux versions de cette propriété, la stationnarité “stricte” qui fait référence aux répartitions
finies a l'invariance des répartitions finies par translation de 'origine des temps, et une notion plus
faible, la stationnarité au second ordre, qui porte sur 'invariance par translation des moments d’ordre
un et deux (lorsque ceux-ci existent).

Définition 1.3 (Stationnarité stricte). Un processus aléatoire est stationnaire au sens strict si les
répartitions finies sont invariantes par translation de l'origine des temps, i.e. que, pour tout T € T et
toute partie finie I € Z, on a Py =Py o0 I +7={t+7,t € I}.

Exemple 1.6 : Processus i.i.d et transformations

Soit {Z(t)} une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d). {Z(t)} est
un processus stationnaire au sens strict, car, pour toute partie finie ordonnée I = {t1,<te < --- < t,} nous
avons :

PZ(t1) € Ay, , Z(tn) € An = [[ PZ(0) € 4,
j=1

Soient k un entier et g une fonction borélienne de R¥ dans R. Il est facile de vérifier que le processus aléatoire
{X(t)} défini par
X(t)=9(Z(t),Zt—-1), -, Z(t—k+1))

est encore un processus aléatoire stationnaire au sens strict. Par contre, ce processus obtenu par transforma-
tion n’est plus i.i.d dans la mesure o, dés que k > 1, X(¢),X(t+1),...,X(t + k — 1) bien qu’ils aient la
méme distribution marginale sont, en général, dépendants car fonctions de variables aléatoires communes.
Un tel processus est dit k-dépendant dans la mesure ot, par contre, T > k implique que X (t) et X (t+7) sont
indépendants (ils dépendent de deur groupes indépendants de k variables aléatoires).

Définition 1.4 (Processus du second ordre). Le processus X = (X (t),t € T) a valeurs dans R? est
dit du second ordre, si E [|| X (t)]|?] < oo, ot ||z|| est la norme euclidienne de x € R?.

Notons que la moyenne p(t) = E[X(t)] est un vecteur de dimension d dépendant de t et que la
fonction d’autocovariance définie par :

(s, t) = cov(X(s), X () = E [(X () — u())(X(s) — pu(s))"]
est une matrice de dimension d x d dépendant & la fois de s et de t.

Propriété 1.1. Pour un processus du second ordre on a :

1. T'(s,s) > 0, Uégalité ayant lieu si et seulement si X (s) est presque surement égale a sa moyenne.



2. Symétrie hermitienne

[(s,t) =(t,s)" (1.6)
3. Type positif
Pour tout n, pour toute suite d’instants (t1 < to < .-+ < t,) et pour toute suite de vecteurs
complezxes (ay,--- ,a,) de dimension d, on a :
> 'l
ay T(tg, tm)am >0 (1.7)
1<k,m<n

Démonstration. Formons la combinaison linéaire Y = Y 7_; afl X (t;). Y est une variable aléatoire
complexe. Sa variance, qui est positive, s’écrit

var(Y) =E[(Y —E[Y]))(Y —E[Y])"] >0

On note X.(t) = X(t) — E[X(¢)] le processus centré. En développant var(Y’) en fonction de X.(tg), il
vient :

var(Y) =E | > M Xo(te) Y Xt | = D M Ttk tm)Am
k=1 m=1

1<k,m<n

ce qui établit (1.7). [

Dans le cas scalaire (d = 1), on note en général (s, t) la covariance, en réservant la notation
I'(s,T) au cas des processus vectoriels (d > 1).

1.1.3 Processus gaussiens

Définition 1.5 (Variable aléatoire gaussienne réelle). On dit que X est une variable aléatoire réelle
gaussienne si sa loi de probabilité a pour fonction caractéristique :

ox(u) =E [ei“X] = exp(ipu — o2u?/2)
ot pp€ER etoceRT.

On en déduit que E [X] = i et que var(X) = 2. Si o # 0, la loi posséde une densité de probabilité

qui a pour expression :
1 x — p)?
px () = exp <_<M)>

oV 2w 202
Définition 1.6 (Vecteur gaussien réel). Un vecteur aléatoire réel de dimension n (Xi,...,Xy) est
un vecteur gaussien si toute combinaison linéaire de X1, ..., X, est une variable aléatoire gaussienne
réelle.

L’exposant T sert & indiquer 'opération de transposition et ’exposant H I’opération de transposition et conjugaison.



Notons p le vecteur moyenne de (X1,...,X,) et I' la matrice de covariance. Par définition d’un
vecteur aléatoire gaussien, la variable aléatoire Y = > ;| wp Xy = uT X est une variable aléatoire
réelle gaussienne. Par conséquent, sa loi est completement déterminée par sa moyenne et sa variance
qui ont pour expressions respectives :

n n
EY] = ZukE (Xi] =ulp et var(Y) = Z ujugcov(X;, Xp) = u' Tu
k=1 k=1

On en déduit 'expression, en fonction de p et de I', de la fonction caractéristique de la loi de probabilité
d’un vecteur gaussien X (1),...,X(n) :

ox(u)=E [exp(iuTX)] = E [exp(iY)] = exp <z’uT,u - ;uTl“u> (1.8)

De plus si I' est de rang plein n, alors la loi de probabilité de X possede une densité dont ’expression
est :

px(x) = ! L - u)>

exp
(27)7/2,/det(T) ( 2
Dans le cas ou I' est de rang r < n, c’est a dire ou I' possede n — r valeurs propres nulles, X se
trouve, avec probabilité 1, dans un sous espace de dimension r de R™, dans la mesure ou il existe r —n
combinaisons linéaires indépendantes a; telles que cov(al X) = 0.

Définition 1.7 (Processus gaussien réel). On dit qu’un processus réel X = {X(t),t € T} est gaussien
si, pour toute suite finie d’instants {t; < to < --- < tp}, (X(t1),X(t2), -+, X (tn)) est un vecteur
gaussien.

D’apres (1.8), la famille des répartitions finies est donc caractérisée par la donnée de la fonction
moyenne p : t € T — u(t) € R et de la fonction de covariance 7 : (t,s) € (T' x T) — ~(t,s) € R.
Réciproquement, donnons nous une fonction p : t € T +— m(t) € R et une fonction de covariance
v (t,s) € (T xT) — ~(t,s) € R de type positif, c’est-a-dire telle que, pour tout n, toute suite
(u1, -+ ,up) et toute suite (¢1,--- ,t,) on ait :

n n

SN wjupy(ty,te) = 0 (1.9)
j=1k=

=

On peut alors définir, pour I = {t; < -+ < t,}, une probabilité gaussienne vy sur R" par :
vy = Nn(ul,FI) (1.10)

ou uyr = (u(t1), -+, u(tn)) et T'y est la matrice positive d’éléments vyy(m, k) = Y(tm, tx), ou 1 < m, k <
n. La famille (v7,I € T), ainsi définie, vérifie les conditions de compatibilité et I'on a ainsi établi,
d’apres le théoreme 1.1, le résultat suivant :

Théoréme 1.2. Soit r — pu(t) une fonction et (s,t) — (s,t) une fonction de type positif (vérifiant
léquation (1.9)). Il existe un espace de probability (2, F,P) et un processus aléatoire {X(t),t € T}
gaussien défini sur cet espace vérifiant

p(t) =E[X@O] et A(s,t) = E[(X(s) — p(s))(X(2) — u(t))]



1.2 Stationnarité au second ordre

Dans la suite du document, nous considérons principalement le cas de processus a temps discret
(avec T = 7Z) pour lesquels nous utiliserons la notation X; plutét que X(t), cette dernieére étant
réservée aux processus a temps continus. Par ailleurs, et sauf indication du contraire, les processus
considérés sont en général a valeur dans R.

Définition 1.8 (Stationnarité au second ordre). Le processus {Xi,t € T} est dit stationnaire au
second ordre si :

— X est un processus du second ordre, i.e. E [\Xtﬂ < +o0,

— pour tout t € T, E[Xy] = p,

— pour tout couple (s,t) € T x T,

V(s,t) =B [(X; — p)(Xs — )] = (t - s)

1.2.1 Covariance d’un processus stationnaire au second ordre
Propriété 1.2. La fonction d’autocovariance v : T — R d’un processus stationnaire au second ordre
vérifie les propriétés suivantes qui sont une conséquence directe des propriétés 1.1.
1. Symétrie hermitienne :
v(h) = y(=h)

2. caractére positif Pour toute partie finie I = {t; < --- < t,,} et toute suite (a1,--- ,a,) de valeurs
complezes, \,, € C,

DO aiy(k—j)a; >0
k=1 j=1

Ces propriétés découlent immédiatement des propriétés de la fonction d’autocovariance d’un pro-
cessus. Les matrices de covariance de sections de n valeurs consécutives du processus sont positives
d’apres le point 2 de la propriété 1.2. Elles possedent de plus une structure particuliere, dite de Toéplitz
(caractérisée par le fait que (I'y);; = v(i — 7)) :

Ty =E[[(X— px) . (Xempgr — )] (X = px) - (Xpmng1 — px)]]

7(0) y1) o y(n—1)
_ 7(:1) 70) - y(n-2) (1.11)
yn-1) y(n=2) -~ ~(0)

Définition 1.9 (Fonction d’autocorrélation). Pour un processus stationnaire, on appelle fonction
d’autocorrélation p(h) = v(h)/~v(0). Il s’agit d’une quantité normalisée dans le sens ou p(1) =1 et
Ip(k)| < 1.

En effet, I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a v(k) s’écrit

()] = B [(Xesn — px)(Xe — )] £ VE[(Xen — i) TE[(X; — px)?] = ~(0)

10



a derniere inégalité découlant de othese de stationnarité. ention, certaines références (livres e
lad lité d lant de I’hypothese de stat té. Attention, cert f 1 t
publications), en général anciennes, utilisent (incorrectement) le terme de “fonction d’autocorrélation”
pour (k). Dans la suite de ce document, le terme autocorrélation est réservée a la quantité normalisée

p(h).

Exemple 1.7 : Processus retourné temporel

Soit X; un processus aléatoire stationnaire au second ordre de moyenne ux et de fonction d’autocovariance
vx (h). On note X7 = X_4 le processus retourné temporel. Alors X est un processus stationnaire au second
ordre de méme moyenne et de méme fonction d’autocovariance que le processus Xy. En effet on a :

EX[]=E[X ] = pux
cov(Xiyp, Xi) = cov(X oy p, Xt) = 7x(=h) = yx (h)

Définition 1.10 (Bruit blanc). On appelle bruit blanc un processus aléatoire stationnaire au second
ordre, centré, de fonction d’autocovariance, y(s,t) = y(t—s) = 025; 5. On le notera { X;} ~ BB(0, 0?).

Définition 1.11 (Bruit blanc fort). On appelle bruit blanc fort une suite du second ordre de variables
aléatoires {X;}, centrées, indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de variance E [Xf] =
0?2 < 00. On le notera {X;} ~ 1ID(0, 02).

Par définition si {X;} ~ IID(0,0?), E[X;] = 0, E [X}] = 02 et pour tout h # 0, E[X; 1, X¢] =
E[Xin] E[X:] = 0. {X;} est donc également stationnaire au second ordre, de fonction d’autocova-
riance (s, t) = 026(t—s). La structure de bruit blanc fort est clairement plus contraignante que celle de
simple bruit blanc. En général, il est tout a fait inutile de faire un telle hypothese lorsque ’on s’intéresse
a des modeles de signaux supposés stationnaires au second ordre. Il arrivera cependant dans la suite
que nous adoptions cette hypothese plus forte afin de simplifier les développements mathématiques.
Notons que dans le cas d’une série temporelle gaussienne, ces deux notions sont confondues puisque
la loi gaussienne est completement caractérisée par les moments du premier et du second ordre (un
bruit blanc gaussien est donc également un bruit blanc fort).

Exemple 1.8 : Processus MA(1)
Soit { X} le processus stationnaire au second ordre défini par :

X, = Z, + 071 (1.12)
ou {Z;} ~ BB(0,0?) et € R. On vérifie aisément que E[X;] =0 et que :

o2(1+62%) t=s
v(t,s) =14 o%0 [t—s|=1
0 [t—s|>1

Le processus X; est donc bien stationnaire au second ordre. Un tel processus est appelé processus a moyenne
ajusté d’ordre 1. Cette propriété se généralise, sans difficulté, & un processus MA(q). Nous reviendrons plus
en détail, paragraphe 1.4, sur la définition et les propriétés de ces processus.

Exemple 1.9 : Processus harmonique
Soient {Ap}1<k<n N variables aléatoires vérifiant cov(Ag, A;) = o2d(k — 1) et {®r}1<k<n, N variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d), de loi uniforme sur [—m, 7], et indépendantes de

{Ari<k<n. On définit :
N

Xy =Y Agcos(At + Ox) (1.13)
k=1
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ot { A} € [-m, 7] sont N pulsations. Le processus Xy est appelé processus harmonique. On vérifie aisément
que E [X;] = 0 et que sa fonction d’autocovariance est donnée par :

N
1
y(h) =E[XenXe] = 5 ]; o2 cos(Arh)

Le processus harmonique est donc stationnaire au second ordre.

Exemple 1.10 : Marche aléatoire
Soit Sy le processus défini surt € N par Sy = Xo+ X1+ -+ X¢, ot Xy est un bruit blanc. Un tel processus
est appelé une marche aléatoire. On en déduit que E[S] =0, que y(t,t) =E [th] =to? et que, pour h > 0,
on a :

Yt +h,t) =E[(Se + Xep1 + -+ + Xo10) ] = to?

Le processus {St} n’est donc pas stationnaire au second ordre.

Exemple 1.11
Nous allons montrer que la suite définie, pour h € Z, par :

1 h=0,
R(h)=4 p |h[=1
0 |k >2

est la fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire au second ordre si et seulement si |p| < 1/2.
Nous avons déja montré exemple 1.8 que la fonction d’autocovariance d’un processus MA(1) est donnée par :

o%(1+62%) pour h=0
v(h) =< 020 pour |h| =1
0 pour |h| >1

La suite R(h) est donc la fonction d’autocovariance d’un processus MA(1) si et seulement si o2(1 +62) =1
et 020 = p. Lorsque |p| < 1/2, ce systéme d’équations admet comme solution :

0=(20)" AE£\/1-4p2) et o>=1+6%7"

Lorsque |p| > 1/2, ce systéme d’équations n’admet pas de solution réelles et la suite R(h) n’est donc pas la
fonction d’autocovariance d’un processus MA(1). On vérifie facilement que R(h) ne vérifie pas dans ce cas la
condition de positivité (en prenant ay = (—1)¥ pour p > 1/2 et ar = 1 dans le cas opposé). Pour |p| > 1/2,
R(h) n'est donc pas une séquence d’autocovariance.

1.2.2 Interprétation de la fonction d’autocovariance

Dans les exemples précédents, nous avons été amené a évaluer la fonction d’autocovariance de
processus pour quelques exemples simples de séries temporelles. Dans la plupart des problemes d’intérét
pratique, nous ne partons pas de modeles de série temporelle définis a priori, mais d’observations,
{x1,--- ,zy} associées a une réalisation du processus. Afin de comprendre la structure de dépendance
entre les différentes observations, nous serons amenés a estimer la loi du processus, ou du moins des
caractéristiques de ces lois. Pour un processus stationnaire au second ordre, nous pourrons, a titre
d’exemple, estimer sa moyenne par la moyenne empirique :

n
fn, = n~t E T
k=1
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et les fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation par les fonctions d’autocorrélation et d’autoco-
variance empiriques

n—|h|

A(h)=n"" (Tk = fin)(Tpa|n) — fin) et p(h) =4(h)/4(0)
k=1

Lorsqu’il est a priori raisonnable de penser que la série considérée est stationnaire au second ordre,
la moyenne empirique, la fonction d’autocovariance empirique et la fonction d’autocorrélation em-
pirique sont de “bons” estimateurs, dans un sens que nous préciserons chapitre 2. L’analyse de la
fonction d’autocovariance empirique est un élément permettant de guider le choix d’un modeéle ap-
proprié pour les observations. Par exemple, le fait que la fonction d’autocovariance empirique soit
proche de zéro pour tout h # 0 (proximité qu’il faudra définir dans un sens statistique précis) in-
dique par exemple qu’un bruit blanc est un modele adéquat pour les données. La figure 1.5 représente
les 100 premieres valeurs de la fonction d’autocorrélation empirique de la série des battements car-
diaques représentés figure 1.1. On observe que cette série est positivement corrélée c’est-a-dire que les
fonctions coefficients d’autocorrélation sont positifs et significativement non nuls. Nous avons, a titre
de comparaison, représenté aussi la fonction d’autocorrélation empirique d’une trajectoire de méme
longueur d’un bruit blanc gaussien. Une forte corrélation peut étre interprétée comme l'indice d’une

1 1
08 0.8
0.6
0.6
0.4
0.4
0.2
0.2 0 Ve A s
0 0.2
0 50 100 0 50 100

Fia. 1.5 — Courbe de gauche : fonction d’autocorrélation empirique de la
série des battements cardiaques (figure 1.1). Courbe de droite : fonction d’au-
tocorrélation empirique d’une trajectoire de méme longueur d’un bruit blanc
gaussien.

dépendance linéaire. Ainsi la figure 1.6 montre que le fait que p(1) = 0.966 pour la série des batte-
ments cardiaques se traduit par une treés forte prédictabilité de X;4+1 en fonction de X; (les couples
de points successifs s’alignent quasiment sur une droite). Nous montrerons au chapitre 4, que dans un
tel contexte, E [(Xy11 — p) — p(1)(X¢ — p)] = (1 — p?)cov(Xy), c’est & dire, compte tenu de la valeur
estimée pour p(1), que la variance de “l’erreur de prédiction” X;y1 — [+ p(1)(Xy — p)] est 15 fois
plus faible que celle du signal original. L’indice S&P500 tracé (fig. 1.4) présente un cas de figure
plus difficile, d’une part parce que la série de départ ne saurait étre tenue pour stationnaire et qu’il
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Fi1G. 1.6 — X;11 en fonction de X; pour la série des baltements cardiaques de
la figure 1.1). Les tirets figurent la meilleure droite de régression linéaire de
Xt+1 sur Xt.
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F1G. 1.7 — Log-Retour de la série SEP 500 (figure 1.4).

14



nous faudra considérer la série des évolutions journalieres ; d’autre part, parce que selon le choix de la
transformation des données considérées, la série transformée présente ou non des effets de corrélation.
On définit tout d’abord les log-retours de I'indice S&P500 comme les différences des logarithmes de
I'indice a deux dates successives :

St — Si—
Xt = log(S’t) — log(Stfl) = log <1 + ttl)

Si—1

La série des log-retours de la série S&P 500 est représentée figure 1.7. Les coefficients d’autocorrélation

1.2 T T T T

1} ]
0.8} ]
0.6} _
0.4 ]
0.2 ]
0 W\/\/\/\/\W\/\WMMJM

_02 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

F1a. 1.8 — Fonction d’autocorrélation empirique de la série des log-retours de

Uindice SEP 500.

empiriques de la série des log-retours sont représentés figure 1.8. On remarque qu’ils sont approximati-
vement nuls pour h # 0 ce qui suggere de modéliser la série des log-retours par un bruit blanc (une suite
de variables décorrélées). Il est intéressant d’étudier aussi la série des log-retours absolus, A(t) = | Xy/|.
On peut, de la méme fagon, déterminer la suite des coefficients d’autocorrélation empirique de cette
série, qui est représentée dans la figure 1.9. On voit, qu’a l'inverse de la série des log-retours, la série
des valeurs absolues des log-retours est positivement corrélée, les valeurs d’autocorrélation étant signi-
ficativement non nuls pour |h| < 100. On en déduit, en particulier, que la suite des log-retours peut
étre modélisée comme un bruit blanc, mais pas un bruit blanc fort : en effet, pour un bruit blanc fort
X¢, nous avons, pour toute fonction f telle que E [f(X¢)?] = 0]20 < 00, cov(f(Xitn), f(Xt) = 0 pour
h # 0 (les variables f(X;1p) et f(X;) étant indépendantes, elles sont a fortiori non corrélées). Nous
reviendrons dans la suite du cours sur des modeles possibles pour de telles séries.

1.2.3 Mesure spectrale d’un processus stationnaire au second ordre a temps dis-
cret

Dans toute la suite, I désigne U'intervalle [—, 7] et B(I) la tribu de borélienne associée. Le théoreme
d’Herglotz ci dessous établit I’équivalence entre la fonction d’autocovariance et une mesure finie définie
sur lintervalle {1, B(I)}. Cette mesure, appelée mesure spectrale du processus, joue un role analogue
a celui de la représentation de Fourier pour les signaux déterministes. En particulier elle confere une
expression simple aux formules de filtrage linéaire.
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F1G. 1.9 — Fonction d’autocorrélation empirique de la série des valeurs absolues
des log-retours de lindice SEP 500.

Théoréme 1.3 (Herglotz). Une suite {y(h)}nez est de type positif si et seulement si il existe une
mesure positive sur {I,B(I)} telle que :

() = /] ¢y () (1.14)

Si la suite y(h) est sommable (i.e. Y, |y(h)] < 00), la mesure v posséde une densité f (fonction
positive) par rapport a la mesure de Lebesgue sur {I,B(I)}, donnée par la série entiére uniformément

convergente :
_ 1 —ihA
o Z v(h)e >0
heZ

Lorsque vy est la fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire au second ordre, la mesure v
est appelée la mesure spectrale et la fonction f, lorsque qu’elle existe, est dite densité spectrale de
puissance.

Démonstration. Tout d’abord si y(n) a la représentation (1.14), il est clair que y(n) est de type positif.
En effet, pour tout n et toute suite {ar € C}i<k<p, on a :

Zakanﬂ (k—m) /Zaka eFAe=imA v(d\)

k,m

d\) > 0

Z ake

Réciproquement, supposons que 7(n) soit une suite de type positif et considérons la suite de fonctions
indexée par n :

n—1 0o
27T7”L Z Z (k—m) e~ thA gimA % Z <1 — |7]z|) ’y(k)e_ik)‘ _ % Z ’)/n(k)e_ik)‘

k=1m=1 k=—(n—1) k=—o00
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oll Nous avons posé :
k
(k) =L (n-1), (n-1)} (k) ( - |n’> (k)

qui vérifie |y, (k)e | < |y(k)| et limy, oo yn(k) = (k). Par construction, f,()\) est une fonction
positive (pour tout n) du fait de la positivité de la séquence d’autocovariance v(k). En supposant de
plus? que Y2 |v(k)| < oo, une application directe du théoréeme de convergence dominé montre
que :
1 - I 1
. _ —ikA _ L . —ikA _ L —ikt _
Jim fu(A) = o lim Y (k)e or D Jim g (k)e 5r D (ke Nz
k=—oc0 k=—o0 k=—o0

et donc f(\) est positive comme limite de fonctions positives. Une application directe du théoréme de
Fubini (la permutation étant légitime car [, > |y(k)|d\ < co), montre que, pour tout h € Z, on

a
00

[0eman= 3 sty [ =5
1 k=—00

—T
|

Propriété 1.3 (Corollaire du théoreme d'Herglotz). Une suite R(h) a valeurs complexes absolument
sommable est de type positif si et seulement si la fonction :

1 = —ihA
fO)=5- D R(he

h=—o0
est positif pour tout A € 1.

Exemple 1.12
En reprenant lexemple 1.11, on vérifie immédiatement que R(h) est de module sommable et que :

fN) = % ZR(h)e_ihA = 21 (14 2pcos(w)))
k

2
et donc que la séquence est une fonction d’autocovariance uniquement lorsque |p| < 1/2.

Exemple 1.13 : Densité spectrale de puissance du bruit blanc
La fonction d’autocovariance d’un bruit blanc est donnée par v(h) = d2§(h), d’ou lexpression de la densité

spectrale correspondante
2

=17

La densité spectrale d’un bruit blanc est donc constante. Cette propriété est a l'origine de la terminologie
“bruit blanc” qui provient de I’analogie avec le spectre de la lumiere blanche constant dans toute la bande de
fréquences visibles.

2Nous donnons ici une preuve élémentaire grace & 'hypothése que la suite des coefficients d’autocovariance est ab-
solument sommable. La démonstration, dans le cas général, requiert 1'utilisation d’arguments plus complexes de théorie
des probabilités. Elle est donnée annexe A.
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Exemple 1.14 : Densité spectrale de puissance du processus MA (1)
Le processus MA(1) introduit dans l’exemple 1.8 posséde une séquence d’autocovariance donnée par v(0) =
0?(146%), v(1) = v(—1) = %0 et y(h) = 0 sinon (cf. ezemple 1.8). D ot U'expression de sa densité spectrale :
o2
f()\):2—(29008( )+ (1+6%) = —’1—1—9 _“\|
s

La densité spectrale d’un tel processus est représentée figure 1.10 pour § = —0.9 et 02 = 1 avec une échelle
logarithmique (dB).

_25 L

-30
-Tt 0 +TT

Fic. 1.10 — Densité spectrale (en dB) d’un processus MA-1, défini par
léquation (1.12) pour o =1 et 8 = —0.9.

Exemple 1.15 : Mesure spectrale du processus harmonique
La fonction d’autocovariance du processus harmonique Xy = Z]kvzl A cos(Agt + D) (voir exemple 1.9) est

donnée par :
N

_1 Z o7 cos(Ah) (1.15)
k=1

[\]

ot 0,% =E [Ai] . Cette suite de coefficients d’autocovariance n’est pas sommable et la mesure spectrale n’admet
pas de densité. En notant cependant que :

cos(ul) = 3 [ €0 (@) + -5, (03)

0t 8, (dN) désigne la mesure de Dirac au point xq (cette mesure associe la valeur 1 a tout borélien de [—m, 7]
contenant xg et la valeur 0 sinon), la mesure spectrale du processus harmonique peut s’écrire :

Zaz% (dX) + Zaka_M (dX)

Elle apparait donc comme une somme de mesures de Dirac, dont les masses 0']% sont localisées auz pulsations
des différentes composantes harmoniques.
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Une remarque intéressante est que par rapport aux autres exemples étudiés, le processus har-
monique est trés particulier en ce qu’il possede une fonction d’autocovariance, donnée par 1.15, non
absolument sommable (vy(h) ne tend pas méme vers 0 pour les grandes valeurs de h) et que par la
suite, il admet une mesure spectrale mais pas une densité spectrale. La propriété suivante, a démontrer
a titre d’exercice, implique que le processus harmonique est en fait entierement prédictible a partir de
quelques unes de ses valeurs passées.

Propriété 1.4. S’il existe un rang n pour lequel la matrice de covariance T, définie en (1.11) est
non inversible, le processus correspondant X; est prédictible dans le sens ou il existe une combinaison
lin€aire aq,...a; avecl <n —1 telle que X; = 2221 apXi_k, Uégalité ayant lieu presque stirement.

L’expression de la fonction d’autocovariance, obtenue en (1.15) pour le processus harmonique,
montre que les matrices de covariances associées s’écrivent comme la somme de 2N matrices com-
plexes de rang 1. Par conséquent, les matrices I';, ne sont pas inversibles des que n > 2N, ce qui
implique que le processus harmonique est prédictible des lors que 1'on en a observé 2N valeurs. Ce
résultat est sans surprise compte tenu du fait que les trajectoires de ce processus sont des sommes de
sinusoides de fréquences Aq,..., Ay dont seules les amplitudes et les phases sont aléatoires. La pro-
priété suivante donne une condition suffisante simple pour éviter ce type de comportements “extrémes”.
Cette propriété implique en particulier que, pour une fonction d’autocovariance absolument sommable
(tous les exemples vus ci-dessus en dehors du processus harmoniques), les valeurs futures du processus
correspondant ne sont pas prédictibles sans erreur a partir d’un ensemble fini de valeurs passées du
processus. Nous reviendrons en détail sur ces problemes de prédiction au chapitre 4.

Propriété 1.5. Soit v(h) la fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire au second ordre.
On suppose que v(0) > 0 et que v(h) — 0 quand h — oo. Alors, quel que soit n, la matrice de
covariance définie en (1.11) est de rang plein et donc inversible .

Démonstration. Supposons qu’il existe une suite de valeurs complexes (a1, ..., a,) non toutes nulles,
telle que Y p_; > " _ agal,v(k —m) = 0. En notant vx la mesure spectrale de Xy, on peut écrire :

n o n n 2
0= Z Z akafn/ei(k_m)’\yx(d)\) = / Zakeik’\

k=1m=1 I I g=1

vx (dX)

Ce qui implique que |ZZ:1 ak;e““)“2 = 0 vx presque partout, c’est a dire que vx ({\ : ‘Zzzl ake“‘:)‘{z +
0}) =vx(I—2Z) =000 Z = {Ai,..., A\ : D p_y age*m = 0} désigne I'ensemble fini (M < n)
des racines € I du polynoéme trigonométrique » ,_; ape™. Par conséquent, les seuls éléments
de B(I), qui peuvent étre de mesure non nulle pour vx, sont les singletons {\,,}. Ce qui implique
que vy = Z%zl amdy,, (ol any > 0 ne peuvent étre tous nuls si y(0) # 0). Mais, dans ce cas,
~v(h) = ZM ame™m  ce qui contredit ’hypothese que (h) tend vers 0 quand n tend vers U'infini. W

m=1

Une autre preuve est donnée exercice 77.

1.3 Filtrage des processus

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au filtrage des processus. On introduit tout d’abord
Vopérateur de retard, noté B (comme backshift en anglais), dont I'effet sur le processus {X;} défini sur
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(Q, F,P) est de retarder d’un échantillon les trajectoires dans le sens ou (BX;)(w) = X¢—1(w) (I'égalité
ayant lieu P-presque partout). On note B* = B o BF1 pour k > 2 les compositions successives de
l'opérateur B. Avec cette notation, l'opérateur ) YR B, ot {1} est une séquence réelle, désigne
Iopérateur de filtrage linéaire qui, au processus X, fait correspondre le processus

Yi = (Z ka’“> Xi =Y rXik
k k

Pour plus de concision, on utilisera souvent les notations ¥(B) = >_, ¥ B* et Y; = ¢(B)X¢.

Le premier probleme a résoudre est de déterminer les conditions sous lesquelles Y; est stationnaire
si X; Dest. Il est clair que si 9(B) = BF (le filtrage est un simple retard de k échantillon), Y; est
bien stationnaire de méme fonction d’autocovariance que X;. De méme, si ¢(B) = >, Y B¥, ol la
suite {¢y} est différente de 0 pour un nombre fini d’indices (filtre a réponse impulsionnelle finie), on
a directement par linéarité de I'espérance :

py =E[Y)] = px Y i
k

et
y(h) =B [Yien — py) (Ve = py)] = D) ttbmrx (b + k — )
ik

ou pux et yx(h) sont respectivement la moyenne et la fonction d’autocovariance du processus {X;}
(nous avions déja traité le cas particulier d’'un filtre causal d’ordre 1 dans l'exemple 1.14). Les ex-
pressions ci-dessus montrent que {Y;} est alors stationnaire au second ordre. La question devient plus
délicate lorsque 'on considere des filtres a réponse impulsionnelle infinie puisque Y; doit alors étre
défini comme la limite, dans un sens a préciser, d’'une suite de variables aléatoires.

Théoréme 1.4. Soit {{y}rez une suite absolument sommable, i.e. Y oo |tg| < 0o et soit {X¢} un
processus aléatoire tel que sup,cy E[|X¢|] < 0. Alors, pour tout t € Z, la suite :

n
Yn,t = Z wth—s

S=—n
converge presque surement, quand n tend vers linfini, vers une limite Y; que nous notons
o0
}/t = E ¢3ths .
S=—00

De plus, la variable aléatoire Y; est intégrable, i.e. E[|Y;]] < oo et la suite {Y,,+}n>0 converge vers Yy
en norme L',

lim E[|Y,:—Yi|]=0.

n—oo

Supposons que sup;cyz E [th] < 00. Alors, E [Yf] < 00 et la suite {Y+}n>0 converge en moyenne
quadratique vers la variable aléatoire Yy, c’est a dire que

lim E [[Ya, — Y;[’] =0.
n—oo
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Démonstration. Voir le paragraphe 1.5 en fin de chapitre. |

Le résultat suivant établi que le processus obtenu par filtrage linéaire d’un processus stationnaire
du second ordre est lui-méme stationnaire au second ordre, a condition que la réponse impulsionnelle
{1x} soit de module sommable.

Théoréme 1.5 (Filtrage des processus stationnaires au second ordre). Soit {1} une suite telle que
Y re oo |kl < oo et soit {Xi} un processus stationnaire au second ordre de moyenne px = E[Xy]
et de fonction d’autocovariance vx(h) = cov(Xp, Xy). Alors le processus Yy = Y o0 s Xy est
stationnaire au second ordre de moyenne :

py =px Y Uk (1.16)
k=—00
de fonction d’autocovariance :
Yy (h) = Z Z Yiveyx (h+k — ) (1.17)

j=—00 k=—o00

et de mesure spectrale : ‘
vy (dA) = [9(e™) Pux (d)) (1.18)
ot P(e™ ) = 37, hre ™k est la transformée de Fourier a temps discret de la suite {tg }rez.
Démonstration. Voir le paragraphe 1.5 a la fin de ce chapitre. |
La relation (1.18) qui donne la mesure spectrale du processus filtré en fonction de la fonction de
transfert du filtre et de la mesure d’entrée du processus d’entrée est particulierement simple. Elle
montre par exemple que la mise en série de deux filtres a(B), S(B) de réponses impulsionnelles

absolument sommables conduit & une mesure spectrale |a(e™*)|?|8(e7*)|?vx (d\) pour le processus
de sortie (ce qui montre au passage que 'ordre d’application des filtres est indifférent).

Définition 1.12 (Processus linéaire). Nous dirons que {X;} est un processus linéaire s’il existe un
bruit blanc Zy ~ BB(0,0?) et une suite de coefficients {1y }rez absolument sommable telle que :

Xe=p+ Y nZis (1.19)

k=—o00
ot v désigne une valeur arbitraire.

Il résulte directement de la discussion ci-dessus qu’un processus linéaire est stationnaire au second
ordre, que sa moyenne est égale a i, que sa fonction d’autocovariance est donnée par :

yx(h) = 0" Y bijen

j=—00

et que sa mesure spectrale admet une densité dont ’expression est :
o —ixy|2
Fx ) = (e (1.20)
T
ot Y(e™?) = 3oy e
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1.4 Processus ARMA

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a une classe importante de processus du second ordre,
les processus autorégressifs & moyenne ajustée ou processus ARMA. Il s’agit de restreindre la classe
des processus linéaires en ne considérant que les filtres dont la fonction de transfert est rationnelle.

1.4.1 Processus MA(q)

Définition 1.13 (Processus MA(q)). On dit que le processus {X;} est a moyenne ajustée d’ordre q
(ou MA(q)) si {X.} est donné par :

Xi=Zi+ 0021+ + 0,7, (1.21)
ot Z; ~ BB(0, 52).

La terminologie ”moyenne ajustée” est la traduction, assez malheureuse, du nom anglo-saxon
"moving average” (moyenne mobile) En utilisant les résultats du théoréme 1.5, on obtient E [X;] = 0,
et

2yt Al :
03— Okbkipn s 0<[hl<q
Tx (k) = (1.22)

0 sinon

Enfin, d’apres la formule (1.20), le processus admet une densité spectrale dont 1’expression est :

q
1+ Z er_i“
k=1

Un exemple de densité spectrale pour le processus MA(1) est représenté figure 1.10. De maniere
générale, la densité spectrale d'un processus M A(q) posséde des anti-résonnances au voisinage des
pulsations correspondant aux arguments des racines du polynéme 6(z) = Z:I 652*. On démontrera,
a titre d’exercice, la propriété suivante qui indique que toute suite de coefficients covariance {y(h)} non
nulle sauf pour un nombre fini d’indices temporels (i.e. le cardinal de 1’ensemble {h € Z,~(h) # 0})
peut étre considérée comme la suite des coefficients d’autocovariance d’un modele linéaire & moyenne
mobile.

02 2
fx(\) = o

Propriété 1.6. Soit v(h) une fonction d’autocovariance telle que v(h) = 0 pour |h| > q. Alors, il
existe un bruit blanc {Z;} et un polynome 0(z) de degré inférieur ou égal a q tels que v(h) soit la
fonction d’autocovariance du processus M A(q) défini par Xy = Z; + 22:1 01Zy_4.

1.4.2 Processus AR(p)

Définition 1.14 (Processus AR(p)). On dit que le processus {X;} est un processus autorégressif
d’ordre p (ou AR(p)) si {Xi} est un processus stationnaire au second-ordre et s’il est solution de
l’équation de récurrence :

Xe=1 X1+ +0pXe—p+ 74 (1.23)
ot Zy ~ BB(0,0?) est un bruit blanc.
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Le terme “autorégressif” provient de la forme de 1’équation (1.23) dans laquelle la valeur courante
du processus s’exprime sous la forme d’une régression (terme synonyme de combinaison linéaire) des
p valeurs précédentes du processus plus un bruit additif.

L’existence et I'unicité d’une solution stationnaire au second ordre de I’équation (1.23) constituent
des questions délicates (qui ne se posaient pas lorsque nous avions défini les modeles MA). Nous
détaillons ci-dessous la réponse a cette question dans le cas le cas p = 1.

Cas : |p1| <1

L’équation de récurrence s’écrit :
Xy =1 X1+ 24 (1.24)

Puisque |¢1] < 1, la fraction rationnelle 1(z) = (1 — ¢12) ™! a un développement en série entiere de la
forme :

1 =
)(2) => ¢hz"
k=0

pierE
qui converge sur le disque {z € C : |z| < |¢1|7}. Considérons alors le filtre linéaire de réponse
impulsionnelle ¢, = ¢¥ pour k > 0 et 13, = 0 sinon. Comme 1)}, est absolument sommable, le processus

Vi=> Ziw=Y &7
k=0 k=0

est bien défini et est stationnaire au second ordre. Par construction Y; est solution de (1.24) ce que
I'on peut également vérifier directement en notant que :

+oo
Xi=Zi+d1 Y S Zar=2Z+d1 X
k=0

L’unicité de la solution est garantie par I’hypothese de stationnarité au second ordre. Supposons en
effet que {X;} et {Y;} soient deux processus stationnaires au second-ordre et que ces deux processus
soient solutions de I’équation de récurrence (1.24). On a alors par différence (X;—Y;) = ¢1(Xi—1—Yi—1),
relation qui itérée k fois implique

(X = Y1) = ¢ (Xik — Yis) -
Par suite,
E[|X: = Yill = SB[ Xi—k — Yigl] < Y (E (| Xe—l] + E[|[Yi—r]]) < ¢F(E [Xg]% +E[Y7] ?)

ou k peut étre pris quelconque. Comme ¢; est en module plus petit que 1, on en déduit que
E[|X: —Y:|]] = 0 et donc que X; = Y; presque sirement. La fonction d’autocovariance de X; so-
lution stationnaire de (1.24) est donnée par la formule (1.17) qui s’écrit ;

%0 ]

k+|h ¢

() =0 3ol ™ =0 (1.25)
k=0
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Fic. 1.11 — Trajectoires de longueur 500 d’un processus AR(1)) gaussien.
Courbe du haut : ¢p1 = —0.7. Courbe du milieu : ¢1 = 0.5. Courbe du bas :
¢1 =09

Lorsque ¢1 > 0, le processus X; est positivement corrélé, dans le sens ou tous ses coefficients d’au-
tocovariance sont positifs. Les exemples de trajectoires représentées sur la figure 1.11 montrent que
des valeurs de ¢ proches de 1 correspondent a des trajectoires “persistantes” (dont, par exemple,
les temps successifs de passage par zéro sont relativement espacés). Inversement, des valeurs de ¢
négatives conduisent a des trajectoires ou une valeur positive a tendance a étre suivie par une valeur
négative. La densité spectrale de X; est donnée par

2

15}

-Tt 0 +TT

Fi1c. 1.12 — Densité spectrale d’un processus AR(1), défini par (1.24) pour
oc=1cetp; =0.7.

2
o? 1

= T (1.26)

0.2
fx(\) = o

oo
§ :(bllfefzk)\
k=0
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La figure 1.12 donne la forme de cette densité spectrale pour ¢; = 0.7.

Cas |¢1| > 1

Nous allons montrer que le processus retourné temporel vérifie une équation récurrente qui nous
ramene au cas précédent. Pour cela posons X{ = X_;. En portant X; dans I’équation (1.24), on
obtient

Xi=X =01 X1 +Z =1 X1+ 72,

qui peut encore s’écrire :

X{ =o' X[ 1+ W, (1.27)

ou W = —gbl_lZ_t_l est un bruit blanc de variance o, = 0%/¢?. L’équation (1.27) est maintenant du
type que (1.23) puisque |¢f1| < 1. Par conséquent il existe un unique processus stationnaire solution
de I’équation 1.27 donné par

X{ =Y o7 Wiy (1.28)
k=0

Comme {X]} est stationnaire au second ordre, le processus
o0 oo
Xo =X, = 7" Woppe == 61" Zisn (1.29)
k=0 k=1

lest également (cf. exemple 1.7) avec la méme moyenne et la méme fonction d’autocovariance. Les
expressions de la fonction d’autocovariance et de la densité spectrale du processus sont donc données
respectivement par (1.25) et (1.26) a condition de substituer ¢; par 1/¢;. Un point remarquable &
propos de l'expression de la solution stationnaire donnée par (1.29) est que celle ci est entierement
anti-causale, dans le sens ou elle ne dépend que des valeurs futures du bruit Z;. Cette remarque
montre qu'il ne faut pas se laisser tromper par I'apparence de la relation de récurrence (1.27) : la
solution stationnaire ne s’exprime par forcément comme un filtrage causal du bruit Z;, point que nous
développerons au paragraphe 1.4.2.

Cas |¢1| =1

Nous avons déja montré a propos de I'exemple 1.10 que lorsque ¢; = 1, un processus X; vérifiant
X; = Xy—1+ Z; ne peut avoir une variance constante au cours du temps (on a montré que E [Xt2|Xg] =
2 ou o? est la variance de Z;, et donc E [Xf] = to?). A fortiori, un tel processus ne peut étre
stationnaire au second ordre. En utilisant la méme technique, on montre aisément que I’équation de
récurrence (1.24) ne peut avoir de solution stationnaire lorsque |¢;| = 1. Une remarque intéressante
est que dans le cas ol ¢ = 1, le processus Z; = Xy — X;_1 est par hypothese stationnaire. On peut
donc utiliser le modele X; — X; 1 = Z; pour un signal X; non-stationnaire dont les incréments sont
supposés stationnaires. C’est implicitement la stratégie que nous avons adoptée pour analyser la série
de I'indice S&P500 représentée figure 1.4 au paragraphe 1.2.2 (en utilisant en plus une transformation
logarithmique des données).

to
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Cas général
Le théoréeme suivant étend les résultats précédents & un processus AR(p).

Théoréme 1.6 (Existence des processus AR(p)). L’équation récurrente :
Xe=nXe1+ -+ OpXiep+ 2y (1.30)
ot Zy ~ BB(0,0?) admet une solution stationnaire au second ordre si et seulement si le polynome :
d(z)=1—r1z2—---—¢ppzP # 0 pour |z| =1

et cette solution est unique. Elle a pour expression :

Xt = Z Vi Zi—k (1.31)

k=—o00

ot Yy est la suite des coefficients du développement en série de Laurent de 1/¢(z) au voisinage du
cercle unité.

Démonstration. La condition ¢(z) # 0 pour |z| = 1 implique que ¢(z) # 0 dans une couronne
1 -0 <|z] <146 et donc que la fonction ¥(z) = 1/¢(z) est analytique dans cette couronne. Il s’en
suit que 1/¢(z) admet, pour 1 — 0 < |z| < 1+ 9, un développement en série de Laurent qui s’écrit :

k=—o00

ou la suite {¢y} est de module sommable et vérifie 19 = 1. Nous pouvons alors considérer le filtre
de réponse impulsionnelle {t}. D’apres le théoréme 1.5, nous pouvons appliquer ce filtre aux deux
membres de 'équation récurrente ¢(B)X; = Z;. Nous obtenons (¢(B)¢(B))X; = X¢ = ¢(B)Z;. On
en déduit que I'unique solution stationnaire de 1’équation (1.30) est donnée par (1.31). |

AR(p) causal

On peut distinguer trois cas suivant la position des racines de ¢(z) par rapport au cercle unité :

— Les racines du polynéme ¢(z) sont strictement a l’extérieur du cercle unité. Alors la fonction
P(z) = 1/¢(2) est analytique sur le disque {z : |z] < pm}, ol pp, > 1 est le module de la racine
de ¢(z) de module le plus petit. En particulier ¢ (z) est analytique en 0 et donc ¢ = 0 pour
k < 0. Il s’en suit que :

Xi =Y rZi
k=0

On note que X; s’exprime causalement en fonction de Z; dans le sens ou X; dépend uniquement
des valeurs présente et passées de Z;. On dit dans ce cas que le modele autorégressif est causal.

— Les racines du polynéme ¢(z) sont strictement a l'intérieur du cercle unité. Alors la fonction
1/¢(z) est analytique dans la couronne {z : |z| > par}, ot par < 1 est le module de la racine de
¢(z) de module le plus grand. On en déduit que 1 = 0 pour k£ > 0 et donc que X; s’exprime
anti-causalement en fonction de Z;, dans le sens ou X; dépend uniquement des valeurs futures
de Z;. On dit dans ce cas que le modele autorégressif est anti-causal.
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— Le polynome ¢(z) a des racines de part et d’autre du cercle unité. La suite 1, est alors bilatérale.
Dans ce cas Xy dépend a la fois des valeurs passées, présente et futures de Z;. On dit dans ce
cas que le modele autorégressif est bilatérale.

Théoréme 1.7 (AR(p) causal). L’équation récurrente :
Xi=01 X1+ +0p X4 p + 74

ot Z; ~ BB(0,02) admet une solution stationnaire au second ordre causale si et seulement si ¢(z) =

1—¢1z—---—¢pzP # 0 pour |z| < 1. Cette solution est unique et a pour expression :
o0
Xo=> rZii (1.33)
k=0

ot Y est la suite des coefficients du développement en série de Laurent de 1/¢(z) dans le disque
{z: 2| <1}

Démonstration. Il nous reste & montrer que, si ’équation récurrente possede une solution stationnaire
au second ordre causale c’est-a-dire telle que X; = Y 72 (¥ Z;_j, avec 1, de module sommable, alors
#(z) # 0 pour |z| < 1. En effet partons de ¢(B)X; = Z; et remplagons X; par ¢(B)Z;, ou nous
supposons que ¥(z) = Y 4o, ¥rz* est analytique pour |z| < 1. Alors on a (¢(B)(B))Z; = Z; et donc

B(=)(2) = 1 pour |2| < 1
qui implique que ¢(z) # 0 pour |z| < 1. |

Sauf indication contraire nous ne considérons, dans la suite, que des processus autorégressifs causau.
La propriété de causalité joue en effet un role essentiel pour lestimation des parametres (cf. les
équations de Yule-Walker ci-dessous) ainsi que dans les problemes de prédiction étudiés au chapitre 4.
Par ailleurs, cette restriction n’en est pas vraiment une comme le montre ’exercice suivant :

Exercice 1.1

Soit M(p) un modele AR(p) de parametres 02, ¢1,...¢, qui admet une solution stationnaire (¢(z) # 0 pour
|z| = 1). Montrer qu'il existe toujours un modele M’(p) AR(p) stable et causal possédant la méme fonction
d’autocovariance que M(p) (indication : utiliser des facteurs passe-tout de la forme (a; — z)/(1 — ajz) ou

¢(ar) = 0).

Equations de Yule-Walker

Les équations de Yule-Walker fournissent une relation linéaire entre les parametres ¢1, ..., ¢, et o?
de ’équation (1.23), définissant un processus AR(p), et la fonction d’autocovariance de ce processus.
Nous nous plagons dans le cas ou le processus AR(p) est causal et donc, pour k > 0 E[Z; X;_x] =0
d’apres (1.33). On en déduit que :

p
E(Z.X) =R[ZZ) + >  &E[Z X 4] = 0
j=1
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et par suite en remplacant, dans E [Z, X}], Z; par X; — Z?:l ¢ X il vient :

P p

? =E[ZX]=F |(Xi— > ¢;Xi ) Xe| =7(0) = > ¢py(k) (1.34)
j=1 k=1

En multipliant, pour £ > 0, les deux membres de l’équation (1.23) par X;_j et en en prenant

lespérance, on obtient 0 = E[Z,X;_ ;] = E [(Xt - ?:1 ¢th_j)Xt,k]. On en déduit que la fonc-

tion d’autocovariance vérifie, pour tout k > 0, ’équation de récurrence :

P
Y(k) = djy(k—5) =0 (1.35)
j=1
En regroupant, sous forme matricielle, les p équations (1.35) pour 1 < k < p, on obtient :
7(0) (1) e =1 [ 7(1)
’Y(:l) 7(0) Y(p—2) ¢22 _ 7(:2) (1.36)
Tp=1) p=2) -+ (0) | |9 ()

Les équations (1.34) et (1.36) sont appelées équations de Yule- Walker. Nous retrouverons ces équations,
dans le cadre de la prédiction linéaire au chapitre 4 (équations (4.8) et (4.9)). Ces équations permettent
également de déterminer les valeurs des parametres du modele a partir d’estimation de la fonction
d’autocovariance (cf. chapitre 5).

Calcul des covariances d’un processus AR(p) causal

Partant des parametres du modele, il est également possible de calculer la fonction d’autocovariance
du processus a partir des équations (1.34) et (1.36) en les réécrivant sous la forme

1 =41 - —dp 1 0 0 7(0)/2 02
:¢1 . ép C| fbl .1 L 7(. . : (1.37)
¢ 0 -0 —¢p - =91 1 v(p) 0

Partant alors de ¢1, ..., ¢p, 02, on calcule v(0),...,v(p) puis, en utilisant (1.35), on calcule v(k) pour
tout k£ > p. Une autre fagon de procéder consiste a calculer récursivement la suite 1), en remarquant
que 1 =Y(2)p(2) = (Yo + 1z +...)(1 — p1z2 — - -+ — ¢,2P) et donc, par identification, que :

¢0 = 1’ ’le = ¢1w0a ¢2 = ¢21/}1 + ¢1¢1, etc.

puis d’appliquer la formule (1.17) pour un processus d’entrée de fonction d’autocovariance o25(h) qui
s’écrit

v(h) = 0o® Z Ve Vrs ||

k=0
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Densité spectrale

Réécrivons I'équation (1.23) sous la forme X; — 22:1 oL Xi_1 = Zi. Le premier membre est un
processus stationnaire au second ordre puisque il représente le filtrage, par un filtre de réponse impul-
sionnelle finie, du processus X;. Ce processus possede donc une densité spectrale qui a pour expression
|1 -3 ¢ke_““)“2 fx(X) ou fx(A) désigne la densité spectrale de X;. Cette densité spectrale est
aussi égale & celle du second membre Z;, c’est & dire & ¢2/27. Par conséquent,

o2 1
MO o S e P -

1.4.3 Processus ARMA
La notion de processus ARMA généralise les notions de processus MA et AR.

Théoréme 1.8 (Existence des processus ARMA(p, q)). Soit [’équation récurrente :
-1 Xe1 = =0 Xs =2+ N2+ 047 (1.39)

ot Zy ~ BB(0,0%). On pose ¢p(z) =1 — 12— -+ — ¢pzP et 0(z) = 1 + 012+ --- + 0,2P. On suppose
que ¢(z) et 0(z) n'ont pas de zéros communs. Alors l’équation (1.39) admet une solution stationnaire
au second ordre si et seulement si le polynome ¢(z) # 0 pour |z| = 1. Cette solution est unique et a
pPoUr eLpression :

> WeZik (1.40)
k=—0oc0

ot Py, est la suite des coefficients du développement en série de Laurent de 6(z)/¢(z) au voisinage du
cercle unité.

Démonstration. Comme ¢(z) # 0 pour |z| = 1, 1/¢(z) est développable en série de Laurent au
voisinage du cercle unité, suivant :

§(z) = 4)1 Z 3%

k=—o00

ou la suite {&;} est de module sommable et vérifie § = 1. D’apres le théoreme 1.5, nous pouvons
donc appliquer le filtre de réponse impulsionnelle {£;} aux deux membres de ’équation récurrente
¢(B)X: = 0(B)Z;. Nous obtenons (£(B)¢(B))X: = X; = ¢(B)Z; ou ¢(B) = £(B)#(B). On en déduit
que ¥(z) = >, r2® avec :
q
Ur =&+ Y 0;6k—;
j=1

ou {¢y} est absolument sommable. |

Dans le cas ou ¢(z) et #(z) ont des zéros communs, deux configurations sont possibles :
— Les zéros communs ne sont pas sur le cercle unité. Dans ce cas on se ramene au cas sans z€ro
commun en annulant les facteurs communs.
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— Certains des zéros communs se trouvent sur le cercle unité. L’équation (1.39) admet une infinité
de solutions stationnaires au second ordre.
Du point de vue de la modélisation, la présence de zéros communs ne présente aucun intérét puisqu’elle
est sans influence sur la densité spectrale de puissance. Elle conduit de plus a une ambiguité sur 'ordre
réel des parties AR et MA.

ARMA(p, q) causal

Comme dans le cas d’un processus AR(p), on peut distinguer trois cas, suivant que les zéros de ¢(z)
sont a l'extérieur, a l'intérieur ou de part et d’autre du cercle unité. Dans le cas ot les zéros de ¢(z) sont
a Pextérieur du cercle unité, la suite & est causale (§, = 0 pour k < 0) et donc ¥y = & + Z?Zl 0;&k—;
est aussi causale. Par conséquent le processus X; s’exprime causalement en fonction de Z;.

Théoréme 1.9 (ARMA(p, ¢) causal).
Xe—01 X4 1 — = 0pXe p=Zs + 0 Zp 1+ -+ 0,2 (1.41)

ot Zy ~ BB(0,0%). On pose ¢p(z) =1 — g1z — -+ — ¢p2P et 0(z) =1+ 012 + -+ + 0,2P. On suppose
que ¢(2) et 0(z) n'ont pas de zéros communs. Alors l’équation (1.41) admet une solution stationnaire
causale au second ordre si et seulement si le polynome ¢(z) # 0 pour |z| < 1. Cette solution est unique

et a pour erpression :
[o.¢]

X = rZii (1.42)

k=0
ot Yy est la suite des coefficients du développement en série de Laurent de 0(z)/¢(z) dans le disque
{z:|z| <1}.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que la condition sur ¢(z) implique que 1/¢(z) possede un
développement causal au voisinage du cercle unité. £(B) correspond donc a une opération de filtrage
causal (voir preuve du théoréme 1.8 pour les notations), ce qui implique qu’il en va de méme pour

§(B)o(B). u

Calcul des covariances d’un processus ARMA(p, q) causal

Une premiere méthode consiste a utiliser 'expression (1.17) qui s’écrit, compte tenu du fait que
{Z;} est un bruit blanc,

v(h) =0 Yrtiin
k=0

ou la suite {t} se détermine de fagon récurrente a partir de I’égalité ¢ (2)6(z) = ¢(z) par identification
du terme en z*. Pour les premiers termes on trouve :

o =1
Y1 = 01 +Pod1
o = b + oo + P11
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La seconde méthode utilise une formule de récurrence, vérifiée par la fonction d’autocovariance d’un
processus ARMA (p, ¢), qui s’obtient en multipliant les deux membres de (1.39) par X; ; et en en
prenant 'espérance. On obtient :

Y(k) = ¢ry(k —1) == gpy(k —p) =0 Y Oih;_p  pour 0 <k < max(p,g+1)  (1.43)
k<j<q

V(k) = pr1y(k—1) =+ — ¢py(k —p) =0 pour k > max(p,q+1)  (1.44)

ou nous avons utilisé la causalité du processus pour écrire que E[Z;X; ] = 0 pour tout k > 1.

Le calcul de la suite {¢;} pour k = 1,...,p se fait comme précédemment. En reportant ces valeurs

dans (1.43) pour 0 < k < p, on obtient (p+ 1) équations linéaires aux (p+1) inconnues (y(0),...,v(p))
que 'on peut résoudre. Pour déterminer les valeurs suivantes on utilise ’expression (1.44).

Inversibilité d’un processus ARMA(p,q)

Théoréme 1.10 (ARMA(p, q) inversible). Soit X; un processus ARMA(p,q). On suppose que ¢(z)
et O(z) n'ont pas de zéros communs. Alors il existe une suite {m} causale absolument sommable telle
que :

o0
Zy = mXik (1.45)
k=0

si et seulement si 0(z) # 0 pour z < 1. On dit alors que le modéle ARMA(p, q) est inversible. La suite
7 est la suite des coefficients du développement en série de ¢(z)/0(z) dans le disque {z : |z| < 1}.

La preuve de ce théoreme est tout a fait analogue a celle du théoreme 1.9. Remarquons que la
notion d’inversibilité, comme celle de causalité, est bien relative au modele ARMA(p, ¢) lui-méme et
pas uniquement au processus X; comme le montre ’exercice suivant.

Exercice 1.2

Soit X; un processus stationnaire au second ordre solution de I'équation de récurrence (1.41) ou le modele
ARMA (p, q) correspondant est supposé sans zéro commun mais pas nécessairement inversible. Montrer qu’il
existe un bruit blanc Z, tel que X; soit solution de

¢(B)Xt = é(B)Zt

ot le modele ARMA(p, ¢) défini par ¢1,...¢, et 6,,. ..0~q est inversible (indication : considérer des facteurs
passe-tout).

Un modele ARMA(p, q) est causal et inversible lorsque les racines des polynéomes ¢(z) et 6(z) sont
toutes situées a ’extérieur du filtre unité. Dans ce cas, X; et Z; se déduisent mutuellement 'un de
Iautre par des opérations de filtrage causal, la réponse impulsionnelle de chacun de ces filtres étant a
phase minimale (c’est a dire inversible causalement).

Densité spectrale d’un processus ARMA (p, q)

Théoréme 1.11 (Densité spectrale d’'un processus ARMA(p, q)). Soit X; un processus ARMA(p, q)
(pas nécessairement causal ou inversible) défini par ¢p(B) Xy = 0(B)Z; ot Zy ~ BB(0,02) et ot 0(z) et
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@(2) sont des polynomes de degré q et p n’ayant pas de zéros communs. Alors X; posséde une densité
spectrale qui a pour expression :

_ o LS e ™)

) =
F) 27 ‘1 _ Zgzl (ﬁke_ik/\‘Q

(1.46)
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1.5 Preuves des théorémes 1.4 et 1.5

Théoréme 1.4. Soit {1y }rez une suite telle que Y oo |Ur| < 0o et soit { X} un processus aléatoire
tel que sup,c7 E [|X¢|] < o0o. Alors, pour tout t € Z, la suite :

Yn,t = Z wth—s

S=—n

converge presque surement, quand n tend vers l'infini, vers une limite que nous motons Y; =
Py Vs Xi—s et limy, oo E[|Y, — Yi|] = 0. Si de plus sup, E [Xg(t)] < oo, alors E [Yf] < o0

S=—00
et Y, 1 converge en moyenne quadratique vers Y, c’est a dire que lim,,_,o, E UYn,t — th =0.

Démonstration. Notons pour tout t € Zet n € N, |V, = > 7" ||| Xi—s. La suite {|Y |5+ }n>0 est
une suite de variables aléatoires intégrables. Le théoreme de convergence dominé (see Proposition ?7)
montre que

Jim B (Y]] = E[[Y]]
ot [Y g = >0 [ts]| Xi—s|. Comme,

+n

E(Y[nt = > [¢s|E [ Xe—]] < supE[| X Z sl

S=—n S=—00
on a donc

< 0.

Z |¢8HXt—S‘

S=—00

Par conséquent, il existe un ensemble A € F, vérifiant PA = 1 tel que, pour tout w € A, nous ayons

Z |s]| Xi—s(w)| < 00

S§=—00

Pour w € A, la série de terme générique s — s X;_s(w) est normalement sommable, ce qui implique
que, pour tout w € A, la suite n — Y, ¢(w) converge.

Notons, pour tout w € €, Yi(w) = limsup Y, +(w). w — Yi(w) est une variable aléatoire comme
limite supérieure de variables aléatoires et pour tout w € A, nous avons lim, . Yy (w) = Yi(w) et
donc la suite n — Y, ; converge P-p.s vers Y;.

Remarquons également que la suite n — Y;,; est une suite de Cauchy dans £1(Q, F,P). En effet,
pour tout p > g, nous avons :

p
E[|Yp: — Yol < SUPE [ X¢] s;rl |5 e 0

Fixons € > 0 et choisissons n tel que

sup E[[Y,; — Youl] <
p,g=n
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Par application du lemme de Fatou nous avons alors, pour tout ¢ > n,
E liminf [V, — Yool | = E[[Y; = Youf] <UminfE[[Y,; — Yo,[] <e
p—00 p—00

et donc limsup,_, . E[|Y: — Y;|]] < e. Comme € est arbitraire, nous avons donc limg—oc E[|Yy: — Yi[] =
0. L’inégalité triangulaire
E[[Ye[] <E[]Y: = Youll + E[[Yne]

montre enfin que Y; € £L1(2, F,P). Considérons maintenant le cas o sup;cz E [X?] < 0o. Remarquons
tout d’abord que E [|X,|] < (E [X?])}/? et donc que cette condition implique que supez E [| Xy]] < oo.
La suite m — Y,,, ; est une suite de Cauchy dans £2(€2, F,P). En effet, pour p > ¢, nous avons

2
p p
E [(th - }/;1715)2] =E Z s Xi s = Z ¢j¢kE [Xt—th—k]
s=q+1 Jk=q+1
2
p p
< > WllenlsupE [XF] = supE [X7] | Y |4l
Jy teZ tez P

Comme précédemment fixons € > 0 et choisissons n tel que :

sup E [|Y,; — You*] <e.
p,g=n

Par application du lemme de Fatou, nous avons :

E |liminf(Yy, — Y;.)?| = E [(V; — Yg)?] < UminfE [(Y,, — Yg4)%] <€

p—00 p—00

et donc : limsup,_,,, E [(Yt — Yqyt)Q] < e. Comme ¢ est arbitraire, limsup,_,, E [(Y} — Y;Lt)Q] =0, en
d’autres termes, la suite {Y;+},>0 converge en moyenne quadratique vers Y;. Finalement, nous avons :

E[Y7] <2(B (Y - Ygu)’] + E[Y7]) < o0
et Y} est donc une variable de carré intégrable. |

Théoréme 1.5. Soit {¢} une suite telle quey oo || < 0o et soit {X;} un processus stationnaire
au second ordre de moyenne pux = E [Xy] et de fonction d’autocovariance vx (h) = cov(X¢n, Xt). Alors

le processus Yy = > oo Ps X¢_s est stationnaire au second ordre de moyenne :

py =px > U (1.47)
k=—00
de fonction d’autocovariance :
Yy (h) = Z Z Yiveyx (h+k — ) (1.48)

j=—00 k=—00
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et de mesure spectrale :

vy (d\) = [p(e”)Pry (dN) (1.49)

ot P(e™™) = >k e A est la fonction de transfert du filtre. Enfin lintercovariance entre les pro-
cessus Yy et Xy a pour expression :

Wx(h) = E[(Yern — o) (Xe = px) = Y wvx(h— k) (1.50)

k=—o00

o0
S§=—00

5| E [| X¢—s|]] < 00, le théoreme de Fubini implique

Z wth—s] = Z wsE [Xt—s]

S=—00 S=—00

Démonstration. Comme E [

E

ce qui établit (1.47). Pour la fonction d’autocovariance, notons tout d’abord que, pour tout n, le

processus Yy, = > o s X, est stationnaire au second ordre et que nous avons

n n
cov(Yop, Vagn) = D D dybpyx (b +k — )
j=—mnk=—n
Remarquons ensuite que
cov(Ys, Yiqn) = COV(Yn,t + (Y; — Yn,t)a Yo t+n + (Yien — Yn,t-i—h))

= COV(Yn,tu Yn,t—l—h) + COV(Y} - Yn,tv Yn,t—l—h)
+ cov(Yo i, Yign — Yniqn) Fcov(Ye — Yo 1, Yign — Yo i4n)

=A+B+C+D
L’inégalité :
. 2
var(Yo,e — ¥y) = lim var(Yo - Yp) < 'Zl il ] vx(0)
j=n+

permet ensuite de déduire, quand n tend vers 'infini, les limites suivantes
|B| < (var(Y; — Yn,t))I/Q(Var(yn,tJrh))l/Q — 0
O] < (var(Yin — Ynuen)) 2 (var(Yo)/? — 0
ID| < (var(Yosn — Yogan) /2 (var(Vy — Yo )2 — 0

et donc cov(Ys, Yiyp) = limy o0 cov(Yy, ¢, Yy 145), ce qui démontre I'expression (1.48) 3. En reportant
dans cette expression yx(h) = [; e vx(d)) ot vy désigne la mesure spectrale du processus {X;},

nous obtenons - -
vy (h) = E E ¢j¢k/€i(h+k_j))‘vx(d)\)
I

j=—00 k=—o00

3Nous venons ici de démontrer directement la propriété de continuité de la covariance dans L? que nous verrons
comme une conséquence de la structure d’espace de Hilbert au chapitre 4.
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En remarquant ensuite que

2

> 2 /]|¢j||¢k|VX(d)\)§7X(0) S )

j=—00 k=—00 Jj=—00

nous pouvons appliquer le théoréme de Fubini et permuter les signes somme et intégrale dans l'ex-
pression de vy (h). Ce qui donne :

Yy () :/IeihA > > ijkeik’\e_m:/IeihA|?/)(€_i/\)!2VX(d)\)

j=—00 k=—00

On en déduit que vy (d\) = [1(e~*)|?vx (d)). Pour déterminer I'expression de l'intercovariance entre
les processus entre les processus Y; et Xy, il suffit de noter |cov(Yiin, X¢)|? < 1 (0)yx(0) < +oo et
que :

n
E [(Yirn — py)(Xe = px)] = lim cov(Yoein, Xe) = lim D rcov(Xepn—rXe)

k=—n

= Y tiyx(h—k)

k=—00

Ce qui conclut la preuve. |
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Chapitre 2

Estimation de la moyenne et des
covariances

2.1 Estimation de la moyenne

Soit {X;} un processus aléatoire & temps discret stationnaire au second ordre, de moyenne E [X;] =
i, et de fonction d’autocovariance y(h). On suppose avoir observé n échantillons consécutifs X, ... X,
du processus. L’estimateur de p que nous considérons est la moyenne empirique définie par :

1 n
by = — X 2.1
Hn n ; t ( )
On constate tout d’abord que fi,, est un estimateur sans biais de la moyenne p car
1 n
E [fin] = - Y EX]=p (22)
=1

du fait de la stationnarité. Le risque quadratique de ’estimateur, qui mesure sa dispersion autour de
la valeur inconnue p de la moyenne, a pour expression

R(fin,p) =E [(ﬂn - N)Q]

n o n n o n n—1
S IE AT EES 3 RIEREE D Sl (-3 FONES)
s=1 t=1

s=1 t=1
D’ou la proposition suivante :

Proposition 2.1. Soit {X;} un processus stationnaire au second ordre de moyenne p et de fonction
d’autocovariance y(h) avec Y |y(h)| < oo. Alors, fi, =n~1 Y7 | X vérifie

e}

lim nE [(in — p)?] = 20£(0)  od f(A) = N(r)e i (2.4)

n—>00 C 2pi
T=—00

c’est & dire que [i, converge en moyenne quadratique vers u, d la vitesse \/n. De plus limy, o fin, = 1t
P-p.s.
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Démonstration. Lorsque y(h) est absolument sommable, le théoreme de la convergence dominée ap-
pliquée a (2.3) montre que

n—00 n—00
h=—00

lim nR(inp)= 3 lim ( —'Z) ()= 3 (k) = 20 £(0)

h=—o00

o f(A) = (2m)7 1302 y(h)e ™ est la densité spectrale du processus {X;}. La preuve de la
convergence presque stre de fi,, est traitée par 'exercice ?7. |

Cette proposition montre que la loi des grands nombres, établie classiquement pour des variables
aléatoires indépendantes, est également valable pour un processus stationnaire au second ordre, du
moment que la fonction d’autocovariance décroit suffisamment rapidement a ’infini. Sous cette condi-
tion, il est possible d’estimer la moyenne a partir d’une seule réalisation de celui-ci. La proposition 2.1
nous donne acces a la valeur limite de [(\/ﬁ(/}n — u))Q] . Cependant pour construire des intervalles de
confiance pour les parametres estimés (cf. définition A.27) ou pour tester des hypothéses concernant la
valeur des parametres (voir définition A.28), il est nécessaire d’obtenir un résultat plus précis portant
sur la distribution limite de /n(f, — ). L’obtention de théorémes de type limite centrale pour des
suites de variables aléatoires dépendantes est un sujet délicat, qui a donné lieu a une vaste littérature.
Il n’est bien entendu pas question ici de présenter une théorie générale et nous nous contentons donc
d’énoncer un résultat valable dans le cas de processus linéaire fort. Le fait de devoir émettre une
hypothese aussi contraignante sur la loi du processus dans un contexte ol, en fait, seules les propriétés
au second ordre nous intéressent est bien sur frustrant, mais il traduit la (relative) difficulté technique
d’un tel résultat (la preuve de ce théoréeme est omise).

Théoréme 2.1. Soit {X;} un processus linéaire fort de moyenne pn. On a Xy = p+ > oo VkZi—k
avec Y, |1bg| < 0o et Zy ~ 1ID(0,0%). On pose fi, =n~1 > 7 | Xy. Alors :

Vitlfin — 1) —a N(0,27£(0)) (2.5)
ot £(0) = o2 (0)[2/(27), Y(N) = Z;i_w Vjel?, est la densité spectrale de Xy en 0.

Exemple 2.1 : Moyenne empirique pour un processus AR(1) (fort)
Soit Xy un processus autorégressif d’ordre 1 fort, de moyenne u, solution stationnaire au second ordre défini
par l’équation de récurrence

Xi—p=¢(Xp1—p)+ 2y

ou {Z;} ~1ID(0,02) et |¢| < 1. Nous rappelons que la fonction d’autocovariance d’un processus AR(1) pour
|¢] < 1 est donnée par
2
o K
vx (k) = ¢!
®=1-7

et que la densité spectrale de ce processus a pour expression

0.2

= 7
T 27 |1 — ¢e—“‘\2

Dans ce cas, la variance limite qui intervient dans ’équation (2.5), est donnée par 2w f(0) = o2/(1 — ¢)2.
Cette valeur est a comparer avec la variance de X; donnée par v(0) = 02/(1—$?). On constate que le rapport
27 £(0)/7(0) = (1 + ¢)/(1 — ¢) tend vers 0 lorsque ¢ — —1 et vers +oo lorsque ¢ — 1. Ce qui implique
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par exemple lorsque l'on considére intervalle de confiance asymptotique de miveau 95% pour la moyenne
w donné par [fi, — 1.960n"12/(1 — ¢), fun, + 1.960n~/2/(1 — ¢)] que l’estimation de la moyenne est bien
meilleure (plus précise) que si les données étaient iid lorsque ¢ est proche de —1. Inversement, lorsque ¢ est
proche de 1, lintervalle de confiance est beaucoup plus large, c’est a dire l’estimation est significativement
moins précise, pour un nombre n d’échantillons comparable, que si les données étaient indépendantes. Cette
constatation somme toute assez logique est a mettre en rapport avec l'allure des trajectoires représentées sur
la figure 1.11.

2.2 Estimation des coefficients d’autocovariance et d’auto-
corrélation

Considérons a nouveau un processus { X; } stationnaire au second ordre, de moyenne p et de fonction
d’autocovariance y(h) supposée de module sommable. Pour estimer la suite «(h), nous considérons les
estimateurs, dits de covariances empiriques, définis par :

—1 ~—~n—|h| N N .
n (X — X — silh|<n-—1
'%L(h) _ { thl ( t+|h| :un)( t :un) : ’ ’ = (26)
0 sinon
ol fi, = n! > iy X¢. Remarquons que le nombre d’observations, dont nous disposons, étant

précisément égal a n, il n’existe pas de paires d’observations séparées de plus de n — 1 intervalles
de temps et donc Iexpression (2.6) ne permet pas d’estimer les valeurs de y(h) pour |h| > n. De plus,
lorsque |h| est proche de n, il est clair que I'estimateur (2.6) de la covariance n’est pas fiable, dans la
mesure ol on ne dispose que de peu de paires d’observations (X, Xty h|), ce qui implique que Deffet
de moyennage statistique ne peut pas jouer. La partie la plus utile de la fonction d’autocovariance
empirique est celle qui correspond au valeurs du décalage h significativement plus faibles que le nombre
d’observations n. A échantillon fini, 4, (h) est un estimateur biaisé de v(h). Un calcul simple montre
par exemple que

(n—1)
B0 =10 - 2 (1-5)a0
k=—(n—1)

Toutefois on peut montrer que, pour tout h, I'estimateur donné par (2.6) est asymptotiquement sans
biais dans le sens ou limy, .o E [¥n(h)] = v(h) & la vitesse 1/n. Une propriété importante de cet
estimateur est que la suite 4, (h) est de type positif. En effet, si on définit le périodogramme par!

n 2

Z(Xt _ ﬂn)efit/\

t=1

L) = —

21

(2.7)

Par construction, I,,(\) est une fonction positive pour A € [—m, 7]. Par ailleurs,

s ; 1 n n . R 1 4 ‘ —tts ~
[ e an= 13S0 )X =y [ =5 (h)

- t=1 s=1 i

Par conséquent, d’apres le théoreme d’Herglotz 1.3, la suite 4, (h) est de type positif.

1Le périodogramme joue un réle fondamental pour I'estimation de la densité spectrale étudiée au chapitre 3.
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Propriété 2.1. Si 4,(0) > 0 alors, pour tout p < n, la matrice f‘n,p définie par

':Yn(o) '?n(l) e ’:Yn(p - 1)
fn _ 'Vn:(l) ’7n(0) T 'Vn(p - 2) (2.8)
An(p—1) Anlp—2) - An(0)

est de rang plein et est donc inversible.

Démonstration. La suite 4, (h) est de type positif, 4,(0) > 0 et 4, (h) tend vers 0 quand n tend vers
I'infini. On en déduit, d’apres la propriété 1.5, que, pour tout p, la matrice est inversible. |

L’estimateur dit “non biaisé¢” de la fonction d’autocovariance obtenu en remplacant n~! par

(n — |h|)~! dans I'expression (2.6) ne possede pas cette propriété. Ajouté au fait que ces deux esti-
mateurs sont asymptotiquement équivalent, I’estimateur non biaisé présente peu d’intérét dans le cas
des séries temporelles. Les coeflicients d’autocovariance empiriques interviennent quasiment dans tous
les problémes d’inférence statistique portant sur les processus stationnaires. A l'instar de la moyenne
empirique, il est donc indispensable de disposer de résultats concernant leur distribution. Cependant,
méme pour les modeles de processus les plus simples, il est en général impossible de préciser la distri-
bution exacte de la suite de variables aléatoires 4,(0), ..., (k) & n fini. Nous ne considérons ici que
des résultats asymptotiques concernant la distribution limite jointe de 45,(0),...,9,(k), pour k fixé,
lorsque n tends vers U'infini. Il s’avere que le résultat le plus simple a utiliser (dans le cas général) est
celui qui concerne la fonction d’autocorrélation empirique plutot que la covariance. On rappelle que
les coefficients d’autocorrélation sont définis par

o) = 21

7(0)

et qu’ils vérifient |p(h)| < p(0) = 1 (cf. paragraphe 1.2). On définit les coefficients d’autocorrélation
empiriques par

pu(h) = (2.9)
ou 4(h) est donné par (2.6).
Théoréme 2.2. Soit {X;} un processus linéaire défini par Xo—p =Y oo VsZp—s avec Yy |1hs| < 0o.
On suppose que Z; ~ 1ID(0,0?) vérifie B [Z}] < co. Pour k > 1, on note p, = (pn(1),...,pn(k))",
p=(p(1),....,p(k))T et W la matrice de dimension k x k définie, pour 1 < £,m < k, par ’élément :
o0
Wom = (p(s + ) + pls — €) — 20(5)p(0)) (p(s +m) + p(s — m) — 2p(s)p(m) (2.10)
s=1
Alors :
ViBy — ) —a N (0, ) (2.11)
Il est remarquable de noter que la distribution des coefficients d’autocorrélation ne dépend pas
des moments du processus Z; (on a uniquement supposé que Z; ~ IID(0,0?) avec un moment du

4eme ordre fini). Comme dans le cas du théoréme 2.1, on constate qu'il est nécessaire d’admettre des
hypotheses relativement fortes pour garantir ce résultat dont nous omettons la démonstration.
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Exemple 2.2 : Bruit blanc fort

Soit {X;} ~ 1ID(0,02). Dans ce cas p(h) = 0 pour tout h # 0 et la matrice de covariance asymptotique W
est égale a la matrice identité. L’expression (2.11) montre que, pour n suffisamment grand, les coefficients
d’autocorrélation empiriques pn(1),-- -, pn(k) sont indépendants, gaussiens de moyenne nulle et de variance
égale a 1/n. On en déduit que, pour tout h # 0 :

P—1.96n"12 < pp(h) < 1.96n" % ~ 0.95 (2.12)

Ce résultat peut étre utilisé pour tester l'hypothése que les valeurs observées sont celles d’un bruit blanc fort.
En effet si pn(1) sort de Uintervalle (—1.96n~1/2,1.96n='/2), alors on peut, avec confiance, rejeter une telle
hypothese. Nous avons représenté figure 2.1 les 60 premiers coefficients d’autocorrélation empiriques d’un
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F1G. 2.1 — Fonction d’autocorrélation empirique pour un échantillon de bruit
blanc fort, gaussien, centré, de variance o® = 1 et de longueur n = 500. Les
droites en pointillé représentent la plage asymptotique autour de la vraie valeur
p(h) =0, plage ot il y a 95% de chance de trouver py(h).

échantillon de longueur n = 500, d’un bruit blanc fort, gaussien, centré, de variance o> = 1. A partir de la
formule (2.12), nous avons reporté 'intervalle asymptotique [—1.96n_1/27 1.96n‘1/2] autour de la vraie valeur
p(h) =0 ou il y a 95% de chance de trouver py,(h) sous Uhypothése que l’observation est un bruit IID. Sur
la réalisation considérée, cette hypothése est trés vraisemblable puisque seules quelques valeurs, sur les 60
coefficients empiriques calculés, sortent de cet intervalle. Ce type de tracé ou l'on représente les coefficients
d’autocorrélation empiriques ainsi que la limite de la zone crédible (& 95% par exemple) pour les estimateurs
correspondants dans le cas du bruit blanc (fort) est trés classique dans le domaine des séries temporelles ot
il est désigné sous le nom de corrélogramme. Il permet de détecter visuellement les décalages temporels pour
lesquels Uhypothése de décorrélation n’est pas admissible (comme dans le cas de la figure 2.2 par exemple).
1l ne constitue cependant pas un test formel du caractére blanc dans la mesure ot il ignore les éventuels
effets conjoints concernant plusieurs décalages temporels. Un test de blancheur suggéré par 2.11 consiste par
exemple o vérifier que la valeur de Zle pn(1)? correspond bien a une valeur inférieure ¢ 95% pour la fonction
de répartition de la loi £ du chi carré a k degrés de liberté.

Exemple 2.3 : Processus MA(1)
On considére le processus MA(1) défini par Xy = Zy+601Z,—1 ot Zy est un bruit blanc fort, centré, de variance
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o2. Ici, la suite des coefficients d’autocorrélation est donnée par :

1 pour h =20
61
p(h) = TG% pour |h| =1
0 pour |h| > 2

On en déduit, d’aprés (2.10), que les éléments diagonauz de la matrice de covariance de la distribution limite
des coefficients d’autocovariance empiriques ont pour expression :

W, 1—3p%(1) +4p*(1) pour |h|=1
T 14 2p(1)2 pour |h| > 2

)

Par conséquent la zone crédible a 95% pour les coefficients d’autocorrélation empiriques sont donnés, pour
h=1, par :
pn(1) € [,;(1) —1L96W P02 (1) + 1.96W11/12n—1/2}

et, pour h > 2, par :
pulh) € [—1.96W§/22n—1/2 + 1.96W§/22n—1/2}

Notons ici que ces régions dépendent, par lintermédiaire de p(1), de la quantité a priori inconnue 1. Nous
avons représenté figure 2.2 les 60 premiers coefficients d’autocorrélation empiriques d’un échantillon de lon-
gueur n = 500 d’un processus MA(1) défini par 64 = —0.8 et ¢ = 1. Les traits en pointillé représentent
les bornes asymptotiques autour des vraies valeurs au niveau 95%. Pour une réalisation particuliére, nous

0 l._-.-_--__.-I_I-_.I-I----I_-l.-__l_ll_ll—l. -_l_.l--.u

—0.58 |

0 10 20 30 40 50

F1a. 2.2 — Fonction d’autocorrélation empirique d’un échantillon de longueur
n = 500) d’un processus MA(1) pour 8, = —0.8 et donc p(1) = —0.4878. Les
traits en pointillé représentent les plages ot il y a 95% de chance de trouver
pn(h) sih > 2.

avons obtenu pp (1) = —0.4924. Cela permet d’affirmer avec une grande confiance que le processus n’est pas
un bruit blanc car cette valeur est trés en dehors de la plage +1.96n~"2 = £0.0877 correspondant & I’hy-
pothése que Xy soit un bruit blanc (cf. exemple 2.2). D’autre part, les résultats reportés figure 2.2 montrent
que Uhypothese que le processus observé est MA(1) de paramétre 61 = —0.8 est vraisemblable. En effet, les
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coefficients d’autocorrélation empiriques sont clairement a lintérieur des plages théoriques déduites du calcul
asymptotique.

Exemple 2.4 : Processus autorégressif fort d’ordre 1
On considere le processus aléatoire Xy défini par :

Xt =X 1+ 2
ot {Z;} ~TID(0,02) et ot |¢p| < 1. La fonction d’autocorrélation d’un tel processus est donnée par p(h) = ¢"
et les éléments diagonaux de la matrice de covariance W sont donnés par

h S
Win =Y (@™ =¢™)2+ > ¢""(0" —¢")’

m=1 m=h-+1
=(1—¢"")(1+¢*)(1—¢°) " — 2ne*"

Considérons la séquence, de longueur n = 1800, des battements cardiaques représentés figure 1.1 (chapitre 1).
La figure 1.6 qui représente les couples (Xy, Xy—1) suggére fortement la présence d’une relation linéaire
entre les variables X; et Xy 1 et invite donc a tester la validité d’un modéle autorégressif d’ordre 1. Pour
estimer le paramétre ¢ du modéle autorégressif, une méthode naturelle, compte tenu de l'allure de la fonction
d’autocorrélation de ’AR(1), consiste & utiliser comme estimateur ¢, = pn(1) qui donne ¢, = 0.966. Pour
tester la validité du modéle, deuz solutions s’offrent a nous : (i) tester que les résidus de prédiction donnés
par Zy = X, —ﬂn—én(Xt_l —fin) sont compatibles avec un modéle de bruit blanc, (ii) vérifier directement que
les coefficients d’autocorrélation empiriques sont compatibles avec ceux d’un modéle AR(1). Les résidus de
prédiction sont reportés figure 2.3 et la fonction d’autocorrélation de ces résidus figure 2.4, ot nous avons aussi
indiqué les bornes de la zone crédible a 95% pour le bruit blanc avec un nombre d’observations n = 1800.
Les corrélations empiriques, en particulier pour h = 2, sont significativement a ’extérieur des intervalles
de confiance du bruit blanc, ce qui conduit o rejeter le modéle de bruit blanc pour les résidus et donc le
modeéle autorégressif d’ordre 1 pour les observations. Les résultats de ’analyse de la suite des coefficients
d’autocorrélation empiriques du processus et des zones crédibles a 95% sous Uhypothése d’un modéle AR(1)
avec ¢ = 0.966 sont reportés figure 2.5. On observe que les premieres valeurs des coefficients de corrélation
sont nettement a lextérieur de cette zone, ce qui contribue ici encore a rejeter le modéle AR(1).
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F1G. 2.3 — Série des battements cardiaques : Résidu de prédiction Z, = (Xe—
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F1a. 2.4 — Série des battements cardiaques : coefficients d’autocorrélation em-

piriques des résidus de prédiction 7, = (Xe — fin) — q’A)n(Xt,l — fin) et zones
crédibles a 95% pour le bruit blanc (n = 1800).
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Chapitre 3

Estimation spectrale non paramétrique

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes intéressés a l’estimation de la fonction d’autocova-
riance. Dans certaines applications, il est plus pertinent d’essayer de modéliser la densité spectrale,
qui décrit la fagon dont 1’énergie du processus se répartit en fréquence. L’information spectrale est
souvent plus riche et plus facile a interpréter que la fonction d’autocovariance, révélant des structures
(par exemple, cycles ou pseudo-cycles) qui ne sont pas directement visibles sur la forme d’onde ni
meéme sur la suite des corrélations. Pour nous en convaincre considérons I'exemple de la forme d’onde
représentée figure 3.1. Il s’agit d’un segment d’environ 40 millisecondes extrait d’un enregistrement
d’un son produit par un harmonica. La forme d’onde est complexe, reflétant les deux caractéristiques
essentielles du signal produit par cet instrument : des composantes cycliques liées aux vibrations des
lames métalliques modulant de fagon quasi-périodique le flux d’air et un bruit de friction. La fonc-
tion d’autocorrélation, que nous avons représentée a gauche figure 3.2, révele en effet des structures
temporelles complexes mais cette représentation n’est pas apte a réellement mettre en évidence la
présence de (pseudo)-cycles. Ceux-ci apparaissent, par contre, clairement quand on observe le module
de la transformée de Fourier du signal (a droite figure 3.2). Cette représentation fréquentielle n’est
toutefois pas tout a fait satisfaisante, car elle est tres “bruitée”, ce qui rend difficile son interprétation.
Cette variabilité est simplement la traduction, dans le domaine de Fourier, de la variabilité que nous
observons dans la forme d’onde. L’objet de ce chapitre est de trouver une méthode d’estimation

spectrale qui, tout en préservant les structures cycliques, soit capable de lisser les fluctuations.

3.1 Le périodogramme

Nous supposons dans cette partie que {X;} est un processus stationnaire au second-ordre de
moyenne g et de fonction de covariance y(h) = E[(Xyyn — p)(X; — p)] absolument sommable :
> v(R)] < oo. Sous ces hypotheses, le processus { X;} admet une densité spectrale donnée par :

o0

1 o—ihA
~gr 2 e
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F1a. 3.2 — A gauche, suite des 40 premiers coefficients de corrélation du signal
représenté figure 3.1. A droite, transformée de Fourier (en dB) de ce signal
(fréquence en Hz).
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Pour estimer la densité spectrale de {X;}, il est naturel de s’intéresser au périodogramme, défini
comme le module au carré de la transformée de Fourier discrete des observations { X1, Xo, -+, X,,} :

Z Xye A (3.1)

LX) = ldn () ot dyy (Ag) =
27Tn

ou A\, = 2wk /n sont les fréquences de Fourier. Remarquons ici que la relation :

n—1
Zefit/\k =0 pour M\, = 27‘(‘]{:/71 et k € {17--'7(n_ 1)}
t=0

montre que le périodogramme aux fréquences de Fourier \;, non nulles modulo 27, est invariant par
ajout d’une constante. Le périodogramme a été introduit par Sir Arthur Schuster (1898) pour étudier
les “périodes cachées” apparaissant dans la série de taches solaires. L’analyse spectrale des séries tem-
porelles s’est ensuite considérablement développée avec I’apparition de moyens de calculs performants,
et la découverte d’algorithmes de transformée de Fourier rapides (voir Brillinger, 1981).
Malheureusement nous allons voir dans la suite que le périodogramme n’est pas un “bon” estimateur
de la densité spectrale, dans le sens ou cet estimateur n’est pas consistant (il ne converge pas vers la
vraie densité quand n tend vers 'infini). Néanmoins, il est & la base de la construction de la plupart
des estimateurs de densité spectrale.

Rappelons tout d’abord que, comme nous I’avons déja noté dans le chapitre 2 (voir expression (2.7)),
le périodogramme est aussi égal a la transformée de Fourier discrete de la suite des coefficients d’au-
tocovariance empiriques. En effet partant de :

n—|h|

F(h) =n"" Y (Xe = fin) (Xegpn) = fin) 00 g =7n"" Y X,
t=1 t=1
on vérifie aisément que
1
IX - An 2 2
X(0) = 5 nlil (32)
n—1

1 . .

IX(\) = 5 . g( 1)fy(h) exp(—ih\;) pour A\g # 0 (3.3)

Pour estimer la densité spectrale fx(A) & toutes les fréquences, il est pratique d’étendre le
périodogramme pour les valeurs de fréquences normalisées ne coincidant pas avec les fréquences de
Fourier. Ceci peut étre fait de différentes manieres ; nous suivrons 'extension adoptée par Fuller (1976)
qui consiste a définir le périodogramme comme la fonction constante par morceaux donnée par :

X0 IX(A) st Me—7m/n<A<A+7/n et 0<A<m (3.4)
IX(=)\) si —T1<A<0 .

Par construction, cette définition garantit que le périodogramme est une fonction paire, qui coincide
avec I’équation (3.1) aux fréquences \;, = 27k/n. De facon plus concise on peut alors écrire que :

LY (N = I} (9(n, \)
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ou g(n,\) désigne, pour A € [0,7], le multiple de 27/n le plus proche de X et, pour A € [—,0),
g(n,\) = g(n,—\). La proposition suivante établit que le périodogramme est asymptotiquement sans
biais.

Théoréme 3.1. Soit {X;} un processus stationnaire de moyenne u et de fonction d’autocovariance
~v(h) absolument sommable. Alors quand n — +oo on a :

B [1X(0)] ~ pomi® — 1x(0)

et E[IX(N)] — fx(A\) pour A#0
Démonstration. Remarquons que, pour A # 0, on a :

(n—1)

E [Ii((g(n, A))] = i Z <1 — W) v(T)e_ihg(”’A)

2 n
h=—(n+1)

Posons 7, (h,A) = (2m) Iy, (h)(1 — |h|/n)y(h)e~"9(N)  Nous avons |yn(h,A)| < |y(h)| et
lim,, o0 Y (R, ) = y(h)e~"*. On conclut en appliquant le théoréme de convergence dominée. |

Pour comprendre les propriétés statistiques du périodogramme, nous allons tout d’abord nous
intéresser a la distribution statistique du périodogramme d’un bruit blanc fort, c’est-a-dire d’une suite
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, de moyenne nulle et de variance
finie.

Théoréme 3.2. Soit {Z;} une suite de variables aléatoires i.i.d., de moyenne nulle et de variance
02 < 0o. Sa distribution spectrale a pour densité fz(\) = o2 /2x.

1. Soient 0 < wy < ... < wy, < 7, m fréquences fives. Le vecteur aléatoire [I7(w1), -+ , 17 (wm)]
converge en loi vers un vecteur de variables aléatoires indépendantes, distribuées suivant une loi
exponentielle, de moyenne o /2.

2. Supposons que E [Zf] < 00, alors :

Var{IZ()\k)} _ 2f§()\k) + ke/dm®n A, € {0, 7} (35)
" f2(k) + ka/Am®n 0< A <

et cov{IZ(\), IZ(\e)} = ka/ATn  pour N # A (3.6)

ot A\, = 2mk/n sont les fréquences de Fourier et ot k4 est le cumulant d’ordre 4 de la variable
Zy défini par :
ke =E [Z] — 3(E [Z}])?

3. Supposons que les variables aléatoires Z; soient gaussiennes. Alors kg = 0 et, pour tout n, les
variables aléatoires IZ(\y)/fz(N), k € {1,---,(n — 1)/2} sont indépendantes et identiquement
distribuées suivant une loi exponentielle’ de moyenne 1.

!Cette loi a pour densité p(u) = e “I(u > 0).
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Démonstration. Elle est donnée en fin de chapitre. |

La relation (3.5) du théoreme 3.2 montre que la variance de l’estimateur du périodogramme ne tend
pas vers 0 lorsque le nombre d’échantillons tend vers l’infini. Le périodogramme est bien un estimateur
asymptotiquement sans biais de la densité spectrale du bruit blanc, mais n’est pas consistant. On
voit méme que \/var(IZ()\)) est de Pordre de o2 et donc les fluctuations autour de la vraie valeur
sont de l'ordre de grandeur de ce que I'on cherche a estimer. C’est ce que montre la figure 3.3 ou
nous avons représenté le périodogramme en dB d’un bruit blanc pour différentes valeurs de n. On
observe sur ces réalisations qu’a certaines fréquences de Fourier les écarts avec la vraie valeur o2 /27
restent trés importants méme lorsque n augmente. Nous avons aussi reporté (droite en pointillé) le
seuil de confiance & v = 90% de la loi asymptotique de Ip,(Ax)/fz(Ax). Ce seuil a pour expression
s = —log(l — a).

n= 64 n=128
_:; NAAAA L D _\/A_ _1: T Ty xVA_u_ i
UK I T

-20 -20
=305 - ~305 -

Fi1c. 3.3 — Périodogramme en dB d’un bruit blanc de variance 1 en fonction
de la fréquence X € (0,7), pour différentes valeurs de n. La droite en trait plein
représente la densité spectrale théorique /2 et la droite en pointillé le seuil

de confiance a 90%.

Partant du théoreme 3.2, valable pour les processus i.i.d., nous allons voir qu’il est encore possible
d’étendre ce théoreme & la classe plus large des processus linéaires forts centrés dont nous rappelons
la définition.

Définition 3.1 (Processus linéaire fort). Le processus {X;} est linéaire fort, s’il existe un bruit blanc
fort Zy ~ IID(0,02) et une suite de coefficients {1y, }rez absolument sommable telle que :

X = Z (P (3.7)

k=—o0
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On rappelle que X; est stationnaire au second ordre, que E [X;] = 0 et que sa densité spectrale est

donnée par :

J2

fx(N) = o lp(e™)P (38)

Le théoréme 3.3 montre qu’il existe une relation analogue & (3.8) entre le périodogramme IX()\) du
processus {X;} et le périodogramme IZ()\) du bruit blanc fort {Z;} qui définit X;.

Théoréeme 3.3. Soit {X;} un processus linéaire fort. Supposons que Zjoi_oo Wj”j‘lﬂ < oo et que
E [Z}] < 00. On a alors :
Ly (M) = [(e” ™) PL7 (Ak) + Ra(Ar)

ot le terme Ry (A\y) vérifie? :

[I1R. ()] = O(n™)

max E
ke{l,,[(n=1)/2]}
Démonstration. Elle est donnée en fin de chapitre. |

On comprend alors qu’en utilisant 1’ “approximation” donnée par le théoreme 3.3 on puisse étendre
le théoreme 3.2 aux processus linéaires forts.

Théoréme 3.4. Soit {X;} un processus linéaire défini par :
o0
Xi= > Zix
k=—o0

ot {Z} est un bruit blanc fort IID(0,02) vérifiant E [Z}] < co. On suppose que 3. |k|Y/2|x| < oo
et que Y(e™) =", Yre** £ 0. On note :

2 2
o .
) = 2= [u(e™)]

1. Soient 0 < w < -+ < wy < @, m fréquences fixes. Le wvecteur aléatoire
[IX(w1)/fx(w1), - X (wm)/ fx (wm)] converge en loi vers un vecteur de variables aléatoires
indépendantes, distribuées suivant une loi exponentielle, de moyenne 1.

2. On a :

212 Ak —|—On’1/2 A, € {0,
oy < | 2RO0HO07) e (0.1}
%) +0m™ 12 o< <
cov (I (N), Iy (A)) = O(n™h) Xy # Xy
Démonstration. La preuve est une conséquence directe des théoremes 3.3 et 3.2. |

2Notation : O(n~%) désigne une suite dépendant de n qui vérifie, quand n — oo, O(n"%)/n~* — ¢ # 0 et o(n~%)
vérifie o(n™*)/n"% — 0.
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En conséquence, comme pour le bruit blanc fort, la variance du périodogramme d’un processus
linéaire fort est, a une fréquence de Fourier, de I'ordre de grandeur du carré de la densité spectrale
a cette fréquence. La figure 3.4 illustre ce résultat : elle montre le périodogramme, évalué sur 1024
échantillons, d’un processus AR(2) gaussien. L’écart-type du périodogramme est proportionnelle a la
densité spectrale, ce qui rend bien entendu l'interprétation du périodogramme difficile. Le théoreme
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F1a. 3.4 — Périodogramme pour un AR(2) de paramétres [1,—1,0.9] et 0% =1
calculé sur n = 1024 échantillons, en fonction de la fréquence A € (0, ).

3.4 implique qu’asymptotiquement les variables aléatoires [I,(A1), ..., In(An/2)] se comportent comme
un tableau de variables indépendantes distribuées marginalement comme W fx (A;) ou W suit une loi
exponentielle. Il s’agit donc d’une structure de bruit de type multiplicatif, ou le parametre d’intéreét,
a savoir la densité spectrale, est multipliée par le “bruit” W. L’application d’une transformation
logarithmique conduit naturellement a une structure de bruit additif : asymptotiquement le log-
périodogramme est égal a la log-densité spectrale observée dans un bruit approximativement additif
et de variance constante. Figure 3.4, nous avons représenté le spectre évalué en dB ainsi que l'intervalle
de confiance & a = 90% de la loi asymptotique de I.X (\g)/fx(A\x) soit :

lim P (LX) fx(M\g) > el =1-e“=a

qui donne ¢ = —log(1 — a).

3.2 Estimateur a noyau

Nous présentons ici une technique permettant de construire un estimateur non paramétrique de
la densité spectrale, I'estimateur a noyau. Cette approche, qui effectue un lissage du périodogramme
en fréquence, exploite les propriétés du périodogramme que nous avons mises en évidence dans le
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F1G. 3.5 — Périodogramme en dB pour un AR(2) de paramétres [1,—1,0.9] et
0% =1 calculé surn = 1024 échantillons, en fonction de la fréquence X € (0, ).
La courbe en pointillé donne le seuil de confiance ¢ 90%.

paragraphe précédent. Nous supposons dans toute cette partie que {X;} est un processus linéaire
fort, satisfaisant les conditions d’applications du théoreme 3.4.

D’apres le théoreme 3.4, a la limite des grands échantillons, les coordonnées du périodogramme
aux fréquences de Fourier Ay = 27k /n sont des variables décorrélées d’écart type o2[1p(e =™ *)[2/(27).
La fonction A — |[¢(e7*)|? est continue, elle varie donc “peu” sur de “petits” intervalles de fréquence.
Ceci suggere de construire un estimateur de la densité spectrale a la fréquence A en moyennant les
coordonnées du périodogramme aux fréquences de Fourier dans un “voisinage” de la fréquence .

Nous appelons un noyau une fonction W : R — R™T satisfaisant les propriétés suivantes :

— W(u) =0 pour |u| > 1, i.e. le noyau a un support compact

— f_ll W(u)du =1 et f_ll uW (u)du = 0,

— W est deux fois contintiment différentiables et W/(—1) = lim,_,_;+ W/(u) = 0 et W/(1) =

lim,_,;- W/(u) = 0.
Soit {by }n>0 une suite décroissante au sens large de réels positifs, satisfaisant
lim b, =0. (3.9)

n—oo

Nous considérons 'estimateur a noyau de la densité spectrale, défini par
X 2 X
X\ = ZW YO = )] IO - (3.10)

Le parametre b, est appelé largeur de bande, i.e. en modifiant b, nous agissons sur la ”largeur” du
noyau b, !W (b, 1-). Nous allons, de facon informelle, caractériser la facon dont le parametre b, influe
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sur la qualité de l'estimateur et essayer de déduire de ce comportement heuristique, des procédures
permettant de choisir de maniere automatique ce parametre. Nous allons tout d’abord étudier le

biais de cet estimateur, a savoir la différence entre la moyenne de I'estimateur E [ 23 (/\)} et fx(A), a

une fréquence A # 0,7 (mod) 27 (pour traiter ces valeurs limites, il conviendrait d’utiliser d’autres
noyaux). En utilisant le théoréme 3.3, nous savons que E [I; (A\¢)] = fx(A\x) +O(n™!). Par conséquent

E[fX0)] =2 ZW A= M) F) + 0
5 /0 Wl = ) ()i + O™

bt
_ / W) fA+ bav)dy — fx () .

—bpl(2m—N)

Ceci montre que lim, . E [ f;f( ()\)} = f(N), i.e. fmb()\) est un estimateur asymptotiquement sans
biais de la densité spectrale f(A). Pour comprendre de fagon plus précise la fagon dont le biais dépend
de la largeur de bande b, nous supposons dans la suite que la densité spectrale fx est deux fois
continiiment différentiable. Nous avons donc, pour tout A € [—7, 7] et v € [—1,+1],

fX()‘ + bny) = fX()‘) + bnf}(()‘)y + %b% Sé()\)y2 + O(b%)

ol le terme o(b2) est uniforme en X et en v. En utilisant le fait que, pour [~ i vW (v)dv = 0, nous
aurons donc, pour tout n tel que —b, (27 — \) < —1 et b, '\ > 0,

1
E[7X 0] = fx ) + 502740 /_1 VAW () + oft2), (3.11)

ce qui montre que le biais de ’estimateur ff (M) est une fonction qui croit comme le carré de la largeur
de bande b,, et qui est proportionnelle a la dérivée seconde de la densité spectrale en A. Notons que
comme nous avons supposé que le noyau a exactement un moment nul, fil vW (v)dv = 0, le biais ne
dépend pas de la dérivée de la densité spectrale f/(\) en \. Il est facile de voir qu’il est possible de
réduire le terme de biais en considérant des noyaux d’ordre supérieur.

Pour comprendre les performances de cet estimateur de la densité spectrale, nous allons évaluer
son biais et sa variance. Pour simplifier 'analyse, nous supposerons dans la suite que la fonction
A — |P(e”™)|? est trois fois différentiable sur [—m, 7] et que la dérivée troisieme est bornée. En
utilisant les résultats du théoreme 3.3 nous avons :

[ ] > Wonn(k) fx (9(n. A) + 27k /n) + O(n™") (3.12)

k|<m

oit fx(A\) = (2m)ta?th(e~)|? est la densité spectrale du processus {X;}. Comme la fonction fy est
deux fois continument différentiables, nous avons, pour |k| < m,

Fx(g(n, A) + 27k /n) = fx(g9(n, N) + fx(9(n, X)(2rk/n) + (1/2) fx (9(n, \)(27k/n)* + Rimn
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nous avons » i<, Winn(k)k = 0, ce qui implique en utilisant (?7?)(ii)

ol Rimn < cmax|f¥(N)|(m/n)3 pour [k| < m. Comme la fenétre de pondération est symétrique,

D Winalk) fx (9(n, A) + 21k /n) = fx(9(n,N) + (1/2) f% (g(n, A)Wino + R

k|<m

N 472 9
ot W =—5 Y EWpn(k)

n
k|<m

et olt | Ry p| < cmax [f¥(N)|(m/n)3. En prenant par exemple la fenétre de pondération rectangulaire,

nous avons W, ,, o m?/n? ce qui montre que le biais de I'estimateur varie comme le carré du nombre
de points de fréquence pris en compte dans le calcul de la moyenne pondérée. Le calcul de la variance
de cet estimateur s’écrit :

B | (X0~ & [xn)]) | = Fon (000 0) + Qo
ol Wm,n = 4%72 Z Wﬁan(k‘)
k| <m

et oll |Qm,n| < cmax]|fi(N)]] > |kj<m W2 . (k)(m/n). On voit ici que la troisitme des conditions (??)
assure que la variance tend vers 0 quand n tend vers l'infini. En s’appuyant encore sur I'exemple
de la fenétre rectangulaire, nous avons W, ,, o 1/m ce qui montre que la variance de l'estimateur
est inversement proportionnelle au nombre de points pris en compte dans le calcul de la moyenne
locale. En conclusion dans le cas d’une fenétre rectangulaire, le parametre m (qui détermine le nombre
de coordonnées de périodogramme moyennées) a un effet néfaste pour le biais et bénéfique pour la
variance de 'estimateur. Le risque quadratique de I'estimateur (qui prend en compte ces deux effets)
a pour expression :

| (Fea) = £500)°| % W) (000 T 4 Wi i, )

Il est naturel de choisir le parametre m de fagon a minimiser ’erreur quadratique moyenne. Dans le
cas ot Wi, n(k) = 1/(2m + 1), cette optimisation peut étre effectuée de facon explicite. Une autre
fenétre couramment utilisée est la fenétre triangulaire définie par :

1 _ 1Kl <
Wi (k) = { (,)n (1 m) pour |kl <m

sinon

Elle vérifie les conditions (??) et présente l'avantage d’assurer au spectre estimé d’étre positif. Les
résultats obtenus avec la fenétre rectangulaire ont un caractére général : I'utilisation de fenétre de
pondération permet d’obtenir un risque qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Ce résultat s’ac-
compagne en général d’'un biais asymptotiquement non nul. En regle générale, la valeur de m, qui
détermine la largeur de la fenétre, doit tendre vers l'infini, quand n — —+o00, mais suffisamment len-
tement pour que le rapport n/m tende aussi vers l'infini. Il faut donc ajouter aux conditions (?7?) la
condition suivante :
m(n) — oo et m(n)/n — 0 quand n — oo

Typiquement on aura m(n) = n® avec 0 < a < 1.
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3.3 Preuves des théoremes 3.2, 3.3

Théoréme 3.2. Soit {Z;} une suite de variables aléatoires i.i.d., de moyenne nulle et de variance
02 < o0,

1. Soient 0 < A1 < ... < Am < T, m fréquences fizes. Le vecteur aléatoire [IZ(\1),--- ,IZ(Am)]

converge en lot vers un vecteur de variables aléatoires indépendantes, distribuées suivant une loi

exponentielle, de moyenne 2.

2. Supposons que E [Zf] < 00, alors :

0'2 2
2 <2 ) + I<L4n_1 A € {0,7}
2

var(IZ(\)) = T (3.13)
o? 4
= + K4m O< X p<m
27
et Amcov(IZ(N;), IZ (M) = kan™ "t pour X\j # Mg (3.14)

ot A\, = 2mk/n sont les fréquences de Fourier et ot kg est le cumulant d’ordre 4 de la variable
Zy défini par :
ke =E[Z{] - 3(E [Z7])?

3. Supposons que les variables aléatoires Z; soient gaussiennes. Alors Ky = 0 et, pour tout n, les
variables aléatoires (4w /a®)IZ(\,), k € {1,---,(n — 1)/2} sont indépendantes et identiquement
distribuées suivant une loi du x? centrée a deuz degrés de liberté.

Démonstration. (i). Notons :

{ aZ () = (1/2mn) 12300 7, cos(Ait)

) ' (3.15)
BE ) = (1/2mn) "2 370, Zysin(Agt)

les parties réelles et imaginaire de la transformée de Fourier discrete de {Z;} aux points de
fréquences A\ = 27k /n. Pour une fréquence arbitraire A, nous avons :

1

I (V) = 5 (a7 (g(n, 2)* + 87 (9(n, X))

Rappelons que si une suite de vecteurs aléatoires Y,, converge en loi vers une variable aléatoire
Y et que ¢ est une fonction continue, alors ¢(Y;,) converge en loi vers ¢(Y'). Il suffit donc de
montrer que le vecteur aléatoire :

(@Z(M), BZ (M), aZ(Am), BZ (Am)) (3.16)

converge en loi vers une distribution normale de moyenne nulle et de matrice de covariance
asymptotique (02 /47) Iz, ol Ia, est la matrice identité (2m x 2m). Nous allons tout d’abord
nous intéresser au cas m = 1. La preuve découle alors du théoreme suivant :
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Théoréme 3.5 (Lindeberg). Soit Uy, out=1,...,n etn=1,2,..., une suite triangulaire de
variables aléatoires centrées de variance finies. Pour tout n, les variables {Uy1,...,Unn} sont
indépendantes. On pose Yy, = > 1 Upy et w2 =Y 1 var(Uy,). Alors si pour tout € >0 :

n

nlinoloz %E [Us,tl(‘Unﬂ > ewy)] =0

t=1 "

on a

Yo wn —q N((), 1)

Soit u et v deux réels quelconques fixés et A € (0, 7). Considérons la variable Y;, = uaZ (g(n, \))+
v3Z(g(n, \)) que nous pouvons encore écrire :

Yo=Y Ups ot Upy= (ucos(g(n, \)t) 4+ vsin(g(n, \)t)) Z

1
V2t

Notons que, pour n fixé les variables aléatoires {Up} sont indépendantes. D’autre part, pour
tout A # 0, on vérifie aisément que :

Zcos2(g(n,)\)t):Zsin2(g(n,)\)t):g et Y cos((g(n, M)t)sin(g(n, M)t) =
t=1 t=1 t=1

Par suite, on peut écrire que :

w; =>4 var(Uny % Z u? cos? M) + v2sin®(g(n, A\)t) + 2uw cos((g(n, A)t) sin(g(n, \)t)))
t=1

1
= E(u2 + v?) = w?

Par suite, en posant ¢y = (Ju| + |v]) /27w, et € = ev/2mwy/(Ju| + |v]), on a :

n

1 n
> —E (U2 X(|Uny| > ewy)] < %0 > R [Z1(|Z| > €vn)] = R [Z71(|Z1] = €'v/n)]
t=1

t=1 "

Le dernier terme tend vers 0 puisque on a E [Z7I(|Z1| > €'v/n)] < E[|Z1]*] /é'v/n et que
E [|Z1]*] < oo puisque E [|Z1]*] < co. La preuve s’étend aisément a un ensemble de fréquences
A, ..., A\p en utilisant la méthode de Cramer-Wold que nous rappelons :

Proposition 3.1 (Cramér-Wold). Soit {V,,}n>0 une suite de vecteurs aléatoires réels de dimen-
sion m. V,, —q W si et seulement si, pour toute suite {\1,--- , A} € R™, la variable aléatoire

Y, = )\lvn,l +- 4+ )\mVn,m —g MW+ A W

(ii). Par définition de IZ(\;), nous avons au premier ordre :

E [IZ(\)] = (2mn) ! f: E[ZsZ) e (=9 = (27r) 162 (3.17)
s,t=1
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(ii).

Au second ordre nous avons :

E[IZ(0)IZ()] = 2mn) ™ Y E[Z.Z1242,) 'Y= Fwlomu) (3.18)

s, tyu,v=1

En utilisant que les variables aléatoires Z; sont indépendantes, centrées, de méme variance o2 et
de moment d’ordre 4 fini et en posant E [Z}] = k4 + 30%, on obtient :

E [ZsZtZuZU] = 5458,t,u,v + 04(5s,t5u,v + 5S,u6t,v + 55,v5t,u) (319)

En portant cette expression dans (3.18), nous avons :

n 2 n 2
E [IZ(\)IZ ()] = @) 2n ey + (21) 20 20" | n? + L I
t=1 t=1
et donc :
cov(IZ(N), IZ(\)) =E [TZO)IZ ()] —E[IZ(O)] E [IZ ()]
= (2m) 20"ty + (200) 220" - RIPYED ST i " - oAt ’
t=1 t=1

ce qui permet de conclure.

Lorsque {Z;} est une variable gaussienne centrée, le vecteur :

Qn= [0 (A1) BI(M) - of(Aa) B7(Na)]

est gaussien comme transformée linéaire d’un vecteur gaussien. Il suffit donc de calculer le
vecteur-moyenne et sa matrice de covariance. Il est facile de vérifier que le vecteur-moyenne
est nul et que, pour 0 < A\;, # \; < 7, nous avons :

E [(of (\))?] = [ﬁZ (Ak)?] = (4m)~!
E [aZ(\e)BZ ()] =
E [aff (A)ai (A))] = [ﬁZwW( ;)] =0
[ag(Ak)ﬁg( ])]

La matrice de covariance est donc 021} /4 ou I, est la matrice identité de taille nn. Par conséquent
les composantes de @Q,, sont indépendantes. Rappelons que :

IZ () = (aZ (M) + (BZ (Mk))?

De I'indépendance des composantes de Q,,, on déduit que les variables aléatoires 17 (\;) sont elles-
méme indépendantes et que 4717 (\;)/0? est la somme du carré de deux variables gaussiennes
centrées, indépendantes, de méme variance 1, dont la distribution de probabilité est la loi dite
du x? a deux degrés de liberté. Ce qui conclut la preuve.

|
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Théoréme 3.3. Soit {X;} un processus linéaire. Supposons que Z?O:—oo|7/)j||j|1/2 < o0 et que
E [Zf] < 00. On a alors :
L () = [w(e™™)PL7 (A) + Ru(Ax)

ot le terme R, (\) vérifie :

max ERn)\ 2:On_13
ke{l,,[(n—1)/2]} (1B (R[] (n™)

Démonstration. Notons respectivement d:X (\) et dZ(\) les transformées de Fourier discretes des
suites {X1, -+, X,} et de {Z1,---,Z,} au point de fréquence 27k/n avec k € {1,...,|(n —1)/2].
Nous pouvons écrire successivement :

dy () = (2mn) 712 Xye

t=1

_ (27T7”L)_1/2 Z wje_i/\kj <Z Zt_je—i)\k(t—j)>
j=—o00 t=1

= (27m)71/2 Z wjeﬂ)‘“ Ze "t
j=—o00 t=1—j

= (2mn) 2 Y e <Z Ze Wt Un,j(Ak)>
j=—o00 t=1

= p(e™™)d7 (M) + Yn(Ar)

oll nous avons posé :

n—j n
Un,j()\k) = Z Zte_v\kt — Z Zte_Mkt (320)
t=1—j t=1
et Yo(Ax) = (2mn) ™2 Y T e MU, 5 (M) (3.21)
j=—o00

On remarque que, pour [j| < n, U, j(Ag) est une somme de 2|j| variables indépendantes centrées de
variance o tandis que, pour |j| > n, Uy, j(Ax) est la somme de 2n variables centrées indépendantes de
variance o2. Par conséquent, partant de (3.20), on a :

E [|Un,;(M)]?] < 20% min(|j],n) (3.22)

ainsi que :

E [|Un,j(AR)|Y] < Cro® (min(|j],n))? (3.23)

ou Cr < oo est une constante. Pour montrer (3.23), il suffit de poser E [Zf] = not et d'utiliser
I'inégalité (3.24) pour p = 4.

3Notation : quand n — oo, O(n~%)/n~% — ¢ # 0 tandis que o(n™*)/n~* — 0.
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Propriété 3.1 (Inégalité de Rosenthal (Petrov, 1985)). Soient (Xi,...,Xp) des wvariables
indépendantes (mais pas nécessairement identiquement distribuées) et soit p > 2. Alors il existe une
constante universelle C(p) < oo telle que :

|

Utilisons & présent (3.23) pour majorer E [|Y;,(A\;)|*]. En adoptant la notation || X ||, = (E [| X |P])1/P
(pour p > 0) on a, d’apres 'inégalité triangulaire (inégalité de Minkovski) | X + Y|, < || X, + Y]l :

p

n p/2 n
< C(p) (ZE [X%]) + ) B[ X5]7] (3.24)
k=1 k=1

n
> X
k=1

sup Ya(Ak)ll4 < sup (2mn) ™2 Y il Ung (M)l
ke{1,|(n=1)/2]) ke{1,|(n-1)/2]) e

D’apres (3.23), [|[Un.;(Me)|la < comin(|j],n)'/2. Par conséquent :

sup 1YaAe)lla < co(2mn)™2 Y7 [oby| ming(j], )"/
ke(1L(n-1)/2]) Pl

Maintenant on peut écrire :

> il min(, )2 < > ]2

j=—o0 j=—o0

Par conséquent ||Y;,(\g)||4 est d'un ordre égal & O(n=1/?).
Nous pouvons & présent exprimer R,(\x) = IX(\x) — [¢(e7™*)|2IZ () en fonction de Y, (A\x) =

dX (\e) — P(e=™)dZ (\y). 11 vient
Ru(Ak) = [h(e™)dl (k) + Yo (Mw)[? = [(e )P L7 (M)
= (e M) d (M) Yu(=Ak) + 9 (€)df (= M) Yo (Mr) + [V (M) P

D’apres l'inégalité de Holder, || XY, < | X|,[|[Y|lgsip™t +¢ =71 En faisant p=g =4 et r = 2,

il vient :

(E [IBa() P2 = | Ra (M) 12 < 22 (051l ) 4l Ya )l + 1Yo (k) lla

D’apres le théoreme 3.2, ||dZ (\)||4 est de I'ordre de o/+/27. Par conséquent ||R,,(\x)||2 est de I'ordre
den 2 et E [|Rn(Ae)[?] = | Rn(Ak)]3 de Pordre de 1/n. Ce qui conclut la preuve. [
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Chapitre 4

Prédiction linéaire. Décomposition de
Wold

4.1 Eléments de géométrie Hilbertienne

Définition 4.1 (Espace pré-hilbertien). Soit H un espace vectoriel sur l’ensemble des nombres com-
plexes C. L’espace H est appelé pré-hilbertien si H est muni d’un produit scalaire :

(50) tx,y EHXH i (z,y) €R

qui vérifie les propriétés suivantes :
(i)' (x7y) = (v, x)*
(i1). (ax + By, 2) = a(z,2) + By, 2)
(iii). (x,x) > 0, l’égalité ayant lieu si et seulement si x = 0.

||| rz e H— /(z,2) >0

définit une norme pour tout vecteur x.

L’application :

Exemple 4.1 : Espace R"
L’ensemble des vecteurs colonmes x = [x1 -+ x,]T, o zx € R, est un espace vectoriel dans lequel la
relation :

n
k=1
définit par un produit scalaire.

Exemple 4.2 : Espace [?(Z)
L’ensemble des suites numériques complezes {xy ez vérifiant > po  |zk|* < oo est un espace vectoriel sur
C. On munit cet espace du produit intérieur :

o0

(@,y) = Y @y < (1/2) D (=l + |wl?) < o0

k=—o00 k=—0c0

On vérifie aisément les propriétés (i-iii) de la définition 4.1. L’espace ainsi défini est donc un espace pré-
Hilbertien, que l’on note 1*(Z).
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Exemple 4.3 : Fonctions de carré intégrable

L’ensemble ‘H des fonctions boréliennes définies sur un intervalle T de R, a valeurs complexes et de carré
intégrable par rapport d la mesure de Lebesque (f € H : [ |f(t)|?dt < o) est un espace vectoriel. Considérons
alors le produit intérieur :

(f.g) € H x H /T F(t)g (1)t

On montre aisément que (f,g) < oo ainsi que les propriétés (i) et (ii) de la définition 4.1. Par contre la
propriété (iii) nést pas vérifiée puisque :

(fif)=07#VteT f(t)=0

En effet une fonction f qui est nulle sauf sur un ensemble de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue, vérifie
(f,f) = 0. L’space H muni du produit (f,g) nést donc pas un espace pré-Hilbertienne. Nous verrons dans
la suite qu’il est possible de lever cette difficulté en considérant les classes d’équivalence des fonctions égales
presque partout.

On montre aisément les propriétés suivantes :

Théoréme 4.1. Pour tout x,y € H X 'H, nous avons :
(1). Inégalité de Cauchy-Schwarz : |(z,y)| < ||z|/|yll,
(ii). Inégalité triangulaire : |[|z|| — |lyll] < [l —yl| < [lzll + [lyll,

(iii). Identité du parallélogramme :
Iz +yl1? + llz = ylI* = 2l|=]|* + 2lly]*

Définition 4.2 (Convergence dans H). Soit x,, une suite de vecteurs et x un vecteur d’un espace H
muni d’un produit scalaire. On dit que x,, tend vers x si et seulement si ||z, — x| — 0 quand n — +oo.
On note z,, — .

Propriété 4.1. Si dans un espace de Hilbert la suite x,, — x, alors x, est bornée.
Démonstration. D’apres 'inégalité triangulaire, on a :
[znll = (zn — 2) + 2| < llzn — || + [|l]]
|

Proposition 4.1 (Continuité du produit scalaire). Soit x,, — x et y, — y deux suites convergentes
de vecteurs d’un espace pré-hilbertien H. Alors quand n — +00 : (zp,yn) — (z,y). En particulier, si
Tn = &, [l — ]

Démonstration. D’apres 'inégalité triangulaire puis I'inégalité de Schwarz, nous avons :

(2,y) = (Tn,Yn) = (& — 20) + Tn, (Y — Yn) + Yn) — (Tn, Yn)
= (x_xnay_yn) + (x_afn,yn) + (xmy—yn)
< |lzn — 2llllyn — yll + |20 — 2l[lynll + lyn — 2|z ]]

Il suffit ensuite d’évoquer la convergence et la bornitude des suites x,, et y,. |
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Définition 4.3 (Suite de Cauchy). Soit x,, une suite de vecteurs d’un espace pré-hilbertien H. On dit
que T, est une suite de Cauchy si et seulement si :

|20 — zm| — 0
quand n, m — 400.

Notons quén vertu de l'inégalité triangulaire toute suite convergente est une suite de Cauchy. La
réciproque est fausse : une suite de Cauchy peut ne pas étre convergente. En voici un contre-exemple :

Exemple 4.4 : Suite de Cauchy non convergente
Soit C([—m,w]) Uespace des fonctions continues sur [—m,7w]. L’espace C([—m,7]), muni du produit
[T f(x)g*(x)dz, est un espace pré-hilbertien. Considérons la suite de fonctions :

n

fulz) = Z % cos(kx)

k=1

Les fonctions fn(x), qui sont indéfiniment continiment différentiables, appartiennent ¢ C(—m, ). Montrons
que cette suite est une suite de Cauchy. En effet, pour m >n, on a :

m

1
e fall? =7 > 25 =0 quand (n,m) —oc
k=n+1

D’autre part on montre aisément que la limite de cette suite foo(x) =Y 7o, k™' cos(kx) = log | sin(x/2)| nést
pas continue et n'appartient donc pas a C([—m,7]).

Définition 4.4 (Espace de Hilbert). On dit qu’un espace vectoriel est complet si toute suite de suite
de Cauchy de H converge dans H. On dit H est un espace de Hilbert si H est pré-hilbertien et complet.

Proposition 4.2 (L?([—7,7],dx)). L’espace des fonctions de carré intégrable pour la mesure de
Lebesgue, définie sur l'intervalle [—m, 7] muni de sa tribu de Borel B([—m, 7]), est un espace de Hilbert.

Définition 4.5 (Sous espace vectoriel). Un sous-espace € d’un espace vectoriel H est un sous-ensemble
de 'H tel que, pour tout x,y € & et tout scalaire o, 3, ax + By € £. Un sous-espace vectoriel est dit
propre si £ £ H.

Définition 4.6 (Sous-espace fermé). Soit £ un sous-espace d’un espace de Hilbert H. On dit que £
est fermé, si toute suite {x,} de &€, qui converge, converge dans E.

Exemple 4.5 : Contre-exemple

Soit L*([—m, m],dx) U'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable pour la mesure de Lebesque sur
[—7,7]. Comme le montre l'exemple 4.4, Uensemble des fonctions continues sur [—m, 7| est un sous-espace
vectoriel de L*([—m, ], dz) mais nést pas fermé.

Définition 4.7 (Sous espace engendré par un sous-ensembe). Soit X' un sous-ensemble de H. Nous
notons span{X'} le sous-espace vectoriel des combinaisons linéaires finies d’éléments de X et span{X'}
la fermeture de span(X) dans H.

Définition 4.8 (Orthogonalité). Deuz vecteurs x,y € H sont dit orthogonaux, si (z,y) = 0, ce que
nous notons x 1 y. Si S est un sous-ensemble de H, la notation x L S, signifie que x L s pour tout
s €S. Nous notons S L T si tout élément de S est orthogonal a tout élément de T .
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Supposons qu’il existe deux sous-espaces A et B tels que H = A + B, dans le sens o, pour tout
vecteur h € H, il existe a € A et b € B, tel que h = a +b. Si en plus A L B nous dirons que H est la
somme directe de A et B, ce que nous notons H = AP B5.

Définition 4.9 (Complément orthogonal). Soit £ un sous-ensemble d’un espace de Hilbert H. On
appelle ensemble orthogonal de £, l’ensemble défini par :

Et={zeH:Vyec& (z,y) =0}

Le théoreme suivant, appelé théoréme de projection, joue un role central en analyse Hilbertienne.
Nous en donnons une démonstration complete en fin de chapitre, et nous encourageons le lecteur a
s’arréter sur cette démonstration pour comprendre ’essence de la construction.

Théoréme 4.2 (De projection). Soit £ est un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H et soit x
un €élément quelconque de H, alors :

(i). il existe un unique élément noté (z|€) € & tel que :

_ — inf llz —
&= (al€)] = inf [}z — w]

(ii). (z|€) € € et ||z — (z|€)]| = infyee ||z — w|| si et seulement si (x|E) € € et v — (z|€) L E.
Démonstration. Elle est donnée en fin de chapitre. |

Proposition 4.3. Soit H un espace de Hilbert et (.
fermé E. On a :

1. Vapplication x € H — (z|€) € & est linéaire :

&) la projection orthogonale sur le sous-espace

Va,B € C, (ax+Byl€) = a(x|E) + B(ylE)

l[* = I(=E)]* + [l — (z[E)]* (Pythagore),
La fonction (.|€) : H — H est continue,
x € & si et seulement si (x|€) = x,

x € EL si et seulement si (z|€) =0,

SRS

Soient £, et £y deux sous espaces vectoriels fermés de H, tels que E1 C Ey. Alors :
Vr € H, ((z|&2)|&1) = (z]&1)
7. Soient &1 et & deux sous-espaces vectoriels fermés de H, tels que €1 L Es. Alors :
Vo € H, (x|&1 ® &) = (x]&1) + (x|€2).
Exemple 4.6 : Projection sur un vecteur

Soit H un espace de Hilbert, C = span{v} le sous-espace engendré par un vecteur v € H et x un vecteur
quelcongue de H. On a alors (z|C) = aw avec a = (z,v)/||v||?. Si on note e =z — (z|C), on a :

\ (z, v)
lell* = ll=[* (L= lloll*) ot p= o avee |p] <1
( ) (]l
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Appliquons ce résultat & H = C* et au vecteur v(\og) de composantes vy = n~/2e*t out € {1,...,n} et
ot la pulsation de Fourier \g € (—m,m). On vérifie que |[v(X\o)| = 1. Soit x = (x1,...,2,)T un vecteur
quelconque de C™. La projection orthogonale de x sur span{v(Ag)} s’écrit av(Xg) avec :

n 1 n
a= E vy = —\/ﬁ E xe” ot
t=1 t=1

qui est la transformée de Fourier a temps discret de la suite x; calculée précisément a la pulsation \g.

Exemple 4.7 : Droite de régression

On est parfois conduit a chercher une relation linéaire entre deux suites de valeurs {z;}1<i<n €t {U1}1<i<n-
Cela revient a trouver la suite gy = a1 + aox: qui s’approche quadratiquement au plus prés de la suite yq.
D’aprés le théoréeme de projection, il suffit déxprimer que le vecteur y € R™ de composantes 4, est la projection
orthogonale de y = (y1,...,yn)T sur & = spanfu,z} ot u= (1,...,1)7 etz = (x1,...,2,)T. Par conséquent
aq et ag sont solutions du systéme de deux équations :

(y— (1 +a2x),1) =0 et (y— (1 +aez)x)=0

s S el = )

Si la matrice est inversible la solution est unique.

qui s’écrit encore :

Exemple 4.8 : Modéele linéaire et méthode des moindres carrés
On considére, pour 1 <t <mn, la suite d’observations :

P
Ty = E ar, i, Ok + 2t
k=1

ot {ak}, avec 1 <k < P,1<t<mnetn>P, sont des valeurs connues. {0} est une suite de parameétres a
estimer et z; est un terme d’incertitude qui modélise par exemple des erreurs de mesure. Avec des notations
matricielles évidentes on peut écrire X = AO+ Z. On note A le sous-espace de R™ engendré par les colonnes
de A. L’estimation, dite des moindres carrés, consiste & trouver 6 qui minimise Z?Zl 22. Ce probléeme peut
alors se formaliser de la facon suivante : déterminer le vecteur de A le plus proche de X. La solution est la
projection orthogonale (X|A) qui, d’aprés le point (i) du théoréme de projection, vérifie :

AT(X — (X]A) =0e AT(X|A) = ATX

On sait que le vecteur (X|A) est unique. Par contre la résolution, par rapport a 0, de I’équation (X|A) = Af
n’a pas nécessairement une solution unique. Elle dépend du rang de la matrice A.
~ Si A est de rang plein P, AT A est inversible et § = (AT A)"YAT X qui est alors unique.
~ Si A est de rang strictement inférieur a P, alors il existe une infinité de valeurs de 0 telle que AT A) =
AT X. Elles différent toutes par un vecteur u de Uespace nul de A défini par Au = 0.

4.2 Espace des variables aléatoires de carré intégrables

Les espaces de Hilbert donnent un cadre théorique pratique pour I’analyse des processus du second-
ordre. Soit {2, F,P} un espace de probabilité. Considérons £2(Q2, F,P) I'espace des variables aléatoires
réelles, de carré intégrable sur {Q, F P}, cést a dire toutes les variables aléatoires réelles vérifiant
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E [X 2] < o0. Il est facile de vérifier que si X et Y sont deux éléments de £2(€2, F,P) alors, pour
tout «, 8 € R, nous avons aX + BY € L2(Q, F,P), et que L?(2, F,P) est un espace vectoriel sur R.
Considérons alors le produit intérieur défini par :

X, Yel’x L2 E[XY]= / X ()Y (w)P(dw)
Q
ainsi que la forme positive :

Xelf?—E2[X?] >0

Bien que cette forme soit positive et vérifie I'inégalité triangulaire, ce nést pas une norme, car la
relation E [X 2] = 0 implique seulement que X = 0 P-p.s. (voir annexe A.1.3), et donc que X peut étre
différent de 0 sur un sous-ensemble de 2 de mesure nulle pour P. Pour lever cette difficulté, considérons
dans £? la relation d’égalité presque stire définie par :

X=YPps)ePlwe: X(w)#Y(w)}=0

On vérifie aisément que cette relation est réflexive, symétrique et transitive, ce qui définit une relation
d’équivalence. Définissons alors L?(2, F,P) comme l’espace quotient de £2(€, F,P) par la relation
d’équivalence définie ci-dessus. Les éléments de L?(Q, F,P) sont & présent des classes d’équivalence.
Soient X et Y deux éléments de L?(Q, F,P) et soient X, X’ deux représentants (éléments) de X et
Y,Y' deux représentants de Y. Nous avons d’apres les égalités presque siires :

EXY]=E [X’Y’]
ce qui nous permet de définir un produit intérieur dans L2(§), F,P) par :
(X,Y)=E[XY]

ol X et Y sont respectivement deux représentants quelconques de X et de Y. A présent le produit
intérieur (X,Y) munit L?(Q, F,P) d’une structure pré-hilbertienne. En effet (X, X) =0 < X = 0.
Dans la suite, pour simplifier 1’écriture, nous noterons de la méme maniere les classes et les
représentants des classes et confondrons X € £2(, F,P) et sa classe d’équivalence X € L?(Q, F,P).
Ainsi nous noterons le produit scalaire dans L?(£), F,P) sous la forme :

(X,Y) =E[XY]

étant sous-entendu que (X,Y) fait référence au produit intérieur dans I’espace quotient.
Le résultat suivant est central.

Proposition 4.4. L’espace L*(Q, F,P) est un espace de Hilbert.

Ce résultat est une conséquence immédiate de la propriété A.10 donnée annexe A.

Définition 4.10 (Convergence en moyenne quadratique). Soit {X,,} une suite de L*(§2, F,P). Nous
dirons que X, converge en moyenne quadratique vers X € L2(Q0, F,P), si et seulement si :

lim || X, — X|| = lim EY2[(X, — X)?)] =0
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Notons ici que E[X] = (X,1). La propriété suivante est alors une conséquence directe de la

continuité du produit scalaire.
Propriété 4.2. Soit {X,,} une suite de L*(Q, F,P) qui converge vers X . Alors E[X] = lim,,_ E [X,,]
et B [X?] = limp, oo E [X2].

Exemple 4.9

Considérons un bruit blanc {Z;}iez, cést-a-dire une suite de wvariables centrées et orthonormées de

L*(Q,F,P). On a E[Z] = (Z,1) = 0 et (Zi, Zs) = 815 pour tout couple (t,s) € Z x Z. Soit {a;} une

suite réelle telle que E@O a? < +o0. Alors la suite :

Xn = Z atZt
t=0

est une suite de variables aléatoires de L?(S),F,P) centrées. Cette suite converge en moyenne quadratique
dans L*(Q, F,P). En effet pour tout m >n :

m
Z CltZt

t=n-+1

2 m m m
= Z Z aras(Zs, Zs) = Z a?

t=n-+1s=n+1 t=n-+1

”Xn - XmH2 =E

Comme Y, a7 < 400, Z;T;M_l a? tend vers 0 quand n,m tendent vers l'infini et X,, est une suite de Cauchy

dans L%(Q, F,P). Elle admet donc, en vertu de la proposition 4.4, une limite dans L*(Q, F,P) que nous notons
X. D’apres la propriété 4.2, E[X] = lim, o E[X,,] = 0 et var(X) = lim,, . var(X,) = 3,5 lac|*.

4.3 Prédiction linéaire

4.3.1 Estimation linéaire en moyenne quadratique

Soient X et {Y3,---,Y,} des variables aléatoires réelles de L?(€2, F,P). On cherche & déterminer

la meilleure approximation de X par une combinaison linéaire des variables Yj. Nous supposons ici
que nous connaissons les quantités p = E[X], v, = E[Y)] ainsi que les coefficients de covariance
cov(X,Yy) et cov(Yy, Yy), pour tout 1 < k, ¢ < p. En pratique, rappelons que nous avons vu chapitre 2
comment il est possible, sous certaines hypotheses, de les estimer “correctement” a partir d’une suite
d’observations.
On considere I'espace fermé de dimension finie ) = span({1, Y7,--- ,Y,}) et on cherche I'élément Y € )
qui minimise la norme de l'erreur déstimation || X — Y||%. Il découle immédiatement du théoréme de
projection que le prédicteur linéaire optimal est la projection orthogonale (X|Y) de X sur ) qui vérifie
(X — (X]Y)) L Y. On en déduit que :

(X = (X9).1) =0 "
(X — (X)), Yr) =0 pour ke{l,---,p}

Ce sont ces (p + 1) équations qui vont nous donner la solution cherchée. En effet (X|)) € ) implique
(Y est de dimension finie) qu’il se met sous la forme (X|YV) = ap+>_,_; ar(Yr—vk). Reste & déterminer

ap,ai, ..., ap. Partant de la premiere expression de (4.1), on obtient :
P
(X —ao— Y ap(Yi — 1), 1) = (X,1) —aog =0 (4.2)
k=1
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qui donne ag = p. En faisant ap = p dans la seconde expression de (4.1), on a alors pour k € {1,...,p} :
P P
(X — U — Zaj(}/}' - I/j),Yk - Vk) = (X — U, Yk — l/k) — Zaj(Y} - Vj,Yk - Vk) =0 (43)
j=1 j=1

qui montrent que {ai,---,ap} sont solution d'un systeme de p équations linéaires & p incon-
nues. Ce systeme d’équations peut se mettre sous forme plus compacte en utilisant la ma-
trice I' = [cov(Yk, Ye)|i<ke<p des coeflicients de covariance de (Yi,---,Y),) et le vecteur v =
[cov(X, Y1), - ,cov(X,Yp)]T des coefficients de covariance entre X et les composantes Yj. Avec ces
notations, le vecteur o = [ay, - - - ,ap]T est solution de I’équation :

Fa =~ (4.4)

Ce systeme linéaire admet une unique solution si la matrice I' est inversible. Notons enfin quén vertu
de l'identité de Pythagore, nous avons :

IX1% = (X + X = (X))
et donc la norme minimale de I'erreur de prédiction a pour expression :
IX = (XIV)IP = 1X]* = (X))

Nous allons a présent appliquer ce résultat a la prédiction d’un processus stationnaire au second-ordre
a partir de son passé immédiat en prenant X = X; et Y = X;_j avec k = {1,...,p}.

4.3.2 Prédiction linéaire d’un processus stationnaire au second-ordre

Soit {X¢,t € Z} un processus stationnaire au second-ordre, de moyenne E [Xy] = p et de fonction
d’autocovariance y(h) = cov(Xp, Xo). On cherche & “prédire” la valeur du processus a la date ¢ a
partir d’une combinaison linéaire des p derniers échantillons du passé {X;_1,---, X;—p}. Ce probleme
est bien entendu un cas particulier du probleme précédent ou nous avons X = X; et Y = X;_g, pour
ke{l,...,p} et ou :

Htfl,p = Span{la thla Xt727 e 7Xt*p} (45)
Formons la matrice de covariance I'y, du vecteur [X;_1,---, X¢—p] :
~(0) 1) v(p—1)]
v(1) (0) (1) '
P, — . . . (4.6)
: v(1)
yp—1) vp-2) - (1) ~(0) |

Cette matrice est dite de Toéplitz, ses éléments étant égaux le long de ses diagonales. Notons 7, le
vecteur [y(1),7(2),---,v(p)]" le vecteur des coefficients de corrélation. D’apres 1’équation (4.4), les
coefficients {¢y ,}1<k<p du prédicteur linéaire optimal défini par :

p
(Xe[Hi1p) —p = Z Ok p(Xi—k — 1) (4.7)
k=1

68



sont solutions du systeme d’équations :

de)p = pr (48)
D’autre part I'erreur de prédiction minimale a pour expression :

op = 1Xe = (Xe|Heo1p) 1> = (Xo, Xi — (Xe[Hio1,))
= (X, X¢) = (X¢ — p, (Xe|He—1p)) — (15 (Xe[Hi-1,p))
p

=7(0) =Y _ drpy(k) =4(0) — ¢y v, (4.9)
k=1

Les équations (4.8) et (4.9) sont appelées équations de Yule-Walker. Notons la propriété importante
suivante : pour p fixé, la suite des coefficients {¢y, » }1<r<p du prédicteur linéaire optimal et la variance
de 'erreur minimale de prédiction ne dépendent pas de t. Les équations (4.8) et (4.9) peuvent encore
étre réécrites a partir des coefficients de corrélation p(h) = v(h)/v(0). Il vient :

p(0) p() -+ P =D [¢1,]  [p(D)]
p(1) p(0)  p(1) : b2 p(2)
: : : =1 (4.10)
: p(1) : :
p(p—1) plp—2) - p(1)  p0) | LPp] LP(p)]

Exemple 4.10 : Prédiction avant/arriére

Soit Xy = Z; + 0121 ou Z; ~ BB(0,02). On note p(h) la fonction d’autocorrélation de X;.

1. p(0) = (1+ 602, p(£1) =0y et p(h) =0 pour |h| > 2.

2. Déterminons la prédiction de X3 en fonction de Xo et Xi. D’aprés le théoréeme de projection

(Xslspan{Xs, X1}) = a1 X1+ a1 Xo vérifie (X3 —aaXo— a1 X1, X;) =0 pour j =1,2. On en déduit que :

1+ 0% 01 Qo 91

0  1+6% |aa| |O
3. Déterminons la prédiction de X3 en fonction de X, et X5. D’apres le théoreme de projection
(Xslspan{ Xy, X5}) = as Xy + a5 X5 vérifie (X3 — oy Xy — a5 X5, X;) =0 pour j =4,5. On en déduit que :

1+ 62 01 ag| |0y
601 1+60?] |as| — |0

4. Déterminons la prédiction de X3 en fonction de Xy, Xs, X4 et Xs. Pour déterminer
(Xslspan{ X1, X2, X4, X5}) = 1 X1 + B2 Xo + 84Xy + 35 X5 1l suffit de remarquer que span{Xy, Xo} L
span{Xs, X5} et donc

Par conséquent oy = a5 et ap = 0.

(X3|span{ X1, Xo, X4, X5}) = (X3|span{ X1, Xo}) + (X3|span{Xy4, X5})

Exemple 4.11 : Cas d’un processus AR(m) causal
Soit le processus AR(m) causal solution stationnaire de l’équation récurrente :

Xi=01 X4 1+ + Xy m + 2
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ot Zy ~ B(0,0?) et ot $(z) =1 — 31, ox2® # 0 pour |2| < 1. Comme la solution est causale on a, pour
tout h > 1, E[Z; X;—p) = 0 et donc E[(X; — Z?:l e Xi—r)Xe—n] = 0 qui signifie que, pour tout p > m,
(i) (Xe =Y duXek) L Hevp et (i) gy d6Xi—k € Hi1,p. Par conséquent, d’aprés le théoréme de
projection, Y ;- ¢k Xi—k = (X¢|Hi—1,) et done, pour tout p>m :

Sy = o pour 1<k<m
P10 pour  k>m

La projection orthogonale d’un AR(m) causal sur son passé immédiat de longueur p > m coincide avec
la projection orthogonale sur les m derniéres valeurs et les coefficients de prédiction sont précisément les
coefficients de l’équation récurrente.

Dans le cas ou la matrice de covariance I',, supposée connue, est inversible, le probleme de la
détermination des coefficients de prédiction ¢, et de la variance de I'erreur de prédiction O'; a une
solution unique. Rappelons que, d’apres la propriété 1.5, si v(0) > 0 et si lim,, .o y(n) = 0, alors la
matrice I', est inversible a tout ordre.

Il est facile de démontrer que :
(Xelspan{l, X;—1,..., X¢—p}) = p+ (X¢ — plspan{ X1 — p, ..., Xo—p — p}) (4.11)

Par conséquent, dans le probleme de la prédiction, il n’y a aucune perte de généralité a considérer
que le processus est centré. S’il ne 1’était pas, il suffirait, d’apres I"équation (4.11), déffectuer le calcul
des prédicteurs sur le processus centré Xi = X; — u puis d’ajouter u. Dans la suite, sauf indication
contraire, les processus sont supposés centrés.

Les coefficients de prédiction d’un processus stationnaire au second ordre fournissent une
décomposition particuliere de la matrice de covariance I'p;1 sous la forme d'un produit de matrice
triangulaire.

Théoréme 4.3. Soit {X;} un processus stationnaire au second ordre, centré, de fonction d’autocova-
riance y(h). On note :

1 0 0]
2
_ 0'0 0 0
oo 1 0 o? 0
Ap+1 = : Dp+1 = . .
: .0 0 o2
|~ %pp —Pp-1p 0 —Pip
On a alors :
Lpy1 = A;ileJrlA;ﬂ (4.12)
Démonstration. Posons Fj, = span{Xg,---, X1} et montrons tout d’abord que, pour k # ¢, nous
avons :
(Xk — (Xg|F—1), Xe = (Xe|Fp-1)) = 0 (4.13)

En effet, pour k < ¢, on a Xy — (Xi|Fk—1) € Fr € Fr—1. On a aussi Xy — (Xy|Fyp_1) L Fp_1 et donc
Xo— (Xo|Fo—1) L Xi— (Xg|Fr—1), ce qui démontre (4.13). D’autre part, par définition des coefficients
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de prédiction, on peut écrire successivement :

1 0 0 X1 X1
—¢11 1 0 Xo Xy — (Xa|F1)
Ap1Xprr = | : : — |
*ﬁbp,p *prfl,p 1 Xpt1 Xp+1 — (Xp+1|fp)
qui donne :

T 4T T
E [Apt1Xpn1 X1 Ap ] = Apilpridyer = Do
ol, par définition, o7 = || X} — (Xg|Fx_1)||?, ce qui démontre (4.12) puisque la matrice A,;; est
inversible, son déterminant étant égal a 1. Ajoutons que 'inverse d’une matrice triangulaire supérieure

est elle-méme triangulaire supérieure. |

Dans la suite nous notons H;—1, = span{X;_1,...,Xy—,} et nous appelons erreur de prédiction
directe d’ordre p ou innovation partielle d’ordre p le processus :

p
€tp = X — (Xt\Ht—l,p) =X — Z ¢k,pXt—k (4-14)
k=1
D’apres I'équation (4.12) lorsque la matrice I'y1 4 est inversible, la variance o7 = ||¢; p||2 est strictement

positive. Il est clair, d’autre part, que la suite ap est décroissante et donc que 02 possede une limite
quand p tend vers l'infini. Cela conduit a la définition suivante, dont nous verrons paragraphe 4.6
quélle joue un role fondamental dans la décomposition des processus stationnaires au second ordre.

Définition 4.11 (Processus régulier/déterministe). Soit {X;} un processus aléatoire stationnair@ au
second ordre. On note O'p la variance de linnovation partielle d ‘ordre p et 0? = = limp_ 4 a . On dit
que le processus {X;} est régulier si 02 # 0 et déterministe si 02 = 0.

Nous avons déja noté (voir équation (4.8)) que, pour p fixé, la suite {¢yp} ne dépend pas de ¢ et
donc que le processus ezf » (relativement & lindice t) est stationnaire au second ordre, centré. On a
aussi la formule suivante :

(Gj_gw 6?_(1) U?nax(p,q) (415)

En effet soit g > p Par construction, nous avons et q L Hi—1,4, et comme Hy_1, C Hi—14, ef . L Hip
et en particulier th (X¢|Hi—1,p) puisque (X¢|Hi—1,p) € Hi—1,p. Par conséquent, pour ¢ > p, on a :

(eprig) = (X = (X[ Hym1p), €y) = (X Xo — (Xa[Hyo1,)) = (X, Xi — (X[ Hi1,9)) = 0

ce qui démontre (4.15).
Notons ici que le probleme de la recherche des coefficients de prédiction pour un processus stationnaire
au second ordre se ramene a celui de la minimisation de 'intégrale :

o [ e Prx(an)
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sur I’ensemble P, des polynomes a coefficients réels de degré p de la forme ¢(z) = 14+ 9124 - - +1Pp2P.
En effet, en utilisant la relation (1.18) de filtrage des mesures spectrales, on peut écrire que la variance
de Het+ p||2, qui minimise de ’erreur de prédiction, a pour expression :

1
2 _
Up—g

i |6 (e7 ™) [Pux () (4.16)

—T
ou :

p
Pp(z) =1— Z ¢k,pzk
k=1

désigne le polynéme prédicteur d’ordre p.

Théoreme 4.4. Si {X;} est un processus régulier, alors, pour tout p, ¢,(z) # 0 pour |z| < 1. Tous
les zéros des polynomes prédicteurs sont a l'extérieur du cercle unité.

Démonstration. Elle est donnée en fin de chapitre. |

Une conséquence directe du théoreme 4.4 est qu’a toute matrice de covariance de type défini positif,
de dimension (p+ 1) x (p+ 1), on peut associer un processus AR(p) causal dont les (p + 1) premiers
coefficients de covariance sont précisément la premiere ligne de cette matrice. Ce résultat nést pas
général. Ainsi il existe bien un processus AR(2) causal ayant v(0) = 1 et y(1) = p, comme premiers
coefficients de covariance, a condition toutefois que la matrice de covariance soit positive cést-a-dire
que |p| < 1, tandis qu’il néxiste pas, pour cette méme matrice de processus MA(2). Il faut en effet, en
plus du caractere positif, que |p| > 1/2 (voir exemple 1.11).

4.4 Algorithme de Levinson-Durbin

La solution directe du systeme des équations de Yule-Walker requiert de I’ordre de p® opérations : la
résolution classique de ce systeme implique en effet la décomposition de la matrice I',, sous la forme du
produit d’une matrice triangulaire inférieure et de sa transposée, I', = LpLg (décomposition de Cho-
leski) et la résolution par substitution de deux systémes triangulaires. Cette procédure peut s’avérer
cotiteuse lorsque l'ordre de prédiction est grand (on utilise généralement des ordres de prédiction de
Pordre de quelques dizaines a quelques centaines), ou lorsque, a des fins de modélisation, on est amené
a évaluer la qualité de prédiction pour différents horizons de prédiction. L’algorithme de Levinson-
Durbin exploite la structure géométrique particuliere des processus stationnaires au second ordre pour
établir une formule de récurrence donnant les coefficients de prédiction a lordre (p + 1) a partir
des coefficients de prédiction obtenus a 'ordre p. Supposons que nous connaissions les coefficients de
prédiction linéaire et la variance de ’erreur de prédiction a l'ordre p, pour p > 0 :

P
(XiHim1p) = ) brpXeor et op = [1X; = (Xi[Hi-1,)]?
k=1

Nous avons besoin ici d’introduire I’erreur de prédiction rétrograde a ’ordre p définie par :

€p = Xt — (Xe|Heqpp) = X — (Xelspan{ Xii1,- -+, Xegp})
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Elle représente la différence entre I’échantillon courant X; et la projection orthogonale de X; sur les
p échantillons {X;11, -+, Xi4p} qui suivent l'instant courant. Le qualificatif rétrograde est clair :
il traduit le fait que l'on cherche a prédire la valeur courante en fonction des valeurs futures. Indi-
quons que l’erreur rétrograde joue un role absolument essentiel dans tous les algorithmes rapides de
résolution des équations de Yule-Walker. Remarquer tout d’abord que les coefficients de prédiction
rétrograde coincident avec les coefficients de prédiction directe. Cette propriété, que nous avons ren-
contrée exemple 4.10, est fondamentalement due a la propriété de réversibilité des processus station-
naires au second ordre. En effet, si Y; = X_4, alors ¥; a méme moyenne et méme fonction de covariance
que X; (voir exemple 1.7 chapitre 1) et par conséquent, en utilisant aussi I’hypothese de stationnarité,
on a simultanément pour tout u,v € Z :

p p
(XtrulHivu—1p) = Z PrepXitu—t €t (Xego|Hitvipp) = Z PhepXt+v+k
=1 k=1

ainsi que :

I* = k (4.17)

2 —
op = Ezzru,p l€ttop

En particulier on a :

p
(Xt He—1p) = Z Ok pXi—k
k=1

p p

(4.18)

(thpflyHtfl,p) = Z ¢k,pXt—p—l+k = Z ¢p+1—k,pXt—p—1+k

k=1 k=1

Cherchons maintenant a déterminer, a partir de ces projections a l’ordre p, la projection de X; a ’ordre
p + 1 sur le sous-espace Hy—1p+1 = span{X;_1, -+, X¢_p_1}. Pour cela décomposons cet espace en
somme directe de la fagon suivante :

Hi—1p+1 = Hi1,p ® span{Xy—p—1 — (Xe—p-1|Hi-1,p)} = Hi—1p @ span{e,_, )}

Un calcul simple montre (voir exemple 4.6) que

(Xt|€tifp71,p) = ae;fpfl,p avec o = (Xt’ Etifpfl,p)/Hetifpfl,pH2
et donc que
(Xe[Hi-1p11) = (Xe|He-1.p) + kpi1(Xep1 — (Xep-1[Hi-1)) (4.19)
ou, en utilisant aussi (4.17), on peut écrire :
(Xt76t_— —1 ) (Xtvft_— -1 )
k;p-‘rl — 217 Pl - p, P (420)
% et upllll€ropl
En portant a présent (4.18) dans (4.19), on obtient I'expression :
pt+l p
(Xt’Ht—l,p+1) - Z ¢k,p+1Xt7k = Z(¢k,p - kp+1¢p+1fk,p)Xt7k + kp+1Xt—p—1
k=1 k=1
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On en déduit les formules de récurrence donnant les coefficients de prédiction a ’ordre p + 1 a partir
de ceux a 'ordre p :

¢k,p+1 = ¢k,p - kp+1¢p+1_k,p pour k€ {1, cee ,p}
(4.21)
Ppripr1 = kpi

Déterminons maintenant la formule de récurrence donnant kp4;. En utilisant encore (4.18) et (4.19),
on obtient :

p p
(Xe, (Xipr|Hio1p) = Y brpE XXy prin] = > drpy(p+1—k)
k=1 k=1

Partant de I'expression de (X, ¢, , ;) on en déduit que :

p
(Xt prp) =X, X p1 — (X pa|Hi1p) =70+ 1) = > drpy(p+1—k)
k=1
et donc d’apres (4.20) :
Yp+1) =30 dkpy(p+ 1 k)

2
9p

karl =

Il nous reste maintenant a déterminer I’erreur de prédiction O‘I% 1 al’ordre (p+1). En utilisant I’équation
(4.19), on a

6o = Xe — (XelHe1pr1) = X — (XeHem1p) = Bpn (X po1 — (Xipo1[Hio1p))
dont on déduit d’apres (4.20) :
o1 = ety il = 0p + k2 iop = 21 (Xe — (XelHe1p), Xep1 — (Xepa|[Hi1p)) = 00(1 — kJy)

Pour initialiser I’algorithme, nous faisons p = 0. Dans ce cas la meilleure prédiction de X; est E [X;] = 0
et la variance de I’erreur de prédiction est alors donnée par o3 = E [(X; — 0)?] = 7(0). Au pas suivant

on a ky =7(1)/7(0), ¢11 = 7(1)/7(0) et of = 4(0)(1 — kf).
Partant d’une suite de (K + 1) coefficients de covariance v(0),...,v(K), l'algorithme de Levinson
détermine les coefficients de prédiction {¢m pti<m<pi<p<k :

Valeurs initiales :

- k1 =7(1)/7(0), 61,1 = 7(1)/7(0) et oF = 7(0)(1 - &)
Pour p ={2,..., K} répéter :

Ty =021 (1(0) = ] drpe1r(p = )

“fpp = kp

-pour m € {1,--- ,p— 1} faire :

¢m7p = ¢m,p—1 - kp¢p—m,p—1

. 012, = 012,71(1 — k:g)
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Le coefficient k,, possede la propriété remarquable d’étre de module inférieur a 1. Notons tout d’abord
que (X¢|He—1p) L €, 1, puisque (Xi|Hi—1p) € Hi—1p et que ¢_, ;, L Hi1,. Partant de (4.20)
on peut écrire que :

J’_ —
(Xt — (Xt Hem1p), Xemp1 — Kip1[Hi—1p) (G Ep1)

||Ez,rpH He;—p—l,pH ||6:,rpH He;—p—l,pH

kp+1 - (422)

En utilisant I'inégalité de Schwarz, on montre que |kp;1| < 1. Remarquons aussi que kpi1 ap-
parailt comme le coefficient de corrélation entre I’erreur de prédiction directe et I’erreur de prédiction
rétrograde. Dans la littérature ce coefficient est appelé coefficient d’autocorrélation partielle.

Définition 4.12 (Fonction d’autocorrélation partielle). Soit X; un processus aléatoire, stationnaire
au second ordre, de fonction de covariance y(h). On appelle fonction d’autocorrélation partielle la
suite ky, définie par :

Corr(Xy, Xy_1) = M pour p=1
- T ) (1.23)
- - —1p—1), Xt—p — (A¢—p|/lt—1p-1
Corr(e:p_l,et_np_l) — | t tIt—1p t—p t—pl/Tt—1,p pour p > 2

|Xt - (Xt‘Ht—Lp—l)H HXt—p - (Xt—p’Ht—l,p—lw

Dans (4.23), I'expression pour p = 1 est en accord avec celle pour p > 2 dans la mesure o on peut
noter que ezro = X; et que ¢,_; , = X;—1. Notons aussi que, dans l'expression de k,, X; et X;_, sont

projetés sur le méme sous-espace span{X;_1,...,X¢—p41}. Le résultat remarquable est que la suite
des coefficients de corrélation partielle est donnée par :
kp = bpp (4.24)

ol ¢, est défini au moyen des équations de Yule-Walker (4.10). Dans le cas particulier d'un processus
AR(m) causal, on a alors :
¢pp pour 1<p<m
ky =< ¢m pour p=m
0 pour p>m

Notons enfin que contrairement & la fonction d’autocorrélation partielle d’'un AR(m) qui est nulle pour
un intervalle de temps supérieur a m, celle d'un MA(q) ne va pas a 0. Elle est cependant bornée en
valeur absolue par une exponentielle décroissante.

4.5 Algorithme de Schur

Partant des coefficients d’autocorrélation, 'algorithme de Levinson-Durbin évalue a la fois les
coefficients des prédicteurs linéaires optimaux et les coefficients d’autocorrélation partielle. Dans cer-
tains cas, seuls les coeflicients d’autocorrélation partielle sont nécessaires. Il en est ainsi, par exemple,
lorsque 'on cherche a calculer les erreurs de prédiction directe et rétrograde a partir du processus Xj.
Montrons, en effet, que les erreurs de prédiction & lordre (p 4+ 1) s’expriment, en fonction des erreurs
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de prédictions a l'ordre p, a I’aide d’une formule de récurrence ne faisant intervenir que la valeur du
coefficient de corrélation partielle :

+ — ¢F — -
Clprl = Gy Rpicy oy, (4.25)

_ . +
CS—(p1)p+1 = Ct=1)—pp kpﬂetm

Reprenons les expressions de 'erreur de prédiction directe et de I'erreur de prédiction rétrograde :

P P
+ _ - _
€p =Xt — E PepXi—k €t €, 4, =X p1— E Pk pXt—p-1+k
k=1 k=1

En utilisant directement la récursion de Levinson-Durbin, équations (4.21), dans I'expression de l’erreur
de prédiction directe a ’ordre p + 1, nous obtenons :

p+1
+
€ p+l = X — Z ¢k,p+1Xt—k
k=1
P P
= | X;— Z GrpXt—k | — kpt1 | Xe—p—1 — Z OkpXt—p—1+k
k=1 k=1
— -
=€, —kpr1€_p 1, (4.26)
De fagon similaire, nous avons :
p+1
€ptpil = Xtop-1 = Y Phps1 Xeop-14k
k=1
p P
= Xt—p—l - Z ¢k,pXt7pfl+k - kp—‘rl Xt - Z (bk,pthk
k=1 k=1
— +
=€ _p1p — kpt1€, (4.27)

Partant de la suite des autocorrélations, ’algorithme de Schur calcule récursivement les coefficients de
corrélation partielle, sans avoir a déterminer les valeurs des coeflicients de prédiction. Historiquement,
Palgorithme de Schur a été introduit pour tester le caractere défini positif d’une suite (ou de fagon
équivalente, la positivité des matrices de Toéplitz construites a partir de cette suite). En effet, comme
nous l'avons montré ci-dessus, une suite de coefficients de covariance est définie positive si et seulement
si les coefficients de corrélation partielle sont de module strictement inférieur a 1. Déterminons a présent
cet algorithme. En faisant ¢ = 0 dans I’équation (4.26), en multipliant & gauche par X, et en utilisant
la stationnarité, il vient :

(X, 6(—)~:p+1) = (X, Gap) = kp1(Xm, 6:p—l,p) = (Xim, féfp) — kpi1(Xmapra, 6[11)) (4.28)

En faisant ¢ = p + 1 dans I’équation (4.27), en multipliant & gauche par X,,;,+1 et en utilisant la
stationnarité, il vient :

(Xtp+1, 60_,p+1) = (Xmap+1, G(Ip) = kpi1(Xmapt1, 6;+1,p) = (Xmap+1, G(Ip) — kp1(Xm, Gap) (4.29)

76



En faisant m = 0 dans (4.29), il vient :

(Xp+1, 5(;,;;.4_1) = (Xp+1, Eap) — kp+1(Xpt1, €;+1,p) = (Xp+1, E(Ip) — kpt1(Xo, 6(—)"_’1)) (4.30)

Mais on a aussi :

(Xp-‘rla 6&p+1) = (Xp+17X0 - (X0|Span{X1, T 7Xp+1})) =0

Nous pouvons donc déduire de 1'équation (4.30) :

(XP-H ) 60_7]))

Soved ) (4.31)

kpy1 =

En couplant les équations (4.28), (4.29) et (4.31) et en partant des conditions initiales :
(Xm, ebﬁo) =q(m) et (Xmt1,690) =v(m+1)

on peut déterminer les coefficients de corrélation partielle directement, sans avoir a évaluer explicite-
ment les coefficients de prédiction.

On note u(m, p) = (Xom, eafp) et v(m, p) = (Xim4p+1, €g ). Partant des (K +1) coefficients de covariance
{7(0),...,v(K)}, Valgorithme de Schur calcule les K premiers coefficients de corrélation partielle :

Initialement faire pour m = {0,..., K — 1} :
- u(m,0) =~(m)
- v(m,0) =v(m +1)
Puis répéter pour p={1,..., K} :
v(0,p—1
k(p) = S0P

B U(O,p—l)
- et pour m ={0,..., K —p — 1} faire :

u(m,p) =u(m,p — 1) — k(p)v(m,p — 1)
v(m,p) =vim+1,p—1) — k(p)u(m+1,p—1)

La complexité de I'algorithme de Schur est équivalente a ’algorithme de Levinson.

Filtres en treillis

En notant e(t,p) = [ezfp e;p’p]T et en utilisant 'opérateur de retard D, les expressions (4.25)
peuvent se mettre sous la forme matricielle :

1 —kpi1 D
t,p+1)= P t
e(t,p+1) —kpaiD L | ep)
Les erreurs initiales (p = 0) sont e(¢,0) = [X; X;]7. Ces équations débouchent sur une structure

de filtrage dite en treillis qui calcule, au moyen des coefficients de corrélation partielle, les erreurs de
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X(t) -

Y

D £ (1)

@— I —)H—L@—» £ (t,p)

F1a. 4.1 — Filtre d’analyse en treillis. Ce filtre permet de construire les erreurs
de prédiction directe et rétrograde a partir du processus et de la donnée des
coefficients de corrélation partielle.

prédiction directe et rétrograde a partir du signal X;. Ce filtre d’analyse est représenté figure 4.1. Les
équations (4.25) peuvent encore s’écrire :

+ _ .t —
€t = Cpr1 T hprieg
- _ - _ +
S—pr)pr1 T C-D)-pp kpii€iy

qui donne le schéma de filtrage de la figure 4.2.

£ (tp)
! A - an .
— > NV >

~Kp ke X(t)

etp _y K K
6 S SR DR SE W e

Fi1G. 4.2 — Filtre de synthése en treillis. Ce filtre permet de reconstruire le
processus G partir de la suite des erreurs de prédiction directe et de la donnée
des coefficients de corrélation partielle.

4.6 Décomposition de Wold

Un des résultats fondamentaux de la théorie des processus stationnaires au second-ordre est la
décomposition de Wold. Cette décomposition permet de décomposer n’importe quel processus sta-
tionnaire au second-ordre comme la somme de la sortie d’'un filtre linéaire invariant dans le temps
excité par un bruit blanc et d’un processus déterministe (définition 4.11). La preuve de ce résultat est
de nature géométrique. L’idée de base est la suivante. Soit H;¥ = span{X,,s < t}. H;X est appelé le
passé linéaire du processus & la date ¢. Par construction, H;* C H;% ;, et nous disposons ainsi d'une
famille de sous-espace emboités de Hg(o = UteZHf( . Hé est 'enveloppe linéaire du processus. L’espace
MNiez H;¥, appelé le passé infini du processus (X) jouera aussi un role particulier. Par définition X,
appartient a ’Ht , mais il n’appartient généralement pas a Hf(_ 1- Le théoreme de projection dit qu’il
existe un unique élément noté (X;|H;X ) et appartenant a H;X ; tel que :

e =Xe — (X M) LMY
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Dans ce contexte ¢; s’appelle I'innovation (linéaire) du processus. Il découle de cette construction
géométrique que le processus d’innovation est un processus orthogonal dans le sens ou :

Vs#t, € Le (4.32)

En effet, pour s < t, nous pouvons écrire €, € HX C Hf(_l et ¢ L HtX_I. Et donc €5 L €.
La proposition qui suit montre que le processus d’innovation est la limite des processus d’innovations
partielles a Iordre p.

Proposition 4.5. Pour tout Y € L*(Q, F,P) et tout t € Z nous avons :

(YIH,) = (VM)

lim
p—00
C X
ot Hy, = span{ Xy, X¢—1,- -+, Xi—py1}-

Exemple 4.12 : Bruit blanc

Supposons que {X;} soit un bruit blanc. Nous avons (X/H;* ) = 0 pour tout p et donc (X¢|H{ ;) = 0.
Nous avons donc ¢, = X; — (Xt|HtX_1) = X; : le processus X; coincide avec son innovation. Ceci signifie
qu’un bruit blanc ne peut étre prédit de fagon linéaire a partir de son passé.

Exemple 4.13 : Prédiction d’un processus AR(p) causal

On considére le processus AR (p) causal défini par l’équation récurrente X; = o1 Xe 1+ -+ ¢pXi—p+ Z; 0U
Zy ~ BB(0,0?). Nous avons vu que HX = HY, et que, pour tout k > 1, on avait E[X;_Z;] (confére équation
(??)). Par conséquent Z, 1 HiX | et HYX = H;X | ®span{Z;}. On en déduit que :

P

P
(XalHE) = D on(XenHEE ) + (ZlHE0) = D b X
k=1

k=1

et donc Xy — (X¢|HX ) = Xy — Soh_1 ®kXi—k = Z;. Par conséquent le bruit blanc Zy, qui intervient dans
l’équation récurrente d’un AR causal, est précisément l'innovation du processus AR. Ce résultat montre que
> ok Xi—k est la projection de X (t) sur tout le passé Hy—1 et quélle coincide avec la projection orthogonale
sur le passé He—1,, de durée p. Par conséquent, pour tout m > p, la suite des coefficients de prédiction est
{p1,---,9p,0,...,0}. Ce résultat est faur pour un AR non causal.

——

m—p

Exemple 4.14 : Processus harmonique

Soit le processus harmonique X; = Acos(Aot + @) o A est une variable aléatoire, centrée, de variance

o2 et ® une variable aléatoire, indépendante de A et distribuée suivant une loi uniforme sur [—m,7|. Le

processus X; est stationnaire au second-ordre, centré, de fonction d’autocovariance (1) = (0% /2) cos(AoT).
Les coefficients du prédicteur linéaire optimal a l'ordre 2 sont donnés par :

28] = oty ] [ ] = [

On vérifie facilement que 03 = || Xy — (X|H;< | 5)||> = 0. Par conséquent, on a :
X = (Xi|H 1 5) = 2c0s(Xo) X1 — Xyo € HY 4

et donc la projection (X¢|H |) = X;, ce qui implique que e, = 0. A Uinverse du bruit blanc, le processus est
entierement prédictible a partir de son passé.
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En appliquant la proposition 4.5 & X, nous pouvons écrire :
Hm (X1, ,) = (Xe|HiSy) et lim ¢f, =¢ (4.33)
p—00 ’ p—oo 7’

Le processus d’innovation €; est donc la limite en moyenne quadratique de la suite des innovations
partielles e: = Xt — (Xt|HtX_ 171)). Une conséquence immédiate est que le processus d’innovation est
un processus stationnaire au second ordre. En utilisant, en effet, la continuité du produit scalaire et
la stationnarité au second ordre de I'innovation partielle d’ordre p, on peut écrire :

— Tim (eF Y Tim (et oF
(€r4rser) = lim (e, €p) = 1 (er),€5,) (4.34)
qui ne dépend que de 7. En particulier nous avons :

o = [leg]|” = lim [|X; — (Xe|H)|I° = lim o)
p—00 p—0o0

Dans le cas du bruit blanc on obtient 02 = E [Xf] # 0 et donc, d’apres la définition 4.11, le bruit
blanc est un processus régulier. D'un autre c6té, le processus harmonique, pour lequel o2 = 0, est
déterministe. Nous remarquons aussi que la somme d’un bruit blanc et d’un processus harmonique est
un processus régulier.

La structure géométrique emboitée des espaces {H;\} et I'orthogonalité des innovations fournissent,
pour tout s < ¢, la formule suivante de décomposition en somme directe :

HY = HE ©span{esi, -, e} (4.35)

Notons, tout d’abord, que e, = X; — (X;|H;~ ;) € Hi* et que & L H;X,, ce qui implique que H;*; @
span{e;} C H;X. D'un autre coté, puisque X; = € + (X¢|HX ), HiX = span{e; + (X¢|H ), { X5, s <
t —1}} = span{e, {Xs, 8 < t — 1}}, ce qui entraine que H;¥ C H;*; ® span{e}. En conclusion
HY = H¥ | @span{Z;}. En réitérant ce raisonnement, on en déduit la décomposition (4.35). Cette
décomposition orthogonale de I’espace HjX nést pas sans rappeler la décomposition de Gram-Schmidt.
Notons qu’a l'inverse de la décomposition de Gram-Schmidt classique, nous procédons ici dans le sens
rétrograde. Définissons pour tout s > 0 :

(Xt y ft—s)
o2

Vs = (4.36)

Remarquons que s ne dépend pas de t. En effet, la continuité du produit scalaire et la stationnarité
conjointe du processus X; et de 'innovation partielle impliquent que :

(Xt7 Et_s) = p:li)n;o(Xtv 6:_—37;0) = plil&(X07 6—l—s,p)

Lemme 4.1. La suite {15} est de carré sommable et g = 1.

Démonstration. Remarquons, tout d’abord, que la relation ((X;|H;X ), €) = 0 entraine que :

Vo = (Xtvet) _ (Xt - (Xt‘HgSl):ft) -1

o2 o2
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D’autre part, pour tout s > 0, la projection orthogonale de X; sur Hi , = span{eg, €;_1,* , €—s+1}
s’écrit, du fait de I'orthogonalité du processus d’innovation, (X;|Hj ;) = ZZ;% Yr€—i. On en déduit
que [|(X¢|Hs,)||> = o ZZ;B ¥2. On a alors d’apres 'égalité de Pythagore (proposition 4.3) :

s—1
IXAHEDN? = 02> v = 1Xe* = (1% — (Xl HE )17 < 11 X2
k=0

ce qui conclut la preuve. |

La suite (¢5)s>0 étant de carré sommable, la suite s — X; 3 = Y 7 ¢re—k est, pour ¢ fixé, une
suite de Cauchy dans L?(€2, F,P). Elle admet donc, quand s — 0o, une limite que nous notons :

Ui = Z Yr€i—k
k=0

et qui est un processus stationnaire au second-ordre. On a, en effet :

E[U] = (U,1) = lim > tp(epk,1) =0
k=0

et

E[Ut47Ut] = (Uttr, Up) = lim (Z Vk€tyr—k; Z%Gtk) = lim (Z Vk€r—k; Z¢k€k>
k=0 k=0 k=0 k=0

qui est indépendant de ¢.
Le théoreme suivant, connu sous le nom de décomposition de Wold, est vraisemblablement le résultat
le plus important de la théorie des processus stationnaires au second-ordre.

Théoréme 4.5 (Décomposition de Wold). Soit X; un processus stationnaire au second ordre et €
son processus d’innovation. On suppose que Xy est un processus régulier (0% = ||e||*> # 0). On note
U= 00 o Uk€r—k 00 Py = (Xz, €t_r)/02. Alors il existe un processus Vi tel que :

X, =U, + V,, (4.37)

et tel que :
(i). pour tout (t,s), (Vi,es) =0, qui implique que (Vi,Us) =0,
(ii). Vi = (Xs|HXL) est la projection orthogonale de Xy sur HX . = N2 H,
(iii). Uy est un processus régulier et e, = Uy — (Uy|HY ) est linnovation de Uy. De plus, H§ = HY .

(iv). Vi est un processus déterministe et HY = HX .

Démonstration. Elle est donnée en fin de chapitre. |
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Un processus {X;} tel que HX. = {0} est dit purement non déterministe. Pour un tel processus
la partie déterministe de la décomposition de Wold est identiquement nulle. Par exemple, le processus
régulier U; de la décomposition de Wold est purement non déterministe. En effet, en appliquant
la décomposition de Wold au processus U; on a, pour tout t, Uy = Uy + V; avec V; = 0 et donc,
d’apres le point (iv), HY, = {0}. Le théoréme de Wold permet donc de décomposer tout processus
stationnaire au second-ordre sous la forme d’une somme de deux processus orthogonaux, le premier
étant purement non déterministe et le second étant déterministe. La partie purement non-déterministe
s’exprime comme le filtrage d’un bruit blanc par un filtre linéaire invariant dans le temps de réponse
impulsionnelle {9} causale (1, = 0 pour k < 0) et de carré sommable (pas nécessairement de module
sommable).

Exemple 4.15 : Processus MA(1)

Soit {Z;} un bruit blanc et soit le processus X; = Z; +01Z;_1. Remarquons que, par construction, H;* C HZ
mais que l'inclusion réciproque nést pas nécessairement vérifiée. Montrons par contre que, pour |01] < 1, nous
avons effectivement H;X = HZ. En effet, en réitérant p fois I'équation X; = Zy + 017, 1 et en résolvant par
rapport a Zi, nous obtenons :

Zi=Xi — 00 Xe 1+ 03X o+ + (—DPOVX,_, — (1P Z,_,

En prenant la limite en p, nous en déduisons que, si |61 < 1, alors :

oo

Zy=> (0" Xy

k=0
ce qui montre que HtZ - Hf( et donc que Hi( = HtZ. Dans ce cas, nous pouvons écrire :
(Xl M) = (Z M) + 00(Zea M) = (ZeHE L) + 01(Zea [HE ) = 0+ 6012,

en remarquant que (Z;|/HZ 1) = 0 car Z; est un bruit blanc. On en déduit que X;—(X;|Hi 1) = Xi— 0171 =
Zy. Par conséquent, lorsque |01| < 1, le processus Z; est linnovation du processus X;. Notons que X; est
purement non déterministe et que les coefficients de la décomposition de Wold sont simplement donnés par

Yo =1, Y1 =0, et Y, =0 pour k > 1.
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4.7 Preuves des théoremes 4.2, 4.4 et 4.5

Théoréeme 4.2. Soit £ est un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H et soit x un élément

quelconque de 'H, alors :

(i).

(ii).

il existe un unique élément & € £ tel que :

|z — 2| = inf [z — w]]
wel

T €& etl|lr— 2zl =infyee||x — w| si et seulement si z € E et v — 3 L E.

Démonstration. (i). Soit x € H. On note h = inf,c¢ ||x—w| > 0. Alors il existe une suite wy, wa, - - -,

de vecteurs de & tels que :
lim |z —wp|*=h*>0 (4.38)
m——+00
L’identité du parallélogramme, ||a—b||? + |la+b||* = 2||a||*+2]|b||? avec a = wp, — 7 et b = w, — =,
montre que :

| — wn”2 + [[wim + wy — 2$H2 = 2w — CU||2 + 2wy, — 55||2

Comme (wy, +wy,)/2 € €, nous avons ||wy, + wy, — 2||? = 4||(wm +wy,)/2 — z||* > 4h2. D’apres
4.38, pour tout € > 0,il existe N tel que et Vm,n > N :

Wi — wn||* < 2(h% + €) + 2(h* + €) — 4h* = 4e.

qui montre que w,, est une suite de Cauchy et donc que w,, tend vers une limite dans &, puisque
I’espace &£ est fermé. On note y cette limite. On en déduit, par continuité de la norme, que
ly — z|| = h. Montrons que cet élément est unique. Supposons qu'il existe un autre élément
z € € tel que ||z — z||? = ||z — y||* = h%. Alors I'identité du parallélogramme donne :

0< [ly — 2l = ~4ll(y + 2)/2 — z[* + 2l|lz — y||* + 2l|lz — 2||* < —4h* + 2h% + 2% = 0

ot nous avons utilisé que (y + 2)/2 € € et que ||(y + 2)/2 — z||*> > k2. 1l s’en suit que y = z. &
est appelé la projection orthogonale de x sur £.

. Soit & la projection orthogonale de = sur €. Alors, si il existe u € £ tel que x — u L &, on peut

écrire :

lz—2? =(@-—utu—d,0—utu—2z)=|z—ul®+||u—2|*+2u—2z—u)

= llz = ull* + lu—2]* +0 > [lo — ul?

et donc u = Z. Réciproquement supposons que u € £ et x — u £ €. Alors choisissons y € & tel
que ||y|| =1 et tel que ¢ = (x —u,y) #0 et notons T =u+cy € €. On a :

|z —Z|> =(@x—utu—Fz—utu—2)=|z—ull*+|uv—2|>+2u—z,z —u)

= llo —ull® + ¢ = 2c(y, 2 —u) = o —ul® - & < ||z — ul?

Par conséquent = € £ est strictement plus proche de x que ne l'est u.
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Théoreme 4.4. Soit le processus { X} régulier. Alors, pour tout p, ¢p(2) # 0 pour |z| < 1. Tous les
zéros des polynomes prédicteurs sont a l'extérieur du cercle unité.

Démonstration. Nous allons tout d’abord montrer que le prédicteur optimal n’a pas de racines sur
le cercle unité. Raisonnons par contradiction. Supposons que le polynéme ¢,(z) ait deux racines
complexes conjuguées, de la forme exp(+inf), sur le cercle unité. (on traite de fagon similaire le cas
de racines réelles, # = 0 ou 7). Nous pouvons écrire :

bp(2) = ¢, (2)(1 — 2cos(0)z + 22)

On note vx (d\) = VX(CD\)|¢;(€_M)|2. vx est une mesure positive sur [—m, 7] de masse finie. On note
7(7) la suite des coefficients de Fourier associés a vy :

1 L
3r) = 5 / ()

Nous avons donc :

1 ™ X 1 ™ . .
Jg:§ _ﬂ(l—QCos(Q)e_“\—i— 2N x (dX) = o _ﬂ\1—|—w16_“\+w26_2”\\217x(d)\).

Comme on 'a dit (page 67), la minimisation de 012, par rapport & 11 et 19 est équivalent a la résolution
des équations de Yule-Walker & [’ordre p = 2 pour la suite des covariances 4(h). Par conséquent la
suite des coefficients {1, —2cos(#), 1} doit vérifier ’équation :

7(0) ¥(1) ~(2) 1 o
y(1) ~4(0) (1) —2cos(0) | =] 0
7(2) 7(1) ~(0) 1 0
De cette équation il s’en suit (les premiere et troisieme lignes sont égales) que 0' = 0. Ce qui est

contraire a 'hypothése que le processus est régulier.

Démontrons maintenant que les racines des polynoémes prédicteurs sont toutes strictement a l’extérieur
du cercle unité. Raisonnons encore par I’absurde. Supposons que le polynéme prédicteur a l'ordre p
ait m racines {ay, |ax| < 1,1 < k < m} a lintérieur du cercle unité et (p —m) racines {by, |bg] > 1,1 <
¢ < p—m} alextérieur du cercle unité. Le polynéme prédicteur a 1’ordre p s’écrit donc :

m p—m
Hl—akz H(l—bzlz)
k=1 =1

Considérons alors le polynome :

m p—m
:H(l—akz Hl—bez
k=1 =1

Il a d’'une part toutes ses racines strictement a l'extérieur du cercle unité et d’autre part il vérifie
|6p(e™ ™) 2 < |¢p(e7™)[2. On aen effet |[1—afe ™| = [1—ae™| = |ax||1—a e~ et donc |¢,(e)[? =
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(IT5y lawl?) [¢p(e7™)|?, ce qui démontre le résultat annoncé compte tenu du fait que |ay| < 1. On en
déduit alors que :

1 o —i
5 | 18p(e)Pux(dd) <o
ce qui contredit que ¢p(2) = infyep, (2m) 71 [T |1h(e™ ) [Prx (dA). [ |

Théoréme 4.5. Soit X; un processus stationnaire au second ordre et €, son processus d’innovation.
On suppose que Xy est un processus régulier (02 = |e|* # 0). On note Uy = > 32 s trer—p ot
Yp = (X, €4_) /02, Alors il existe un processus V; tel que :

X, =U, +V, (4.39)

et tel que :
(i). pour tout (t,s), (Vi,es) =0, qui implique que (V,Us) =0,
(ii). Vi = (Xs|HXL) est la projection orthogonale de Xy sur HX . = N2 H,
(7ii). Uyp est un processus régulier et e, = Uy — (Ut\Hy_l) est linnovation de U;. De plus, H§ = HY .

(iv). Vi est un processus déterministe et H) = HX .

Démonstration.  (i). Par définition, V; = X; — > 17 j¢per—i € HX. Pour s > t, e, L H{¥, et donc
(Vi,es) = 0. Pour s < t, (V;, €5) = (X4, €5) — ¥y_s0? qui est égal & 0 par définition de 1y

(ii). Montrons tout d’abord que V; € HX_ . La preuve se fait par récurrence. Nous avons V; € H;X
et V; L ¢ (d’aprés la propriété précédente). Comme Hy = H;*; @ span{e;}, on en déduit
que V; € 'Htx_l. Supposons a présent que V; € Hfﬁs, pour s > 0. Comme V; L ¢_4 et que
HYX, = H¥, | @ span{e_s}, nous avons V; € H;, ;. On a donc V; € HX = N2 _ HX.
Il reste & montrer que (X; — Vi) = > 7o ¢re—i est orthogonal & HX_.. Pour cela considérons
Y € HX_.. Nous avons :

(Xe = Vi, Y) = (Z . Y> = lim > v(er,Y)
k=0 k=0

Mais, par définition, Y € HX__ implique que, pour tout ¢, Y € H;*. Comme ¢_j L Hfis,l pour
0 <k < s, nous avons » _o¥r(er—k,Y) = 0. Et donc, pour tout ¥ € HX _,ona :

—o0)

(Xt =V, Y) = (U,Y) =0 (4.40)

(iii). Notons que (4.40) implique que, pour tout t, U; 1. H*__ et donc HY = span{Us,s <t} L H¥ .
On peut alors poser £; = HY @ H¥__. La décomposition X; = U; + V; et la propriété précédente
(V; = (X3|HX)) impliquent que, pour tout ¢, HyX C Ly, et donc ¢ € L;. Comme, pour tout
t, ¢ L Hy_y pour tout u > 0, ¢ L Y pour tout Y € H)foo, puisque, en particulier, Y € H;_,,.
Nous avons ¢ L HX_ . Et donc ¢ € HY. Cela entraine que > po | rer—r € HY ;. Notons que
Y peq ke = Ur — € (1o = 1). Par conséquent, pour tout Y € HY |, ona :

(Ut - quketfka Y) = (6157 Y) =0
k=1
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(iv).

Cela implique que "7, ke est la projection orthogonale de Uy sur HY | et donc que :
— U
e = U — (U[Hi-y)

Cela signifie que €; est le processus d’innovation de U;. Comme, par hypothese, 02 = ||| # 0,
U; est donc régulier. Remarquons que, comme ¢; € ’Hij , nous avons Hf C ng . Comme, par
construction, HY C H, nous avons HY = H.

Montrons tout d’abord que, pour tout ¢, on a :
H) =span{ Vi, s <t} = HY (4.41)

Pour tout t, V; € HX_ et donc H} C HX.,. D’un autre c6té, puisque X; = Z;‘__’B Vp€—r + Vi,
HE = H{©H) . Et donc, quel que soit Y € H¥__, alors Y € Hf, 1 pour tout s, de telle sorte que
(Y,es) = 0 et donc Y € H}, ce qui implique que HX., C H} . Ce qui démontre (4.41). Partant
de (4.41), on déduit que (Vi|H} ;) = (Vi|HX) = Vi|HY) = Vi et que |[V; — (ViHY_)I? =0 :
Vi est donc déterministe.

|
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Chapitre 5

Estimation des processus ARMA

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux problemes de ’estimation des parametres d’un pro-
cessus ARMA (p, q) a partir d'une suite de n observations. Nous supposons que les données ont été
préalablement traitées de fagon a supprimer d’éventuelles tendances affine et/ou saisonniére. L’estima-
tion des parametres d’un processus ARMA(p, ¢) comprend aussi, en principe, I'estimation des ordres
p et gq. Ce probleme est complexe et ne sera pas traité dans ce chapitre. Nous supposons donc que p
et g sont connus et nous nous intéressons uniquement a l’estimation des parametres {¢g;1 < k < p},
{0r;1 < k < q} et o2 intervenant dans I’équation récurrente définissant le processus (voir équation
(1.39) chapitre 1). Dans le cas de l'estimation d’un processus AR(p), on verra que, pour obtenir de
bons estimateurs de {¢p;1 < k < p} et de o2, il suffit de partir des (p + 1) premiers coefficients
d’autocovariance empirique et de résoudre les équations de Yule-Walker. Cela signifie que, quel que
soit n, les observations n’interviennent, dans I’expression de I’estimateur, que par un nombre fixé, égal
a p+ 1, de valeurs de la covariance empirique :

1 n—h
’A}’n<h) = g Z(Xt+h - /ln)(Xt - /ln)
t=1

o0 < h<petfi, =n"1Y7 X; Celanest plus vrai pour un processus ARMA(p, q) avec ¢ > 1
(comme par exemple pour un MA(q)) : la construction de bons estimateurs ne peut se faire avec
un nombre fixé (indépendant de n) de valeurs de la suite des covariances empiriques. Cela rend plus
complexe I'estimation ARMA. Il s’en suit que, contrairement au cas de 'estimation AR, il existe de
nombreuses méthodes. La solution retenue en pratique établit un compromis entre biais, variance et
complexité de mise en ceuvre.

5.1 Estimation AR

Nous avons établi, chapitre 1, une relation simple (équations (1.36) de Yule-Walker) entre les (p+1)
coefficients du modele et les (p+ 1) premiers coefficients d’autocovariance d’un processus AR(p) causal
défini par I’équation récurrente :

Xi=01 Xe1+ -+ 0p X p+ Z4
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Enposant ¢ = [¢1 ... &) . v, = [(1) ... ()] et
(0) (1) v(p)
v(1)  ~(0) Y(p—1)
Fp = . ..
v(p) vp-1) -+ ~(0)

les équations de Yule-Walker ont pour expression matricielle :

Lpop =1, (5.1)
o® =7(0) — ¢,

En substituant, dans ces relations, les covariances «y(h) par les covariances empiriques §(h), on obtient
un systeéme linéaire qui fournit les estimateurs ¢,, et 62 comme solution de :

On a vu chapitre 2 que, si (0) > 0, alors fp est de rang plein. En divisant alors les deux membres de
T,0, = 4, par 4(0) et en introduisant I'autocorrélation empirique p(h) = 4(h)/%(0), on aboutit aux
deux équations :

¢, =C'p, (5.4)
52 = 4(0)(1 - pLC 0 p,) (55)
ot p, = [p(1) p(p)]" et
20 1) ()
o [P0 0 Ao —1)
pp) Ap—1) - pO)

Le fait que la matrice Rp (comme la matrice C'p) soit, par construction, de Toéplitz et de type défini
positif (voir théoreme 4.4 chapitre 4) implique que les coefficients estimés qu sont tels que le polynome
<Z>(z) =1->7_ drz" a toutes ses racines strictement A Dextérieur du cercle unité : cette facon de
procéder aboutit donc nécessairement & un processus AR(p) causal. Ses (p+ 1) premiers coefficients de
covariance coincident alors avec les coefficients de covariance empiriques. La méthode qui consiste pour
estimer des parametres a substituer, dans une relation telle que (5.1), les moments par des estimateurs
consistants, porte le nom de méthode des moments. En regle générale, elle conduit a des estimateurs
des parametres qui sont moins efficaces que ceux obtenus par la méthode des moindres carrés ou
encore par la méthode du maximum de vraisemblance. Cependant, dans le cas d’'un modele AR(p)
gaussien, on montre que les estimateurs ¢ et 62, donnés par (5.2) et (5.3), ont le méme comportement
asymptotique, quand n tend vers l'infini, que ceux du maximum de vraisemblance. Nous avons vu,
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chapitre 4 exemple 4.13, que les coefficients de 1’équation récurrente d’un AR(p) causal sont directement
reliés aux coeflicients du meilleur prédicteur linéaire donnant X; & partir de ses valeurs passées : plus
précisément, pour tout m > p, la suite des m coefficients de prédiction ¢,,, = {¢1,m, ..., dm,m} coincide
avec {¢1,...,¢p,0,...,0}. Par conséquent, pour un AR(p) causal, I’algorithme de Levinson-Durbin
fournit une résolution rapide aux équations de Yule-Walker. On voit aussi que, si, ne connaissant pas
la vraie valeur de p, on prend un ordre m > p, on peut espérer que les (m — p) derniers coefficients de
prédiction seront de faibles valeurs.

Les théoremes suivants précisent le comportement asymptotique de la suite ¢ et permettent alors de
construire des intervalles de confiance ou de fournir des tests d’hypothese.

Théoréme 5.1. Soit X; un processus AR(p) causal ot Z; ~ IID(0,02) et soit un échantillon
{X1,..., Xy} de taille n. On note ¢, = Cp_lf)p et 62 =4(0)(1 - ﬁgC’;lﬁp). Alors, quand n — oo, on
a:

) 2
0, —pO0O

A (5.6)
Vi, — @) —a N(0,0°T; 1)

Théoréme 5.2. Soit X; un processus AR(p) causal ou Z; ~ IID(0,02) et soit un échantillon
{X1,..., Xy} de taille n. On note ¢,, = C;,'p,, ot m > p. Alors, quand n — oo, on a :

Vi, — ¢p) —a N(0,0°T, 1) (5.7)

ot @, = {P1,...,0p,0,...,0} est la suite du meilleur prédicteur linéaire de X en fonction de
(Xi1, s Xiom}.

En particulier, le m-éme coeflicient de corrélation partielle l;:n(m) = qgmm vérifie :
Vi kn(m) —4 N(0,1) (5.8)

On en déduit le résultat pratique suivant : si un modele autorégressive est approprié pour une suite
d’observations, il doit y avoir une valeur m a partir de laquelle les valeurs observées de l%n(m) sont
compatibles avec la distribution AV(0,1/n). En particulier si m est supérieur & Uordre du modele, ky, (m)
doit étre compris entre +1.96//n avec une probabilité proche de 95%. Ce résultat suggere d’utiliser
comme estimateur de p la plus petite valeur r au dela de laquelle |k,(m)| < 1.96/\/n pour tout
m > r. Cette valeur peut servir de valeur initiale & des algorithmes plus performants d’estimation de p.

Exemple 5.1 : Suite des coefficients de réflexion d’un processus AR(2)

Le théoréme 5.2 montre que le coefficient de réflexion ¢, m pour m > 1 se comporte comme une variable
aléatoire gaussienne de moyenne nulle et de variance de l'ordre de 1/n. Nous avons représenté figure 5.1 les
suites, obtenues au cours de 7 simulations, de ¢ m en fonction de m pour un échantillon AR(2) de longueur

n = 500. Les valeurs des paramétres sont ¢1 = 1.6, ¢o = —0.9 et 02 = 1. Le calcul théorique donne ¢1 1 = 0.8,
¢2.2 = —0.9 et, pour m > 2, ¢y, = 0. Nous avons aussi représenté Uintervalle de confiance a¢ 95% pour
m > 2.

89



: ) ) ) ) ) ) ) m
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fic. 5.1 — Suites, obtenues au cours de 7 simulations, des coefficients de
réflexion en fonction de m, pour un échantillon de longueur n = 500 d’un
processus AR(2) défini par ¢1 = 1.6, ¢o = —0.9 et 0% = 1.

Méthode du maximum de vraisemblance

Considérons un AR(p) causal ot Z; ~ IID(0, 0?) dont la loi de probabilité a pour densité pz(z;n)
ou 1) désigne un parametre vectoriel & estimer. Soit (X1, ..., X,,) une observation de taille n. On peut
alors écrire :

Xn = ¢1Xn—1 +-+ ¢an—p + Zn

Rappelons que, pour un AR(p) causal (¢(z) # 0 pour |z| < 1), les variables aléatoires {Xi,...,X,}
appartiennent & 'Hg = span{Zs;s < p}. Par conséquent, le vecteur aléatoire [Xi,...,X,] est une
fonction mesurable de {Zs;s < p}. Comme les variables aléatoires Z; sont supposées (conjointe-
ment) indépendantes, les variables aléatoires { X1, ..., X, } sont indépendantes des variables aléatoires
{Zp41,...,Zp}. On en déduit que la loi conditionnelle de (Xp41,...,X,) par rapport a (Xi,...,X,)
a pour log-densité :

n
108D 41,0 X | X1 X, (T15 o T3 0) = Z logpz (z1, — &' x5 1) (5.9)
k=p+1

ouxg =z ... Thpr|,o=[d1 ... @7 et = (¢p,n). L'estimateur du maximum de vraisem-
blance consiste a trouver, pour une suite d’observations (z1, ..., z,), la valeur de @ = (¢, n) qui maxi-
mise (5.9). Dans ce contexte, la fonction (5.9) & maximiser s’appelle la log-vraisemblance. D’ou le nom
de I'estimateur obtenu. Dans le cas oil la loi de Z; est gaussienne, 2log pz(z; 0?) = — log(270?) — 2% /0?
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et 'expression (5.9) s’écrit :

n

. n—p 2 1 T, \2
108D 41 X | X1y X, (T15 o T3 0) = — 2 log(27o )_Tc? Z (v — @ xp)
k=p+1
_ n—p 2 1 2
= =5 log(2m07) — 5 [IX — X9
S T o .
ou X = [zpp1 ... xp]" et:
Tp I
X — Tp+1 z2
‘/:Un—l DY I‘n_p

En annulant le gradient de la log-vraisemblance par rapport a ¢, il vient X T(X - X (2)) = 0 dont
on tire (}5 = (X Tx Yl X qui est Pestimateur des moindres carrés. On notera que, contrairement
A la méthode de Yule-Walker, la matrice de type positif X7 X, & inverser, n’a pas une structure de
Toéplitz. La conséquence majeure est que la suite des coefficients {gfgk} qui en sont déduits ne sont pas
nécessairement ceux d’'un AR causal. Il peut arriver que les zéros du polynéme (i(z) associé soient a
I'intérieur du cercle unité.

Dans le cas ou la loi de Z; n’est pas gaussienne, I’expression d’un estimateur du maximum de vraisem-
blance ne possede pas de forme simple et on doit, en général, faire appel a des techniques numériques.

5.2 Estimation MA

Nous avons vu que le modele MA correspond & un filtre linéaire dont la fonction de transfert
0(z) = 1+ 37, 0xz" est un polynéome en z. On rencontre cette modélisation pour les canaux de
propagation comportant des trajets multiples (en nombre fini), chaque trajet introduisant un retard
et/ou une atténuation. C’est, par exemple, le cas des canaux de communication en radio-mobile ou
encore de certains canaux de propagation acoustique. Le probleme majeur rencontré en modélisation
MA est I'impossibilité de retrouver a partir des propriétés du second ordre les parametres du modele.
En effet la densité spectrale d’'un MA a pour expression :

Elle ne définit donc pas, de maniére unique, un processus MA(q). Tous les processus MA(q) de fonction

de transfert :
m

0'(z) =0(2) [ |

s=1

*
1—2ziz
zZ— 2s
ol {zs}i1<s<m<q sont une sous-suite quelconque de m zéros de 6(z), ont méme densité spectrale. En

effet (1—zfe~™)/(e~" —2,) est de module égal & 1. Par conséquent, partant de f(x), on peut construire
plusieurs processus MA(q) suivant que I’on place un zéro a U'intérieur ou a 'extérieur du cercle unité.
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Nous avons vu théoreme 1.10 que, parmi toutes ces solutions, celle qui a tous ses zéros a 'extérieur du
cercle unité est inversible (on dit aussi que le processus est a phase minimale). Sous ’hypothese que
le processus MA(q) observé est inversible, le probleme de la détermination des parametres & partir de
la suite des covariances a une solution unique. Malheureusement dans certaines situations pratiques,
en particulier en communications numériques, ’hypothese de phase minimale n’est pas vérifiée. Dans
ce cas il faut faire appel a des statistiques d’ordre supérieur a 2 pour résoudre le probleme. Notons
que, dans le cas gaussien, il est donc impossible de résoudre le probleme puisque, par définition, les
moments de tout ordre d’une variable gaussienne sont fonction des moments d’ordre 2.

Dans la suite nous supposerons que le MA est inversible.

Exemple 5.2 : Estimation MA(1) : méthode des moments

Soit un processus MA(1) défini par X = Zy+601Z:—1. On suppose que |61] < 1 et donc 6(z) = 14601z s’annule
en zg = 1/01 qui est a Uextérieur du cercle unité. Le modéle est donc inversible. La fonction d’autocorrélation
s’écrit :

01/(1+ 6% sih==1
R CYET
0 si|hl > 2

La méthode des moments consiste & substituer a p(1) la corrélation empirique p,(1) et a résoudre par rapport
a 01. En supposant que 01| < 1, il vient :

) -1 si pn(1) < —1/2
b= (1= (1= 432(1)/2)/21)  si pu(1)] < 1/2
+1 sip(1) >1/2

Une fois 6, estimé, on obtient une estimation de o? en utilisant, par exemple, l'expression de (1) qui
donne, par la méthode des moments, 62 = él/’y(l). Malheureusement cet estimateur est de performances
inférieures a celles de lestimateur du mazximum de vraisemblance méme dans le cas gaussien. De facon
plus précise ’estimateur n’est pas méme consistant. Le probléme est que l’estimateur précédent est construit
uniquement & partir du couple de statistiques p,(0) et pn(1). Or on montre que, quand n tend vers linfini,
il n’y a pas de statistiques de dimension finie qui soit suffisante. On peut alors envisager de trouver un
estimateur du mazimum de vraisemblance. Dans le cas ot Zy est un bruit blanc gaussien, la log-vraisemblance
de l’observation a pour expression :

longL...,Xn (Ila vy Ty 917 02) =
T
ny 9 1 1 1 1
-5 og(2mo®) — 3 ogdet(C(6;)) — @[Il oo xp]CT(6y)
T
ot I'(01) de dimension n X n a pour expression :
1+67 60, 0 0
61 1+602 6 0
C(61) = : . - .
0 . 0, 1+ 9% 01
0 0 01 1+67

La mazimisation par rapport a 01 et o2 ne conduit pas des expressions analytiques simples. Par contre nous
verrons un algorithme récursif qui permet de déterminer cet estimateur.
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Méthode de Durbin

La méthode proposée par Durbin s’appuie sur le fait qu’un processus MA(q), défini par X; =
Zy + ZZZI 0 Z; i, peut étre approché par un AR(p) suffisamment long. Plus précisément supposons
que 0(z) # 0 pour |2| < 1. On a vu que ¥(2) = 1/0(z) = 1 — S22, ¥xz* ot {¥hx} est une suite de
module sommable et que Z; = Xy —> 7 | Y5 X;_i. Mais, puisque 6(z) est continue, il existe M > 0 tel
que, pour tout |z| < 1, on a|0(z)| < M et donc [¢)(2)| > 1/M = m > 0. Posons ¢,(z) = 1—> "7 _, 2",
Alors il existe p suffisamment grand tel que, pour tout |z| < 1, |1(2) — ¢p(2)| < m/2. On en déduit
que m < [0(2)] = [$(2) — Up(2) + ()] < [9(2) — p(2)| + [Up()] < m/2+ [y(2)] qui implique que
|p(2)] > m/2 > 0. En conclusion, pour tout |z| < 1, il existe p suffisamment grand tel que |¢,(2)| > 0.
On en déduit que le processus défini par ’équation récurrente X; = Z; + Zﬁzl Y Xtk est un AR(p)

causal. De plus X; — X; = > hepr1 YEXi—k et donc E {\Xt - )N(tﬂ < 7(0) <Zz°:p+1 ij|)2 qui tend
vers 0 quand p tend vers l'infini.

La méthode de Durbin, qui estime un MA(q) inversible comme un AR(p) causal long, comporte
donc une premiere étape pour estimer les p coefficients {1, ...,1,} de prédiction linéaire, obtenus

comme solution des équations de Yule-Walker. Il faut ensuite estimer la suite {6y }. En principe on a
Y(2)0(z) = (1= 300 Ymz™) (1 + > f_, 0x2") = 1. On en déduit que, pour tout h > 1 :

min(h,q)
Gn—k0r =0
k=0
ou 0y = ¢pg =1 et ¢, = —, pour k > 1. En adoptant une approche de type moindres carrés, on peut
alors minimiser la norme du vecteur e de composantes ¢, = ?;%(hm Op—1broul < h <p-+gq.Ce
qui s’écrit encore :
[ =] [1 0 - 0]
—7!12 —@131 ) .
A: . . 0 él €1
_wpfl ~ . . o .
0 T —vp - 1 T
0o iy 04 p+q
i 0 ] i 0 . 0 7wp_
Avec des notations matricielles évidentes, cette équation peut encore s’écrire {ﬁ = — U6 +e. La solution
qui minimise e’'e a pour expression :
6 =—(9T0)" 1Ty (5.10)

On remarque que ’équation (5.10) a la méme forme que la solution des équations de Yule-Walker en
prenant pour suite des “observations” les p + 1 quantités {¢9 = 1, —n,...,—1,}. L’algorithme de
Durbin, qui estime un MA(q) a partir de n données, peut alors se résumer de la fagon suivante :
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Choisir une valeur de p (¢ < p < n) et estimer les coeffi-
cients de I’AR(p) a partir des n observations.
Estimer les coefficients de I’AR(q) & partir des p “obser-

vations” {1, —@217 s =k

Dans la méthode de Durbin, qui estime un MA(gq) comme un AR(p) long, se pose le probleme du
choix optimal de p. Ce probléeme ne sera pas traité ici de fagon générale. Nous nous limiterons a
I’exemple numérique qui suit et qui montre qu’il y a un compromis a trouver entre biais et variance.
Remarquons a ce sujet que, plus les zéros de 6(z) sont proches du cercle unité, plus la valeur de p doit
étre choisie grande si on veut avoir une bonne précision et donc un biais faible. D’un autre c6té, plus p
est grand, plus la dispersion de ’estimateur est grande, du fait d’'une “mauvaise” estimation de certains
coefficients de covariance. Dans tous les cas la suite d’estimateurs n’est pas consistante. La méthode
peut cependant fournir une bonne valeur d’initialisation pour des algorithmes plus complexes, comme
celui du maximum de vraisemblance.

Exemple 5.3 : Estimation MA(1) : méthode de Durbin

Le tableau 5.1 donne la moyenne, la variance et le risque, estimés empiriguement a partir de 200 réalisations,
de Uestimateur de Durbin pour un processus MA(1) (ot 61 = 0.95) et pour différentes valeurs de p. La taille
de l’échantillon est n = 300. On observe que, quand p augmente, la variance augmente, tandis que la moyenne
et le risque passent par un minimum.

[ p | 20 | 40 [ 7 [ 120 [ 250 |
biais | —0.1008 | —0.0863 | —0.0341 | —0.0840 | —0.0939

variance | 0.0007 | 0.0009 | 0.0012 | 0.0016 | 0.0018
risque | 0.0108 | 0.0083 | 0.0082 | 0.0087 | 0.0106

TAB. 5.1 — Biais, variance et risque empiriques de l’estimateur
de Durbin pour un processus MA (1) pour différentes valeurs de p.

Méthode des innovations partielles

Soit un processus MA(q) inversible. On note (Xt\Hi;) = > P _1 ¥rpXi—p la prédiction linéaire
optimale de X; a partir de {X;_1,..., Xy—p} et Z,; = Xy — (Xt|Ht)§,) le processus d’innovation partielle.
Nous avons vu chapitre 4 que, pour un processus stationnaire au second ordre (voir expression (4.33)),
le processus d’innovation partielle tendait en moyenne quadratique, quand p tend vers l'infini, vers le
processus d’innovation qui est précisément Z; pour un MA(q) inversible. D’ou I'idée de remplacer dans
liéquation X = ZZZI 01721, le processus Z; par une estimation du processus d’innovation partielle
Zpt. Cette estimation peut étre réalisée par une estimation des coefficients de prédiction suivie d'un
filtrage de la suite X; observée par le filtre & réponse impulsionnelle finie {1, —1&14,, ce —ﬁp,p}. Une
autre fagon est d’estimer les coefficients de corrélation partielle et d’utiliser la structure de filtrage en
treillis donnée figure 4.1. Une fois la suite Zm estimée, on peut ensuite estimer la suite {0y}, par une
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approche de type moindres carrés, en minimisant |x — Z0|? ot x = [Xp1q ... Xn]' et :

AZPJH‘Q tte AZp7p
5 Zpptatl -+ Zpp+1
Z = .
Zpn o Zpn—gl

On obtient 8 = (2Tﬁ)_12Tx. L’un des avantages de cette méthode est qu’elle peut étre appliquée a
tout processus ARMA (p, ¢) causale et inversible.

Méthode du maximum de vraisemblance approchée

On considere le processus Xy = Z; + ZZ:1 0xZ; 1 ou Z; est un bruit blanc, centré, gaussien. Soit

{X1,...,X,,} une suite de n observations. On peut alors écrire :
1 o ... ... 0]
X, 6 1 - o 0| [z Zs 7
=1 e t ]+ 6o : =0 | | +60Z
Xn : .1 0| L4n Z—(q-1) Zn
0 - 0 1]

ou Q¢ est une matrice, de dimension n x ¢, dont seul le triangle supérieur, de dimension g x ¢, est
constitué de termes non nuls. Comme Z; est un processus aléatoire gaussien, X; est aussi un processus
aléatoire gaussien. L’approche adoptée ici consiste a négliger le terme ©¢Zy. En remarquant que
det® =1, la loi de X a donc pour densité :

T

log pxy,..x, (T1, .-+, 203 0,0%) ~ —g log(2m0?) — [z1 -+ 3,] C(6)

252
Tn
ott C(0) = (6"HTO7!. On note ¢, (0) les éléments de C(H). La maximisation par rapport a o?
donne : .
. 1
6% = - > cem(0) Xk X

k,m=1

En portant cette expression dans la log-vraisemblance, la maximisation a effectuer est équivalente a
la minimisation, par rapport a 8, de ’expression :

0, = arg min o (0) X Xm
k,m=1
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5.3 Estimation ARMA

Equations de Yule-Walker pour un ARMA

Considérons un processus ARMA (p, ¢) causal défini par :

p q
X =Y X+ hZik+ 2
k=1 k=1

ol ¢(z) = 1->F_, ¢rz* # 0 pour [2] < 1. On note (k) sa fonction de covariance. Alors en multipliant
les deux membres de 1’équation récurrente par X;_j, en prenant I’espérance et en utilisant le fait que
E[Z;X¢—p] =0 pour h > g+ 1, il vient :

/4

y(h) = dry(h—k)

k=1

En regroupant pour ¢ +1 < h < p+ g les p équations sous forme matricielle, on obtient :

v(q) vg—1) - o ~Ng—p+1)
. Tl = Vq: (5.11)
_w(q#p—l) vg+p—2) - ' e | Pp v(g+p)

Cette expression matricielle a une forme analogue aux équations de Yule-Walker d’'un AR(p). On no-
tera cependant que la matrice n’est plus symétrique. En substituant aux covariances les covariances
empiriques 4(¢g—p+1),...,9(¢+p) on obtient une estimation de la suite ¢y. Contrairement & ’estima-
tion des coefficients d’'un AR(p), par la résolution des équations de Yule-Walker, la résolution de (5.11)
ne donne pas nécessairement un polynome gg(z) dont les racines sont toutes strictement a ’extérieur
du cercle unité. Une facon de procéder est de déterminer les racines de gz%(z) et “d’inverser” celles qui
se trouvent a I'intérieur. Du point de vue spectral, cette construction est justifiée puisqu’elle ne change
pas la densité spectrale. En fait comme pour un processus MA(g) on peut améliorer 'estimation en
partant d’un systéeme sur-dimensionné et en déterminant une solution de norme minimale.

Une fois la suite {él, A gﬁp} estimée, il reste a estimer {61,...,0,,0%}. Théoriquement si nous dis-
posions de la “vraie” suite {¢y}, le processus e; = X; — Zizl or Xy, est simplement le processus
MA(q) défini par e, = Z; + Y.} _, 0xZ;—1. Une fagon simplAe de procéder est donc de filtrer la suite
{X1,..., Xy} par le filtre de réponse impulsionnelle {1, —¢1,...,—¢,} puis d’utiliser, par exemple,
la méthode de Durbin pour estimer 61,...,0,, o%. Une autre facon est d’utiliser & nouveau l'idée de
Durbin qui est que 6(z)/¢(z) peut étre approchée par un AR(m) causal suffisamment long. Notons
Yims- -, Vm,m la suite des coefficients, obtenus par prédiction linéaire, de ce processus AR. On peut
alors écrire que (1 — Y00 e m2®) (1 + Y0 0k2F) =1 -YP_, $rz". En notant ¢, les coefficients de
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2% pour p+1 < k < m + q et en adoptant des notations matricielles évidentes, on peut écrire :

__¢P+Lm- _¢p,m te _¢pfq+1,m-
— o .
wp'-&— o _wp+l,m
*wm m 91 P
0 + _wm,m . A =
0 . 9q Eerq
L 0 i L 0 e 0 _wm,m
qui peut encore écrire, de fagon plus compacte, {p = —¥6 + e. La solution qui minimise e’'e a pour
expression :
6 = —(VT0)" 1Ty (5.12)

notons ici que, contrairement a l’expression (5.10), la matrice & inverser dans (5.12) n’est pas une
matrice de Toéplitz et ne peut donc inverser, de facon rapide, par ’algorithme de Levinson.
Comme dans le cas de 'estimation MA(g), aucune de ces deux méthodes n’est vraiment précise.
Toutefois elles fournissent des estimées correctes pour 'initialisation d’algorithmes itératifs.

Méthode du maximum de vraisemblance approchée

Comme dans le cas MA(q), partant de I’équation X; = Z; + Zi:l 02—k + Zi:l OrXi_1 ou Zy
est un bruit blanc, centré, gaussien, on peut écrire :

1 0 v v 0 1 0 v o 0

—1 1 .0 Xp Xp—l 01 1 N () Zp Zp—l
: - 1 0] [Xn X1 : .1 0| L%n Zp—q

0 - —¢1 1] 0 - 6 1

On peut alors déterminer une expression approchée de la log-vraisemblance conditionnelle de
{Xp,..., Xy} par rapport a {Xi,...,X,—1}, en négligeant le terme contenant {Z,_1,...Z,_4}. 1l
vient :

1
n—p
2

108 DX, X | X110 Xyt (T15 - T3 0, 00,0°) =~ — log(2mo?) — 252 (21 -+ 2,] C(6,9)

Tn

ot C(0,¢) = (071®)T0~1®. La maximisation de logpx,.. x,(T1,...,2Zn; 0, ¢, 0?) par rapport a 6,
¢ et o? peut étre faite par des techniques numériques.
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Annexe A

Eléments de probabilité et de
statistique

Nous donnons dans cette annexe quelques éléments succincts de la théorie des probabilités et de
I’estimation statistique

A.1 Eléments de probabilité

A.1.1 Espace de probabilité

On se donne un espace abstrait €2, appelé espace des épreuves, muni d’une tribu F, c’est & dire
d’une ensemble de parties de €2 vérifiant les propriétés suivantes :

1. Qe F,
2. si A € F, alors A¢ € F ("stabilité par passage au complémentaire”),

3. si (Ap,n € N) est une suite de parties de €, alors, |J,cnyAn € F ("stabilité par réunion
dénombrable”)

Un élément w de  est appelé une épreuve ou une réalisation. L’ensemble ) est souvent appelé
Pensemble des épreuves ou des réalisations. Un élément d’une tribu s’appelle un un événement (en
théorie de la mesure, de tels éléments sont appelés ensembles mesurables). Deux événements A et B sont
dits incompatibles, si AN B = (). L’ensemble vide est appelé I’événement impossible. A I'inverse, ( est
I’événement certain. Le couple (2, F) constitué d’un ensemble d’épreuves et d’une tribu d’événements
est un espace probabilisable. L’ensemble des parties de 2, P(£2) est une tribu. Toutes les tribus définies
sur  sont des sous-ensembles de P(2). L’ensemble {0, 2} est aussi une tribu. Cette tribu est contenue
dans toutes les tribus définies sur 2. L’intersection d’une famille quelconque de tribus est encore une
tribu.

Définition A.1. La tribu engendrée par une classe de parties A de Q) est la plus petite tribu contenant
A (c’est Uintersection de toutes les tribus contenant A)

Notons que toute classe A C P(£2), et donc qu’il existe toujours au moins une tribu contenant .A. On
note o(A) la tribu engendrée par A La notion de tribu borélienne est liée a la structure ”topologique”
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de l'ensemble de base : c’est la tribu engendrée par ’ensemble des ouverts de la topologie. Nous
considérerons dans ce chapitre uniquement la tribu borélienne de R¢, en commencant par le cas le
plus simple de la droite réelle R.

Définition A.2. La tribu borélienne ou tribu de Borel de R est la tribu engendrée par la classe des
intervalles ouverts. On la note B(R). Un élément de cette tribu est appelé une partie borélienne ou un
borélien.

Tout intervalle ouvert, fermé, semi-ouvert, appartient a B(R). Il en est de méme de toute réunion
finie ou dénombrable d’intervalles (ouverts, fermés, ou semi-ouverts). La tribu B(R) est aussi la tribu
engendrée par I'une quelconque des quatre classes suivantes d’ensembles :

I={]-o0,2l;z2€R} I ={] —o0,z];7 € Q}
J={]-o0,z[;x e R} J ={] — o0,z[;7 € Q}

De facon similaire, la tribu borélienne B(R?) de R? est la tribu engendrée par les rectangles ouverts
1% ,]ai, bi[. Le théoréme suivant sera d’un usage constant dans la suite

Théoréme A.1 (Classe monotone). Soient C C M C P(2). On suppose que
— C est stable par intersection finie,
- QC M et pour A,B e M, AC B implique que B\ A € M,
— M est stable par limite croissante

Alors, o(C) C M.

Probabilité

Définition A.3. On appelle probabilité sur (2, F), une application de P : F — [0,1], qui vérifie
les propriétés suivantes

1. P(Q) =1,
2. (Po-additivité) si (An,n € N) est une suite d’éléments de F deuz a deux disjoints, (i.e.A;NA; =0

pour i # j) N
P (U Ai> = P(4)).
=1

neN
On vérifie aisément les propriétés suivantes : A,,A et B étant des événements
AC B, P(A) < P(B)a P(AC) =1- P(A)a
P(AUB) =P(A)+P(B) -P(AN B),
A, 1 B, P(A,) TP(A), Ay | A, P(4,) | P(A), P((A,)

n

IN

> P(An)

Définition A.4. On dit qu’un ensemble A C Q est P-négligeable (ou plus simplement négligeable, s’il
n’y a pas d’ambiguité sur la mesure de probabilité) si il existe un ensemble B € F, tel que A C B et
P(B) = 0.
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Remarquons que les ensembles négligeables ne sont pas nécessairement des éléments de la tribu F.
Une propriété est dite P-presque stire, si la propriété est vérifiée sur un ensemble dont le complémentaire
est P-négligeable.

Définition A.5. Le triplet (Q, F,P) définit un espace de probabilité.

Définition A.6. On dira que la tribu F est complete si tous les ensembles négligeables de €2 sont
éléments de F.

Il est facile de construire une tribu F’ qui contient F et d’étendre P & F’ de telle sorte que F’ soit
complete pour 'extension de P. Pour éviter des complications techniques inutiles, nous supposerons
désormais que toutes les tribus que nous manipulerons sont complétes. Rappelons pour conclure ce
paragraphe deux résultats techniques d’usage constant.

Définition A.7. On appelle un w-systeme une famille d’ensembles stable par intersection finie.

Théoréme A.2. Soient p et v deux mesures sur (E,E) et soit C C B un w-systéme. On suppose que
pour tout C' € C, u(C) =v(C) < co. Alors u(A) = v(A) pour tout A € o(C).

Soit E un ensemble. Une famille & de sous-ensembles de E est appelé une algébre si (i) E € &,
(ii) F e & = Fee&et (ili) F,G € & = FUG € &. Une fonction d’ensembles p définie sur
& est dite o-additive, si pour toute union dénombrables d’éléments F; € &, F; N F; = 0, telle que

Ui Fi € &, (U; i) = 225 (F3).

Théoréme A.3 (Théoreme d’extension de Carathéodory). Soit E un ensemble et & une algébre sur
E. Soit poy une fonction d’ensembles o-additive, telle que po(E) < co. Il existe une unique mesure fu
sur € := o(&) telle que pu = pg sur &.

Exemple A.1

Pour dllustrer lutilisation de ce théoréme, rappelons la construction de la mesure de Lebesque (voir chapitre
sur Uintégration sur Uintervalle [0,1]. Soit C ’ensemble des parties de [0,1] pouvant s’écrire sous la forme
d’une union finie d’intervalles semi-ouverts, semi-fermés, i.e.F' € C si

F= (&1,b1] U---u (ar,bT}.

On vérifie facilement que C est stable par intersection finie (C est en fait une algébre). La tribu engendrée
par C, o(C) = B([0,1]) est la tribu borélienne sur [0,1]. Pour F € Fy considérons

Xo(F) = Z(bi —a;).

On vérifie que Ao est une fonction positive et additive. On peut démontrer que \g est o-additive, i.e.pour toute
union dénombrable d’ensembles F; € Fy disjoints 2 a 2 tels que |J, Fi € Fo, Ao(F) =Y, Mo(F;) (cette partie
de la preuve n’est pas immédiate). Le théoréme de Carathéodory permet de montrer que \g a une extension
unique X sur B([0,1]), appelée mesure de Lebesgue sur [0, 1].

A.1.2 Variables aléatoires

Définition A.8. Soit E un espace muni d’une tribu E. On appelle variable aléatoire (en abrégé v.a.)
a valeurs dans E toute application mesurable de (Q,F) — (E,E).
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Soit X une v.a. & valeurs dans (F, ). En vertu de la définition précédente, pour tout A € &€, on
a X“1(A) € F. Si E est dénombrable et £ = P(E), on dit que X est une v.a. discrete. Si B = R+
et & = B(RT), on dit que X est une v.a. positive. Si £ = R et & = B(R), on dit que X est une
v.a. réelle. Si E = R? et & = B(R?), on dit que X est une variable vectorielle (ou vecteur aléatoire).
Soit (Xj,i € I) une famille de v.a. a valeurs dans (E,£) (I étant un ensemble quelconque, non
nécessairement dénombrable).

Définition A.9. On appelle tribu engendrée par (X;,i € I) la plus petite tribu X de Q0 qui soit telle
que tous les v.a. X; soit X mesurable.

A titre d'illustration, soit Y : @ — (R, B(R)) une v.a.; o(Y), la tribu engendrée par Y est définie
par
o(Y):=({w:Y(w) € B}, B € B(R)).

Si Z : Q — R est o(Y)-mesurable, s’il existe une fonction borélienne f : R — R telle que Z = f(Y)
De méme, si Y7,---,Y, : 2 — R sont des v.a.,

o(Y1,---,Yy) =0({Yy € By}, B € BR),k=1,--- ,n).
et Z:Q — Rest o(Yy,---,Y,) mesurable s'il existe une fonction borélienne f : R™ — R telle que
Z:f(Yla aYn)
Espérance d’une variable aléatoire

Nous rappelons dans le paragraphe suivant succinctement des éléments de théorie d’intégration. Le
lecteur se reportera avec profit au cours d’intégration. On dit qu’une variable aléatoire X de (Q2, F,P)
a valeurs réelle est étagée si

n
X =) apla,
k=1

avec Ay € F, ou 4 est la fonction indicatrice de A. On note dans la suite e 1’ensemble des variables
étagées. Le résultat suivant est a la base de la construction de 'intégrale

Lemme A.1. Toute v.a. X positive est limite d’une suite croissante de fonctions étagées.

Il suffit de considérer la suite
n2"—1

k
Xn(w) = Z ﬁl{k/QnSX(w)g(k—i—l)/%} + nlx(w)>n
k=0

L’espérance d’une v.a. étagée X = > ' arla, est définie par
n
E[X]:= / X (w)dP(w) =Y axP(A).
k=1

On remarque facilement que, si X,Y € eF,
EfaX +bY] =aE[X]+bE[Y],andX <Y = E[X]|<E[Y].

Le résultat technique suivant est la clef de votute de la construction
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Lemme A.2. Soient X,,,Y, € eF deux suites croissantes telles que lim T X,, = lim T Y,. Alors,
lim T E[X,] =1lm | E[Y,].

Notons FT l’ensemble des v.a. positives. Soit X € F*. Le lemme A.1 montre qu’il existe une
suite X, € eF telle que X,, T X ; la monotonicité de I'espérance assure que E[X,,] T E[X]. On pose
E[X] = lim T E[X,]. Le lemme A.2 montre que cette limite ne dépend pas du choix de la suite X,.
On a en particulier

n2"

E[X] = lim T 30 B({w: k/2" < X() < (k+1)/2}) + nP({w: X(w) > n}).
k=0

Par passage a la limite, on obtient immédiatement que pour tout X,Y € F*, et a,b € RT,
E[aX 4+ bY] = aE [X] 4+ VE[Y] et que, si X <Y, E[X] <E[Y]. On dira que X € F7 est intégrable si
E [X] < oo. Notons fF 'ensemble des v.a. mesurables réelles. On pose

£ =LY FP)={X € fF,E[|| X| < oo}
Si f € £', nous définissons Xt et X~ les parties positives et négatives de X,
XT:=Xv0and X~ :=(—X)VO0

XT et X~ sont des v.a. positives intégrables (car X* < |[X| et X~ < |X]) , et X = XT — X,
L’espérance de X est définie par
E[X]=E[X*]-E[X].

Il est facile de voir que £! est un espace vectoriel (car |X + Y| < |X| + |Y|, et par monotonicité de
I'espérance) et que X — E[X] est une forme linéaire positive. De plus, pour X € £, [E[X]| < E[|] X|.

Passages a la limite

Soit X, une suite de v.a.s. Nous disons que X,, — X P-p.s., si

{w: lim X, (w) = X(w)}°
n—oo
est P-négligeable. Les propriétés suivantes découlent directement des théorémes classiques de la théorie
de la mesure (& savoir, le théoréme de convergence monotone, ou théoreme de Beppo-Levi, le lemme
de Fatou, et le théoreme de convergence dominée)

Proposition A.1. — (”Convergence monotone”) si 0 < X,, 1 X, alors E[X,] T E[X] < o0
— ("Lemme de Fatou”) Si X,, > 0, alors E [liminf X,,] < liminf E [X,,],
~ (”Convergence dominée”) Si, pour tout n > 1, |X,(w)] < Y(w), P-ps, et Y € L, alors
limy,_oo E [X] = E[X]

Nous utiliserons de fagon trés fréquente dans la suite les résultats ci-dessus ; nous donnons toutefois
sans attendre quelques exemples d’applications tres utiles :

Exemple A.2 - Soit (Z)) une suite de v.a.s positives. Alors E[>" Zy] = > E[Zx] < 0o (application de la
convergence monotone et de la linéarité de l’espérance).
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— Soit (Zy) une suite de v.a.s positives, telle que Y E[Z;] < co. Alors Y Zy est fini p.s. et donc Zy, — 0
p.S.

Nous admettrons le résultat suivant (cf. le cours d’intégration)

Théoréme A.4. Soit X une v.a. de (2, F) dans (E,&) et P une probabilité sur (2, F). La formule
Px(A) := P(X~1(A)) définit une probabilité sur (E,E), appelée probabilité image de P par X. Cette
probabilité vérifie, pour toute fonction f positive mesurable

[ fox@are) = [ f@dpx (@
Définition A.10. On appelle loi de X la probabilité image de P par X.

La loi d’une variable aléatoire réelle est donc une probabilité sur (R, 5(R)). On définit souvent la
loi d’une variable aléatoire en spécifiant une ”densité” par rapport a une mesure positive sur (E,E).
Plus précisément, soit u une mesure positive et soit g une fonction mesurable positive, telle que

| st@)duta) = 1.
FE

Pour A € &, on définit Px : £ — [0, 1]

Px(4) = [ a(@)du(o)

On vérifie aisément que Px défini par la relation précédente spécifie bien une mesure de probabilité
sur (E, ). Nous donnons ci-dessous quelques exemples élémentaires
— La mesure de Lebesgue sur [0, 1] est une probabilité, que l'on appelle généralement loi uni-
forme sur [0, 1]. Plus généralement, pour a < b, on appelle loi uniforme sur [a, b], la mesure de
probabilité (b — a) "I}, ;j(x)dx, ont I est I'indicatrice de 'ensemble A.
— La mesure sur R de densité 7 1(1 + 2?)~'dz est de masse 1, et définit donc bien une mesure de
probabilité sur R. On remarque que le moment d’ordre 1 de cette mesure est infini. Cette loi est
appelée loi de Cauchy standard.

— La loi de densité px(x), )
)= e (U520,
par rapport a la mesure de Lebesgue est appelée ”loi gaussienne”. La moyenne de cette loi est
w et sa variance, [(z — p)’px()A\(dz) = o
Il est souvent pratique de spécifier la loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle par la donnée de
sa fonction de répartition, Fx : R — [0, 1], définie par

Fx(x) =Px(] — 00,2]) =P(X < z).

La fonction de répartition est une fonction croissante, continue a droite : on remarque en effet que
| — 00,2] =] — 00, z,], pour toute suite décroissante z,, telle que lim,_,o x, = x. La o-additivité
impose donc que Fx (z) = limy, .~ F(zy), et donc plus généralement que limy, g4 Fx(z+h) = Fx(z).
Un raisonnement similaire montre que limy_o_ Fx(x + h) = Px(] — 00, z[) =: Fx(x—). La fonction
de répartition F'x caractérise la loi Px, puisque pour tout intervalle |a,b] (b > a), on a Px(]a,b]) =
Fx(b) — Fx(a) et qu'une mesure borélienne sur R est déterminée par la donnée des masses qu’elle
attribue aux intervalles de ce type (cf. cours d’intégration)
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Quelques inégalités utiles

L’inégalité élémentaire suivante, appelée inégalité de Markov, joue un role fondamental

Proposition A.2. Soit Z une v.a et g : R — [0, 00] une fonction borélienne croissante. Alors
Elg(Z2)] > E[g(2)I(Z > c)] > g(c)P[Z > ¢].

En prenant pour g(z) = |z|, nous avons en particulier, pour X € £, P[|X| > ] < E[|X]] /c. Une
fonction ¢ : G — R ou G est un intervalle ouvert de R est dite conveze si, pour tout z,y € G et tout
e, ptqg=1,

c(pr + qy) < pe(x) + qely).

0

A titre d’exemples, les fonctions |x|, z2, €% sont des fonctions convexes. La proposition suivante est

souvent utiles

Proposition A.3 (Inégalité de Jensen). Soit ¢ : G — R une fonction convexe sur un sous-intervalle
ouvert G de R et soit X une variable aléatoire vérifiant les propriétés suivantes

E[] X| <oo, PIX €G] =1, E[|]e¢(X)] < o0
Alors, E[c(X)] > c(E[X]).

Variance, covariance, corrélation

Sila variable X admet un moment d’ordre 2, alors X admet un moment d’ordre 1 (par monotonicité
des semi-normes, £' € £2). On pose alors,

var(X) := E [(X — E[X))?] = E [x?] - (E[X])*
quantité que I'on appelle la variance de X. De méme, lorsque X,Y € £2, nous pouvons définir,
cov(X,)Y)=E[(X —-E[X)(Y —E[Y])]=E[XY]-E[X]|E[Y]
quantité que 'on appelle la covariance de X et de Y. Les variables aléatoires sont dites décorrélées,
si le coefficient de covariance cov(X,Y) = 0. Lorsque X := (X1,---,Xg)?, d € N est un vecteur

aléatoire, la matrice de covariance I'(X) (ou matrice de variance / covariance) est définie comme la
matrice d X d dont les éléments sont donnés par

F(X)i,j = COV(Xqu) 1 < ’i,j < d

Les éléments diagonaux sont égaux a la variance des variables X ; les éléments hors-diagonaux sont
les coefficients de covariance. La matrice de covariance est une matrice symétrique (I'(X) = T'(X)T) et
semi-définie positive. En effet, pour tout d-uplets de nombre réels ou complexes (a1, ag,- - ,aq), nous
avons

d
B> ai(X; —E[X])

2
= Zaia;F(X)m > 0
i=1 b

Notons que, pour tout vecteur a (déterministe)
NX +a)=T(X)
et que, pour M une matrice (déterministe) p x d,

N(MX)=MD(X)MT.
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Fonction caractéristique

Dans tout ce paragraphe, X désigne une variable aléatoire & valeurs dans R%. On note Py sa loi.
L’application ®y : R — C donnée par

Bx(N) = Elexp(iOh X)) = [ expli(h,))Px(de).

oit (u,v) désigne le produit scalaire usuel dans RY, s’appelle la fonction caractéristique de X. La
fonction caractéristique est la transformée de Fourier de la loi Px. Nous donnons ci-dessous quelques
propriétés élémentaires de la fonction caractéristique
-~ dx(0)=1et |[Px(N)| < 1.
— La fonction caractéristique est continue sur R?. Cette propriété est une conséquence immédiate
de la continuité de lapplication A — exp(i(\, X) et du théoreme de convergence dominé.
— Lorsque la loi Px admet une densité g par rapport a la mesure de Lebesgue, alors ®x est la
transformée de g (au sens usuel). Le théoreme de Rieman-Lebesgue implique que ®x(\) tend
vers 0 lorsque A — oo.
Comme son nom 'indique, la fonction caractéristique ”caractérise” la loi, dans le sens

Proposition A.4. Deuz variables aléatoires & valeurs dans R ont méme loi si et seulement si ®x =
Dy

Le théoreme précédent implique en particulier la proposition suivante

Proposition A.5. Soient X = (X1,---,X,,); n variables aléatoires réelles variables aléatoires
(X1, ,Xp) sont indépendantes si et seulement si

x5 d) =[x ()
=1

Indépendance. Mesures produits
Soient A et B deux événements. On dit que A et B sont indépendants si
P(AN B) =P(A)P(B).

Les propriétés élémentaires des probabilités montrent que les événements A et B¢, A€ et B, et A€ et
B¢ sont aussi indépendants. En effet :

P(A°N B) = P(Q N B) — P(AN B) = P(B) — P(A)P(B) = (1 — P(A))P(B).

Les tribus A = {0, A, A%, Q} et B = {0, B, B¢,Q} sont donc indépendantes, au sens de la définition
suivante

Définition A.11. Soit (B;,i € I) une famille de tribu. On dit que cette famille est indépendante si,
pour tout sous-ensemble J fini de I,

P (w E% = II}P(E%)v E%’G E%

jedJ jed
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Le lemme technique suivant donne un critere plus ” pratique” pour vérifier 'indépendance de tribus.

Lemme A.3. Soient G et H deuz sous-tribus de F et soit T et J deuz w-systémes tels que G := o(Z) et
H:=o0(J). Alors, les tribus G et H sont indépendantes si et seulement si T et J sont indépendantes,
ie.

P(INJ)=P)P(J), 1€T,JeJ.

Démonstration. Supposons que les familles 7 et J sont indépendantes. Pour I € 7 donné, considérons
les mesures

H—P(INH) et H— P(I)P(H).

Ces mesures sont définies (2, H) et coincident sur J. Le théoréme A.2 montre que ces deux mesures

coincident sur H
PUINH)=PI)P(H), 1€Z,HE€eMH.

Pour H donné dans H, les mesures
G—-P(GNH)et G—P(G)P(H)

sont définies sur G et coincident sur Z. Par le théoréeme extension, elles coincident sur G, et donc

P(GNH)=P(G)P(H), pour tout G € G et H € H. [ |
De fagon générale, on a

Proposition A.6. Soient (C;,i € I) une famille de m-systémes indépendants. Alors les tribus
(0(Ci),i € I) sont indépendantes.

Il résulte immédiatement de la définition A.11 que si B} est une sous-tribu de B;, la famille (B.,i € I)
est une famille indépendante si (B;,7 € I) 'est. Nous avons aussi

Proposition A.7. Sila famille (B;,i € I) est indépendante et si (I;,j € J) est une partition de I, la
famille (o(B;,i € 1;),j € J) est indépendante.

De cette définition découle toutes les notions d’indépendance dont nous aurons besoin dans la suite.
Si (A;,i € I) est une famille d’événements, on dira que cette famille est indépendante si la famille
(0(A;),i € I) lest. Si (Xj,i € I) est une famille de v.a., on dira que cette famille est indépendante si
la famille (o(X;),7 € I) l'est. Si X est une v.a. et G une tribu, on dira que X et G sont indépendantes
si les tribus o(X) et G sont indépendantes. Enfin, si (X;,7 € I) et (Yj,j € J) sont indépendantes si
les tribus (0(X;),i € I) et (o(Yj),j € J) le sont.

Exemple A.3

Soient (X1, Xo, X3, X4) quatre v.a. indépendantes. Alors, les couples (X1, X2) et (X3, X4) sont indépendants,
puisque les tribus o(X1,X2) et 0(X3,Xy) le sont. Alors Y1 := f(X1,X2) et Yo = g(X3,X4) (avec f,g
boréliennes) sont indépendantes car o(Y1) C 0(X1, X2) et 0(Ya) C 0(X3, X4).

Avant d’aller plus loin, rappelons quelques résultats sur les mesures produits (on se reportera avec
profit au cours d’intégration). Soient (E7,B1,v1) et (Ea, B2, v2) deux espaces mesurés et vy, vy deux
mesures o-finies. Alors

B ® By = O’(Al X Ag, A1 € By, As € BQ)
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est une tribu sur E; X Fy appelée tribu produit de By et de Bs et il existe une unique mesure, notée
1 ® v définie sur By ® By telle que

140 I/Q(Al X Ag) = Vl(Al)I/Q(AQ), A€ Bl,AQ € Bs.

Pour toute fonction borélienne positive ou bornée f, nous avons (théoreme de Fubini)

/fd(u1®ug) :/</f(x1,:z2)d1/1(x1)) v (2),
—/(/f(xl,xg)dug(x2)> dvr (1)

Ces résultats s’étendent directement pour le produit de n espaces. Il résulte alors de ces rappels et du
théoreme de classe monotone que

Théoréme A.5. Soient (X1, -+, Xy,) des v.a. a valeurs dans (E;,&;), i € {1,--- ,n}. Il y a équivalence
entre
1. les v.a X1, -+, X, sont indépendantes,

2. Pour tout Ay € &,

n

P[X1 € A1, , Xy € Ay] = [ [ PIXk € Ak
1

3. Pour tout Ay € Ci, avec Cy m-systéme tel que o(Cy) = &,

n

P(X) € Ay, Xy € Ay] = [ PIXk € A4
1

4. La loi du vecteur aléatoire (X1,...,X,), notée Pix,,.. x,) est égale au produit des lois des v.a
Xk;
P(le"‘vxn) = II;))AXI Q- ® PXn

5. Pour toutes fonctions fi boréliennes positives (respectivement bornées, respectivement fi, €
LY (Eg, &, Pr)),

n

TTEf(X4]

1

Exemple A.4
Soient X,Y deux v.a.r. Alors, vu que o([a,b[,a < b € R) = B(R), il résulte du théoréme précédent que X et
Y sont indépendantes si et seulement si

Pla<X <bc<Y<d=Pa<X<bPc<Y <d),

pour tout a,b,c,d. Dans ce cas, si E[|]] X| < oo, E[|]Y]| < 00, on a E[XY] = E[X]|E[Y], résultat que l'on
utilise sans cesse en probabilité.
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A.1.3 Espaces LP(Q), F,P) et L?(Q, F,P)

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. Pour p > 0, on dit que X admet un moment d’ordre p
E[|X|P] = / | X (w)|[PP(dw) < oo.

Nous notons £P (2, F,P) 'ensemble des variables aléatoires définies sur (2, F, P) admettant un moment
d’ordre p. Nous notons, pour X € LP, || X||, =E [|X|P)Y/P. 11 est facile de voir que la fonction || p
(Q, F,P) — R est positive. Cette fonction vérifie aussi l'inégalité triangulaire, appelée dans ce contexte,
égalité de Minkovski

X + Y, < [1X]lp + [V [lp-

L’inégalité de Minkovski montre que, pour tout X,Y € LP(Q, F,P) et tout «, f € R, nous avons
laX + BY |, < laf[ X"+ |B][Y]

et donc que LP(Q), F,P) est un espace vectoriel sur R. On omettra la dépendance en (2, F,P) lorsqu’il
n'y a pas d’ambiguité sur I'espace de probabilité sous-jacent. La fonction = — ||z||, est positive et
vérifie I'inégalité triangulaire. Ce n’est toutefois pas une norme, car la relation || X||, = 0 entraine
seulement que X = 0 P-p.s (P(w, X (w) = 0) = 1). On dit que || ® ||, est une semi-norme. Comme nous
le verrons ci-dessous, il est possible de “quotienter” 1’espace par la relation d’équivalence

X=Y—=P{lwe Xw) =Yw)} =1

On note LP(Q, F,P) 'espace quotient de L£(Q2, F,P) par la relation d’équivalence =. Les éléments
de LP(Q,F,P) sont des classes d’équivalence. Si X et Y sont deux éléments de la méme classe
d’équivalence, alors || X ||, = ||Y]|p. Lorsque I'on choisit un élément d’une classe d’équivalence on dit
que l'on choisit une version de X : X désigne selon les cas sa classe ou une version de la classe. Les
(semi)-normes || ® ||, sont monotones dans le sens suivant

Proposition A.8. Soit1 <p<r<ooetY e L" Alors,Y € LP et ||Y|, < [|Y],.

Cette derniére inégalité découle directement de I'inégalité de Jensen appliquée avec c(x) = z"/?.
L’inégalité suivante est souvent utile

L' =1. Nous avons (inégalité de Holder)

Proposition A.9. Soient p,q > 1 tels que p~! + ¢~
[ XYl < [1XIpY g
La proposition suivante (en particulier lorsque p = 2) joue un role clef.

Proposition A.10. Soit p € [1,00). Soit (X,) une suite de Cauchy dans LP(Q2, F,P), i.e.,

lim sup || X, — X[/, =0.

k—o0 r,s>k

Il existe une variable aléatoire X € LP telle que X, — X dans L,, i.e. | X, — X||, — 0. De plus, on
peut extraire de X,, une sous-suite Y, = Xy, qui converge vers X P-p.s.
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Démonstration. C’est un résultat classique d’analyse; nous en donnons toutefois une démonstration
de nature ”probabiliste” afin d’illustrer les résultats et les techniques introduites précédemment. Soit
kn, T oo une suite telle que
V(r, s) > kn, || Xy — Xo|| <277
Nous avons, par monotonicité des semi-normes || o ||,, nous avons pour p > 1,
E [| Xk

= X l] < 1 Xkpsr — X llp <277,

n+1 n+1

ce qui implique, en appliquant le théoreme de Fubini, que

E [Z Xy, — anﬂ < 0.

Ceci implique que la série de terme général U, := (X, , — Xy, ) converge absolument P-p.s., et donc
que

> Un = lim X,

n>1

existe P-p.s. Définissons, pour tout w € {2
X (w) :=limsup X, (w)

X est une v.a. (en tant que limite supérieure d’une suite de v.a.s) et lim,, X} = X, P-p.s. Soit € > 0
et soit m tel que 27 < e. Pour tout r > k,,, et tout n > m, nous avons

||X7' - Xk?an é €

et l'application du lemme de Fatou montre que
1/p
| X, — X, < (/liminf | X (w) — ka(w)|pIP’(dw)> <liminf | X, — X, ||, <e.
m n

et donc lim,_, || X, — X||, = 0. L’inégalité de Minkovski montre que
1Xlp < 11X = Xlp + 1 Xl
et donc que X € LP. |

Le résultat précédent permet de montrer que ’espace quotient LP(Q2, F,P) est complet.

A.1.4 Variables aléatoires Gaussiennes

Définition A.12 (v.a. gaussienne standardisée). On dit qu’une variable X est Gaussienne standar-
disée (ou standard) si la loi de X admet la densité (par rapport a la mesure de Lebesque)

2

exp(—%). (A1)

1
flz) = Nor
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Définition A.13. On dit qu’une variable aléatoire X est gaussienne de moyenne m et de variance
o2, s’il existe une variable gaussienne standard Z telle que X =m + oZ.

Lorsques > 0, X admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R, densité donnée
par
1 (x —m)?
x) = exp(—
fm,crz( ) \/ﬂ()’ p( 202

On note cette densité N'(m,c?). Par abus de langage, nous identifierons les variables gaussiennes de
variance nulle aux mesures de Dirac au point m. Un calcul élémentaire montre que, pour tout A € R,

). (A.2)

< 1 z? 2?2
/Oo Wor exp(—?) exp(Az)dx = exp(?).

Par prolongement analytique, la fonction caractéristique d’une variable gaussienne standard est donc
donnée par
Oy (A) = exp(—A?/2).

Notons que si X est une variable aléatoire de fonction caractéristique ® x (\), la fonction caractéristique
de la variable aléatoire Y = a + bX est donnée par

Py (N\) = exp(ida) exp(—b*)\?/2)

Par conséquent, la fonction caractéristique de la loi normale de moyenne m et de variance o2 est
donnée par

Dx(\) = exp(idm — A\262/2) (A.3)
On en déduit la proposition suivante
Proposition A.11. Soient X;, i € {1,...,d}, d v.a.r gaussiennes indépendantes de moyenne p; et de
variance 01-2 et soient a; € R, i € {1,--- ,d}. Lav.a.rY = a1 X1 + -+ agXq est une v.a.r gaussienne

d o - d 2 2
de moyenne ) ;_, aym; et de variance ) ;_, aio;.

Démonstration. en utilisant la proposition A.5, la fonction caractéristique de Y est donnée par

d
oy (1) = [ [ ox.(ant), (A4)
k=1

d d
= exp itz agmy — Z azoit? /2], (A.5)

k=1 k=1
et on conclut en utilisant la proposition A.4. |
Définition A.14 (vecteur gaussien). Un wvecteur aléatoire X = [Xi,---, X4 est dit gaussien, si

pour tout vecteur a € RY, a’ X := a1 X1 + - - + aqg Xy est une v.a.r. gaussienne

Cette définition implique en particulier que chaque composante Xj est une v.a.r gaussienne. A
I'inverse, le fait que toutes les variables X} soient gaussiennes ne suffit pas pour assurer que le vecteur
X est gaussien. Par construction, la famille de lois gaussiennes est stable par transformation linéaire.
Plus précisément
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Lemme A.4. Soit X un vecteur gaussien ¢ valeurs dans R de moyenne m et de matrice de covariance
K. Pour tout b € R", et toute matrice M de dimension (r x d), le vecteur aléatoire Y = b+ MX est
un vecteur gaussien & valeurs dans R”, de moyenne b+ Mm et de covariance MKM?.

En effet, pour tout vecteur a € R", a’Y = a’'b + (a? M)X est une v.a. gaussienne. On a E[Y] =
m+ ME[X] et K(Y)=MKMT?. Le théoréme de caractérisation suivant joue un réle central

Théoréme A.6. Soit X un vecteur aléatoire de moyenne m et de matrice de covariance K. Le vecteur
X est gaussien si et seulement si sa fonction caractéristique est donnée par

1
dx(\) = explirtm — 5ATKA]

Ce théoreme montre que toute loi gaussienne est déterminée par la donnée de sa moyenne et de sa
matrice de covariance. Lorsque la matrice de covariance K est inversible, la loi d’'un vecteur aléatoire
gaussien de moyenne m et de covariance K a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?
et cette densité est donnée par

(@im. K) 1 (~3te—m" K o= m)
p(x;m, =—>F———ep|(—5(@—m T —m
V2r'\/det(K) 2
La loi d’un vecteur gaussien étant entierement spécifiée par la donnée de sa moyenne et de sa matrice
de covariance, les notions d’indépendance et de décorrélation sont confondues (propriété qui n’est pas
vérifiée de fagon générale).

Théoréme A.7. Soit Y = [Y1,---,Y,I|T un vecteur gaussien ((dy +---+d,) x 1). Les vecteurs Y;
(d; x 1,14 € {1,--- ,n}) sont indépendants si et seulement si, pour toute suite de vecteurs a; (d; x 1,

ie{l,---,n}) cov[a;pri,a;-FYj]:O, i#£je{l,---,n}

A.1.5 Modes de convergence et Théorémes limites

Les théoremes limites sont au coeur méme de la théorie des probabilités. Nous ne donnons ici que
quelques définitions et énoncés essentiels, en nous limitant aux notions que nous utiliserons dans la
suite. Le lecteur se reportera a Resnick ou Williams pour une introduction. Introduisons tout d’abord
les différents "modes” de convergence. Soit (X,,n € N) une famille de v.a. définies sur un espace de

1/2
probabilité (€2, F,P) et & valeurs dans (RY, B(R?)). On note |z| = (Zi:l xi) la norme euclidienne.
Soit finalement X une v.a. définie sur (2, F,P) et & valeurs dans (R?, B(R?)).

Définition A.15 (Convergence p.s.). On dit que X,, converge presque-sirement vers X (on note :
Xy —p_ps. X) si et seulement si

]P’{w : lim X, (w) = X(w)} ~1.

n—oo

De fagon équivalente, X, —p_ps X si et seulement si , pour tout § > 0,

i — > = 0.
lim P U(Xk-X|>6,=0

k>n
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Définition A.16 (Convergence dans L£"). On dit que X,, converge dans L™ vers X (on note : X, —,
X ) si et seulement si

lim E[|X, — X|"] = 0.

n—oo

Définition A.17 (Convergence en probabilité). Soit {X,,} une suite de variables aléatoires et X une
autre variable aléatoire, toutes définies sur le méme espace de probabilité {Q, F, P}, a valeurs dans
R*. On dit que X,, converge en P-probabilité vers X et l’'on note X,, —p X, si et seulement si, pour
tout § > 0, limy, oo P[|| X — X|| > 6] =0 ot || - || désigne la norme euclidienne dans RF.

Définition A.18 (Convergence en loi). On dit que X,, converge en loi (ou en distribution) vers X et
l’on note X,, —q X, si et seulement si l'une des trois conditions équivalentes est satisfaite :

1. pour toute fonction f continue bornée R — R,

lim E[f(X,)] =E[f(X)].

n—oo

2. pour tout u := (uy, - ,uq),

lim E [exp(iuTXn)] =E [eXp(iUTX)} )

n—od

3. Pour tout pavé A = [a1,b1] X - -+ X [ag, by] tel que P(X € 0A) =0 (ot QA désigne la frontiére de
A),
lim P(X, € A) =P(X € A).

n—oo
Le théoreme suivant permet de hiérarchiser les différents modes de convergence.
Théoreme A.8. 1. 81 Xy, —p_ps. X, alors X, —p X.
2. Si Xy, —r,. X, alors X, —p X.
3. Si X, —p X, alors X,, —gq X.

4. Si X, —p X, alors on peut extraire une sous-suite (X, ,k € N), telle que X, —p_ps. X.

Théoréme de Helley et preuve du Théoreme d’Herglotz

Théoréme A.9. Soit p, une suite de probabilité sur (R, B(R), telle que, pour tout € > 0, il existe
un ensemble compact K., tel que pn(Ke) > (1 —€). Alors, pour toute sous-suite {fi, }, il existe une
sous-suite {fin,;, } extraite de {{in,} et une probabilité p telle que fin,  —q p faiblement.

La suite v étant de type positif, gny(t) > 0. Notons uy la mesure (positive) de densité gy par
rapport a la mesure de Lebesgue sur T. On a

i) = [ e = (1- 85

—Tr

pour |p| < N. En particulier on a pn(T) = 7(0). De toute sous-suite {v, = pun, } de la suite {un}, on
peut extraire une sous-suite {v, } qui converge étroitement vers une mesure positive p (dépendant a
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priori du choiz de la sous suite) de masse totale ¢(0) (théoréme de Prohorov). On a, pour tout p pour
tout p € Z

La limite ©(p) ne dépend pas du choix de la sous-suite, et donc de toute sous-suite de la suite {un}, on
peut extraire une sous-suite qui converge vers la méme mesure limite p. On en déduit que la suite pyn
converge étroitement vers p. Lorsque ), |y(k)| < oo, alors gn(t) converge vers f(t) par application
du théoreme de convergence dominé. Les théoremes suivants sont a la base des statistiques.

Théoréme A.10 (Loi forte des grands nombres). Soient (X,,,n € N) une suite de v.a. indépendantes
et identiquement distribuées (i.i.d) telles que E[|] X1| < oo. Alors,

1 n
- ZXi —p_ps. = E[Xq].
=1

Ce théoréme montre que la moyenne empirique n~! Yor X; d’une suite de v.a i.i.d intégrables
converge p.s. vers la moyenne de ces variables.

Théoréme A.11 (Théoreme de la limite centrale). Soient (X,,,n € N) une suite de v.a. i.i.d. telles
que E[X;] = p et E [(X; — p)?] = 0% < c0. Alors,

=D (X = ) —=a N0,
=1

Ce théoreme permet d’évaluer la "vitesse” & laquelle la moyenne empirique n~" Y7 X, converge
vers la moyenne E [X;] =: u. Ceci permet en particulier de déterminer, en statistique, des intervalles
de confiance.

A.1.6 Espérance conditionnelle

Nous allons voir que, dans le cadre des variables aléatoires de carré intégrable, '’espérance condi-
tionnelle par rapport a une sous-tribu B est la projection orthogonale sur I’ensemble des variables
aléatoires de carré intégrable qui sont B-mesurables. Ainsi E [X|Y] peut étre vue comme la fonction
de Y qui fournit la meilleure prédiction quadratique de X. En général cette fonction n’est pas linéaire
de Y sauf dans le modele gaussien. Nous allons tout d’abord donner une définition élémentaire de
I'espérance conditionnelle a partir d’événements simples, puis nous étendrons cette définition aux
variables aléatoires de carré intégrable. Enfin nous donnerons une définition plus générale pour les
variables aléatoires posotives ou intégrables.

Construction élémentaire

Soit (2, F,P) un espace de probabilité. Soit B € F un événement tel que P(B) > 0 et A € F un
autre événement. On appelle probabilité conditionnelle de A sachant B la quantité :
P(AN B)

PAIB) = —5
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En notant I4 la variable aléatoire qui vaut 1 si w € A et 0 sinon (indicatrice de A), on peut alors

écrire que :
1
P(A|B) = / I AdP
B = 5) J;

que l'on note E[I4]|B]. En généralisant cette expression & toute variable aléatoire X intégrable, on
définit I'espérance conditionnelle de X sachant B par la quantité :

E[X]|B] —P(lB)/BXdP

L’espérance conditionnelle E [X|B] représente 'espérance de la variable aléatoire X sachant que
I’événement B s’est réalisé.

Exemple A.5

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans l’ensemble des entiers naturels N. La loi de X est spécifiée par
la donnée des probabilités p, = P(X = k), pour k € N. La moyenne de X est donnée par E[X] =, kpy.
Considérons l'événement B = {X > ko}. Nous avons P(B) =}, pr que nous supposerons non nul par
hypothese. L’espérance conditionnelle de X sachant B est donnée par :

1
EX[Bl = =—— > Fp»

Considérons maintenant la tribu B = {0, Q, B, B} (c’est-a-dire la plus petite tribu contenant B).
On appelle 'espérance conditionnelle de X sachant la tribu B la variable aléatoire, notée E [X|B] et
définie par :

E[X|B] =E[X|B]Ip +E[X|B‘] 1z

Cette variable aléatoire prend, suivant le résultat de I’expérience, soit la valeur E [X|B] soit la valeur
E [X|B€]. De fagon plus générale, si { By, k > 0} désigne une famille d’événements formant une partition
de Q et telle que P(By) > 0 et si B est la plus petite tribu engendrée par ces événements, on définit
Iespérance conditionnelle de X sachant B par la variable aléatoire :

E[X|B] = Y E[X|By] Ty, (4.6)
k>0

On remarque que la variable aléatoire E[X|B] est B-mesurable et que, pour tout B € B,
J3E[X|B]dP = [z XdP. On a donc la caractérisation suivante :

Proposition A.12. L’espérance conditionnelle de la variable aléatoire X sachant la tribu B est
lunique variable aléatoire E [ X|B] qui soit B-mesurable et telle que, pour tout B € B, on ait :

/BIE[X|B] dP:/BXdP (A7)

D’apres 1’équation (A.7), on remarque que, pour tout B € B, on a :
/(IE [X|B] — X)IpdP =0
Q

et donc que toute variable aléatoire B-mesurable de la forme Y = ZkzZO yilp, (ou yj est une suite de
réels), E[(E [X|B] — X)Y)] = 0.
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Espérance conditionnelle pour les variables aléatoires de carré intégrable

Le théoreme A.12, qui suit, généralise la notion précédente d’espérance conditionnelle aux variables
aléatoires de carré intégrable. Ce théoreme est la conséquence directe de la structure Hilbertienne de
I'ensemble L2(Q, B,P) des variables aléatoires de carré intégrable et du théoréme 4.2 de projection.

Théoréme A.12. Soit {Q, F,P} un espace de probabilité et B C F une sous-tribu de F. On note
L*(Q, F,P) (resp. L*(2, F,P)) lespace des variables aléatoires F-mesurables (resp. B-mesurables)
de carré intégrable. Soit X une variable aléatoire de L*(Q, F,P). Alors il existe une unique va-
riable aléatoire appartenant a L*(Q,B,P), notée E[X|B] et qui vérifie simultanément, pour tout
Y € L?(2,B,P), les deuz relations suivantes :

X —EX[B]|* <X -Y|? (A.8)
(X ~E[X|B],Y) =0 (A.9)

Remarquons, que, si B est une sous-tribu de F, 'espace L2(Q2, B,P) est un sous-espace linéaire de
L?(Q, F,P), fermé par application de la proposition A.10. Nous pouvons donc appliquer le théoréme de
projection. Le théoreme A.12 donne un sens a ’espérance conditionnelle pour des variables aléatoires
de carré intégrable. Pour étendre cette définition aux variables aléatoires positives et/ou intégrables,
nous avons besoin du lemme élémentaire d’unicité suivant :

Lemme A.5. Soient X et Y deux variables aléatoires B-mesurables toutes deux positives ou toutes
deuz intégrables vérifiant, pour tout B € B :

/XdPZ/YdP (resp. =)
B B
Alors, X >Y (resp. =) P-p.s.

Théoréme A.13. Soit X wune variable aléatoire positive (resp. intégrable). Il existe une variable
aléatoire Y positive (resp. intégrable) B-mesurable, telle que, pour tout B € B, on ait :

/XdP:/YdIP
B B

Cette variable est unique a une équivalence pres.

Démonstration. L’unicité découle du lemme A.5. Montrons I'existence. On suppose tout d’abord que
X > 0. Pour n € N, définissons X,, = X An = min(X,n). X,, € L?(Q, F,P), et il existe donc une v.a.
Y, > 0, B-mesurable, unique & une équivalence pres, telle que, pour tout B € B, on ait :

/Xnd]P’:/ Y, dP
B B

Par application de A.5, Y,, est P-p.s. une suite positive et croissante. En effet, pour tout B € B, on a :

/KMW—/xmwz/&w—/nw
B B B B
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Définissons Y = lim T Y,. Y est B-mesurable, et par application du théoreme de Beppo-Levi, pour

tout B € B, on a :
/YdIP:IimT/YndIP):hmT/Xnd]P’:/XdP
B B B B

Notons que, si X est intégrable, alors Y est aussi (prendre B = Q). Pour étendre le résultat au cas
intégrable, nous allons prouver que, pour X,Y deux v.a. positives intégrables, et pour a,b € R, nous
avons (linéarité de I’espérance conditionnelle) :

E[aX + bY|F] = aE [X|F] + bE [V | F]

Il suffit en effet de remarquer que, pour tout B € B, on a :
JpE[aX +bY|F]dP = / (aX +bY)dP = a/ XdP+b/YdP
B B
:a/ E[X]|B] dP+b/ E[V|B] dP:/(aE [X|B] + b [Y|B])dP
B B B

et on conclut en utilisant A.5. Pour X € L'(©2, F,P), on pose X = X+ — X~ ou Xt = max(X,0)
et X~ = max(—X,0) (on rappelle que, par définition, si X € L*(Q, F,P), on a E[|X|] < +oo et donc
on a aussi E[XT] < 400 et E[X™] < 400) et nous concluons en utilisant 1'existence de Iespérance
conditionnelle pour les variables aléatoires positives et la linéarité de ’espérance conditionnelle. W

Proposition A.13. On note L'(Q, F,P) ’ensemble des variables aléatoires intégrables définies sur
Uespace de probabilité {Q, F,P}. On note B une sous-tribu de F.

1. Pour tout couple de variables aléatoires X,Y > 0 (resp. € L*(Q, F,P)) et pour tout couple de
constantes a,b > 0 (resp. réelles), on a E[aX + bY|B] = aE [ X |B] + bE [Y|B].

2. Pour tout couple de variables aléatoires X,Y >0 (ou € L*(Q, F,P)), l'inégalité¢ X <Y P-p.s.
implique E [X|B] <E[Y|B] P-p.s.

3. Pour tout couple de variables aléatoires X,Y >0 (ou € LY(2, F,P)) ou Y est B-mesurable, on
aE[(X —E[X|B]))Y]=0.

4. Pour toute variable aléatoire X € L'(Q, F,P) et toute variable aléatoire Y bornée et B-mesurable,
on a E[(X —E[X|B])Y]=0.

La proposition, qui suit, regroupe des propriétés essentielles de I’espérance conditionnelle.

Proposition A.14. On note L'(Q, F,P) I’ensemble des variables aléatoires intégrables définies sur

{Q, F,P}.

1. Soit G la tribu grossiere : G = {Q,0}. Alors, pour tout X > 0 (ou X € LY(Q,F,P)), on a
E[X|G] =E[X].

2. Soit A C B deux sous-tribus de F. Alors, pour toute variable aléatoire X > 0 (ou X €
LYQ,F,P)), on a :

E[E[X|B] [A] = E[X|A]

3. Soit X >0 (ou X € LY(Q, F,P)) une variable aléatoire indépendante de B alors on a E[X|B] =

E[X].
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4. Soit X >0 (ou X € LY F,P) etY >0 (ouY € LYQ,F,P)) une variable aléatoire B-
mesurable, alors on a E[XY|B] = YE [X|B].

Démonstration. Les fonctions mesurables par rapport a la tribu grossiere sont les fonctions constantes.
Or, pour tout BeEG (B=0ouB=Q),ona :

/BE[X]dP:/BXd]P’

et donc la fonction constante E [X] vérifie (A.7), ce qui prouve le point (1). Prouvons maintenant (2).
Soit Y une variable aléatoire A-mesurable bornée. Notons que A C B implique que Y est aussi B-
mesurable. Par conséquent, par définition de ’espérance conditionnelle appliquée a la variable aléatoire
Z = E[X|B], on a successivement :

E[E[Z|A]Y]=E[ZY] =E[XY] =E[E[X|A4]Y]

et donc, pour toute variable aléatoire Y qui est A-mesurable bornée, on aE [E [Z|A] Y] =E [E [X|A]Y].
Ce qui entraine que les deux variables aléatoires A-mesurables E [Z|A] et E[X|.A] coincident, ce qui
prouve (2). Soit maintenant X une variable aléatoire indépendante de B. Alors, par définition de
I'indépendance, pour toute variable aléatoire Y qui est B-mesurable bornée, on a E [XY] = E [X]E[Y].
On en déduit que :
EE[X|B]Y]|=E[XY]=E[X]E[Y]=E[E[X]Y]
ce qui prouve (3). Considérons finalement (4). On a, pour toute variable aléatoire Z bornée B-
mesurable :
EE[XY|B]Z]=E[YXZ]|=E[(E[Y|B] X)Z]

la derniere égalité est justifiée puisque X Z est B-mesurable. Comme la variable aléatoire E [Y|B] X
est elle-méme B-mesurable, elle s’identifie a E [XY'|B]. Ce qui prouve (4). [

Proposition A.15. Les propriétés suivantes sont [’extension a l’espérance conditionnelle de propriétés
fondamentales de l’espérance.

1. (Convergence monotone conditionnelle) Soit (X )n>0 une suite de variables aléatoires telles que
0< X, 1 X. Alors E[X,|B] 1 E[X]|B].

2. (Lemme de Fatou conditionnel) Soit (X, )n>0 une suite de variables aléatoires positives. Alors
E [liminf X,,|B] < liminf E [X,,|B].

3. (Convergence dominée conditionnelle) Soit (X,)n>0 une suite de variables aléatoires telle que
| Xn| <V P-p.s., avec E[V] < 00 et X, — X P-p.s. Alors, E[X,|B] — E[X|B] P-p.s.

4. (Inégalité de Jensen conditionnelle) Soit ¢ : R — R convexe telle que E[|c(X)|] < oo. Alors,
E[e(X)|B] < ¢(E [X|B]).
5. (Contraction des normes) Pour p > 1, |[E[X|B] |, < | X|lp, ot ||V, := (E[Y[P])'/7.

Définition A.19. Soit deuz variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité {Q, F,P}.
On appelle espérance conditionnelle de X par rapport a 'Y :

E[X[Y] =E[X[o(Y)]

ot o(Y') désigne la tribu engendré par'Y (la plus petite tribu rendant Y mesurable).
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A.2 Estimation statistique

Lors d’une expérience aléatoire, ’observation est modélisée comme un point d’un espace mesurable
{H,H} dont la loi de probabilité nous est inconnue. Le but de 'estimation ponctuelle est de fournir, a
partir d’une suite d’observations d’une expérience aléatoire, la valeur d’un parametre relié a la loi de
probabilité inconnue. Dans la suite, le plus souvent, ce parametre est un scalaire ou un vecteur de di-
mension fini. Un estimateur est alors défini comme une fonction mesurable, arbitraire, de ’observation
a valeurs dans ’espace du parametre. D’ou le probleme de définir, au moyen de critéres raisonnables, ce
que 'on entend par “un estimateur est bon” et comment, a partir d’un critere, construire, si possible, le
meilleur d’entre eux. Dans ce paragraphe nous donnons les définitions du biais et de la dispersion qua-
dratique ainsi que des propriétés asymptotiques. Toutes ces notions sont a la base de la comparaison
des estimateurs entre eux.

A.2.1 Biais, dispersion d’un estimateur

Définition A.20 (Modele statistique). Un modéle statistique est un triplet {H, H, P} ot {H, H} est
un espace mesurable et P est une famille de mesures de probabilité définies sur {H, H}.

Dans la suite, le plus souvent, les observations sont réelles : on aura alors, dans le cas des
échantillons de taille n finie, H = R™ et, dans le cas de 1’étude des propriétés asymptotiques, H = RY.
En estimation statistique, il est d’usage de distinguer deux approches : ’approche liée aux modeles
paramétriques et celle liée aux modeles non-paramétriques. Dans le premier cas, la famille P possede
une structure dépendant d’un parametre d’intérét de dimension finie : si on connait alors la vraie
valeur du parametre, on dispose tres exactement de la loi de probabilité de ’observation. Dans le
second cas, on fait tres peu d’hypotheses sur la famille P et la connaissance du parametre d’intérét
ne permet plus de reconstruire la loi de probabilité de I'observation. Dans ce dernier cas, il est méme
possible que le parametre d’intérét ne soit plus de dimension finie.

Exemple A.6 : MA(1) gaussien

On observe la suite (X1,...,X,) d’un processus MA(1) défini par Xy = Z; + 01Z;—1 ot Z; est un bruit
gaussien, centré, blanc (fort) de variance 0. Le modele est paramétrique. La loi de l’observation ne dépend,
en effet, que de 0 = (01,0%) € © =R x RT. Sa densité a pour expression :

1 1
(21)"20m /At (C(01)) T {_202

(z1,... ,mn)Cfl(Hl)(xl, .. ,wn)T}

pX(mlv"';xn;a):

ot
1+62 0 0 - 0
0, 1467 6, - 0
C(0:) = :
0 1+67 60,
0 e 0 6 1402

Si on omet ’hypothése gaussienne, on ne peut plus, connaissant uniquement 6, écrire la loi de 'observation.
Dans ce cas, le modéle est dit semi-paramétrique. Si, a présent, on omet aussi [’hypothése que le processus est
un processus MA(1) et que l'on suppose uniquement que l’observation provient d’un processus stationnaire
au second ordre, il n’y a plus, 4 proprement parler, de parameétres d’intérét de dimension finie. On dit alors
que le modéle est non-paramétrique.
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Définition A.21 (Estimateur). Soit le modéle statistique {H, H,P}. On suppose que P € P dépend
d’un paramétre 6 élément d’un espace mesurable {©,B(0©)}. On appelle estimateur de 0 € © toute
fonction mesurable de {H, H} dans {©,B(0)}.

Définition A.22 (Biais d’un estimateur). Soit {R™, B, P} un modéle statistique, soit § € © C R”
un paramétre a estimer et soit 6 : {R", B"} — {©,B(0©)} un estimateur de 6. On appelle biais de 0 le
vecteur de R* défini par :

b(0,0) = Eg |6(X1, ... ,Xn)} ) (A.10)

Un estimateur est dit sans biais si b(6,0) = 0 pour tout 6 € ©.

Définition A.23 (Dispersion et risque quadratique). Soit {R™,B", P} un modéle statistique, soit
0 € © C R¥ un paramétre a estimer et soit 0 : {R™, B} s {0, B(0)} un estimateur de 6. On appelle
matrice de dispersion de ’estimateur 0 la matrice, de dimension k X k, définie par :

D(0,6) =By [(0(X1, ..., Xn) — O)(O(X1,...,Xn) — e)T] (A.11)

On dit que é(l)(Xl, .oy Xp) est meilleur que 6(2) (X1,...,X5), si, pour tout 0 € ©, on a :
D(,0%) < D(9,0?) (A.12)
On appelle risque quadratique de 6 :
R(8,0) = Eg | (B(X1,...,Xn) — )T @(X1, ..., X,) — 9)} = Trace(D(0,8))

La notation Ey indique que ’espérance doit étre calculée avec la loi de I'observation lorsque la
valeur du parametre inconnu est précisément 6 :

IE(,:/ 0(X1,..., Xn)Py(dz)

Il s’en suit qu’en regle générale, le biais et la dispersion quadratique dépendent du parametre inconnu
6. 1l est important de noter que la relation (A.12) ne permet pas d’ordonner totalement les estimateurs,
dans le sens ou deux estimateurs ne sont pas nécessairement comparables. Il est donc vain de vouloir
trouver un estimateur qui soit meilleur que tous les autres pour toute valeur de 6. Ajoutons par
ailleurs que, dans les situations rencontrées en pratique, le calcul explicite du biais et de la dispersion
est souvent impossible. On peut alors, pour juger des performances, soit calculer des bornes, la plus
utilisée étant la borne inférieure de Cramer-Rao, soit déterminer les performances lorsque la taille de
I’échantillon tend vers I’infini.

Théoréme A.14 (Borne de Cramer-Rao). Soit une modéle statistique {H,H, P} dominé par la mesure
et soit © une partie ouverte de R*. On note p(x;0) la densité de Py € P par rapport ¢ ju. On suppose :
— que 0, p(x;0) est, u-presque partout, continiment dérivable,
— et que la matrice d’information de Fisher, de dimension k x k, :

0logp(x;0) 0logp(x;0 T
F(e):/ 89( ) 80( )
H

p(x; 0)p(dz)

est définie positive pour toute valeur du parameétre 0 et continue par rapport a 0.
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Soit é(Xl, ..., Xp) un estimateur de 6. On note :

A~ A~

b(0,0) = [b1(8,8) ... be(6,0)]" =B, [é(xl,...,xn) —0
le biais de cet estimateur. Alors le risque quadratique vérifie :
R(0,0) > (I, + 9gb(6,0))F~1(0)(I1, + 9gb(6,6))" + b(6,0)b(6, 6)T (A.13)

db(0,0) désigne la matrice de dimension k x k dont Uélément général est 8bm(9,é)/8gj. On montre
que :

F(0) = [ G logplas0)plas () (A14)
H
ot O log p(x;0) désigne la matrice Hessien d’élément général 0*log p(x;0)) /s, 06, -
Dans la classe des estimateurs sans biais, la borne de Cramer-Rao a pour expression :

R(0,60) > F~(9)

A.2.2 Comportement asymptotique d’un estimateur

Voyons a présent quelques résultats concernant les propriétés asymptotiques.

Définition A.24 (Consistance). Soit un modéle statistique dépendant du paramétre § € © C R¥ et
soit 0, (X1, -+, Xy) une suite d’estimateurs de 0. On dit que la suite 0,(X1,---, X,,) est consistante
st, pour tout 6 € ©, la suite de vecteurs aléatoires 0, (X1, -+, X,) converge en Py-probabilité vers 6.

Définition A.25 (Normalité asymptotique). Soit un modéle statistique dépendant du paramétre 6 €
O C R* et soit 0,(X1,---,X,) une suite d’estimateurs de 0. On dit que la suite O,(X1,---, X,,) est
asymptotiquement normale si, il existe une constante o > 0 et une I'(8) définie positive telle que, pour
tout 0 € © :

n®(0a(X1, -+, Xn) = 0) =4 N(0,T(0)) (A.15)
ou N'(0,T) désigne la loi gaussienne centrée, de matrice de covariance T'.

Dans le cas des suites i.i.d., la consistance et la normalité asymptotique sont, le plus souvent, la
conséquence directe, d’une part, de la loi des grands nombres et du théoreme de la limite centrale et,
d’autre part, de théoremes de continuité.

Théoréme A.15 (Loi faible des grands nombres). Soit {X,}n>1 une suite de vecteurs aléatoires

de dimension k, indépendants et identiquement distribués, de moyenne E[X1] et de variances finies.
Alors :

1 n
- > Xip —p E[X4]
k=1
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Théoréme A.16 (Théoreme de la limite centrale). Soit { X, }n>1 une suite de vecteurs aléatoires de
dimension k, indépendants et identiquement distribués, de moyenne E[X1] et de matrice de covariance
cov(X1) supposée définie positive. Alors :

( Zxk - x1> —a N0, cov(X1)

Théoreme A.17. Soit {X,}n>0 une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans RE. Supposons que
X, —p X, et soit X un sous-ensemble borelien de R* tel que P[X € X] = 1. Si g : R¥ — R™ est
continue sur X alors g(X,) —p g(X),

Théoréme A.18. Soit {X,,} une suite de vecteurs aléatoires de dimension k telle que :
n*(Xpn — ) =a N(0,T)

ot v est une constante positive et T' une matrice de covariance définie positive. Soit g = (g1, , gm) :
RF — R™ une fonction différentiable au point p, de matrice différentielle D, de dimension m X k, au

point | :
Do [qu(u)]
a$j

telle que la matrice ® = DT, de dimension m x m, soit définie positive. Alors :

n*(g(Xn) — g(p)) —a N (0, ®)

Définition A.26 (Quantité pivotale). Pour des observations Xi,..., X, issues d’un modéle pa-
ramétrique de parameétre 0, une quantité T,, fonction de Xi,...,X, et de 0 est dite pivotale si sa
distribution ne dépend pas du parametre 0. Dans les cas ou cette propriété n’est pas vérifiée a n fini
mais ou néanmoins T, converge en distribution vers une loi ne dépendant pas de 6, la quantitél T,
est dite asymptotiquement pivotale.

Un exemple simple de cette situation est le cas d’un parametre de centrage ot les observations sont
supposées iid de loi f(x — p) pour une loi f(z) connue, p étant le parametre. Dans ce cas, on vérifie
directement que pour I'estimateur de la moyenne empirique fi,, = n~! Yoy Xy, la quantité fi, — p est
pivotale. A n fini, cette propriété peut néanmoins étre difficile a exploiter dans la mesure ou la loi de
fn — p n’a pas forcément une expression simple (sa fonction caractéristique par contre vaut ® f( )"
ol ®f(A) est la fonction caractéristique associée a f). On note cependant que /n(fi, — p) est une
quantité asymptotiquement pivotale dans la mesure ou le théoreme de la limite centrale A.16 indique
que des que E [(Xl — ,u)2] =02 < 0,

Vi — 1) —a N'(0,0%) (A.16)

2 soit également

En pratique, méme dans le modele de centrage, il est fréquent que la variance o
un parametre inconnu a estimer. Il est néanmoins possible d’obtenir une quantité asymptotiquement

pivotale en remplacant o2 par une estimation consistante :
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Propriété A.1. Si p, est une séquence asymptotiquement normale telle que
Vi(fin = p) —a N(0,0%)
et o, est un estimateur consistant de o, on a
Vo (fin = p) —a N(0,1)
ce qui implique que /no, *(fin — p) est une quantité asymptotiquement pivotale.

Cette propriété montre que dés qu'un estimateur est asymptotiquement normal, il est général au
moins possible de trouver des quantités asymptotiquement pivotales. Cette propriété est capitale pour
la construction d’intervalles de confiance qui mesurent la fiabilité du résultat d’estimation ainsi que
pour le test, c’est a dire la validation d’hypotheses concernant certains parametres du modele.

Définition A.27 (Intervalle de confiance asymptotique). Un intervalle de confiance asymptotique de
niveau o pour le parameétre scalaire inconnu 0 est une suite d’intervalles, de la forme Jy, = [Th n, Ton)
ot Ty, =T1(X1, X2, -+, Xp) et Toy, = To(X1, Xo, -+, X,,) sont des variables aléatoires, telle que :

lim P(0 € J,) = a (A.17)

n—oo

Dans le cas du parametre de centrage en supposant que la variance o est connue, nous avons,
d’apres (A.16)

. . n . ¢ 1 x2
Tim (s € T30, o)) = lim P (f (i — 1) € [, c]) —2 [ o (—2) dx
ou nous avons posé T4, = fi, — co/y/n et Ty = fin, + co/y/n. Et donc, si nous choisissons ¢ de telle
sorte que 'intégrale soit égale a «, nous obtenons un intervalle J,, = [T 5, T2,»] qui vérifie 'expression
(A.17). Ainsi, par exemple, pour @ = 0.95 on ¢ = 1.96 et :

o o
i 0y — 1.96— < 1 < [ 90— | = .
nh_)n;(j[?’(,u,n 196\/ﬁ _M_Mn+196\/ﬁ> 95% (A.18)

Dans le cas ou o est inconnu, il est possible de le remplacer par un estimateur consistant o,, en vertu
de la propriété A.1.

Définition A.28 (Test asymptotique). Un test asymptotique pour l’hypothése 8 = 0y est une fonction
T, des observations Xi,...,X, et de Oy d valeur dans {0,1} (1 pour l’acceptation de l’hypothése, 0
pour son rejet) telle que

liTILn]P’(;(Tn =1)=0 quand 0 # 0y

et
IimPy, (T, =1) =«
n

ot 1 — « est dite probabilité d’erreur de premiére espéce (ou de rejet a tort de I’hypothése 0 = 6y ).
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L’existence de quantités pivotales est également un point clé pour le test puisque pour ’exemple
du parametre de centrage, I’expression (A.18), donnant I'intervalle de confiance asymptotique avec un
niveau de confiance de 95% pour u, peut étre encore écrite sous la forme

o o
i —1.96— < i, < 96— | =
nl;raP(u 196\/ﬁ_un_u+196\/ﬁ> 95%
Ainsi la fonction 7}, permettant de tester que u = 9 dans ce modele est donnée par Ijuo— 1.96%, o+
1.96%](,&”) ou I désigne la fonction indicatrice. Par construction, lim, P, (T, = 1) = 95%. De plus
des que i, est un estimateur consistant du parametre inconnu g et dans la mesure ou les bornes
de I'intervalle [uo — 1.96-%=, o + 1.96%] se rapprochent (& la vitesse 1/4/n), il est immédiat que

lim, P,(T,, = 1) = 0 lorsque p # pp. Comme dans le cas de I'intervalle de confiance, la propriété A.1
permet également de traiter le cas ol la variance limite o est inconnue (du moment que I’on dispose
d’un estimateur consistant de cette derniere).
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Annexe B

Rappels sur la transformée de Fourier

Dans toute la suite, I désigne l'intervalle I = [—7, 7] et B([) la tribu de Borel de I construite sur
les ouverts de 1.

Propriété B.1 (Transformée de Fourier discréete d’une suite sommable). Soit R(n) une suite com-
plexes de module sommable. Alors :

e e}

1 .
27T R(n) e—m)\

n=—oo

R(n) = /l M NN ot f(N) =

D’apreés I'absolue sommabilité de R(n), f()) existe. Du fait que [; 3" |R(n)|dA < 400, 'applica-
tion directe du théoreme de Fubini donne :

o0 [e.9]

inA _ inA —ikA _ i(n—k)A _
/I M F(A)dA /I e k;)o R(k)e™™ = 3" R(k)5- /1 ¢ d\ = R(n)

k=—00

Propriété B.2 (Coefficients de Fourier d’une mesure finie). Soit v une mesure non-négative, définie
sur {I,B(I)}, finie (i.e. telle que [,v(d\) < +00) et soit n € Z. On appelle n-iéme coefficient de
Fourier de v :

on) = [ muian)

Du fait que la mesure est finie |0(n)| est fini.
1. L’application v — U est injective.
2. La suite {U} est de type non-négatif.

3. Soit {vp}tn>0 et v des mesures finies. La suite de mesures {v,} converge étroitement vers la
mesure v (quand n tend vers l'infini), si et seulement si, pour tout k € Z, v, (k) converge vers
v(k) (quand n tend vers l'infini).

1. Cp(I) désigne I'ensemble des fonctions complexes, continues et bornées, définies sur I = [—m, 7],
muni de la topologie associée a la norme uniforme ||f|lo = sup)\e[ 7] | f ( )|. Précisons que
égalité vy = 1, doit étre comprise dans le sens ot [, f(A)v1(dN) f 1 J(Mr2(dX) pour toute
fonction f € Cy(I). Le point 1 est alors une conséquence directe du fait que les combinaisons
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linéaires d’exponentielles complexes, de la forme e, sont denses dans Cy(I). L’application

qui, & tout f € Cp(I) fait correspondre le nombre complexe ¢, (f) = [ f(A\)v(d\) € C est une
forme linéaire continue sur Cy(I), qui associe aux exponentielles complexes de la forme e les
coefficients de Fourier ¢, (e®) = ©(n). Par conséquent, si pour deux mesures v et v, les formes
linéaires associées, ¢, et ¢, coincident pour les exponentielles complexes (i.e. (n) = (n)), alors
elles coincident pour toute fonction de Cy(I). Ce qui démontre le point 1.

. Soit (21, 22, , zp) des nombres complexes. On a :
2
E:ZTZI/T'—S /2:28 zr s))\ / —irX )\)
r,s=1 r,s=1

. Par définition, la suite de mesure v, converge étroitement vers v si pour toute fonction f € Cy(1),
lim,, ¢,,, (f) = c,(f). En particulier, si on prend f = e~"** (qui est continue et bornée), nous
avons ¢, (e**) = 7, (k) — »(k). Réciproquement, soit {,} une suite de mesures finies sur I
telles que, pour tout k € Z, lim,, v,(k) = v(k). Cette propriété implique en particulier que la
suite 7, (0) = vy, (I) est convergente, et est donc bornée, sup,,~q 7, (0) < co. Remarquons aussi
que |7, (k)| < vn(0). Pour f € L?(I,d\) (ot dX\ désigne la mesure de Lebesgue), définissons

(k) = /1 F(t)e—

Considérons la classe F de fonctions f vérifiant ), ., | f(k)| < co. La classe F est dense dans
Cy(I). Notons que, pour toute fonction f € F, nous avons :

1 £ —ikX
~on Z f(k)e
keZ
Par conséquent, en appliquant le théoréme de Fubini, on a :
. 1 .
v Jn(dX) = ke * v, (dN), = — k) (K
) = [ 10N = 5= [ 3 Fre (a0, = 5= 3 Fik)on k)
keZ keZ

Comme supy, sup,, |, (k)| < oo, le théoreme de convergence dominée et le théoréme de Fubini
impliquent que :

keZ keZ

Soit maintenant f une fonction continue. Pour tout € > 0, il existe f. € F tel que || f — fel|loo < €
et nous avons :

wn(f) = v(NI < lvn(fe) —v(f)l + v(fe) = v(f)]
< ’Vn(fe) - V(f6)| + ”f - fe”oo(|ﬁn(0)’ + |ﬁ(0)|)

et donc puisque f. € F la limite du premier terme est 0 et on a :
limsup [ (f) — v(f)] < 2€[9(0)
n

Comme ¢ est arbitraire, nous avons donc lim,, v,(f) = v(f), ce qui conclut la preuve.
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Annexe C

Compléments sur les espaces de Hilbert

Théoreme C.1. Si £ est un sous-ensemble d’un espace de Hilbert H, alors £ est un sous-espace
fermé.

Démonstration. Soit (,,),>0 une suite convergente d’éléments de 4. Notons z la limite de cette suite.
Par continuité du produit scalaire nous avons, pour tout y € &,

(z,y) = lim (2,,y) =0
et donc x € L. [ |

Définition C.1 (Famille orthonormale). Soit E = {e;;j € T'} un sous ensemble de H. On dit que E
est une famille orthonormale ssi (e;,e;) = 6(i — j).

Exemple C.1

Propriété C.1 (Inégalité de Bessel). Si x est un vecteur d’un espace de Hilbert H et si E =
{e1,--- ,ex} est une famille orthonormale finie, alors :

k
D (e < )|
i=

Démonstration. Notons E = span(FE) le sous-espace engendre par les vecteurs {ej,--- ,ex}. Nous
avons ||(z|E)|| < ||z||. On vérifie aisément que (z|E) = Zle(x, ei)e; et que ||(z|E)|? = Z,’f:l (z, e)|2.
Remarquons en effet, pour tout j € {1,...,k},

k

(&= (w,e)eirej) = (x,¢5) — (w,¢5) =0

i=1
|

Définition C.2 (Famille orthonormale complete). Soit E = {e;;j € T'} une famille orthonormale de
H. On dit que E est une famille orthonormale compléte ssi €sp(E) = H.
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Lemme C.1. (i). Soit (M,,) une suite croissante de sous-espaces vectoriels (s.e.v.) fermés d’un
espace de Hilbert H et notons M_o = (),, My. Alors, pour tout h € H, nous avons

(MM _oo) = hIP (kM)

(ii). Soit Moo = U, czMn. Alors, pour tout h € 'H,
(M M) = nlirgo(h]./\/ln).

(i11). Soit {ex,k € N} une famille orthonormale de h, e; L ey, for j # k, |lej|| = 1. Soit E, =
span{e;,0 <1 <n} et B = J,5qEn- Alors

o0
(hl€s) =) arex.
k=0

Démonstration. (a) Comme M,, est un s.e.v. fermé de H et donc M_, est un s.e.v. fermé de H.
Le théoreme de projection 4.2 prouve que (h|M_y) existe. Pour m < n, définissons M,, © M,,
le complément orthogonal de M,, dans M,, c’est a dire ’ensemble des vecteurs x € M,, tel que
r 1L My M, © M, est un s.e.v fermé de H. Notons que

On a, pour tout m > 0,

> My & Ma1)|* = [|(AlMo © M—)|* < [|]]? < 00

n=-—m

et donc la suite {(h|M,),n =0,—1,—2,...} est une suite de Cauchy. Comme H est complet, (h|M,)
converge dans H. Notons z := lim,,—._o(h|My,). Il reste & prouver que z = (h|M_). En appliquant
le théoreme de projection 4.2, nous devons donc démontrer que (i) z € M_ et (ii)) h — 2z L M_«.
Comme (h|M,,) € M, pour tout n < p, nous avons donc lim,,_,_(h|M,) € M, pour tout p et donc
z € M_q, ce qui établit (i). Pour prouver (ii), prenons p € M_.,. Nous avons p € M,, pour tout
n € Z, et donc, pour tout n € Z, (h — (h|My),p) = 0 et (ii) découle de la continuité du produit
scalaire. La preuve du point [(b)] est similaire et est laissée au lecteur a titre d’exercice Nous prouvons
finalement le point [(c)]. En appliquant [(b)], nous avons

(h|€se) = lim (B|Ey).

On vérifie aisément que
n

(RIE,) = (h,ex)er.

k=1
Notons en effet que (h|E),) € E, et, pour tout k € {1,--- ,n},

(h — (h]En),ek) = (h, 6k) — (h, ek) =0.

On conclut la preuve en combinant les deux résultats précédents. |
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Dans les espaces de Hilbert le fait qu’il existe une famille orthonormale complete dénombrable joue
un role important. Ce qui conduit & la définition suivante.

Définition C.3 (Espace de Hilbert séparable). On dit qu’un espace de Hilbert est séparable ssi il
existe une famille orthonormale compléte dénombrable.

La plupart des espaces de Hilbert que nous rencontrerons seront séparables. En particulier le sous-
espace fermé engendré a partir d'une famille dénombrable d’un espace de Hilbert, que celui-ci soit
séparable ou non séparable, est séparable.

Théoréme C.2. Soit H un espace de Hilbert séparable et soit {e;;i € N} une famille orthonormale
compléte dénombrable. Alors :

1.

Gvds o o

Ve > 0, il existe un entier k et une suite cg, - - -

T = L"S(ei,xi)ei (série de Fourier),

lz[* = =55 [(es, @0)?
(x,y) = j_:ooo(xiaei)(eiay);

x =0 ssi (e;,x) =0 pour tout i.

(égalité de Parseval),
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Annexe D

Compléments sur les matrices

Toutes les matrices et tous les vecteurs (colonne) considérés sont de dimensions finies & éléments
complexes. On suppose connue la définition du déterminant.

Notations

L’exposant T' désigne la transposition, 'exposant H désigne la transposition-conjugaison. I désigne
une matrice identité de dimension adéquate. La matrice diag(ay,...,ayn) désigne la matrice carrée
diagonale de dimension IV, dont les éléments diagonaux sont a1, ..., ayx. Une matrice carrée U est dite
unitaire si UUH = UHU = I. Une matrice carrée P est un projecteur si P2 = P = P Par exemple, si
v désigne un vecteur, la matrice vo™ /v v est un projecteur. La trace d’une matrice est la somme de ses
éléments diagonaux. La trace vérifie Trace(A+ B) = Trace(A)+Trace(B) et Trace(AB) = Trace(BA).

Matrice-bloc, déterminant et trace
Pour des matrices carrées ayant des dimensions appropriées, on a les formules suivantes :
o (AB)" = B"A"
o (AH)y™l= (41
o det(A) = det(AT)
o det(AB) = det(A)det(B)
o det(I — AB) =det(Ip — BA)
A B
C D
. [ A B }1 _ [ A 4+ ATIBATICATY —ATIBAT!
C D —A~lcAT! A1
on. A=D-CA'B

o det

| —

} = det(A)det(D — CA™'B)

Lemme d’inversion matricielle : si A et B sont deux matrices carrées inversibles, alors pour toutes
matrices G et H de dimensions appropriées :

(A+GBH) ' =A™ — A"'G(HAT'G+ B~ ) HA™!
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Valeurs propres

Pour une matrice carrée A de dimension N x N, les vecteurs propres représentent les directions
de Pespace CV qui sont invariantes. Ce sont par conséquent les vecteurs w définis par I’équation
Aw = dw. La trace est égale a la somme des valeurs propres et le déterminant a leur produit. Cela
s’écrit :

N N
Trace(A) = Z Ai et det(A) = H i
i=1

i=1
Image de A

Soit A une matrice de dimension M x N. On appelle image de A le sous-espace de CM noté Z(A),
qui est engendré par les vecteurs-colonnes de A. On appelle noyau de A le sous-espace de CV noté
N(A), qui est solution de Az = 0. On appelle rang-colonne de A la dimension de son espace image
rang(A) = dimZ(A). C’est aussi le nombre de vecteurs-colonnes de A qui sont indépendants. On
montre que :

dimN(A) +dimZ(A) = N

Si A est de rang-colonne plein, cad rang(A) = N, alors soit A A est inversible. On définit de la méme
maniére un rang-ligne. Le rang de A est le minimum de son rang-colonne et de son rang-ligne. Dans
tous les cas le rang d’une matrice est inférieur & min(M, N).

Valeurs singuliéres

Soit A une matrice de dimension M x N et de rang r. Alors il existe deux matrices carrées unitaires
I'une notée U de taille M x M et 'autre notée V de taille N x N, telles que :

o 27‘ 0 H
amo( 0

ou ¥, = diag(oy,...,0,) avec o1 > --- > o, > 0. Les valeurs o; sont dites valeurs singulieres de A.
— Les vecteurs colonnes de U de dimension M sont les vecteurs propres de AAY. Les r premiers
vecteurs colonnes de U forment une base orthonormée de I'image de A.
— Les vecteurs colonnes de V' de dimension N sont les vecteurs propres de A7 A. Les (N — )
derniers vecteurs colonnes de V' forment une base orthonormée du noyau de A.
On appelle pseudo-inverse de A la matrice de dimension N x M :

1o
+ r H
v (50

Dans CM | la matrice carrée AA™ est le projecteur sur Z(A). Dans CV, la matrice carrée (I — A+ A)
est le projecteur sur N(A). Si A est de rang plein, alors :

— pour M =N, At = A1,

— pour M > N, At = (A A)~1 A

— et pour M < N, At = AH(AAH)~!
Le rapport entre la plus grande et la plus petite valeur singuliere d’une matrice s’appelle son nombre
de conditionnement. Il mesure la difficulté numérique a calculer sa pseudo-inverse.
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Matrice carrée positive

Une matrice carrée R est dite hermitienne si elle vérifie R = R¥. Une matrice carrée hermitienne
R est dite non-négative, respectivement positive si pour tout vecteur a, on a a’’ Ra > 0 (resp. > 0).
Pour les matrices non négatives, la décomposition en valeurs propres et la décomposition en valeurs
singulieres coincident. Si R est positive, alors R~! existe et est positive. Si R est non négative, toutes
ses valeurs propres sont réelles, non négatives et leur ordre de multiplicité est égal a la dimension
du sous-espace propre associé. Si R est une matrice non négative et si ses valeurs propres \; sont
distinctes, alors les vecteurs propres w; associés sont deux a deux orthogonaux et on a :

N
R = Z )\iwiwlﬂ
i=1
ol tous les A; sont non négatifs. On en déduit que :
N
R" = Z Aw;wl
i=1

Il est facile d’étendre cette écriture & une fonction polynomiale quelconque. En particulier on en déduit
que R vérifie son équation caractéristique (det(A — AI) = 0). Par extension, pour toute fonction f
développable en série entiere, on peut définir la fonction de matrice :

N
F(R) =" fOawiwf!
=1
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