TD 1.1

Exercice 2. Soit (x,)y>, une suite d’éléments de R et soit f : R — R une fon&ion continue. Montrer que
si f et croissante alors

f(limsupx,) = limsup f(x,) et f(liminfx,)=liminf f(x,).
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NON ! Il faut alors échanger \limsup et \liminf. 


'Z,(ercice 3. (Fonctions indicatrices) Soit E un ensemble. Si A C E, on note 1,4 'application E — {o,1}
définie par 1,(x) = 1si x € A et 14(x) = o sinon. La fonttion 1, et appelée la fontion indicatrice de A
(ou encore fontion caractéristique de A ou tout simplement l'indicatrice de A).

1. SiA,BCE, écrire 1445 et 1,5 en fonction de 1, et 1p.

2. Soit (A,),>, une suite de sous-ensembles de E. Relier les fon¢tions indicatrices 1, 4 et 1, _ 4
aux fon&ions Iy, n21.

3. Représenter graphiquement les fonctions suivantes (définies sur R) :
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REVOIR
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ok. comparer avec la question 1
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NON (ex: prendre A_n=\emptyset pour tout n).
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‘Fxercice 4. On considére un ensemble E, et (A;)u>: une suite de sous-ensembles de E. Si A C E, on note
1,4 sa fonction caratéristique (L4(x) =1 si x € A et 14(x)= o sinon).

1. Que représentent les ensembles suivants,

U4 (1A

n21k>n nz1k>n

Le premier e$t noté liminf, , A,, le second limsup,_, _A,. Relier les fon¢tions indicatrices
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aux fonctions 14 ,n> 1.
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ok pour Ies formules, mais il faut les justifier!

2. Montrer que les propriétés suivantes sont vérifiées.

(a) (limsup,_,A,)" =liminf, , (A,) et liminf, , A, Climsup,_ , A,

(b) llmsupA,,—[Z]lA = oo}, limian,,:{Z]l(A”)r<ool.
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(c) limsup(A, UB,)=IlimsupA, UlimsupB,, limsup(A,NB,)ClimsupA, NlimsupB,,.
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I'inclusion ci-dessus
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ok pour les formules, mais il faut les justifier!
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ne suffit pas à justifier l'inclusion ci-dessus
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Note
il fallait expliquer "en mots" ce que signifie d'être un élément de ces ensembles. x\in \liminf A_n si, pour m assez grand, x est dans tous les A_n avec n>m. 
x \in\limsup A_n si x est dans une infinité de A_n. 
En fait c'est ce que tu écris dans le b)
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(c) /;m;w/ (Ao VBn) = fZ— 1408, =01
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3. Calculer liminfA, et limsupA, dans les cas suivants
(a) A,,=FetA,,., =G,ouF,GCE sont fixés,

(b) A, =]-e0,a,], ou ay =1+1/(2p)etay,,, =-1-1/(2p+1),

(€) Azn =10,3+1/(2p)] €t gy, =]—1-1/(3p),2], G it Eoe An=losglee Aupenmnc " jo oo

(d) A, =p,N,ou(p,),>, est la suite des nombres premiers et p, N est 'ensemble des multiples de
Pn,

(e) A, =[sin(n)—1,sin(n)+1].

Cution (@) limoap Bn=F Vb . linif An= FO G o
by limawpAn = 1-w, 147, Ainid Au- 1w -1 C ok
€¢) limsup Au=[-1.2] , dimadf An=20.2] o
(d) binsup An =10) , liminf An= o5 o
¢) 4».,0“,/)":]—;, 2[ | dmiwdf An= 09

Toutes ces égalités sont justes, mais il faut les justifier !
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Toutes ces égalités sont justes, mais il faut les justifier !
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FExercice 5. Soit f : E — R, U {+o0} une fon&ion. Pour tout n> 1 et tout i € {o,1,...,n2" — 1} on note

A,={x€E; f(x)>n)}, Bi={x€E; i2"<f(x)<(i+1) ”)}
n2"-1 .

et pour un entier n > 1 on pose f, = Z —1p,, +nly, . Soit x € E fixé. Que dire de la suite f,(x) lorsque
i=0
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