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Introduction

Ce polycopié a été rédigé par Julien Sabin, puis utilisé avec plaisir et reconnaissance par
Frédéric Bourgeois, Guy David puis Stéphane Nonnenmacher.
Guy David a légérement modifié la version antérieure, et a précédé ses modifications d’'un

“GD .

L’idée générale du cours est de vous apprendre & manipuler des fonctions réelles de
plusieurs variables (par exemple f(z,v, 2)), et dans I'idée notamment d’arriver aux formules
sur les intégrales multiples que vous utiliserez constamment en physique.

Lisez la table des matiéres pour vous faire une idée plus précise.

Malheureusement, on n’a pas le temps de vous faire toutes les démonstrations, donc on
se contentera souvent de vous donner une idée de comment ¢a marche, et de vous apprendre
a faire les calculs.

En pratique, pour cette année 20242025, je mettrai a jour le fichier de temps en temps
sur eCampus, qui sera donc légérement différent du poly distribué a ’avance, mais pas trop.
En principe, le dernier poly valable est celui qui est en ligne sur eCampus.
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Chapitre 1

Fonctions de plusieurs variables

Le but de ce premier chapitre est de développer les outils de dérivation des fonctions de
plusieurs variables. On commence par rappeler les notions importantes pour les fonctions
d’une variable, avant de les généraliser aux fonctions de plusieurs variables.

1.1 Rappels sur les fonctions d’une seule variable

Dans toute ce paragraphe, on va considérer des fonctions d’une seule variable réelle, c¢’est-
a-dire des fonctions dont le domaine de définition est un sous-ensemble de R, en général un
sous-intervalle. Soit donc I C R un sous-ensemble de R (typiquement, un intervalle comme
10,1]). On notera f : I — R pour une fonction dont le domaine de définition est I, prenant
des valeurs réelles : pour tout = € I, on a f(x) € R.

1.1.1 Continuité

Définition 1.1.1: Fonction continue en un point

Soit f : I — R une fonction, et a € I un point quelconque de I. On dit que f est
continue en a si

lim f(2) = f(a), (L1)

r—a

autrement dit “les valeurs de f(x) se rapprochent de f(a) lorsque x se rapproche de a”.

Exemple 1.1.2  — Soit [ = R et f(z) = 2% pour tout x € R. Pour tout @ € R, on a
bien

N S N
glgll)r}lx =a” = f(a).

La fonction f est donc continue en a, et ce pour tout a € I.
— Soit f: R — R la fonction définie par f(x) = 0 pour tout z < 0 et par f(x) =1 pour
tout = > 0. Alors,
lim f(z) =0, lim f(z)=1,

z—0 z—0
<0 x>0
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donc f n’admet pas de limite en 0 : en particulier, f n’est pas continue en 0. On
notera cette fonction Ig, .

1.5

1.0

0.5F

-0.5%-
FI1GURE 1.1 — Graphe de la fonction f discontinue en 0

Remarque Le dernier exemple montre un phénomeéne important : x peut tendre vers a de
plusieurs fagons différentes (ici, = tend vers 0 par la gauche ou par la droite). Pour que f soit
continue en a, il faut en particulier considérer toutes les fagons possibles pour x de tendre
vers a et que dans tous les cas, on trouve la méme limite. Ce n’était pas le cas dans I'exemple.

Remarque La définition rigoureuse de limite se fait via des suites : f(z) tend vers une limite
¢ lorsque z tend vers a si et seulement si pour toute suite (z,) convergeant vers a, la suite
(f(xy)) converge vers £. En particulier, la suite (z,) peut tendre vers a de n’importe quelle
maniére (par la gauche, par la droite, osciller entre les deux, & n’importe quelle vitesse, etc..).
Par exemple, la fonction

R — R
f: . {sin(l/:t) six#0

T
0 siz=0

dessinée ci-dessous n’est pas continue en 0 : on a f(1/(2wn)) =0et f(1/(7/2+ 27n)) =1
pour tout n € N, et les suites (1/(27n)) et (1/(7/2 + 27n)) convergent bien vers 0. Ici, on a
deux suites qui convergent vers zéro par valeurs positives mais la valeur de la fonction f le
long de ces suites est différente. Ceci est dii au fait que f oscille fortement au voisinage de 0.

GD : Et cette histoire de suite vaut si vous connaissez la limite d’une suite. En ce qui me
concerne, quand il s’agit de démontrer quelque chose au sujet des limites ou de la continuité
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des fonctions (c’est presque pareil), c’est la définition avec € et §, que j’écris ci-dessous parce
que je n’ai peur de rien, qui fait foi. Donc on dit que la fonction f: I — R (o1 I C R est un
intervalle) a la limite L au point a € I quand

pour tout nombre € > 0, il existe § > 0 tel que (1.2)
|f(z) — L] < e pour tout z € I\ {a} tel que |z —a|] <. .

Au fond ce n’est pas si compliqué : on veut que pour tout degré de précision € > 0, si on veut
que f(z) soit proche de L avec la précision ¢, il suffit de demander que z soit assez proche
de a.

Et donc, pour f: I — R et a € I, on dit que f est continue au point a quand

pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que (1.3)
|f(z) = f(a)] < e pour tout = € I tel que |z — a| < 4. '

Pour la limite on a exclu a de la discussion (vous vous souvenez que f n’a alors méme pas a
étre définie en a), alors que pour la continuité c’est inutile.

Aprés, pour étre complétement honnéte, on ne vous demandera jamais dans ce cours
d’utiliser la définition des limites, ni avec € et 9, ni 'autre que je juge imprécise.

1.5
1.0

0.5

-1.0

-1.5

FIGURE 1.2 — Graphe de x + sin(1/x).

Définition 1.1.3: Fonction continue sur un domaine

Si f est continue en a, et ce pour tout a € I, on dit que f est continue sur I (ou continue

tout court).
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Exemple 1.1.4 Toutes les fonctions usuelles (22, 23, exp, In, cos, sin, 1/z,...) sont continues
sur leur domaine de définition. Par exemple, In est continue sur |0, +00], et 1/2 est continue

sur | — 0o, 0[U]0, +o0].

A partir de quelques fonctions continues, on peut en construire beaucoup d’autres.

Proposition 1.1.1: Opérations sur les fonctions continues

1. Si f et g sont deux fonctions continues sur I, alors f + g et fg sont continues sur
I

2. Si f est continue sur I est A est un réel quelconque, alors Af est continue sur 7 ;

3.Sif:1— Jetg:J— R sont continues, alors go f : I — R (composition de f
par g) est continue sur .

Attention Dans le dernier point (composition de fonctions), il est crucial que ’ensemble
d’arrivée de f, noté ici J, coincide avec (ou soit inclus dans) I’ensemble de départ de g, afin
que la composition g o f soit bien définie : on rappelle qu’elle est définie par la relation

Ve el, (go f)(x) = g(f(x)).

Pour pouvoir appliquer g au point f(x), il faut bien que f(z) appartienne & I’ensemble de
départ de g.

Exemple 1.1.5 — La fonction
R — R
[ :
x > cos(x)+ sin(z)
est continue sur R. En effet, les fonctions élémentaires
R — R R — R
g: , h: .
r —> cos(z) r — sin(z)

le sont, et on a f = g + h qui est donc continue en tant que somme de fonctions
continues.

— La fonction
;- 0,400 — R
' x — cos(In(x))

est continue sur |0, +00], en tant que composition (f = goh) des fonctions élémentaires

R — R {10,400 — R
g.{ y +—— cos(y) ’ h'{ r — In(z)

qui sont continues.
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— La fonction

est continue sur

]:R\{ngka : kez}.

En effet, pour tout x € I, on a cos(x) # 0 et donc les fonctions

I — R R* — R
g: , he :
x —> cos(x) y — 1/y

sont bien définies, et continues en tant que fonctions élémentaires '. De plus, on a bien
f = hog (on a bien fait attention a ce que ’ensemble de départ de h coincide avec
I’ensemble d’arrivée de g) et donc f est continue sur I en tant que composition de
fonctions continues.

— La fonction

[ ]-1,+00] — R
U { r — In(1+x)

est continue sur | — 1, +00[. En effet, pour tout = €] — 1, +00[, on a 14+ > 0 et donc
les fonctions

=L 400 — 0, +oo] [ 10,400 — R
g.{ r — 14z h.{ y — In(y)

sont bien définies et continues, en tant que fonctions élémentaires?. On a de plus
f = hog (la encore, on a bien fait attention & ce que l'’ensemble d’arrivée de g
coincide avec I’ensemble de départ de h), donc f est continue en tant que composition
de fonctions continues.

Remarque 1l sera important par la suite de décomposer proprement les fonctions en fonctions
élémentaires comme on vient de le faire dans les exemples ci-dessus : cela permettra de ne
pas se tromper dans le calcul des dérivées.

1.1.2 Dérivabilité

Définition 1.1.6: Dérivée d’une fonction

1. Strictement parlant, on a juste dit que la fonction cos est continue sur R. Ici, on a restreint la fonction
cos a I. Cette restriction est encore continue, car la restriction d’une fonction continue & tout sous-ensemble
de son ensemble de définition est encore continue.

2. La fonction g est élémentaire car c’est une fonction polynomiale (et méme affine). Les fonctions poly-
nomiales sont toutes continues.
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Soit f : I — R une fonction et a € I. On dit que f est dérivable en a si la limite

o F@) = 1(@)
te r—a

existe. Dans ce cas, on appelle cette limite dérivée de f en a, que l'on note f'(a).
Si f est dérivable en tout point de I, on dit que f est dérivable sur I (ou dérivable

tout court).

Remarque La dérivée de f au point a correspond a la pente de la tangente au graphe de f
au point (a, f(a)) (voir la Figure 1.3 et (1.10) pour le rappel de 'équation de la tangente).

1.0

-2.0 -1.5 -1.0 . L . 1.0

-1.0

FIGURE 1.3 — Graphe de f (rouge) et sa tangente en l'origine (bleu).

Exemple 1.1.7 Les fonction usuelles (élémentaires) sont dérivables sur leur domaine de
définition (sauf peut-étre en un point). Par exemple, la fonction racine carrée est continue sur
[0, +00[ mais dérivable uniquement sur |0, +oo[. Pour se rappeler des dérivées des fonctions
usuelles, on pourra consulter la Table 5.1 page 60 du poly de Math 101.

Proposition 1.1.2

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

En particulier, si une fonction n’est pas continue en un point, elle n’a aucune chance
d’étre dérivable en ce point. La fonction 1y, définie dans 'Exemple 1.1.2 n’est donc pas
dérivable en 0.
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Exemple 1.1.8 la fonction racine carrée est un exemple de fonction continue en un point
mais non dérivable en ce point (I'origine). Géométriquement, c’est da au fait que le graphe
de la fonction racine carrée admet une tangente verticale en (0,0), qui est donc de pente
infinie. La non-dérivabilité peut cependant provenir d’une autre source. Si I’on considére la
fonction valeur absolue

)

f R — R

elle est continue en x = 0 mais on a

i L& SO =0y @S0y =0
z—0 x—0 z—01x — 0 z—0 x—0 z—=0 1 —0
>0 x>0 <0 x>0

ce qui montre que f n’est pas dérivable en 0. Ici, le phénomeéne est différent : on a deux limites
différentes selon qu’on approche z = 0 par la gauche ou par la droite. Géométriquement, on
a une “tangente a gauche” et une “tangente a droite” au graphe de f au point (0,0), dont les
pentes sont différentes (voir la Figure 1.4).

1.5+

-2

-05%
FIGURE 1.4 — Fonction admettant une tangente a gauche et a droite en l'origine

Comme pour les fonctions continues, a partir de fonctions dérivables on peut en construire
beaucoup d’autres.

Proposition 1.1.3: Opérations sur les fonctions dérivables

1. Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I, alors f + g est dérivable sur I et

(f+9)=f+4g.
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2. Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I, alors fg est dérivable sur [ et

(f9) =flg+ fd

3. Si f est dérivable sur I est A est un réel quelconque, alors \f est dérivable sur I et
Af) = Af.

4. Si f: 1 — Jetg:J — Rsont dérivables, alors go f : I — R est dérivable sur [ et

(gof) =f xgof

Exemple 1.1.9 — Soit la fonction

R — R
[ { 2 :
x — %+ cos(x)

On peut la décomposer a l'aide des fonctions

g'{R—>R _{R—>R

r — 22’ x —> cos(x)

qui sont dérivables en tant que fonction élémentaires. On a de plus f = g + h, donc
f est également dérivable en tant que somme de fonctions dérivables, et on a de plus
pour tout x € R,
f'(z) =¢'(x) + h'(x) = 22 — sin(x).
— Soit la fonction

r — 2%cos(x)

R — R
rd
On a cette fois-ci f = gh, avec les méme fonctions g et h que dans I’exemple précédent.
Ainsi, f est dérivable en tant que produit de fonctions dérivables, et on a pour tout
r € R,
f'(z) = ¢ (x)h(z) + g(x)h' (x) = 2z cos(x) — x? sin(z).
— Soit la fonction
0,400 — R
f: :
r — cos(In(x))

On peut la décomposer a l'aide des fonctions

10,400 — R R — R
g: S :
r +— In(x) y — cos(y)

qui sont dérivables en tant que fonctions élémentaires. On a de plus f = ho g donc f
est également dérivable en tant que composition de fonctions dérivables et pour tout
x>0,

F@) = ¢ @ (9(x)) = £ x (= sin(in(a)) = —Smdn@)

i T
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— Soit la fonction
I — R

[ [

r — -
$2+ZE3

ou I ={reR : 2?2+ 2% # 0}. On peut la décomposer a I’aide des fonctions

g: 9 3, h: 1,
r — T+ Yy —> »

qui sont dérivables en tant que fonctions élémentaires. On a de plus f = ho g (on
a bien fait attention a ce que I’ensemble d’arrivée de g coincide avec I’ensemble de
départ de h), donc f est dérivable en tant que composition de fonctions dérivables, et
pour tout x € I,

(ZL‘2—|-CL’3)2 - (x+x2)2'

1 _ 21 + 322 B 2+ 3x
(x2+x3)2 -

) = o 0) < (9(0) = (22307 -

On peut préciser ce qu’est Pensemble I : en effet, comme 22 + 23 = 2%(1 + ), on a
2?2+ 23 = 0 si et seulement si 22 = 0 ou 1 +x = 0, c’est-a-dire si et seulement si x = 0
oux = —1. Ainsi, [ =R\ {0,—1}.

Définition 1.1.10: Dérivées d’ordre supérieur

Soit f une fonction dérivable. Si f” est elle-méme dérivable, on dit que f est deux fois
dérivable, et on note (f')' = f" = f? la dérivée seconde de f. De méme, si f est trois fois
dérivable, on note (f”) = f" = f® la dérivée troisiéme de f. Si f est k-fois dérivable,

on note f*) sa dérivée k-iéme.

Les dérivées d’ordre supérieur apparaissent notamment dans la formule de Taylor, qui
leur donne une interprétation que l'on détaille a présent.

1.1.3 Développements limités et formule de Taylor

Dans ce paragraphe on ne va traiter que le cas des ordres 1 et 2 pour les formules de
Taylor, et plutot se concentrer sur leur interprétation et leurs applications. Pour des rappels
sur les formules de Taylor et les développements limités, on pourra consulter le chapitre 9
du poly de Math 101 et le chapitre 2 du poly de Math 104.

On commence par le cas de la formule de Taylor & ’ordre 1. On va voir qu’elle n’est qu’en
fait une reformulation de la dérivabilité d’une fonction en un point. Soit donc f : I — R une
fonction et @ € I un point quelconque du domaine de définition de f. On a vu que f est
dérivable en a si et seulement si

L @) = 1)

T—ra Tr — Qa

= ['(a),
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ce que 'on peut réécrire comme

i (102110

Tr—a Tr — Qa

- 1@) =0
On définit alors la fonction
— f'(a), (1.4)

qui est la fonction sous la limite (et qui n’est a priori définie que pour = # a étant donné
que l'on divise par  — a). La dérivabilité de f en a est donc équivalente & la propriété

Tr—a

li =0 1.5
lim () = 0, (1.5)
c’est-a-dire que la fonction € tend vers 0 quand x tend vers a : €(x) devient trés petit lorsque
r tend vers a. En particulier, on peut étendre par continuité la fonction € au point a en
définissant €(a) = 0. Ainsi, la fonction € posséde le méme domaine de définition que f. Si
I'on multiplie & présent la définition (1.4) de la fonction € par x — a, on obtient

(x —a)e(z) = f(z) = fla) — f(a)(x — a),

f(@) = fla) + f(a)(z — a) + (x — a)e(x), (1.6)

et ce pour tout x € I. L’identité (1.6) avec la propriété (1.5) est donc une reformulation
de la dérivabilité de f en a, on I'appelle formule de Taylor a l'ordre 1. Elle fournit un
développement limité de f en a a ['ordre 1.

Proposition 1.1.4: Formule de Taylor a ’ordre 1

Soit f: 1 €Retaéel. Sifestdérivable en a, alors on a le développement limité de f
en a a [’ordre 1 suivant : pour tout z € 1

f(x) = fla) + f'(a)(x — a) + (v — a)e(x), (L.7)
ou € : I — R est une fonction vérifiant
glcl_rg e(z) = 0.

Exemple 1.1.11 Si f est la fonction exponentielle et a = 0, on a f(0) = 1 = f'(0), donc on
peut écrire pour tout z € R,
flx) =142+ ze(x),

pour une certaine fonction € : R — R vérifiant ¢(z) — 0 lorsque x — 0.

Remarque Meéme si I’équation (1.7) est valide pour tout z dans le domaine de définition de
f, la seule véritable information qu’elle donne est pour x proche de a. En effet, la seule
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information dont on dispose est que la fonction e tend vers 0 lorsque z tend vers a : le
comportement de la fonction € pour x “loin” de a est inconnu. La formule de Taylor donne
donc une information locale au voisinage de a. Cette information s’interpréte de la fagon
suivante : supposons que les coefficients f(a) et f’'(a) ne sont pas nuls. Alors, pour x proche
de a, f'(a)(z — a) est beaucoup plus petit que f(a) lorsque x — a. En effet, f'(a)(z — a)
tend vers 0 lorsque # — a alors que f(a) est constante et non-nulle. Ainsi, dans I’expression

fla) + f'(a)(z — a),

le premier terme f(a) peut étre vu comme le terme “dominant” et le second terme f'(a)(z—a)
comme une ‘“correction” au terme dominant puisqu’il est beaucoup plus petit que celui-ci.
Ce raisonnement s’applique de maniére similaire avec les deux termes suivants dans (1.7) :
lorsque x tend vers a, €(x)(z — a) est beaucoup plus petit que f'(a)(z — a) : dans le premier
terme, le facteur de x — a est €(z) qui tend vers 0 et donc est trés petit, alors que le facteur
de z — a dans le second terme est f’(a) qui est non-nul et constant. Ainsi, dans le terme de
droite de (1.7), chaque terme est beaucoup plus petit que le terme a sa gauche lorsque z
tend vers a. Un développement limité apporte donc une description de plus en plus précise
de la valeur de f(z) lorsque z est proche de a.

L’expression approchant f(z) n’est de plus pas quelconque. Si l'on néglige le terme d’er-
reur, on trouve que

f(x) = f(a) + f'(a)(z — a)

lorsque * — a. La fonction du terme de droite est une fonction affine, dont le graphe est
donc une droite. Le développement limité & ’ordre 1 permet donc d’approcher une fonction
f au voisinage de a par une fonction affine. Géométriquement, on approche le graphe de f
au voisinage du point (a, f(a)) par une droite : c’est la tangente au graphe en ce point,
dont I'équation cartésienne est

y = fla) + f'(a)(z — a). (1.8)

Les formules de Taylor a 'ordre supérieur fournissent une description de plus en plus
précise (& mesure que l'ordre augmente) du comportement d’une fonction au voisinage d’un
point. On énonce ce qui se passe a 'ordre 2.

Proposition 1.1.5: Formule de Taylor a ’ordre 2

Soit f: I — R et a € I. On suppose que f est 2 fois dérivable en a. Alors, f admet le
développement limité a 'ordre 2 au point a suivant : pour tout x € I,

f(x) = fa) + f'(a)(z — a) + %f”(a)(x —a)’ + (v — a)’c(), (1.9)
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ol €: I — R est une fonction satisfaisant

lime(z) = 0.

T—ra

Exemple 1.1.12 Si f est encore la fonction exponentielle, on a f”(0) = 1 donc pour tout
r € R,

1
flx) =14+x+ 5352 + 2%e(w),
ot € : R — R est une fonction satisfaisant ¢(z) — 0 lorsque z — 0.

Remarque La encore, il faut réaliser que I'expression (1.9) contient des termes de plus en
plus petits les uns que les autres lorsque x — a. Par exemple, si f”(a) # 0, le dernier terme
(z — a)?¢(x) est beaucoup plus petit que le terme 1 f”(a)(z — a)? quand z — a puisque dans
le premier terme, le facteur de (z — a)? est e(x) qui tend vers 0 donc est trés petit, alors que
dans le deuxiéme terme le facteur de (z — a)? est 1 f”(a) qui est une constante non-nulle. De
la méme manicre, si f'(a) # 0, le terme 1 f”(a)(z — a)? est beaucoup plus petit que le terme
f'(a)(x — a) quand  — a : en effet, la fonction y — 3? tend beaucoup plus vite vers 0 que
la fonction y +— y lorsque y — 0 (et ici, y =  — a tend bien vers 0). Ainsi, la formule (1.9)
contient bien des termes successifs de plus en plus petits et en ce sens fournit une description
plus précise que le développement limité a ’ordre 1.

Si l'on néglige le terme d’erreur (dernier terme dans (1.9)), I'expression approchant f(x)
est

£() = J(a) + @)z - a) + 5 ")z — o)

lorsque x — a. Le terme de droite est un polynéme de degré 2 en z, dont le graphe est une
parabole. Le développement limité & I’ordre 2 approche donc f(x) pour x proche de a par un
polynéome de degré 2 en = (alors que le développement limité a 'ordre 1 approche f(z) par
une fonction affine en x — autrement dit un polynoéme de degré 1 en x). Géométriquement,
on approche le graphe de f autour du point (a, f(a)) par une parabole (alors qu’a l'ordre 1
on I'approche par une droite), d’équation

y= (@) + (@)~ a) + 3" (o) e — ),

comme illustré en Figure 1.5. La formule de Taylor a l'ordre k consiste & approcher f(z)
au voisinage de a par un polynéome de degré k (comme illustré en Figure 1.6), dont les
coefficients s’expriment & l'aide des dérivées successives de f en a jusqu’a 'ordre k. Ceci
fournit donc une interprétation des dérivées d’ordre supérieur d’une fonction comme outil
dans son approximation par des polyndémes. Pour 'expression des formules de Taylor aux
ordres supérieurs, on pourra consulter les poly de L1 cités en début de paragraphe.

Nous allons maintenant voir deux applications des développements limités.
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2L

FIGURE 1.5 — Graphe d’une fonction (rouge) et de la parabole donnée par son développement
limité a 'ordre 2 en 'origine (bleu)

20

FIGURE 1.6 — Graphe d’une fonction (rouge) et de son développement de Taylor & 'origine
(bleu) aux ordres 1 (gauche), 2 (milieu), et 3 (droite).
Application A : Position du graphe par rapport a la tangente

Les développements limités permettent de déterminer la position relative du graphe d’une
fonction et de sa tangente au voisinage d'un point. Soit f : I — Ret a € I. Si f est dérivable
en a, alors la tangente au graphe de f au point (a, f(a)) a pour équation

y = fla)+ f'(a)(z — a).

Si de plus f est deux fois dérivable en a, on peut comparer localement le graphe de f et sa
tangente. En effet, par le développement limité a I'ordre 2 de f, on a

f(@) = (f(a) + f(a)(z — a)) ~ %f”(a)(x —a)’

pour z proche de a. Comme (z — a)? > 0, on en déduit que si f”(a) > 0, alors

F@) = (f(@) + (@)~ a)) = 3/ (@)x — a)? > 0
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pour x proche de a, x # a, autrement dit

f(x) > fla) + f'(a)(z — a).

Cette inégalité implique que le graphe de f est au-dessus de sa tangente en a, pour = proche
de a. Inversement, si f”(a) <0, on a

f'(a)(x —a)® <0

F(@) ~ (F(@) + F@)a —a)) =~ 5

pour x proche de a, x # a, autrement dit

f(x) < fa) + f'(a)(z — a).

Cela implique que le graphe de f est en-dessous de sa tangente en a, pour x proche de a.

Proposition 1.1.6: Position relative du graphe par rapport a sa tangente

Soit f : I — R une fonction et a € I. On suppose que f est deux fois dérivable en a.
Alors :
— Si f"(a) > 0, le graphe de f est situé au dessus de sa tangente au voisinage du
point (a, f(a)).
— Si f"(a) < 0, le graphe de f est situé en dessous de sa tangente au voisinage du

point (a, f(a)).

Exemple 1.1.13 Si f est la fonction exponentielle et @ = 0, on a f(0) =1 = f/(0) et donc
I'équation de la tangente au graphe de f au point (0, f(0)) = (0,1) est

y=x+ 1.

Comme f”(0) = 1 > 0, le graphe de I'exponentielle est situé au dessus de sa tangente au
voisinage de (0,1), comme on le voit sur la Figure 1.7.

GD : Dans ce cas particulier, le graphe est partout au dessus de la tangente. C’est di
a une propriété particuliere de la fonction exponentielle (sa convexité), qui est vient fait
que f”(x) > 0 pour tout z. Et pour montrer que par exemple le graphe de f est au-dessus
de sa tangente d’équation y = = + 1, ou de maniére équivalente que f(z) > x + 1 pour
tout x € R, le plus simple est de faire quelques études de fonctions, comme suit. Puisque
f"(x) > 0 partout, la fonction f’ est strictement croissante sur R et donc (puisque f'(0) = 1),
on trouve que f’(z) < 1 pour z < 0 et f'(z) > 1 pour z > 0. Ensuite, comme la fonction
x +— f(r) — 2z — 1 s’annule en 0 et a une dérivée qui est du signe de z, on peut en déduire
qu’elle est strictement positive, a la fois pour x < 0 et pour z > 0.

En général, la Proposition 1.1.6 ne donne qu'une information au voisinage du point a,
comme l'illustre la Figure 1.8, ou le graphe est situé au dessous de sa tangente uniquement
au voisinage de (a, f(a)) : plus loin, le graphe peut repasser au dessus de la tangente.
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0.20 -

0.05

FIGURE 1.7 — Graphe de 'exponen- FIGURE 1.8 — Graphe d’une fonction
tielle (rouge) et de sa tangente en (rouge) et de sa tangente en (1,1/16)
(0,1) (bleu). (bleu).

Application B : Formes indéterminées

Les développements limités permettent également de résoudre des formes indéterminées,
comme on le montre sur un exemple. Supposons que I'on veuille calculer la limite
sin(x)

lim

z—0 €T

(1.10)

Lorsque x — 0, a la fois le numérateur et le dénominateur tendent vers 0 : on dit qu’on a
une forme indéterminée, car on ne peut calculer la limite du quotient en formant le quotient
des limites. A priori, une limite du type “0/0” peut avoir différents comportements possibles.
Le développement limité de sin au voisinage de x = 0 a 'ordre 1 est : pour tout x € R,

sin(x) = x + ze(x),

ol € : R — R est une fonction satisfaisant e¢(z) — 0 lorsque z — 0. En divisant cette relation
par z, on obtient : pour tout x # 0,

sin(z)

1t e(w),
qui tend donc vers 1 lorsque x — 0. On a donc levé 'indétermination a l’aide d’un dévelop-
pement limité. GD : cet exemple est parfaitement illustratif, mais dans le cas précis de la
fonction sinus, il arrive souvent qu’on démontre le fait que sa dérivée en 0 est 1 en utilisant
la limite de (1.10), ce qui alors fait un argument qui se se mord un peu la queue.

Il peut arriver que 'on doive utiliser un développement limité a des ordres supérieurs,
comme on le verra en TD. L’idée principale est que 'on se raméne a des fonctions polyno-
miales au numérateur et au dénominateur, pour lesquelles il est facile de lever des indéter-

minations : une limite du type

I.m

lim —
z—0 "
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est a priori une forme indéterminée puisque numérateur et dénominateur tendent vers 0. Il
n’est en fait rien puisque

:ETL
dont la limite peut prendre différentes valeurs :

0 sim>n,

lmz"™ ™" =<1

sim =n,
z—0

oo sim < n.

Les développements limités permettent de savoir comme quelle puissance de x se comportent

1

numérateur et dénominateur. Dans notre exemple, sin(z) se comporte comme z = x' et le

dénominateur est déja un polynoéme qui se comporte comme z = z.

GD : Avant de parler de fonctions de plusieurs variables (la partie intéressante du cours),
disons deux mots des fonctions & valeurs dans un R” (au lieu de R). Donc par exemple,
f :[0,1] — R2 Dans ce cas, il est d’usage d’étudier simplement chacune des composantes
de f séparément, et rien de vraiment compliqué n’arrive. Par exemple, pour f : [0, 1] — R?,
on écrit f = (f1, f2), ou de maniére plus explicite, f(z) = (fi(x), fo(z)) pour z € [0,1], et
on dit que f est dérivable quand f; et f; sont toutes les deux dérivables. Et on note f/(x) le
vecteur dont les deux coordonnées sont fi(z) et fi(z). En gros tout ce qu’on a dit ci-dessus
se généralise facilement a des fonctions a valeurs dans R™. On en reparlera sans doute, mais

en tout cas ne confondez pas avec les difficultés ci-dessous.

1.2 Limite et continuité de fonctions de plusieurs va-
riables

On considére dans ce paragraphe des fonctions plusieurs variables réelles f(xy, ..., x,),
ol chaque z; est une variable réelle. On se contentera souvent du cas n = 2 (deux variables
réelles), et I'extension au cas de plus de variables sera claire. On considérera donc des fonc-
tions f : Q@ — R, ot Q est un sous-ensemble de R? (le domaine de définition de f). Par
exemple 2 = R? tout entier, 2 = I x J un rectangle avec I et J des intervalles réels, ou
un produit plus compliqué lorsque I et J ne sont pas des intervalles (essayer d’en dessiner),
voire des 2 qui ne sont pas des produits (si 2 est un disque par exemple).

GD : Mais avant de commencer, quelques rappels de notations au sujet de R™; on sera
amenés a en reparler plus tard, mais voici le minimum.

D’abord, je noterai souvent X = (z1,...,x,) un point standard de R™, ou x1, s, ... 2,
sont les coordonnées de X. Je n’ai pas vériifié si cete notation est beaucoup utilisée tout au
long du poly.

Ensuite, pour X = (z1,...,x,) € R", on notera

I1X|| = (@3 +ad+...a2) " = \fet tad .. a2 (1.11)
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sa norme euclidienne (on n’utilisera pas d’autres normes de toute fagon). Puis, pour
X,Y € R"; on notera

. " 1/2
dist (X,Y) = [|X ~ Y| = (2 o —wil?)" (1.12)

=1

la distance (euclidienne) entre X et Y. J'ai noté Y = (y1,...,y,) sans trop le dire, et je
risque de recommencer. Et finalement, pour X € R” et r > 0, je noterai

B(X,r)={Y eR"; dist (Y, X) <r} ={Y e R"; ||[Y - X]|| <1} (1.13)

la boule ouverte de centre X et de rayon r. Donc quand n = 1 c’est l'intervalle de
longueur 2r centré en X, quand n = 2 c’est un disque, et quand n = 3 c’est une boule
(comme une boule de pétanque lisse, mais sans la sphére au bord). Le mot ouvert vient de
la topologie, mais je passe.

On aime bien utiliser le graphe (je vais le noter G¢) de la fonction f: Q@ — R. C’est
I’ensemble

Gy = {(ml,...,xn,f(xl,:vQ, oo y)); (X1, Ty Ty) € Q} c R (1.14)

composé des points dont les n premiéres coordonnées donnent un point de €2, ce qui donne le
droit de calculer f(xy,zs,...x,), et la derniére coordonnée est f(z1, xo, . .. x,). Autre écriture
équivalente, si vous aimez plus condensé :

Gy={(X,f(X)) eR"xR; X € Q}. (1.15)

En tout cas, notez bien que G est est un sous-ensemble de R™**. Donc pour une fonction de
deux variables, le graphe G est un sous-ensemble de R3, typiquement une surface, comme
'illustre la Figure 1.9, et dont la projection sur le plan horizontal est le domaine de définition

T

FIGURE 1.9 — Exemples de graphes de fonctions de 2 variables
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1.2.1 Limites

La limite d’une fonction de plusieurs variables est le méme concept que celui de limite
de fonction d’une variable. Cependant, on verra qu’il comporte quelques subtilités qu’on
illustrera sur des exemples.

Définition 1.2.1: Limite d’une fonction de 2 variables

Soit Q@ C R? et f: Q — R une fonction. Soit a = (ay, as) un point quelconque de €.
On dit que f(z1,x2) admet une limite ¢ € R lorsque (z1,x2) tend vers a si f(xy,z2) se
rapproche de ¢ lorsque x; se rapproche de a; et xy se rapproche de as. On note

lim flzy,20) = L.

(a:l,xg)%(al,ag)

GD : et donc ma définition officielle (que vous n’aurez sans doute pas a utiliser) est que
lorsque Q C R”, f : Q — R est définie sur €2, et A €  (mais en fait il faudrait aussi demander
que €2 contienne un voisinage de A, ou autrement dit que {2 contienne au moins au moins une
petite boule centrée en A, ou quelque chose d’approchant), on dit que lim(x)_4 f(X) = ¢
quand

pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

1.16
|f(X) —{| < e pour tout z € Q\ {A} tel que || X — A|| < 0. (1.16)

Bref, on fait pareil qu’en (1.2), mais on utilise la distance euclidienne || X — A|| pour dire
que X est assez proche de A.

GD : Remarque importante. Dans cette histoire, il est important de noter qu’on a besoin
de la notion de “X tend vers A” (ot A est un point donné de R™ et X est un autre point de
R™). On essaie souvent de dire a la place quelque chose comme “X se rapproche indéfiniment
de A,” mais en tout cas on parle de la méme notion. Dans tous les cas, ceci signifie que “la
distance entre X et A tend vers 07, c.a-d. que || X — Al| tend vers 0. Ce sur quoi je veux
insister est le fait que

|| X — A|| tend vers 0 si et seulement si |x; — a;| tend vers 0 pour chaque i € {1,2,...,n},
(1.17)
ot bien entendu j’ai noté X = (x1,...,x,) et A = (ay,...,a,). Autrement dit, chaque

coordonnée de X doit converger vers la coordonnée correspondante de A. Et c’est facile a
vérifier, car || X — A|| tend vers 0 SSI (mon abréviation de si et seulement si) || X — A[|? tend
vers 0, SSI >, |&; — a;|* tend vers 0, SSI chaque |z; — a;|? tend vers 0 (car c¢’est une somme
de carrés, donc par exemple chacun des termes est inférieur a la somme), SSI chaque |x; — a4
tend vers 0.

Exemple 1.2.2 Soit f la fonction

' R? — R
(2, 20) — 2+ 2
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Alors, on a

lim T1,20) =12 423 =0,
e ) f(r1, 22)

En effet, si x; tend vers 1 alors 2% tend vers 12, et si x5 tend vers 2 alors x3 tend vers 23.

Exemple 1.2.3 La subtilité de notion de limite multi-dimensionnelle réside dans le fait que
(1, 22) — (a1, a9) signifie que x; tend vers a; et que x tend vers as, mais les fagons dont
x1 et x9 convergent respectivement vers a; et as peuvent étre complétement différentes : on
doit considérer toutes les facons dont x; peut tendre vers a; et toutes les fagons dont x5 tend
vers ao, ce qui améne & une plus grande variété de comportements. Illustrons cela sur un
exemple. Considérons la fonction

R? — R

3 s (2,y) £ (0,0),
(@y) — {O si (z,y) = (0,0).

Ici, on a utilisé (x,y) comme variables et non pas (z1,xs) afin d’'illustrer géométriquement
ce qu’il se passe. On chercher & déterminer

lim z,Y).

wwemmf(’w
D’abord, remarquons que si x — 0 et y — 0, alors zy — 0 et 22 + 3% — 0 : cette limite est
a priori une forme indéterminée. On va montrer que cette limite n’existe pas en considérant

trois fagons différentes d’approcher 'origine.
— Pour tout  # 0, on a f(z,0) =z x 0/(z* + 0?) = 0. Ainsi,

lim (,0) = 0.
#£0

Lorsque # — 0, le point (z,0) tend bien vers (0,0) : il s’agit d’une premiére fagon
d’approcher l'origine, en forcant la seconde coordonnée y a rester nulle et en faisant
tendre la premiére coordonnée vers 0. Géométriquement, le point (x,0) se déplace
sur l'axe des abscisses lorsque x varie, donc on approche l'origine selon une droite
horizontale.
— On approche cette fois-ci l'origine verticalement. Pour tout y # 0, on a f(0,y) =

0 x y/(0* +y?) = 0. Ainsi,

lim £(3,0) = 0,

y#0
Lorsque y — 0, le point (0,y) tend encore bien vers (0,0) : il s’agit d’'une seconde
facon d’approcher l'origine, en forcant la premiére coordonnée x a rester nulle et
en faisant tendre la seconde coordonnée vers 0. Géométriquement, le point (0,y) se
déplace sur ’axe des ordonnées lorsque y varie, donc on approche 'origine selon une
droite verticale.
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— Enfin, on va approcher l'origine selon une droite de pente 1. Pour tout  # 0, on a

T XX T

1
fle,z) = 22+ 22 222 2
Ainsi,
g;r% [z, z) = 9
Lorsque x — 0, le point (x,z) approche bien (0,0). Géométriquement, on approche
lorigine selon la diagonale (droite de pente 1, puisque abscisse et ordonnée sont les
méme).
Selon ces trois facons d’approcher 'origine, on trouve des limites différentes : on trouve 0 si
I’'on s’approche de l'origine horizontalement ou verticalement, mais on trouve % si I'on s’en
approche en diagonale. Ainsi, la fonction f n’admet pas de limite en (0,0). On a tracé le
graphe de f dans la Figure 1.10 pour remarquer le comportement spécial en (0, 0).

GD : Remarque : trouver I'exemple n’avait rien de mystérieux. En fait, on voit qu’en
coordonnées polaires, si vous écrivez z = 1 cos(6) et y = rsin §, avec par exemple 0 < r < 400
et ¢ € [0,27] pour donner une idée, f(z,y) = 777 est égal & w = cos(0) sin(6),
donc on s’est débrouillé pour que f soit constante sur chaque droite qui passe par 1’origine,
avec des valeurs différentes sur des droites différentes. D’ott les limites différentes quand (z, y)
tend vers (0,0) le long de droites différentes. Pour vous amuser (et j’ai un peu de mal a le
faire), essayez de confirmer en regardant le graphe ci-dessous que c¢’est une union de droites,
obtenues en prenant la droite d’angle 6 qui passe par 'origine, en la soulevant verticalement
de cos(6) sin(f), puis en prenant 'union de ces droites qui montent et descendent en méme
temps qu’elles tournent.

Et, si vous aimez la définition (1.16), vérifiez que pour tout choix de ¢, la propriété (1.16)
est prise en défaut avec ¢ = 1/8, soit parce que |¢| > 1/4, et alors dans toute boule B de
centre (0,0) et de rayon § (aussi petit que vous voulez), il y a encore plein de points (z,y)
(ici, sur I'axe horiontal) tels que |f(z,y) — €] > &, soit parce que |¢| < 1/4, et alors dans
toute boule B de centre (0,0) et de rayon 0 (aussi petit que vous voulez), il y a encore
plein de points (z,y) (maintenant sur la premiére diagonale) tels que |f(z,y) — | > € car

flx,y) =1/2.

Exemple 1.2.4 Dans I'exemple précédent, on a approché un point selon trois droites. On
pourrait approcher ce point selon des droites de pentes différentes (ce qui donne autant de
limites & vérifier), mais aussi selon des trajectoires plus compliquées. Par exemple, pour la

N

f(x,y) = 1y

définie pour x € Ret y > 0, (z,y) # (0,0), on a également f(x,0) = 0 pour tout = # 0 d’ou

lim £(2,0) = 0,
z#0

fonction
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FIGURE 1.10 — Graphe de la fonction f

et méme
lim f(z,ax) =0
x—0

z#0
et ce pour tout choix de a € R : on tend vers 0 lorsqu’on s’approche de 'origine selon des
droites de n’importe quelle pente. On pourrait donc penser que f admet bien 0 comme limite.
Ce n’est cependant pas le cas. Pour tout x # 0, on a f(z,2?%) = %, d’on

. 9 1

%;igé f (.CL‘ L ) = 5

Lorsque z — 0, le point (x,x?) approche bien (0,0). Géométriquement, il 'approche selon
une parabole d’équation y = x%. Comme on ne trouve pas la méme limite selon que I'on
s’approche de l'origine en suivant n’importe quelle droite ou une parabole, la fonction f
n’admet pas de limite en l'origine. Il ne suffit donc pas de regarder ce qui se passe lorsqu’on
s’approche de l'origine de maniére rectiligne : il faut aussi considérer toutes les trajectoires
courbées !

GD : et si vous aimez (1.16), la vérification que lim, y)— 0,0y f(2,y) = 0 est aussi assez
directe. On note comme ci dessus que pour X = (z,y) # (0,0), on a |f(z,y)| < /22 +y% =
V|| X]|, et ensuite on prend ¢ = 0, et pour tout € > 0 on choisit § = €2, et on constate que
pour tout X = (z,y) tel que ||X|| < 6, on a bien |f(z,y)| < /|| X]|] < Vd = ¢, comme

demandé.

Exemple 1.2.5 L’exemple précédent parait désespérant : on ne peut pas vérifier que toutes
les trajectoires possibles donnent la méme limite : on ne peut pas toutes les imaginer. Il
ne faut cependant pas voir cet exemple comme cela : il permet plutot d’offrir une variété
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de choix pour démontrer qu'une fonction n’admet pas de limite en un point, en essayant
d’approcher ce point de plusieurs maniéres différentes (en pratique, on ne le fait pas aléatoi-
rement, la forme précise de la fonction permet de déterminer les choix judicieux). Lorsque
'on veut montrer qu’'une fonction admet une limite en un point (a;, as), on considére juste
I'information minimale dont on dispose, a savoir que z; — a; et 9 — ao. Par exemple,
considérons la fonction

R? — R
: L i(x 0,0
Iy ey s Ve (z,y) # (0,0),
0 si (z,y) = (0,0).

On va montrer qu’elle admet une limite nulle en 'origine. Pour cela, on va recycler I'idée
utilisée dans le paragraphe 1.1.3, Application B des développements limités : pour résoudre
une forme indéterminée du type “0/0”, on doit pouvoir dire lequel du numérateur ou du
dénominateur tend le plus vite vers 0. Pour cela, il faut pouvoir comparer numérateur et dé-
nominateur. Dans notre cas, on peut comparer le numérateur xy au dénominateur /x? + 32
de la fagon suivante : pour tout (z,y) € R?, on a 22 > 0 et y> > 0 donc

Vil +2 2 Ve =, a2+ >V =yl

Ainsi,

lzy| = |z| x Jy| < \/x2+y2 X \/x2—|—y2:x2+y2’

ce qui est la comparaison voulue : |xy| est le numérateur (ou plutot sa valeur absolue), et on
a montré qu’il était plus petit que 22 + y? qui est le carré du dénominateur.

GD n peut pas s’empécher de dire qu’en fain par Cauchy-Schwarz, on a méme que 2|zy| <
2? + 9%, ce qui est deux fois mieux (mais ne change rien au fond). Ca se montre en disant
que (z+y)? et (x —1y)? sont tous les deux positifs (car ce sont des carrés) et en développant.
Et Cauchy-Schwarz vaut aussi pour les produits scalaires, donc

1
X Y| < §HXHHY\| pour X,Y € R, (1.18)

avec en fait la méme démonstration : dire que (X +Y)- (X +Y)et (X =Y) - (X —Y) sont
tous les deux positifs.

Comme le dénominateur tend vers 0, son carré tend beaucoup plus vite vers 0 que lui, et
donc le numérateur tend vers 0 beaucoup plus vite que le dénominateur : c’est le numérateur
qui “gagne” et la limite doit étre 0. On peut formaliser cela de la fagon suivante : on a montré
que pour tout (z,y) € R?,

|zy| z* + y?
flx,y)| = < =22 +y%
|f(z,y)] EERT T

De plus, |f(z,y)| est toujours une quantité positive. Pour tout (z,y) € R?, on a donc

0<[f(z,y) <Va?+y?
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Les deux cotés de I'inégalité tendent vers 0 lorsque (z,y) — (0,0) donc par le théoréme des
gendarmes |f(z,y)| — 0 lorsque (z,y) — (0,0), ce qui est la méme chose que de dire que
f(z,y) — 0 lorsque (x,y) — (0,0).

Remarque Une méthode utile pour étudier certaines formes indéterminées est d’introduire

T =1rcosb,

y =rsind,
avec 1 = \/a% +y> > 0 et 6 € [0,27], qui sont utiles pour étudier les limites (z,y) — (0,0).
En effet, (z,y) — (0,0) correspond & r — 0 : il n’y a donc plus qu’un seul paramétre qui

les coordonnées polaires

tend vers 0. Le paramétre 6 est cependant libre (et ne tend pas forcément vers 0), donc doit
étre traité avec attention. Voyons comment utiliser ces coordonnées dans les trois exemples
que nous venons de voir. Si

LY
T,Y) = ———,
f(z,y) e
alors 2 s 0 in
f(rcose,rsinﬁ):M:rcosﬁsine.
r

Lorsque » — 0, rcos#sinf — 0 et ce indépendamment de la facon dont # varie car cos # sin 0
est bornée entre —1 et 1 : on dit que f(rcosd,rsinf) — 0 lorsque r — 0 uniformément en
0 € [0,27]. Cela est suffisant pour déduire que f(z,y) — 0 lorsque (x,y) — (0,0). Si I'on
considére plutodt la fonction

_
f(m7y)_$2+y2’
alors 2 s i
f(rcosf,rsinf) = w = cosfsin 6.
r

Lorsque r — 0, on ne trouve pas de limite indépendamment de la facon dont # varie : le
comportement de f(rcosf,rsinf) lorsque r — 0 dépend fortement du comportement de 6.
Par exemple, si 0 reste constant égal a 0, f(r,0) = 0 — 0 lorsque r — 0. Mais si 6 reste
constant égal & m/4 par exemple, alors f(r/v/2,7/v/2) = 1/2 — 1/2 lorsque r — 0. Ainsi,
selon le comportement de @, on trouve des limites différentes : la fonction f n’a donc pas de
limite en (0,0). Dans le dernier exemple,

N

22 +y’

flz,y) =

on a
r?/2cos@v/sind  \/rcos0v/sinf

r2cos@ +rsinf  sinf + rcosf’

si 0 est tel que sinf > 0 (donc 6 € [0,7]). Ici, le numérateur /7 cosvsin6 tend vers 0
lorsque r — 0 unformément en € puisque 1/ — 0 et cos v/sin § reste borné. 1l serait tentant

f(rcos@,rsinf) =

de dire que le dénominateur sinf + r cos# tend lui vers sin @ lorsque » — 0, et donc que le
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quotient tend vers 0 : on devrait avoir f(z,y) — 0 lorsque (z,y) — (0,0). Or, on a vu que
ce n’était pas le cas : il y a un probléme quelque part. Ce probléme se situe dans le fait que
sin® + rcosf — sinf lorsque » — 0 uniquement lorsque 6 est fixé! Cependant, 6 pourrait
tout a fait varier avec r : si # — 0 lorsque r — 0 par exemple, alors sin+rcosf — 0 et on a
encore une forme indéterminée! Ici, les coordonnées polaires n’ont pas du tout levé la forme
indéterminée et ne sont d’aucun secours. On peut néanmoins s’en sortir en introduisant les

{X:x,
Y =%,

pour lesquelles on a (z,y) — (0,0) < (X,Y) — (0,0) et

variables auxiliaires

XY

et 'on est ramené a une fonction que l'on peut étudier avec des coordonnées polaires (on
vient de le faire). Pour des fonctions de deux variables, les coordonnées polaires sont donc
utiles dés que 'on peut écrire le dénominateur (aprés éventuellement un changement de
variables) comme une fonction de 2% + y*.

1.2.2 Continuité

Une fois que la notion de limite est définie, on peut parler de continuité.

Définition 1.2.6: Continuité d’une fonction de 2 variables

Soit f : 2 — R une fonction de 2 variables et a = (ag, as) € Q. On dit que f est continue
au point a si

lim  f(21,72) = f(a1,a2).
(ac1,ac2)—>(a1,a2)

Si f est continue en tout point de 2, on dit que f est continue sur Q (ou continue tout
court).

Comme pour les fonctions d’une variable, la somme, le produit, la multiplication par un
scalaire, et la composition ® sont des opérations qui donnent de nouvelles fonctions continues
a partir de fonctions continues données. Une autre maniére importante de construire des
fonctions continues de 2 variables est & partir des fonctions continues & 1 variable :

Proposition 1.2.1

Soit f : I — R une fonction continue & 1 variable (I C R). Alors, les fonctions de 2

3. On fera attention & ce qu’on compose une fonction de 2 variables avec une fonction de 1 variable : si
f : R?2 = R est une fonction de 2 variables, la composition g o f a un sens si g : R — R, donc si g est une
fonction de 1 variable.
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variables
IxR — R RxI — R
fli{< ) fQI{(

r1,23) —  f(x1) r1,22) —  f(x2)

sont continues.

Exemple 1.2.7 Montrons que la fonction

f:{<R2_>R

z,y) — xsin(y)

est continue sur R2. Les fonctions

{ R — R { R — R
g: , h: .
r — T y +—— sin(y)

sont continues sur R (ce sont des fonction élémentaires), donc d’aprés la proposition précé-
dénte, les fonctions

{ R* — R { R* — R
T @y — gla) (w,y) — h(y)

sont continues sur R%. On a de plus f = g; X he, donc f est également continue sur R? en
tant que produit de fonctions continues sur R2.

Exemple 1.2.8 Montrons que la fonction

R? — R

: <Al si (x, 0,0
0 si (z,y) = (0,0)

est continue sur R?. Ici, f s’exprime & 1’aide de fonctions élémentaires uniquement en dehors
de Torigine : on montrera donc la continuité en 2 étapes (i) en dehors de l'origine a ’aide
d’opérations ¢lémentaires et (ii) en l'origine en revenant a la définition de continuité. Com-
mengons par montrer la continuité en dehors de l'origine. La fonction x — z est continue
sur R donc les fonctions (z,y) — z et (x,y) — y sont continues sur R2. Ainsi, la fonction
h : (z,y) — xy est continue sur R? en tant que produit de fonctions continues sur R?. De
méme, la fonction x — 22 est continue sur R donc les fonctions (z,y) — 2% et (x,y) — y* sont
continues sur R2. Ainsi, la fonction (z,y) +— 2? + y? est continue sur R? en tant que somme
de fonctions continues sur R?. De plus, cette fonction s’annule uniquement en ’origine, donc

glz{RQ\{(O,O)} — R

(z,y) — 2°+y°

la fonction

est bien définie et continue. La fonction
R* —
9z - Z —

R
1
NE
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est continue en tant que fonction élémentaire, donc la composition g, o g; est bien définie,
et continue sur R? \ {(0,0)}. Le produit i X gy o g; est alors aussi continu sur R? \ {(0,0)},
et coincide avec f sur cet ensemble. Ainsi, f est continue en dehors de I'origine. Montrons a
présent la continuité en 'origine. On a vu dans I’Exemple 1.2.5 que

lim )f(fv,y) =0,

(2,9)—(0,0

et on a bien f(0,0) =0 : f est bien continue en l'origine. En conclusion, f est continue sur
R2.

1.3 Dérivées partielles

1.3.1 Définition

On introduit maintenant le concept de dérivées de fonctions de plusieurs variables, qui
découle de la dérivée de fonction d’une variable. On vous prévient : ¢a aura l'air plus com-
pliqué a cause des deux variables, mais on arrivera a faire pas mal de choses en fixant une
variable (ou toutes les variables sauf une), en regardant f comme une fonction de la variable
restante, et en utilisant les résultats valables pour les fonctions d'une seule variable. C’est
I'idée des dérivées partielles ci-dessous.

GD : Pour parler de dérivées de fonctions f d’une variable, on vous a demandé de vous
placer sur un intervalle I, et on a seulement parlé de f’(a) en un point intérieur de I, avec
une extension, la notion de demi-dérivée a droite ou a gauche, dans le cas ol a est une des
extrémités de l'intervalle.

Ici c’est pareil : pour ne pas avoir d’ennui, le mieux est de supposer que ’ensemble de
définition de f est un sous-ensemble ouvert €2 de R™. Ouvert signifie que pour tout point
A € Q, il existe une petite boule B(A,r) centrée en A et qui est contenue dans €.

En général, on dit que A est un point intérieur a 2 quand il existe » > 0 (peut-étre
minuscule) tel que B(A,r) C Q. Donc Q) est ouvert quand tous les points de Q sont des
points intétieurs de ). Les exemples les plus simples sont 2 = R"™, ou 2 = B(X,r) (une
boule ouverte), ou Q =la, b[x]c, d[C R

Mais on s’autorisera a utiliser les mémes définitions (continuité, dérivées partielles, etc)
méme dans des cas un peu plus généraux. Par exemple, ) pourra étre la boule fermée
B(X,r) ={Y € R"; ||[Y — X|| < r}, et on s’autorisera a prendre A au bord, c’est-a-dire
dans la sphére S(X,7) = {Y € R"; ||[Y = X|| = r}. L’essentiel de ce qu’on raconte ci-dessous
restera vrai, avec des adaptations convenables, comme dans le cas ot f est définie sur un
intervalle I et on regarde ce qui se passe en une des extrémités de I. On ne va pas trop
insister sur tout ceci, mais je me sentirais géné si je n’en parlais pas au moins une fois.
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Définition 1.3.1: Dérivées partielles

Soit f:Q — Ret a= (a,as) € Q. Disons que 2 C R? pour simplifier les notations.
— On dit que f est dérivable par rapport a la 1-ére variable en a si la fonction & une
variable fi : z1 — f(x1,a) est dérivable en a;. Dans ce cas, on note

o .\ _ w
52, (@) = fila).

On Dappelle dérivée partielle par rapport a la 1-ére variable de f en a.
— On dit que f est dériwvable par rapport a la 2-éme variable en a si la fonction a
une variable fy : 9 — f(ay,x2) est dérivable en ay. Dans ce cas, on note

of /
g Y = f2l02).

On l'appelle dérivée partielle par rapport a la 2-éme variable de f en a.

Notation Selon que l'on note une fonction de deux variables f(x,z5) ou f(x,y), on peut
. . of of of of
noter les dérivées partielles -~ ou 77, et 5= ou 5y
Et encore, parfois on peut noter 0; au lieu de %. C’est un peu plus court, et parfois
c’est bien de ne pas dire le nom de la variable, juste que c’est la premiére variable. On verra

peut-étre des exemples (typiquement quand on compose des fonctions) ou c’est pratique.

Notez que quand a est un point intérieur de 2, alors la fonction partielle x — f(z, as)
est bien définie dans un petit intervalle centré en aq, ce qui permet de parler de sa dérivée,
et pareillement la seconde fonction partielle y — f(ay,y) est bien définie dans un voisinage
de a, et on peut penser a la dériver.

L’extension aux fonctions de 3 variables ou plus est immédiate. Par exemple, pour f
définie sur 2 C R, la seconde dérivée partielle de f au point a = (ay, as, as, as), si elle existe,
est la dérivée au point ay de la fonction = — f(ay,x, a3, aq), qui est définie au voisinage de
ay. Et on la note g—x’;(a), ou carrément 0y f(a). Cette remarque vaut pour la suite : tout ce
qui suit marche aussi bien quand 2 C R", n > 3.

Exemple 1.3.2 Soit la fonction
I R*> — R
| (zy) = 2?sin(y)
et fixons a = (ay,as) € R% On “geéle” successivement les variables z et y pour obtenir les
fonctions
f { R — R _ { R — R
Ve = f(w,a0) = 27 sin(ay) Ly = fla,y) = aisin(y)

qui sont dérivables (la premiére est un polynéme, la seconde un multiple de la fonction sinus.
L’important est que les nombres a; et ay sont vus comme des constantes ici), avec pour tout
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(z,y) € R?,
filz) = 2xsin(az),  fi(y) = a1 cos(y).

Ainsi, f est dérivable par rapport aux deux variables en a, et on a

g—i(a) = 2a; sin(ay), g(a) = a? cos(ay).

dy

Comme la dérivation des fonctions de deux variables se raméne a la dérivation des fonc-
tions d’une variable, les propriétés de la dérivation persistent comme par exemple

d(fg) _of
or %g—i—f

99
ox’

La seule exception viendra de la composition, parce qu’il faudra comme toujours faire atten-
tion aux domaines de définition et d’arrivée, et qu’on expliquera dans la suite.

Remarque Pour les fonctions d'une variable, dérivabilité en un point implique continuité en
ce point. Ce n’est malheureusement plus vrai pour les fonctions de deux variables : la fonction
R? — R
o) s {F S ) £ 0.0,
0 si(ny)=(0,0).

est dérivable par rapport aux deux variables en (0,0) puisque les fonctions =z — f(z,0) et
y +— f(0,y) sont identiquement nulles, donc dérivables et de dérivée nulle. Par contre, on a
vu dans I'Exemple 1.2.3 que la fonction f n’est pas continue en (0,0).

Pour s’assurer qu'une fonction admettant des dérivées partielles soit continue, il nous
faudra une propriété un peu plus forte, obtenue en demandant aussi que les dérivées partielles
solent continues.

Définition 1.3.3: Fonction de classe C!

Soit f : © — R une fonction. On dit que f est de classe C' sur ©Q (ou C* tout court, et
on écrira volontiers f € C''(Q)) si

1. f est dérivable par rapport aux 2 variables sur 2 ;

of

2. les application dérivées partielles a +— 2~ (a) et a g—g(a) sont continues sur 2.

Remarque On aime mieux C' parce qu'on peut montrer qu'une fonction C' est automa-
tiquement continue, et en plus a automatiquement un développement limité d’ordre 1 au
voisinage de chaque point (décrit ci-dessous). Contrairement, comme on ’a vu, au cas o on
suppose seulement que f a des dérivées partielles en chaque point. Et ¢a ne cotitera pas bien
cher de vérifier systématiquement la continuité des dérivées partielles.
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Notation Si f est C* sur Q, on appelle gradient de f Papplication continue notée grad f ou
Vf

Q — R?

grad f : of of
a — | =(a),=(a
(G 5w

On fera bien attention au fait qu’il s’agit d’une application vectorielle, dans le sens ou pour
tout a € Q, grad f(a) est un vecteur : grad f(a) € R

Comme dans le cas des fonctions d’une variable réelle, les dérivées partielles (maintenant
continues!) permettent d’écrire un développement limité a l'ordre 1.

Proposition 1.3.1: Formule de Taylor a ’ordre 1 pour les fonctions classe
C! de 2 variables

Soit f : © — R une fonction de classe C' et a = (ay,az2) € Q (un point intérieur). Alors,
on a pour tout x = (x1,z5) € €,

0 0
f0) = f@) + g @ — @) + 2@ = a) o —alee),  (119)
8x1 axQ
ol € : { — R est une fonction telle que
glcl_rg e(z) = 0.
On rappelle que ||z —al| = \/(z1 — a1)? + (22 — as)? désigne la norme du vecteur = — a.

Remarque Comme dans le cas d’une variable réelle, la formule (1.19) s’interpréte de deux
maniéres : (i) elle donne une approximation de f avec des termes de plus en plus petits, en
approchant f par une fonction polynomiale de degré 1 (une fonction affine) et (ii) géomeé-
triquement, cela revient & approcher le graphe de f (qui est maintenant une surface dans
R3) par un plan affine dans R?. Détaillons ces deux interprétations. D’abord, essayons de
comprendre pourquoi les termes successifs du terme de droite de (1.19) sont de plus en plus
petits lorsque x — a. Auparavant, on va regrouper certains termes pour obtenir une écriture
plus concise : on va écrire
@ - o)+ 5L (@)@ — ) = grad f(a) - (@ - a),

le produit scalaire des vecteurs grad f(a) et x — a de R? (voir le poly d’algebre linéaire). Ce
faisant, on a maintenant 3 termes dans le terme de droite de (1.19) :

flx) =T+ IT+1II,

avec

I =f(a), II=gradf(a)-(z—a), III=|z—a|e(x),
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comme dans le cas des fonctions d’une variable. Il est alors clair que le terme 11 est beaucoup
plus petit que le terme I lorsque © — a si f(a) # 0 : en effet, le terme 11 tend vers 0 quand
x — a alors que le terme [ reste constant et non-nul. De méme, le terme 7] est en général
beaucoup plus petit que le terme I1 lorsque x — a. Pour le voir, on se rappelle la formule

grad f(a) - (z — a) = ||z — all[| grad f(a)]| cos 0,

ot 6 est 'angle entre les vecteurs grad f(a) et x — a. Ainsi, les deux termes I et [11 sont
facteurs de ||z — a|, avec en facteur || grad f(a)|| cos@ pour le I1 et e(x) pour I11. Comme
¢(z) tend vers 0 lorsque x — a, il suffit alors que || grad f(a)|| cos @ ne tende pas vers 0 pour
que I11 soit beaucoup plus petit que I1. C’est le cas si grad f(a) # (0,0) et si  — a n’est
pas perpendiculaire a grad f(a) (il ne donc pas que x approche a de maniére perpendiculaire
a grad f(a)). En général, 11 est donc beaucoup plus petit que 1. Si 'on néglige le terme
111, on a donc

f(x) ~ f(a) +grad f(a) - (x — a)

lorsque x — a. L’application
€ R* — f(a) +grad f(a) - (v — a)

est une application affine (c’est-a-dire de la forme z — a + -z avec a € R et 8 € R,
ou de maniére équivalente une application polynomiale de degré 1), donc (1.19) permet
d’approcher f par une fonction “simple” au voisinage de a (comme pour le cas des fonctions
d’une variable). Le graphe d’une application affine est un plan affine dans R? : dans notre
cas il s’agit du plan tangent au graphe de f au point (a, f(a)), d’équation cartésienne

ro = 1)+ g (@) - an) + 2 @)~ 02)

GD : On a pareil que tout ¢a pour f : Q@ — R, ou 2 C R™. Dans ce cas, sous les mémes
hypothéses (existence de dérivées partielles contiues), (1.19) devient

FO0) = FA) + 3 L) — 0 + 11X = Alle(3), (1.20
ou de maniére plus condensée
f(X) =F(A) + (Vf(A), X = A) + || X — Alle(X), (1.21)

ol je reprends ma notation ot A et X sont des points de €2, et (U, V') est le produit scalaire,
et avec toujours limy_, 4 £(X) = 0.

Il est aussi usage (mais vous n’en aurez pas besoin) de donner un nom a l'existence du
développement limité (1.19) (ou (1.20) ou (1.21)) : on dit que f est différentiable au point
A. Et c’est la notion qui est utile, parce qu’elle permet de bien calculer, de composer, et puis
tout ca.
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Exemple 1.3.4 Considérons la fonction f donnée par
fla,y) =142 +y°

pour tout (x,y) € R% Déterminons son plan tangent au point (1,1). L’application f est
polynomiale donc de classe C'* sur R?, et on a pour tout (z,y) € R?

of of 2
Y zy) =20, (z,y)=3
5y 1Y) = 2, o (z,y) = 3y°,
et en particulier
of of
—(1,1)=2, —(1,1)=23.
-2 Sy
Ainsi, ’équation cartésienne du plan tangent au graphe de f au point (1,1, f(1,1)) = (1,1, 3)
est
of of
z:f(l,1)+%(1,1)(x—1)+a—y(1,1)(y—1) =342x(x—1)+3x(y—1) =2x+3y—2,

ot l'on a désigné les coordonnées cartésiennes de R? par (z,y, z) plutot que par (z1, zo, x3).
On l'a représenté graphiquement en Figure 1.11. On a également le développement limité de
f au point (1,1) a Pordre 1 en appliquant la Proposition 1.3.1 : pour tout (z,y) € R?,

pour une certaine fonction € : R? — R vérifiant

lim €(x,y) =0.
(zy)—(1,1) (:9)

1.3.2 Généralisation aux applications vectorielles

On fait un présent un léger aparté sur I'extension des notions que I'on vient de voir aux
fonctions a valeurs vectorielles (comme le gradient d’une fonction), dont I'espace d’arrivée
n’est pas R mais R™ pour un certain m > 2 : f(x) n’est pas un scalaire mais plutdt un vecteur.
Pour ce type de fonctions, on a une généralisation naturelle des notions déja présentées, et
tout se passe bien parce qu’on peut étudier chaque coordonnée de f séparément.

Définition 1.3.5: Fonction vectorielle de classe C'!

Soit Q C R% et f: Q — R™ pour un certain m > 2. Pour tout (z,y) € Q, f(z,y) € R™
et on note ses composantes fi(z,y), ..., fm(z,y) :

f(x,y) = (fl(x7y)7 f2(x7y)7 R fm(xvy»

On dit alors que f est de classe C! si chacune de ses fonctions composantes f; (qui sont
donc des fonctions scalaires) l'est.
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-1

-1
FIGURE 1.11 — Graphe de f (jaune) et son plan tangent en (1,1, 3) (bleu)

Exemple 1.3.6 La fonction

f-{ R2 —» R3
| (zy) — (2% zy,ysin(x))

est de classe C'' sur R? puisque ses fonctions composantes

Y

f‘{ R* — R f'{ R*> — R { R*> — R
Py — 22 P (ny) — ay | (z,y) — ysin(z)

sont de classe C*.
Exercice : écrivez le développement limité d’ordre 1 de f au point (0, 0).

Définition 1.3.7: Matrice jacobienne

Soit f: Q0 — R™ de classe C'. La matrice

o b -
g—f;u,y) g—fm,y)
) e
(9m: 5’m:

_%(w,y) aiy(x,y)_

est appelée matrice jacobienne de f au point (z,y) € €2, notée Jac f(z,y).
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Ainsi, on a gardé I'écriture de la fonction & valeurs dans R™ comme une colonne de
hauteur m, et on a mis cote-a-cote les deux vecteurs qui sont les deux dérivées partielles de
f. Si f avait été une fonction d’une seule variable, on aurait parlé de f'(x), qui aurait été
un vecteur colonne. Et pour une fonction de n variables, Jacf(X) est une matrice n x m
composée de n vecteurs colonnes (de R™), a savoir es n dérivées partielles de f.

C’est malheureusement important de faire attention, parce que quand on composera il
faudra faire attention & ce que la matrice jacobienne soit le produit des deux matrices.

Exemple 1.3.8 Pour la fonction f de 'Exemple 1.3.6, on a pour tout (x,y) € R?,

oh ofs dfs dfs Ofs

donc la matrice jacobienne de f en (z,y) vaut

2

Jac f(x,y) = Yy T
ycos(z) sin(x)

On verra dans le prochain paragraphe que les matrices jacobiennes sont utiles pour com-
prendre la dérivée d’une composition.

1.3.3 Dérivée d’une composition

On explique a présent comment dériver des compositions de fonctions de plusieurs va-
riables. Pour ne pas surcharger la présentation, on va uniquement considérer dans cette
partie des fonctions qui sont définies sur ’espace tout entier. L’extension aux fonctions dé-
finies sur des sous-domaines sera immeédiate, a partir du moment ou les compositions seront
bien définies.

Jusqu’a présent, on avait majoritairement traité des fonctions du type f : R? — R. Pour
former la composition g o f, il faut donc que g soit une fonction d’une seule variable. La
dérivation de go f fera donc intervenir a la fois des dérivées partielles, et des dérivées usuelles.
On a le résultat suivant.

Proposition 1.3.2

Soient f : R?> =+ R et g : R — R des fonctions de classe C*. Alors, la composition
go f:R?* = R est aussi de classe C!, et on a pour tout (z,y) € R?
d(go f) of d(gof) of

e (%y):%(m,y)g’(f(a?,y)), 3y (x,y)za—y(m,y)g’(f(%y))-

Exemple 1.3.9 Si f:R? — R est de classe C*! et h est la fonction

RZ — R
h‘{ (r.y) — sin(f(z,y))

?

ox ($7y) = 2$, a_y(xay) = 07 %(Ivy) =Y, 8_y(x’y) =T, %(l',y) = yCOS(l’), 8_y(x7y) = Sln($>’
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alors h =go f o g : R — R est la fonction sinus. De plus, pour tout (z,y) € R? on a

G y) = cos (e ) S w)s 5 o) = cos( (o) 5 (e,0)

Dans le cas général, on a ce qu’on appelle la régle de la chaine.

Proposition 1.3.3: Régle de la chaine (ou régle de composition)

Soient
RP — R"

f:{ v = (21, 2p) = (fil@),- o ful@))

{ R* —s R™
T Vy=n - vm) — (@), my)

des fonctions de classe C'. Alors h = go f : RP — R™ est de classe C*. Pour tout
1 < j <m, pour tout 1 < ¢ < p, et pour tout x = (x1,...,x,) € R, on a de plus

8hj o 3gj 8fl 89] an ag] afn
90, M) =, U aIZ( )+a—y2(f(x))a—w(ﬂf)+ ayn(f( ))axz(x)

Zai gi’;( ) (1.23)

k=

(1.22)

Remarque Cette terrifiante formule doit rappeler la formule définissant le produit matriciel
vue dans le poly de Math 259. Ce n’est pas un hasard, car la formule de la chaine ne dit rien
d’autre que la matrice jacobienne de h est égale au produit matriciel de la matrice jacobienne
de g par celle de f :

Jach(z) = Jacg(f(z)) Jac f(x). (1.24)

GD : Quand on regarde bien, on voit qu’il suffit d’établir la formule quand ¢ est a valeurs
dans R, puisqu’ensuite on peut écrire que les coordonnées de g o f sont les g, o f, ou les g,
sont les coordonnées de g. Et donc se contenter de calculer les dérivées partielles des gy o f
et les mettre ensemble.

De méme, on peut se contenter du cas ot f est définie sur R (et pas sur R", parce que

89 L on ne regarde que la fonction

de toute maniere quand on calcule une dérivée partielle =5
partielle t — go f(xq,...,t, 241, ...2,) d'une seule Varlable

GD : Pour la partie (1.23) de la formule, ¢’est peut-étre un cas ot se contenter de donner
des numéros aux dérivées partielles, autrement dit utiliser la notation 9,f = 5a; beut vous

aider a ne pas mélanger les variables. Avec cette convention, la formule (1.23) dev1ent

8ng Zakgj 8ka( )
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ou encore, en regroupant ensemble toutes les coordonnées de h = g o f en un seul vecteur,

du(go f)(w) = Okg(f(x)) Dufil).

En tout cas c’est un peu compligé, donc il faut en calculer quelques uns pour s’y faire.

GD : En cours j’ai essayé de vous convaincre que la formule découlait du fait qu’on a un
développement limité d’ordre 1 de F'(X’) au voisinage de X’ = X, qui vient de ce que f a
des dérivées partielles continues au voisinage de X. A savoir, pour chaque coordonnée f; de

f
JeX') = fu(X) + (V[(X); X' = X) 4[| X" = X][ex(X), (1.25)

avec limyx/_,y ex(X’) = 0. Et pareillement pour g au voisinage de Y = f(X). De la forme
9e(Y") = ge(Y) + (Vge(Y); Y = Y) + [[Y" = Y|e(Y7), (1.26)

avec limy _,y £,(Y’) = 0. Et quand on remplace chaque coordonnée y; de y par fi(x'), tel
que calculé par la formule (1.25), on finit par trouver un développement limité d’ordre 1 de
g(f(X")), qui du coup donne les dérivées partielles de go f. Je n’ai pas fini le calcul non plus.

Exemple 1.3.10 Soit ¢ : R? — R une fonction de classe C?, et définissons

RZ2 — R
h 2 3
(z,y) — glzy,z° +y°)

Montrons que h est C*, et calculons ses dérivées partielles en fonction de celles de ¢g. En
posant
7 { R? — R?
(337 y) — (l'y, 1'2 + y3) = (fl(xa y)a f2<.1', y))

on voit que la fonction f est C' car ses fonctions composantes f; et fy le sont (elles sont
polynomiales). De plus, on a h = g o f donc h est également de classe C!, et on utilise
la Proposition 1.3.3 pour déterminer ses dérivées partielles en fonction de celles de g. Par
rapport a I’énoncé de la proposition, on a ici p = n = 2 et m = 1. Pour distinguer les
variables de l'espace de départ de f de I'espace d’arrivée de f (qui est le méme que l'espace
de départ de g), on va noter (z,y) € R? pour les variables de I'espace de départ de f (on écrit
donc f(z,y)) et (u,v) € R? les variables de I'espace de départ de g (on écrit donc g(u,v)).
Lorsqu’on compose des fonctions, il est souvent utile faire cette distinction. On a ainsi pour
tout (z,y) € R?,

o) = 2 w0 + ) P2 ),

S 0) = S ) P w9) + ) o),
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en sachant également que

afl o % o “YJ2 o YJ2 . 2
ax (m7y)_ya ay (I’,y)—l’, 827 (IL‘7y)—2ZL‘, 8 (xay)_?’y .

Ainsi, pour tout (z,y) € R? on trouve que

oh B dg 9 3 dg 9 3
@ — @ 2 3 2@ 2 3
ay(fc,y)—2&?6”(:63/7&: +y°) + 3y av(fcy,:zr +y°).

Exemple 1.3.11 Soit g : R? — R une fonction de classe C''. Définissons

R — R
h: PN e
g(t+e,t t)

Montrons que h est dérivable et déterminons sa fonction dérivée en fonction des dérivées
partielles de g. On introduit la fonction

f’{R — R?
Lt o— @+ —t) = (f1(8), (D))

qui est de classe C! car ses fonctions composantes fi, fo le sont (on peut les obtenir a 'aide
d’opérations élémentaires sur des fonctions usuelles). On a de plus pour tout t € R,

f'(t)=(1+¢e,2t—1).

Ainsi, h = go f est aussi de classe C! en tant que composition de fonctions de classe C1, et
on a pour t € R,

B0 = SO0+ O
=(1+ et)g—i(t el 1?2 —t) + (2t — 1)2—2’(15 el 12 —t).

Exemple 1.3.12 Enfin, le dernier exemple important est celui des coordonnées polaires et
du calcul du gradient d'une fonction dans ces coordonnées. On considére donc une fonction
f:R? = R de classe C!, et on introduit la fonction

- [ REx)0,27] — R
f.{ (r,0) —— f(rcosf,rsinf)

qui représente “la fonction f en coordonnées polaires”. Les dérivées partielles 2L et 2L repré-
ox oy ~

sentent les dérivées partielles de f “en coordonnées cartésiennes” et les dérivées partielles g—{
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et g—’; représentent “les dérivées partielles de f en coordonnées polaires”. Les deux notions
sont reliées par la Proposition 1.3.3. En introduisant la fonction

[ Rix]0,27] — R?

' (Tu 9) — (T COS 97 7 sin 9) = (801 (Ta 9)7 ¥2 (Ta 9))

on aen effet f = foe. Comme ¢ est O car ses fonctions composantes ¢y et s le sont (elles
s’obtiennent a partir d’opérations élémentaires sur des fonctions usuelles), la fonction f est
C! en tant que composée de fonctions C. De plus, par la Proposition 1.3.3 on a pour tout
r >0 et tout 0 <0 < 2m,

0= Lireont.rsnt) 2.0) + X frcostrsin0) 220
= Co8 Ga—x(r cosf,rsinf) + sin Gg—i(r cosf,rsinf)
ainsi que
g—‘g(r, 0) = %(r cos@,rsin@)%(r, 0) + Z—’g(rcos@,rsm@%(r, 0)
- —rsinﬁg—i(r cos 0, sin 0) + TCOSHg—;(T cos 0, sin ).

Ces relations peuvent d’écrire matriciellement
% (r,0) _ | cosf  sinf
%(73 0) —rsinf rcosf

la matrice apparaissant n’étant rien d’autre que la transposée de la matrice jacobienne * de ¢

®|®®|®
[ g g

(rcosf,rsinf)

(rcosf,rsin 0)]

d’apres la remarque suivant la Proposition 1.3.3. En particulier, on peut inverser la relation
en inversant la matrice : comme

{ cos sin@} 1_ 1 |:7‘COSQ —sin@]

—rsinf rcosf r |rsinf cosf

on en déduit que

|®m|®
g g

r

|

(rcost,rsind)| 1 [rcos@ —sind g—f(r,e)
(rcos@,rsinf) rsinf  cos6 2—5(7’;9)

5}

Y

et donc que

, B of sinf df
a—x(rcosﬁ,rsme) —cosﬁar(r, ) — . ae(r, ),
of , . of cosfOf
9 (rcos@,rsinf) = Sm@@r (r,0) + 5 (r,8).

On peut voir ces derniéres relations comme 'expression du gradient de f en coordonnées
cartésiennes en fonction du gradient de f en coordonnées polaires.

4. On a une transposée ici car la relation que l'on vient d’écrire n’est pas exactement la relation (1.24)
pour f = f o, c’est en fait sa transposée.
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1.3.4 Dérivées d’ordre supérieur

Comme pour les fonctions d’une variable, si les dérivées partielles d’une fonction sont
elles-méme dérivables par rapport a I'une ou 'autre des variables, on peut former la dérivée
partielle de la dérivée partielle, et ainsi de suite. A chaque étape, on a plusieurs choix : on
peut d’abord dériver par rapport & x puis par rapport a y, ou d’abord par rapport a y puis
par rapport & x (ou méme deux fois de suite par rapport a z, et deux fois de suite par rapport
a y). Quand on dérive encore plus de fois, on voit qu’on obtient un nombre considérable de
dérivées partielles successives possibles. En fait, il y en a moins que prévu comme on l'illustre
sur un exemple. Considérons la fonction

f:{(R2HR

r,y) — zsin(r +y)

Elle est manifestement C! (vérifier que 1’on sait le montrer rigoureusement en la décomposant
en fonctions usuelles), et on a pour tout (z,y) € R?

of, of
B (z,y) = sin(x 4+ y) + x cos(z + y), o (z,y) = x cos(x + y).
Les fonctions g—j: et g—g sont aussi manifestement C!, et on a pour tout (z,y) € R?,
g (of B ) o (0f B .
B <%) (z,y) = 2cos(x +y) — xsin(zr +y), e (ay) (x,y) = cos(z +y) — xsin(z + y)
g (0f B . o (of _ .
5 (50) o = oot —asinta ). 5 (5) (09) = —sinGe )

Ces dérivées successives sont notées
O (OFN _ O 0 (OF\ _ f 0 (0f\_ 9f 0 (0f\ _of
ox \0x ) 0x2 0x \oy) 0xdy Oy \ox) 0Oydx’ Oy \ox) 0Oy?

On les appelles dérivées partielles d’ordre 2 de f. De la méme maniére, on a des dérivées

partielles d’ordre k lorsque l'on dérive k fois f, successivement par rapport a toutes les
combinaisons de variables possibles.

Définition 1.3.13: Fonction C* a plusieurs variables

Soit f : © — R une fonction de 2 variables. On dit que f est C* sur Q si f admet des
dérivées partielles d’ordre k et si ces dérivées partielles sont continues sur €. Si f est C*
pour tout k, on dit que f est C* sur €.

Remarque Les fonctions usuelles sont de classe C* sur leur domaine de définition (en faisant
attention au cas des fonctions du type /x comme dans le cas d'une variable). De plus, on
peut additionner, multiplier, composer, multiplier par un scalaire des fonctions de classe C*
pour obtenir d’autres fonctions de classe C*.
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L’exemple considéré ci-dessus posséde la propriété que

*’f  of
dxdy  Oyox’

autrement dit on obtient la méme fonction en dérivant d’abord par rapport & x et ensuite
par rapport a y ou l'inverse. Il s’agit en fait d'une propriété générale.

Proposition 1.3.4: Théoréme de Schwarz

Soit f : © — R une fonction de classe C. Alors on a

0*f B 0*f
0xdy  Oyox’

Remarque Cette relation reste vraie en dimension supérieure : on peut permuter deux coor-
données et obtenir les méme dérivées partielles. Par exemple en 3D, si f : R? — R est C?,
on a

0% f _ 0% f
0rdz  020x

GD : La démonstration n’est pas fondamentalement difficcile, mais on la passe. Noter
¢

que pour un monoéme (x,y) — ax*y*, la formule est facile & vérifier. Puis on peut en déduire
qu’elle est vraie pour tout polynéme (somme de monémes). Le cas général de f de classe C?
s’obtient par exemple en utilisant le théoréme des accroissements finis, appliqué en utilisant
successivement deux dérivées partielles, pour trouver deux développements limités de la
méme quantité, puis dire que les coefficients doivent étre égaux. C’est un peu technique alors

oI passe.

Notation Cette propriété se propage aux dérivées d’ordre supérieur, par exemple pour une
fonction f: R® — R de classe C?, on a

03 f B OB f
Qydz0x  Oxdydz’

En particulier, cela motive la notation suivante dans le cas général d'un nombre quelconque
de variables : pour une fonction f : R" — R, les dérivées partielles d’ordre k£ sont les dérivées
partielles de la forme
oF f
0z 0x5? - - - Qxon

avec a + ao + - - - + o, = n. Ici, on a dérivé a; fois par rapport a xq, as fois par rapport a

To, etc. jusqu’a «y, fois par rapport a x,,.

Définition 1.3.14

Soit f : Q — R une fonction C?. Pour (x,y) € , on appelle matrice hessienne de f au
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point (z,y) la matrice

02§ 02§
I (x, x,
Hess f(x,y) = 2%;( v) 85”2%3/( v) )

Remarque Par le théoréeme de Schwarz, la matrice hessienne en tout point est une matrice

symétrique.
Remarque Dans le cas d'un nombre quelconque de variables, la matrice hessienne dune
fonction f : R™ — R de classe C* au point (xy,...,7,) € R est la matrice
0 f
O0x;0xy, | 1<j<n
1<k<n

Il s’agit d’'une matrice carrée symétrique de taille n.

De la méme maniére que pour une seule variable, les dérivées partielles d’ordre 2 per-
mettent d’obtenir un développement limité a l'ordre 2.

Proposition 1.3.5: Formule de Taylor a 'ordre 2 pour des fonctions de 2
variables

Soit f : 2 — R une fonction C? et a € . Alors, on a le développement limité & I'ordre
2 suivant : pour tout x € 2,

f(z) = f(a) +grad f(a) - (x —a) + %(x —a) - Hess f(a)(z — a) + ||z — a||®e(z), (1.27)
oll € : 2 — R est une fonction satisfaisant

lim e(z) = 0.

T—a

Remarque Par rapport a la formule de Taylor a I'ordre 1 donnée a la Proposition 1.3.1, il y
a le nouveau terme

1

5(3: —a) - Hess f(a)(x — a)
dans lequel Hess f(a)(x —a) désigne le produit matriciel entre la matrice carrée Hess f(a) de
taille 2 et © —a qu’on identifie ici & un vecteur colonne de taille 2. Le produit Hess f(a)(z —a)
s’identifie donc & un vecteur colonne de taille 2, dont on prend ensuite le produit scalaire
avec le vecteur = — a pour obtenir (x — a) - Hess f(a)(z — a). De maniére générale, ce terme

est donc de la forme

x b c| |z x bxr, + cx
[xj ) [c d} Lj — [xj ) [cxi N dxj = 21 (bxy + cw9) + 2o (et +day) = ba? + 2cw 119 + das,

ot (x1,xs) sont les coordonnées du vecteur x — a et
0*f

_82f B o0 f B
B Py e O A G

b
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Remarque Comme pour les fonctions d'une variable, les termes de la formule de Taylor a
lordre 2 sont de plus en petits lorsque  — a, on l'interpréte donc encore comme une
description de plus en plus précise du comportement de f au voisinage de a. La encore, cette
description est donnée & partir de fonctions simples, ici le terme dominant correspond & la
fonction

z+— f(a) +grad f(a) - (x —a) + %(x—a)-Hessf(a)(x—a)

qui est polynomiale de degré 2 en les composantes (1, z2) de x, alors que la formule de Taylor
a lordre 1 est polynomiale de degré 1 (c’est-a-dire affine). Le graphe d’un tel polynéme de
degré 2 peut avoir différentes formes selon ses coefficients. On en donne plusieurs exemples

en Figure 1.12

FIGURE 1.12 -~ Graphes de (z,y) — 2* + y* et de (z,y) — 2% — y?

En particulier, la formule de Taylor a 'ordre 2 signifie que ’on approche le graphe de f
au voisinage de (a, f(a)) par un graphe de polynéme de degré 2, comme illustré en Figure
1.13.

FIGURE 1.13 — Graphe de f (jaune) approché par un graphe de polynome de degré 2 (bleu)

Pour comprendre pourquoi les termes successifs de la formule (1.27) sont de plus en plus
petits quand x — a, on peut considérer  de la forme x = a + tv, ot v € R? est un vecteur
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fixe et t € R est un parameétre que ’on fait varier. La limite x — a correspond donc a t — 0.
La formule de Taylor nous donne

fla+tv) = f(a) +tgrad f(a) - v+ gv - Hess f(a)v + t*||v]|*e(a + tv),

et on voit apparaitre des puissances successives de t. Comme t? < t < 1 =t° quand t — 0,
on voit que les trois premiers sont de plus en plus petits. Le dernier terme est plus petit que
les autres, car €(a + tv) — 0 quand ¢ — 0, donc €(a + tv)t? < t* lorsque ¢t — 0.

Dans le cas des fonctions d’une variable, on avait appliqué la formule de Taylor a I'ordre
2 pour savoir si le graphe d’une fonction était localement au dessus ou en dessous de sa
tangente. Pour cela, on avait utilis¢ que le terme f”(a)(z — a)® a un signe (négatif ou
positif selon le signe de f”(a)). Dans le cas des fonctions de plusieurs variables, le terme

correspondant est

%(x —a) - Hess f(a)(z — a)

et il n’est pas forcément évident de savoir quand ce terme a un signe ou pas. Dans le para-
graphe suivant nous allons voir comment le déterminer sur un probléme relié : I'étude des
extrema locaux d’une fonction.

1.4 Application a I’étude des extrema locaux

GD : je n’ose toujours pas changer les notations ci-dessous, mais en cours on s’est placés
un peu plus systématiquement dans R”, et ce qui tient lieu de xy ou x ci-dessous était noté
Xp ou X (pour insister sur le fait que c’est un vecteur).

Définition 1.4.1: Extremum local

Soit f : R®™ — R une fonction. On dit que f posséde un maximum local en xy € R™ si
f(z) < f(xp) pour tout z suffisamment proche de . Si on a de plus f(z) < f(x) pour
tout x suffisamment proche de xy mais distinct de xg, on dit que xg est un maximum
local strict de f. Si on a plutot f(x) > f(xg) (resp. f(xz) > f(zo)) dans la définition
précédente, on parle de minimum local (resp. minimum local strict). Un extremum local
est un maximum ou un minimum local.

Remarque Le mot local est ici important : cela signifie (pour un maximum par exemple) que
I'inégalité f(x) < f(xo) n’est pas nécessairement vraie pour tous les x € R (auquel cas on
parle de maximum global), mais seulement pour des = proches de zy. Par exemple, pour la
fonction

flz) =21 —2)?,
le point z = 1/2 est un maximum local strict (on pourra s’en convaincre en tragant son
graphe), mais pas un maximum global : I'inégalité f(z) < f(1/2) n’est vrai que pour 1/2 —
V2<ar< 1/2+ V2, comme le montre la Figure 1.14.
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FIGURE 1.14 — Graphe de z + 2?(1 — z)?

1.4.1 Cas des fonctions d’une variable

Proposition 1.4.1: La dérivée s’annule en un extremum local

Soit f : R — R une fonction. Si zy est un extremum local de f et que f est dérivable en
xo, alors f'(zg) = 0.

Démonstration. Cette propriété est évidente si I'on esquisse le graphe de f au voisinage de
xo. Pour la démontrer, supposons que xy est un minimum local par exemple. On se rappelle
que

fl(x()) — lim f(:L‘) — f(m(])

T—T0 T — Xg
Comme z( est un minimum local, on a

f(x) = f(z0) 20
pour tout x assez proche de zy. Si maintenant x est proche de zy avec z > x(, on a donc

f(x) — f(xo)

r — g

>0

et ainsi

o £@) = @0
e IS

donc f'(zg) > 0. De la méme maniére, si x est proche de xy mais avec z < xg, on a alors

flz) = flao)

T — X

<0
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et ainsi

f@) — flw) _

li_)m
T—x0 _
T>T0 z To

0,

donc f'(zg) < 0. Ainsi, f'(xg) est a la fois positif et négatif, donc f’(zo) = 0. La preuve
fonctionne de la méme fagon lorsque zy est un maximum local. O]

On voit donc qu’en un extremum local, on a une information sur la dérivée de la fonction.
On a méme mieux que ¢a : on a aussi une information sur la dérivée seconde.

Proposition 1.4.2: Dérivée seconde en un extremum local

Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable en x( € R.

1. Si f admet un maximum local en xg, alors f”(zq) < 0.

2. Si f admet un minimum local en x, alors f”(zg) > 0.

Démonstration. On esquisse juste le principe de la preuve. Par la formule de Taylor & ’ordre
2, on a pour tout z € R,

F(x) = (o) + /(@) = 20) + 5 " (o) (& = w0)? + (2 — o) el),

avec €(x) — 0 lorsque * — z. Comme z( est un extremum local, on vient de voir que
f'(x¢) = 0. Le développement limité se simplifie donc en

£() = Flan) + 5" (@) = 2o)? + (o — ) %e(z).

Supposons maintenant que f admet un maximum local en zy. Alors f(z) < f(xy) pour tout
x assez proche de xq. Par le développement limité, on a donc

%f”(xo)(x —20)? + (z — 20)%e(2) <0

pour tout z assez proche de zg. Si jamais f”(zg) > 0, on aurait
1 " 2
§f (Io)(x — 270) >0

pour z proche de zg, * # 0. Comme le terme (x — zg)%¢(z) est beaucoup plus petit que
21" (z0)(x — 20)? quand = — z, on aurait toujours

% F(x0) (2 — 29)? + (2 — 20)2€() > 0

pour x proche de xg, x # xg, ce qui est absurde. Ainsi, on a bien f”(z¢) < 0. Par le méme
raisonnement, on montre que f”(zp) > 0 en un minimum local. O

On a un énoncé réciproque.
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Proposition 1.4.3: Condition suffisante pour un extremum local strict

Soit f : R — R une fonction 2 fois dérivable en xy € R.

1. Si f'(zg) =0 et f’(x0) <0, alors f admet un maximum local strict en z.

2. Si f'(xg) =0 et f"(x9) > 0, alors f admet un minimum local strict en x.

Démonstration. La preuve repose encore sur la formule de Taylor a ’ordre 2, puisqu’on a

F(a) = fwo) + 37" (o) — o) + (& — w0)’el(z)

avec €(x) — 0 quand x — z(. Par le méme raisonnement que dans la preuve précédente, si
f"(x9) < 0, alors

% F'(x0) (2 — 29)? + (2 — 20)2€(x) < 0

pour tout z assez proche de xg, x # . Ainsi, f(x) < f(zo) pour tout x assez proche de x,
x # xo : ¢’est bien la définition de maximum local strict. De méme dans le cas f”(zo) > 0. O

Remarque On remarque que les conditions nécessaires et suffisantes ne coincident pas : dans
la Proposition 1.4.2 on a des inégalités large (f”(zo) < 0) alors que dans la Proposition 1.4.3
on a des inégalités strictes (f'(xg) < 0). Ce n’est pas un hasard. En effet, il est possible que
xo soit un maximum local strict et que pourtant f”(xq) = 0 : c’est le cas par exemple pour
f(x) = —x* en 2y = 0. Réciproquement, il est possible que f'(zo) = 0 et que f"(xy) < 0
sans que Ty ne soit un maximum local de f : par exemple avec f(z) = z* et 2y = 0.

Remarque Dans le cas ot f(xg) =0 et f”(x¢) = 0, on ne peut en général rien dire. Tous les
cas de figure peuvent se présenter (maximum local, minimum local, ni 'un ni 'autre), par

exemple choisissant f(z) = x?, f(x) = —z*, ou f(z) = z°.

On voit ainsi que pour des fonctions d’une variable, la formule de Taylor a l'ordre 2 nous

permet d’avoir des informations sur les extrema locaux d’une fonctions. Nous généralisons
cela & présent aux fonctions de 2 variables.

1.4.2 Cas des fonctions de deux variables

GD : A nouveau en cours on s’est plus systématiquement placés dans R", et xq était
plutot appelé X.

On commence encore par les conditions nécessaires. La proposition ci-dessous marche
encore pour une fonction f: R™ — R, avec presque la méme démonstration.

Proposition 1.4.4: Condition nécessaire pour un extremum local en 2d

Soit f : R? — R de classe C? et 2y € R2. Si  est un extremum local pour f, on a alors

grad f(zo) = 0.
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De plus,

1. si zg est un maximum local, alors pour tout vecteur v € R?, on a
v - Hess f(zo)v <0,
2. si 2o est un minimum local, alors pour tout vecteur v € R?, on a

v - Hess f(zo)v > 0.

Remarque La condition grad f(zy) = 0 correspond a la propriété f'(zo) = 0 en 1d. La
condition v - Hess f(zo)v < 0 (resp. > 0) pour tout v € R? correspond a la propriété
f"(x9) <0 (resp. <0) en 1d.

Remarque Un point ¢ tel que grad f(xg) = 0 s’appelle point critique de f.

Démonstration. On va déduire les propriétés de leur analogue 1d. Pour le fait que le gradient
soit nul, on remarque que si g = (ay, az), alors les fonctions d’une variable

Ty — f(l’l,ag), To — f(CLl,.TQ)

possédent un extremum local, en 1 = a; pour la premiére et en x5 = a, pour la seconde.
Par la Proposition 1.4.1, leurs dérivées sont donc nulles en ces points, ce qui veut dire que
les dérivées partielles de f par rapport aux deux variables en x( sont nulles : le gradient de
f en xq est donc nul.

Pour les propriétés de la hessienne qui vont suivre, on se raméne également au cas d'une
variable. Soit donc v € R2. La fonction d'une variable

g02t|—>f(l’0+t1))

admet un extremum local en ¢ = 0. Si 2y est un maximum local pour f, ¢ = 0 est donc un
maximum local pour ¢, et donc ¢”(0) < 0. Or un calcul montre que

¢"(0) = v - Hess f(xo)v,
ce qui démontre le point 1. Le point 2. se démontre de la méme maniére. O

GD : En cours on a essayé de faire ceci directement dans R”, et en utilisant la formule de
Taylor (ce qui au fond revient au méme). Et j’ai un peu plus insisté sur la forme quadratique
@ associée a a matrice Hessienne. En notant cette fois X = (xy,...x,) au lieu de v, et
H = Hess f(zo) la matrice hessienne au point considéré, on a noté

non
QX)=X -HX => Y H,nu;
i=1 j=1
(I'analogue de v - Hess f(zo)v ci-dessus), ot H; ; est ce coefficient (a la ligne i et la colonne j)
de la matrice H, donc en fait H; ; = %{{;j(mo). On note toujours que dans la grosse somme
double ci-dessus, la plupart des termes (ceux ot i # j) arrivent deux fois, une pour (i, j) et
l'autre pour (j,7), donc ensuite c’est raisonnable de les regrouper.

On a également un énoncé réciproque.
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Proposition 1.4.5: Condition suffisante pour un extremum local en 2d

Soit f: R? — R de classe de C? et 2, € R2. On suppose que grad f(zy) = 0.

1. Sl existe ¢ > 0 tel que pour tout v € R? v - Hess f(zo)v < —c||v||?, alors z( est un

maximum local strict pour f.

2. S’il existe ¢ > 0 tel pour tout v € R? v - Hess f(zo)v > c||v||?, alors zy est un

minimum local strict pour f.

GD : ici aussi le résultat reste valable en dimension n > 2; c’est juste que en général, la
forme quadratique v — Q(v) = v - Hess f(xo)v sera plus difficile a étudier.

Démonstration. On suppose la condition 1., la preuve pour la condition 2. se faisant de la
méme maniére. Par la formule de Taylor a l'ordre 2, et en utilisant que grad f(xg) = 0, on a
pour tout z € R?

1
f() = f(wo) + 5(x — o) - Hess f(wo)(w — xo) + [l — o|*e(x)
avec €(x) — 0 quand = — xo. En utilisant ’hypothése faite sur Hess f(z), on en déduit

f(@) = flwo) < (—c+e(@))l|lz — zol*.

Comme ||z — xo||? > 0 pour x # xq, que —c < 0 et que €(x) — 0 quand x — xo, on en déduit
que —c + €(x) < 0 pour x proche de xq et donc

flx) = f(x0) <0

pour x proche de zy, * # xy, ce qui montre bien que xy est un maximum local strict de

I3 u

La encore, les conditions nécessaires et suffisantes différent en ce qui concerne les dérivées
secondes. Pour la condition nécessaire d’'un maximum local par exemple, on a

VYo € R?, v - Hess f(zo)v <0,
alors que la condition suffisante est
Jec >0, YoeR? w-Hessf(xo)v < —cl|v||*.

En particulier, il n’est pas évident de traduire ces propriétés en termes des coefficients de la
matrice Hess f(x) (qui sont les dérivées partielles secondes de f).

C’est le but du lemme suivant. Cette fois, on va utiliser le fait que en dimension 2, les
calculs sont plus simples (et on a moins de possibilités).
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Lemme 1.4.6 Soit A une matrice carrée symétrique de taille 2, dont on note les coefficients
s {r s}
s t

1. II existe ¢ > 0 telle que pour tout v € R?, on ait v- Av > c|jv
rt—s*>0etr>0.

avec 1, s,t € R.

|? si et seulement si

|? si et seulement si

2. 1l existe ¢ > 0 telle que pour tout v € R?, on ait v- Av < —cl|v
rt—s2>0etr<D0.

Démonstration. On montre le point 1., le point 2. se démontrant de la méme facon. Suppo-
sons dans un premier temps que rt — s> > 0 et 7 > 0. Ceci implique ¢ > 0, car sinon on
aurait rt — s? < 0. En particulier, les polyndmes

rX?+2sX +t, tX2 425X +r

ont leur discriminant qui est strictement négatif donc ne s’annulent pas sur R et leurs coeffi-
cients dominants sont strictement positifs, donc ces polynémes sont strictement positifs sur
R. Ainsi, il existe ¢q, ¢y > 0 tels que

VzeR?, r22+2sz+t>c, t2242sz2471>co.

Montrons & présent qu'il existe ¢ > 0 tel que pour tout v € R? on a v- Av > ¢||v||?. Soit donc
v = (z,y) € R% On peut supposer que v # 0, car la relation que I’'on veut montrer est vraie

pour v = 0, et ce pour n'importe quelle valeur de c. On a de plus
v- Av = ra’® + 2szy + ty’.
On distingue deux cas. Si y? > 22, alors v # 0 implique que y* # 0 et alors
v Av = ra® + 2szy + ty? = v (r(x/y)* + 2s(x/y) +t) > a1y’

Or en utilisant 2 > 2% on en déduit que

C1 o C1
—yt > —

C1 o
+
Yy =5

2 1 2 2 €Ly 2
ay = — T+ = —||v|".
7 = L+ S 2 D ) = Do
Si maintenant 22 > »2, on en déduit par la méme méthode (en factorisant cette fois-ci par
2
x*) que

v Av > 2|2
2
En posant ¢ = min(c¢;/2,¢3/2) > 0, on a bien dans tous les cas

v Av > c||v||2,
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ce qui est la propriété voulue. Réciproquement, si on suppose cette propriété, alors pour tout
x € R, en choisissant v = (z,1), on a

v Av=rz’+2sz +t > c|v||* = c(z® + 1) > ¢ > 0,

et en particulier le polynéme ra? + 2sx +t ne s’annule pas sur R et reste strictement positif.
Cela implique que son discriminant est strictement négatif et que son coefficient dominant
est strictement positif, autrement dit 7t — s > 0 et r > 0. ]

En combinant la Proposition 1.4.5 et le Lemme 1.4.6, on aboutit au résultat suivant.

Proposition 1.4.7
Soit f : R? — R de classe C? et xy € R. On pose

0% f 0% f
r= @(xo), 5 = 6x8y(x0)7 t= a—yQ(xO).

On suppose que grad f(zy) = 0, et que
rt—s? > 0.

1. Sir > 0, alors zy est un minimum local strict pour f.

2. Sir <0, alors xp est un maximum local strict pour f.

GD : Et on rappelle que si 7t — s < 0, alors on est dans le cas d’'un point de selle : la
forme quadratique prend vraiment les deux signes, et il n’y a ni minimum local ni maximum
local. Quand rt — s? = 0 (forme quadratique dégénérée, et matrice de rang 0 ou 1), il faut
regarder & la main.

Remarque Les conditions grad f(xg) = 6, rt —s2 > 0,et r > 0our < 0 sont simples a
vérifier en pratique puisqu’il suffit de calculer les dérivées partielles de f jusqu’a 'ordre 2.

Remarque Dans le cas ol rt — s? < 0, on peut en fait montrer que zy n’est ni un maximum
local, ni un minimum local : on dit que x( est un point selle ou un point col.

Exemple 1.4.2 Soit f : R? — R la fonction définie par
fla,y) =a'+y' = (z —y)”

Déterminons ses points critiques, et leurs natures (maximum local, minimum local, ou point
selle). On a pour tout (x,y) € R?,

%(w‘,y) = 42” = 2(z —y), g—i(x,y) =4y’ +2(x —y),

donc grad f(z,y) = 0 si et seulement si

20 = —y, 2P =y—ux.
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En particulier, on a > = —2% et donc y = —z. On trouve donc 22° = x — y = 2z donc
2% = x, ce qui est vrai uniquement si x = 0, x = 1, ou z = —1. On trouve donc 3 points

critiques de f
(0,0), (1,-1), (=1,1).

Pour déterminer leur nature, on se sert de la Proposition 1.4.7 et donc on a besoin de
connaitre les dérivées partielles secondes de f en ces points. On a pour tout (z,y) € R?,

0*f

da?

OF (=2 &L
0xdy Y= Oy?

(l'ay) = 121‘2 - 27 (ar,y) = 12y2 - 2.

Ainsi, aux points (1,—1) et (—=1,1), on a

donc rt — s> =96 > 0 et r = 10 > 0 donc (1, —1) et (—1,1) sont des minima locaux stricts
pour f. Au point (0,0), on a

donc rs — t2 = 0, ce qui n’est pas un cas couvert par la Proposition 1.4.7. Néanmoins, &
partir de la forme de f, on peut quand méme déterminer sa nature. En effet, on a f(z,z) =
224 > 0= f(0,0) et f(z,—x) = 22* — 42® < 0 = f(0,0) pour = # 0 petit. Ainsi, (0,0) n’est
ni un maximum local, ni un minimum local pour f : c’est un point selle. On a représenté le
graphe de f en Figure 1.15 : on y voit les deux minima locaux ainsi que le point selle entre
les deux.

FIGURE 1.15 — Graphe de (z,y) — z* + y*(z — y)*.
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Exemple 1.4.3 Soit f : R? — R la fonction définie par

fla,y) =a® -y

pour tout (z,y) € R% On montre facilement que (0,0) est le seul point critique de f, et
qu’en ce point

r=2 s=0, t=-2
donc rt — s? < 0 : dans ce cas, on peut immédiatement conclure que (0,0) est un point selle
pour f. Cela se voit trés bien graphiquement en tracant le graphe de f, comme en Figure
1.12 a droite.

1.5 Analyse vectorielle

Enfin, on termine le premier chapitre par l'introduction de certains notions d’analyse
vectorielle (gradient, divergence, rotationnel) et leurs relations.

Définition 1.5.1: Champ scalaire, champ vectoriel

Soit 2 C R™ un domaine de R".
— Un champ scalaire sur €2 est une fonction f : 2 — R : & chaque point M € €2, on
associe un scalaire f(M) € R;
— Un champ vectoriel (ou champ de vecteurs) sur € est une fonction £ : Q@ — R™ :
a chaque point M on associe un vecteur F'(M) € R™, qu'on représente par une
fleche attachée au point M. Pour tout M € R"™, on note

F(M) = (F(M),...,F,(M)) € R".

Chaque fonction composante F; de F' est donc un champ scalaire.

Notation On notera souvent les champs scalaires avec des lettres minuscules (f, g, h,...), et
les champs vectoriels avec des lettres majuscules (F, G, H,...).

Exemple 1.5.2 — Si f est un champ scalaire C! sur (), alors son gradient
2 — R”
grad f : af af
(Lon..... 3L 00

est un champ vectoriel (continu) sur €.
— Si f est un champ scalaire C?, son laplacien

Q — R
Af: ~ a2 a2 P an 4. O
Mo 2 = M)+ g (M) G (W)

est un autre champ scalaire (continu) sur €.
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FIGURE 1.16 — Exemples de champs de vecteurs sur R? et sur R3.

— Si F(M) est la force coulombienne s’exergant sur une particule ponctuelle de charge

q; située en un point M € R? par une particule ponctuelle de charge ¢, située en un
point O € R?, on a
OM
ngo |OMJ?

ol gg est la constante diélectrique du vide. En particulier, on peut voir F' comme un

Y

champ vectoriel

R3\ {0} — RS

F: oM
Ameo |OM|J?

que l'on a représenté en Figure 1.17. Ce champ vectoriel dérive d’un champ scalaire,
dans le sens ou l'on a
F = —grad f,

ou f est le potentiel coulombien
R3\ {0} — R

I Mo f() =B

dmeo |OM||

qui est lui un champ scalaire.

Définition 1.5.3: Divergence, rotationnel

— Soit F' : R® — R™ un champ vectoriel C'. On appelle divergence de f le champ
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0.10

FIGURE 1.17 — Représentation du champ coulombien F' dans le cas de charges opposées
¢1g2 < 0 (la couleur du vecteur représente sa norme : plus la couleur est rouge plus la norme
est importante).

scalaire
R* — R
div F': — OF) _OF OF; oL, .

— Soit F': R? — R? un champ vectoriel C'. On appelle rotationnel de F le champ

scalaire
R — R
rot F': 8FQ 8F1 .
M — —(M)—-—(M
axl( ) axg( )

— Soit F': R? — R? un champ vectoriel C*'. On appelle rotationnel de F le champ
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vectoriel

R — R3

ot OF
rO'M|—>(3

or, or 0rF; or, oF;
955 oy — 222y, 2 oy — 283 (), 222 () — S (M
8932( 8933( ’ 8:)33( 0x, ' 8:U1( 8:E2( ))

Attention La divergence d’un champ vectoriel est défini en tout dimension, alors qu’on a
défini le rotationnel de champs vectoriels uniquement en dimension 2 et 3. En dimension 2,
il s’agit d’'un champ scalaire alors qu’en dimension 3 il s’agit d’un champ vectoriel.

GD : Contrairement a ce que je fais d’habitude j’ai méme ajouté en cours (et ci-dessus) une
fleche sur le rotationnel en dimension 3, pour bien le distinguer de I'autre. Donc ceci donnait

rgt F : R® — R3. Je ne sais pas si c’est encore a la mode : au lieu d’une fleche droite j’ai
mis uns fléche courbée, pour indiquer que c¢’est un “pseudovecteur” (qui est remplacé par son
opposé si on change l'orientation de R3). Evidemment vous pouvez étre choqué que la méme
dénomination désigne deux choses qui ont ’air différentes, mais quand on prend une fonction
f: R? = R2, on peut en faire une fonction R3 fans R3 en posant f(z,y,2) = (f(z,y),0),
et alors le rotationnel de fv (dans R3) a une seule coordonnée non nulle, la troisiéme, et qui
vaut le rotationnel de f dans R?. N’empéche; je trouve ca dommage.

Remarque En notant formellement

0 0
V— <a_‘/L‘1’...,a_ZU{n>

(ot le mieux serait d’ailleurs d’écrire ceci verticalement comme un vecteur) on a
divF =V_.F, rot ' =V A F,|

ou A désigne le produit vectoriel de deux vecteurs.

GD : Si vous connaissez le produit vectoriel, ¢’est un moyen mnémotechnique intéressant
de se souvenir des formules précédentes. Mais n’y voyez pas plus qu’une notation pratique;
il n’y pas de sens profond.

Je rappelle qu’en dimension 3, le produit vectoriel X AY est donné par les formules
e1\Neg =e3, ea/N\es =ep, e3/\e; = e (0(1 e1, eq, €3 sont les vecteurs de base, et noter que
dans le produit on suit l'orientation), plus le fait que X AY = =Y A X, plus le fait que
X NY est une fonction linéaire de X a Y fixé et une fonction linéaire de Y a X fixé.

En dimension 2 c’est plus simple, X AY est un scalaire, et on prend (x1,22) A (y1,y2) =
1Yo — Y1T2. Autrement dit, e; A e; = 1 et comme plus haut X AY = =Y A X et le produit
est une fonction linéaire de X a Y fixé et une fonction linéaire de Y a X fixé.

Remarque 11 est facile de montrer que

Af=divVf=V-V/.
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Proposition 1.5.1

— Si f: R® = R est un champ scalaire C?, alors pour tout M € R” on a
rot grad f(M) = 0.

— Si F': R® = R? est un champ vectoriel C?, alors pour tout M € R,

(%
div rot F'(M) = 0.

o g N .a o
— Meémes énoncés dans R?, mais remplacez aussi 0 par 0 & la premiére ligne.

Démonstration. Calcul direct. O

De la méme maniére que 'on a (fg)’ = f'g+ f¢', on a le résultat suivant en dimension
supérieure.

Proposition 1.5.2

— Si f et g sont des champs scalaires C?, alors
grad(fg) = f grad g+ g grad f.

— Si f est un champ scalaire C' et F' un champ vectoriel C!, on a
div(fF) = fdivF 4+ grad f - F.

— Soitn =2oun=3.8Si f:R"— R est un champ scalaire C! et ' : R® — R" est
un champ vectoriel C!, on a

rot(fF) = frot F' + grad f A F.

— Soitn=2oun=3.Si f:R* — R est un champ scalaire C' et g : R® — R est
un champ scalaire C?, alors

rot(f grad g) = grad f A grad g.

Démonstration. Calcul direct. O

Définition 1.5.4: Champ de gradient

Soit F': R™ — R™ un champ vectoriel continu. On dit que F' dérive d’un potentiel scalaire
fsi fest Clet que F = grad f. On dit également que F est un champ de gradient. Un
tel f est appelé potentiel scalaire associé a F
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Remarque Si F' dérive d'un potentiel scalaire f, ce dernier n’est pas unique : tout potentiel
de la forme f 4+ C ou C est une constante est un autre potentiel scalaire associé a F'.

D’aprés la Proposition 1.5.1, si F' est un champ de gradient en dimension 2 ou 3 alors
rot F'= 0. On a un résultat réciproque qui permet de reconnaitre un champ de gradient.

Theoréme 1.5.3 Soit n = 2 oun = 3. Soit 1 C R" un domaine de R" et ' : 1 — R"
un champ vectoriel C* sur Q. Si Q est étoilé (voir la définition ci-dessous) et sirot F = 0,
alors F est un champ de gradient.

GD : En fait, ceci est un cas particulier du résultat suivant, qui a 'avantage d’étre vrai
dans tout R™ et de ne pas reposer sur un miracle de basse dimension.

Theoréme 1.5.4 Soit Q C R™ un domaine (ouvert) de R et F' : Q@ — R"™ un champ
vectoriel de classe C' sur Q. Si F est un champ de gradient (je crois qu’on dit aussi que F
dérive d’un potentiel), alors

OF, . OF,
8:6]- N 8:@

(X) (X) pour tout choiz de i,j € {1,2,...,n} tels que i # j et tout X € (.
(1.28)
Réciproquement, si ) est étoilé, et si F: Q — R™ un champ vectoriel de classe C' sur Q qui

vérifie (1.28), alors F' est un champ de gradient.

Le fait que (1.28) est une condition nécessaire est facile, a cause de 'identité de Schwarz

sur les dérivées croisées. En effet, si F' est un champ de gradient, donc si F' = V f pour un
OF, _ 0 (Of _ 0 _ 9f _ 95

Ox; — Ow; \Ozx; = Ox;0x; ~ Oxj0x;  Omy

coup c’est pareil pour la condition nécessaire dans le théoréme 1.5.3 (I’histoire du rotationnel

certain f, alors clairement f est de classe C?, et

est juste une traduction).

Pour la démonstration, on va voir sur un exemple (et vous en verrez d’autres) que le
théoréme est valable sur Q0 = R?; ce serait pareil sur R", avec juste plus d’étapes. Et pour
un domaine étoilé, la démonstration serait plus délicate, parce qu’on pourrait trouver la
solution f seulement prés d’un point comme ci-dessous, mais ensuite il faudrait vérifier que
cette solution peut étre étendue a tout €2 de maniére cohérente. En fait pour ceci on a besoin
d’une propriété “topologique” de €2, qu’on appelle simple connexité, qui dit dans le cas de
R? que Q n’a pas de trous, et qui est par exemple satisfaite quand ) est étoilé par rapport
a un de ces points, comme ci-dessous.

On dit qu'un domaine 2 est étoilé s’il existe un point My € € tel que pour tout autre
point M € Q, le segment [My, M| est inclus dans €. Par exemple, tout domaine convexe
(une boule par exemple) est étoilé (avec My n’importe quel point). Une étoile est un domaine
étoilé (avec My le centre de I'étoile). Un exemple de domaine non-étoilé (qui n’est étoilé par
rapport & aucun de ses points M) est R™ \ {0} : pour tout choix de M, € R™\ {0}, le
segment [—My, M| passe par l'origine et donc n'est pas inclus tout entier dans R™ \ {0}.
Ou peut-étre, de maniére encore plus visible, un anneau comme B(0,2) \ B(0,1) (prendre a
nouveau deux points opposés). Par contre, les boules, les ellipsoides, les domaines convexes,
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sont étoilés. Et je rappelle pour votre culture que 'ensemble £ C R™ est convexe quand pour
tout choix de X,Y € Q, le segment de droite [X, Y] qui va de X 4 Y est contenu dans FE.

Exemple 1.5.5 — Soit F: R? — R? le champ de vecteurs défini par la relation : pour
tout (z,y) € R?,
F(z,y) = (v +y,x +2y).
Montrons que F est un champ de gradient, et trouvons un potentiel scalaire f dont
F dérive. On calcule d’abord le rotationnel de F : pour tout (z,y) € R,
oF, oF,
%(% y) — 6_y

Comme F' est de rotationnel nul et défini sur le domaine étoilé 2 = R2, le Théoréme

rot F(z,y) = (x,y)=1—-1=0.

1.5.3 nous assure que F' est un champ de gradient, qui dérive d’un certain potentiel f.
Pour identifier un choix de f possible, on utilise la relation F' = grad f. Elle signifie
que pour tout (z,y) € R?,

_ _f _ _9f

En intégrant la premiére relation par rapport a x a y fixé, on obtient qu’il existe une
constante C'(y) € R telle que pour tout (z,y) € R,
1
fz,y) = 52* + a2y + C(y).

On identifie & présent la fonction C. Comme f est C*, on en déduit que C est C'. En
dérivant cette derniére relation par rapport a y, on obtient pour tout (z,y) € R?,

g—g(w,y) =z +C'(y).

Or, on sait que g_ch = Fy, d’ott pour tout (z,y) € R?,
r+C'(y) =z + 2y,

d’ot C(y) = y* + ¢ pour une certaine constante ¢ € R. Ainsi, on trouve que pour tout
(z,y) € R?,
1
flx,y) = 52° + 2y +y" +c,
pour une certaine constante ¢ € R.

— Soit F': R® — R3 le champ de vecteurs défini par : pour tout (z,y, z) € R3,

F(x,y,2) = (zy,v, 2).

Déterminons si F' est un champ de gradient ou non. Pour cela, on calcule son rota-
tionnel : on trouve que pour tout (z,y,2) € R?,

rot F'(x,y,z) = (0,0, —x)

et donc rot F' n’est pas identiquement le vecteur nul. Par la Proposition 1.5.1, F' n’est
donc pas un champ de gradient.
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GD : une derniére remarque. L’argument ci-dessus, en le modifiant & peine, démontre
les théorémes 1.5.3 et 1.5.4 quand €2 est un rectangle, ou plus généralement un produit
d’intervalles. Dans le cas étoilé, il faudrait trouver un moyen de définir f comme ci-dessus
prés d’un point (facile), puis de 1’étendre petit a petit & des domaines plus grand jusqu’a
recouvrir €2, et en vérifiant bien que les définitions sont cohérentes.

Et c’est 1a ot le bat blesse pour un domaine général. Dans le cas d’un anneau, par exemple
Q= B(0,10) \ B(0,1) (ou carrément R™\ {0}), le théoréme est faux. Par exemple, dans R?
voici une idée de champ de vecteur F' dont le rotationnel est nul (ou qui vérifie (1.28))
et pourtant qui n’est pas un champ de gradient dans 2. Je prétends qu’on peut prendre
Flr,y) = (= sl w22 ) pour (@) # (0,0).

Je pourrais vous laisser faire le calcul du rotationnel, mais ce serait tricher un peu. Je vous
dis juste comment je I’ai trouvé. En fait au voisinage de n’importe quel point (xg, o) # (0,0),
il est possible de définir une fonction 0(x,y) qui donne (& un multiple de 27 prés) angle
entre la direction de l'axe des x avec la direction de (z,y) (vu de l'origine). Et un petit
calcul donne que le gradient de cette fonction est la foncton F' ci-dessus. Notez au passage
qu’ajouter 27 a la fonction 6 ne change pas son gradient. Donc localement, il n’y a pas de
probléme, on peut définir 6 et son gradient est F'. En plus, on n’a pas trop le choix : le méme
genre de calcul que ci-dessus dit qu’on n’a pas trop le choix : une fois que vous avez choisi
la valeur de € en un point, vous la connaissez partout (la valeur en un point détermine les
constantes dans I'argument ci-dessus).

Finalement I'ennui est que le potentiel (la fonction 6) doit étre définie et continue sur
tout 'anneau €. Mais quand on tourne une fois autour de l'origine et qu’on suit la valeur
de 6, celle-ci augmente de 27. Alors, au point (2,0), il faudrait que @ soit a la fois égale a 0,
par exemple (si on part de 0), mais aussi 27 (ce qu’on trouve forcément aprés avoir fait un
tour). Donc pour résumé, définition forcément pas cohérente, donc pas de potentiel.

On retrouvera cet ennui, avec sans doute une démonstration plus claire, quand on verra
que la circulation du champ de vecteur le long d’un cercle n’est pas égale a 0 comme elle
devrait si F' dérivait d’un potentiel.



Chapitre 2

Intégrales doubles, triples

2.1 Rappels sur les intégrales simples

On commence par rappeler la notion d’intégrale d’une fonction d’une seule variable réelle
et leurs méthodes de calcul.

2.1.1 Deéfinition et interprétation

On considére [a,b] un segment de I’axe réel avec a < b et f : [a,b] — R une fonction
continue. On rappelle que l'intégrale de f sur [a,b], notée

/a ) de

représente laire “algébrique” de la région située entre la courbe représentative de f et l'axe
des abscisses.

—05LC

FIGURE 2.1 — L’intégrale représente 1’aire de la région bleue sous la courbe

On dit “algébrique” car dans les régions ou f est négative (donc les régions ou la courbe
représentative est située sous l'axe des abscisses), 'aire est comptée négativement.

63
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Cette notion d’aire sous la courbe est définie rigoureusement de la maniére suivante : on
considére une subdivision

Q=T <T1 <Xy < - < Tp_1<Tp,=>0

du segment [a,b] en n sous-segments [xo, z1], [T1, 23], ..., [Tn_1,2,] de longueur (au plus)
Az > 0. Alors, la quantité

i
L

(@1 — %) f ()

<
Il
o

posséde une limite lorsque Az — 0, et cette limite est indépendante de la subdivision choisie.
C’est cette limite que I'on appelle intégrale de f sur [a,b]. Géométriquement, la somme

—

3

(41 — x5) f(x))

<.
Il
o

constitue une approximation raisonnable de ’aire sous la courbe représentative de f, puisque
(xj41 — ;) f(z;) est I'aire d'un rectangle de base [z}, z,4+1] et de hauteur f(x;), qui approche
bien l'aire sous la courbe représentative de f sur le segment [x;, z;41] si ce segment est suffi-
samment petit !. La construction de 'intégrale consiste donc a découper le domaine sous la
courbe représentative de f en des tranches verticales de plus en plus fines, et d’approcher ces
tranches verticales par des rectangles (voir Figure 2.2). Cette construction permet également
de définir une notion d’intégrale en dimension supérieure, que l'on verra dans la suite.

TN AT TIN
71 | PN VA
60 | 7[ N 60| A N\

40 | % 40 + ZZ \\

20 | 20 |

2 4 6 8 2 4 6 8
FIGURE 2.2 — Approximation de I'aire sous la courbe par une somme d’aires de rectangles

L’intégrale définie de cette maniére posséde les propriétés fondamentales suivantes.

1. Cela revient a dire que les valeurs de f(z) sont proches de f(z;) pour € [zj,2;41]. C'est le cas
si [zj,xj11] est suffisamment petit (donc si Az est petit), mais pas seulement : on se sert du fait que la
fonction est continue! Si la fonction n’est pas continue et oscille fortement sur des échelles arbitrairement
petites (comme la fonction indicatrice des rationnels par exemple) cette construction d’intégrale ne fonctionne
plus.
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Proposition 2.1.1

1. Linéarité : si f, g : [a,b] — R sont continues et si A, u € R sont des scalaires, alors

/;(Af(:c) + pg(r)) dr = A/ab f(z)dz + /L/abg(x) de.

2. Positivité : si f > 0, alors fab f(z)dz > 0.
3. Relation de Chasles : si a < ¢ < b alors

/abf(x)dx—/acf(w)d:v—l—/cbf(x)dw.

Remarque D’abord, la positivité implique la croissance : si f(z) < g(x) our tout = € [a, b,
alors fab flz)dx < fabg(:r) dx. Appliquer la positivité a g — f.
Par convention, si a < b on a

/baf(x) dr = —/abf(x) dz.

Ceci est I'un des aspects des intégrales simples qui ne passera pas aux intégrales multiples.

Ces propriétés algébriques de 'intégrale sont utiles pour les calculer, mais ne suffisent pas
en pratique. On rappelle donc a présent les techniques élémentaires de calcul d’intégrales.

2.1.2 Calcul des intégrales simples

On rappelle ici trois outils basiques de calculs d’intégrales de fonctions d’une variable
réelle : 'utilisation des primitives, 'intégration par parties, et le changement de variables.
Il existe d’autres techniques plus compliquées, mais on ne les développe pas ici. On pourra
consulter le poly de Math 101 pour en voir certaines.

Utiliser des primitives

L’outil basique de calcul d’intégrales est le suivant :

Proposition 2.1.2

Si f :[a,b] = R est de classe C*, alors

/ f(@) dz = F(b) — f(a).

Cette proposition signifie que 1'on sait calculer facilement l'intégrale d’une classe par-
ticuliére de fonctions : celles qui sont les dérivées de fonctions de classe C*. Pour calculer



66 CHAPITRE 2. INTEGRALES DOUBLES, TRIPLES

'intégrale d’une fonction g, on cherche donc une fonction G dont elle est la dérivée (G’ = g) :
on appelle G une primitive de g. Notons toutefois que toute fonction continue admet des
primitives C. Le calcul d’intégrale a I’aide de cette technique suppose donc que 1’'on connait
une primitive suffisamment “explicite”.

Exemple 2.1.1 Calculons
1
/ (2% + cos(x)) da.
0
Pour cela, remarquons que la fonction F : [0, 1] — R définie par : pour tout = € [0, 1],

1
F(z) = Z$4 + sin(x),

vérifie F'(x) = 23 + cos(z). Ainsi,

/0 (2% + cos(x)) d — /0 Fl(z) dz = F(1) — F(0) = }l + sin(1).

On trouvera une table de primitives de fonctions usuelles dans le poly de Math 101, page
92.

Intégration par parties

L’intégration par parties est liée au résultat précédent : elle repose sur le fait que si f et
g sont C' alors le produit fg est C' et (fg) = f'g+ fg'. On en déduit le résultat suivant.

Proposition 2.1.3: Intégration par parties

Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions C*. Alors, on a

b b
/ f(2)g(x) dz = [f(z)g(x)]7=" — / f(@)g(x) da
= f(b)g(b) — f(a)g(a) — / F(@)g () da.

Cette proposition permet de transformer le calcul de 'intégrale f; 1 (x)g(x) dz en le calcul
de 'intégrale fab f(z)¢'(z) dz, qui est potentiellement plus simple (si on connait une primitive
de fg' par exemple). En pratique, I'utilisation de ce résultat nécessite de décomposer la
fonction a intégrer en un produit f’g, puis d’intégrer fg¢'.

1
/ x cos(x) dx
0

Exemple 2.1.2 Calculons
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par intégration par parties. Si f, ¢ : [0, 1] — R sont définies pour tout x € [0, 1] par g(z) = =
et f(x) =sin(z), alors x cos(z) = f'(z)g(x) et donc

/0 ' ¢ cos() di = [wsin(z / e

~ sin(1) - /O sin(z)

= sin(1) — [~ cos(2)]35

=sin(1) 4 cos(1) — 1.
Parfois, on a besoin d’appliquer deux intégrations par parties successives.

Exemple 2.1.3 Calculons

1
/ 2% sin(z) do
0

en appliquant deux intégrations par parties successives. Si f, g : [0,1] — R vérifient : pour
tout z € [0,1], f(z) = —cos(z), g(z) = 2%, on en déduit que z*sin(z) = f'(x)g(z) et donc

1 1 1
/ 2?sin(x) dr = [—2° cos(z)]*Z5 + / 22 cos(x) dx = — cos(1) + / 2z cos(x) dx.
0 0 0

La deuxiéme intégrale a été calculée par intégration par parties dans 'intégrale précédente.
On a donc

/0 2 sin(x) dz = — cos(1) + 2(sin(1) + cos(1) — 1) = cos(1) + 2sin(1) — 2.

Changement de variables

Enfin, on rappelle le calcul d’intégrales par changement de variables.

Proposition 2.1.4: Changement de variables dans les intégrales simples

Soit f : [a,b] — R une fonction continue et v : [c,d] — [a, b] une fonction de classe C*
telle que ¥(c) = a et ¥(d) = b. Alors,

[ e = [ s

Remarque On a donc effectué le changement de variables x = ().

Exemple 2.1.4 Calculons

1
/ v1—z2dx
0
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par changement de variables x = sin(¢). Posons ¢ : [0,7/2] — [0,1] la fonction telle que
¥(t) = sin(t) pour tout ¢t € [0, 7/2]. On a bien ¢ de classe C! et ¥(0) = 0, ¥(7/2) = 1. Ainsi,

[ ViR = [T s s

Pour tout ¢ € [0, 7/2], cos(t) > 0 donc /1 — sin*(t) = \/cos2(t) = cos(t). On a donc

w/2 /2
/ \/ 1 — sin®(t) cos(t) dt = / cos?(t) dt.
0 0

Maintenant, on peut écrire que cos?(t) = 5(1 + cos(2t)) pour avoir

/2 /2 1 + cos(2t) 7 [sin(2)]"? o«
tht:/ SR =y | .
/0 cos”(t) i 5 1 + e A 1

Exemple 2.1.5 On peut aussi utiliser la formule de changement de variable dans l'autre
sens (de droite & gauche plutot que de gauche a droite). Par exemple, calculons

1
/ t3 cos(t?) dt.
0

Vu cette intégrale, il est naturel de poser x = t* = ¢(t) (donc ¢ : [0,1] — [0, 1]), c’est-a-dire
qu'on veut écrire cette intégrale comme fol F(@(6)Y'(t) dt pour une certaine fonction f a
déterminer. On a pour tout t € [0, 1],

t?cos(t?) = f(¥(t)¥'(t)

avec

P cos(1(1))
Puisque x = 1)(t) si et seulement si ¢t = ¢~ !(z), la fonction f est donc formellement donnée
par
_ ¥ (z)’ cos(z)
0= 5w w)

pour tout z € [0, 1]. Ce calcul est rigoureux si ¢! existe, donc si ¢ est bijective, et si ¢ ne

s’annule pas. Ici, c’est bien le cas : ¢/(t) = 2t ne s’annule que pour t = 0 (on peut cependant
enlever ce point pour l'intégration). Ainsi,

/01 t3cos(t2)dt:/Olf(w(t))z//(t) dt:/ﬂlf(x) dz,

et il suffit donc de déterminer f. Comme ¢~!(z) = \/z, on en déduit que

3/2
f(z) =

pour tout x € [0,1]. On a donc

1 1
/ t3 cos(t?) dt = 5/ x cos(x) dx = sin(1) 4+ cos(1) — 1,
0 0

comme on l'a déja vu.

T COS(l’) _ _J;COS('I)

2\/x 2
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2.2 Intégrales doubles

On va maintenant voir le concept d’intégrale de fonction de deux variables.

2.2.1 Deéfinition, propriétés

Soit f : © — R une fonction continue, ot { est un domaine de R% On veut définir
Iintégrale de f sur 2. Géométriquement, elle représente le volume de la région située entre
le graphe de f (qui est une surface dans R3) et le plan (Oxy) dans R?, comme représenté en
Figure 2.3. Pour définir mathématiquement ce volume, on procéde de maniére analogue aux

FIGURE 2.3 — L’intégrale en 2d représente le volume de la région en rouge sous le graphe

fonctions d’une variable : on découpe le domaine 2 en sous-domaines disjoints 2y, ..., QN
d’aires plus petites qu’un petit nombre AQ > 0. Ensuite, on choisit arbitrairement des points
My € Qq,..., My €Qy,..., My € Qy. On montre alors que dans la limite AQ — 0 (et donc

N — 00), la somme
N

> F(M;) Aire())

j=1
posséde une limite indépendante du choix du découpage de Q en (€;) et indépendante du
choix des (M;). On appelle cette limite intégrale de f sur Q, notée

/ /Q F(z,y) du dy

ou aussi [, f(x)d®z. La encore, cette approximation est raisonnable car f(M;) Aire(€2;)
représente I'aire d'un “cylindre” de base €2, et de hauteur f(M;) (c’est donc un parallélépipéde
rectangle si €); est un rectangle). On approche donc le volume sous le graphe par une somme
de volumes de petits cylindres (voir la Figure 2.4) qu’on sait calculer pourvu qu’on connaisse
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FIGURE 2.4 — Approximation du volume sous le graphe par une somme de volumes de
parallélépipeédes.

l'aire des €2;. Méme si cette procédure parait simple, elle est difficile a mettre en place
mathématiquement car il faut définir I'aire des €2;, ce qu'on ne sait faire simplement que
pour des €, particuliers (des rectangles par exemples). On définit ainsi l'intégrale d’une
fonction continue sur des domaines “que 'on peut recouvrir par des rectangles”, puis on
peut passer a des domaines plus généraux. Toute la difficulté réside donc dans le domaine
d’intégration.

On ne présente donc pas la définition rigoureuse d’intégrale de fonction de deux variables,
mais on explique plutot ses propriétés basiques ainsi que les méthodes de calcul associées.
On commence par les propriétés “algébriques” de l'intégrale double.

Proposition 2.2.1

L’intégrale double posséde les propriétés suivantes :

1. Linéarité : si f,g: 2 — R sont continues et A\, u € R, on a

//Q(Af(:c,y)Jrug(x,y))da:dy:A//Q f(z,y) dxdy—i—u//gg(x,y) dz dy.

2. Positivité : si f > 0 alors [[, f(x,y)dzdy > 0;
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3. Relation de Chasles : si Q = Q; U Qs et si Q1 N Oy = () (ou plus généralement si
Qy N Qy est d’aire nulle), on a

/ [ ) dedy = / [ )y + / [ s drdy

Remarque Si f =1 est la fonction constante égale a 1 sur un domaine €2, alors

/ /Q 1dz dy = Aire()

représente 'aire du domaine 2. Les intégrales doubles sont donc notamment un outil de
calcul d’aires.

2.2.2 Calcul des intégrales doubles

Les propriétés que 'on a énoncées ne permettent pas réellement de calculer des intégrales
doubles. On va donc a présent énoncer des propriétés de 'intégrale double qui permettent
de ramener leur calcul & celui de deux intégrales simples successives. Comme on va le voir,
cela va dépendre de la forme du domaine d’intégration.

Si le domaine d’intégration est un rectangle

Le premier exemple fondamental concerne le cas ou €2 est un rectangle. Dans ce cas, on
se ramene aisément au calcul d’intégrales simples.

Proposition 2.2.2: Théoréme de Fubini 2d

Soit ©Q = [a,b] x [c,d] un rectangle de R? et f : Q — R une fonction continue. Alors,

J[ st d:cdy—/ab (/cdﬂx,y)dy) da:z/cd (/abﬂx,y)dx) dy

Remarque Ce résultat signifie que 'on peut calculer 'intégrale sur un rectangle de deux

maniéres (i) en gelant d’abord x et en intégrant d’abord sur y, puis en intégrant en x le
résultat ou (ii) en gelant d’abord y et en intégrant sur z, puis en intégrant le résultat sur y.
Dans tous les cas, on se raméne au calcul de deux intégrales 1d successives.

Remarque Ce résultat est en fait valable pour des domaines plus généraux : une intégrale
2d peut se calculer en gelant 1'une des variables, en intégrant par rapport a ’autre, puis en
intégrant le résultat obtenu par rapport a la variable qui avait été gelée. La difficulté réside
dans les domaines d’intégration a choisir. Si par exemple on géle x d’abord, il faut déterminer
I'ensemble des y pour lesquels (z,y) € © (a4 x fixé). Cet ensemble peut-étre trés compliqué
(et méme pas forcément un segment ou une union de segments). Cette stratégie de calcul
n’est donc pas forcément facile & mettre en place si le domaine d’intégration est compliqué.
Dans le cas particulier d’un rectangle, 'ensemble des y pour lesquels (z,y) € Q & x fixé est
trés simple : c¢’est un segment indépendant de z! C’est pourquoi ce cas est favorable.
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GD : en fait cette année en cours j’ai présenté une autre maniére de faire les choses, en dé-
finissant carrément I'intégrale sur un rectangle par la formule de Fubini (et en admettant que
les deux calculs donnent le méme résultat. Ensuite, si on convient que ceci est bien défini (et
avec les propriétés ci-dessus) pour les fonctions assez simples, on peut définir f fQ x, y)dxdy
en choisissant un rectangle R qui contient Q, et en disant que [, f(z, y)dzdy = [, f(z,y)dzdy,
ol fv: R — R est la fonction qui vaut f(z,y) quand (z,y) € Q, et qui vaut 0 sinon. Il faut
juste que cet f soit suffisamment simle pour étre intégrée. C’est un pointe de vue qu’on
prend souvent pour la théorie d’intégration de Lebesgue, et pour des intégrales multiples.

GD : Une autre remarque. L’aire du domaine {2, c’est aussi (on peut voir ¢a comme
une définition) U'intégrale de la fonction 1 sur €2. Ceci est cohérent avec ce qu’on a dit plus
haut sur fabf(:v)dx On a dit que si f : [a,b] — R est continue et positive (¢a sera plus
simple), fab f(z)dzx est aussi l'aire comprise entre 'axe des x et le graphe de f (et aussi les
droites verticales d’équations * = a et x = b). Si on pense qu'on calcule l'aire de cette
région €2 comme étant 'intégrale double de 1 sur €2, on retrouve le méme résultat, a savoir
f fQ dxdy = f: f(z)dz, en appliquant la formule de Fubini pour calculer I'intégrale double.

Remarque Dans le cas particulier ot la fonction f est un produit de fonctions d’une variables :
f(z,y) = g(x)h(y) pour deux fonctions continues g et h, ce résultat implique 'égalité

// dxdy—(/abg(x)d:v) (/th(y)dy).
Exemple 2.2.1 Calculons

//Q(a; + zy) dx dy,

ou Q =[0,1] x [1,2]. Par le théoréme de Fubini, on peut d’abord intégrer en y, puis en z :

// v+ 2y) dxdy—/o (/12(x+xy)dy> dx
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On aurait pu aussi d’abord intégrer en z puis intégrer en y :
2 1
//(x+xy)dxdy:/ (/ (m—i—xy)dx) dy
Q 1 0
2
= [ (a2 ay
1 2
5 [ asndy
2.1

[(1+y)?/21523

Exemple 2.2.2 Calculons

//Q sin(z +y) de dy

ot Q = [0,7/2]% Par le théoréme de Fubini 2d, on a

//Q sin(z +y) de dy = /07(/2 (/;/2 sin(x + y) da:) dy

w/2 o
— [ eoste + )Ty
0

/2
= /0 (cos(y) — cos(m/2+y)) dy

= [Siﬂ<y) — Sin(ﬂ'/2 + y)]zigﬂ

2.

Si le domaine d’intégration est compris entre deux graphes

Une variante du théoréme de Fubini que 'on vient de voir concerne le cas plus général

ot = (ou y) est compris “entre deux graphes”.

Proposition 2.2.3
1. Soit © un domaine de R? de la forme
Q={(z,y) €R? : a<2<b, c(z)<y<d)},

ou ¢,d : [a,b] — R sont des fonctions continues. Alors pour toute fonction f: Q —

R continue, on a

J[separay= [ ( C(f)f(x,y) dy) .




74 CHAPITRE 2. INTEGRALES DOUBLES, TRIPLES

2. Soit 2 un domaine de R? de la forme
Q={(z,y) eR* : c<y<d, aly) <z <by)},

ot a,b: [e,d] — R sont des fonctions continues. Alors pour toute fonction f: Q —

J[ tepasay= | d ( :()) F) d:c) ay.

Remarque Dans le premier cas, la forme de ) indique qu’il est naturel d’intégrer d’abord

R continue, on a

par rapport a y (dont le domaine d’intégration [c(z),d(z)] varie en fonction de x). Il n’est
pas évident dans ce cas d’échanger les intégrales : a y fixé, 'ensemble des x pour lesquels
(x,y) € Q n’est pas donné immeédiatement.

//xdxdy
Q

ouQ={(z,y) eR? : 0<x<1, 0<y<z?} Larégion Q est représentée graphiquement
en Figure 2.5. Par le résultat précédent (avec [a,b] = [0,1] et ¢(z) =0, d(z) = z?), on a

Exemple 2.2.3 Calculons

0.8
0.6
041

0.2F

L L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 2.5 — Région Q) (bleu clair) entre les graphes de x +— z? (bleu) et de z — 0 (jaune).

1 x2
//xdxdy:/ / xdy | dr
Q 0 0
1
1
:/ ddr = =,
0 4

Dans ce cas, on aurait pu échanger les intégrales : en effet, 0 < 2z < 1let 0 <y < 22 est
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équivalent a 0 <y <let /y <x <1, donc

[[rvar=[ ( /J;xdx) "

1

(1—y)/2dy

Exemple 2.2.4 Calculons

//Q(x—l—y)dxdy

ou ) est l'intérieur du triangle ABC, avec A = (0,0), B = (1,2), C' = (1,—1), représenté
en Figure 2.6. Ici la difficulté réside dans le fait d’expliciter le triangle ABC' en coordonnées
2.5

9 |

1.5+

11

0.5 |
A
0.4 —0.2

—0.5 |

1.4

—1+

—1.5+

FIGURE 2.6 — Le triangle ABC

cartésiennes. Le segment [AB] correspond & la portion de la droite d’équation y = 2z pour
0 <z <1, et le segment [AC] correspond & la portion de la droite d’équation y = —z pour
0 <z < 1. Ainsi, 2 peut se réécrire comme

Q={(z,y) eR? : 0<2 <1, —v<y<2u}
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On peut donc calculer

//Q(ery)dxdy:/Ol (/_ix(ery)dy) dx
J

De maniére générale, lorsqu’on parameétre ainsi un triangle, il est utile de placer I'un des
sommets en l'origine.

Calcul par changement de variables

On peut aussi changer de variables dans les intégrales 2d.

Proposition 2.2.4: Changement de variables dans les intégrales 2d

Soient Q et U des domaines de R?, et 1) : U — Q une fonction de classe C!, bijective.
Soit f : £ — R une fonction continue. Alors, on a

[ty = [[ sty o,

ou Jy(u,v) désigne le jacobien de 1 au point (u,v) € U, défini par

Jy(u,v) = | det Jac(u, v)],

la valeur absolue du déterminant de la matrice jacobienne de ¢ au point (u,v).

Remarque Ici, on a changé de variables en “posant (z,y) = ¥ (u,v)”.

GD : Il y a donc deux notions liées mais un peu différentes : la matrice jacobienne, qui est
la matrice des dérivées partielles de 1, et le jacobien, qui est la valeur absolue du déterminant
de cette matrice. Un peu dommage, mais on devrait pouvoir s’y retrouver.

Aussi, on ne va regarder ici que des changements de variables bijectifs. C’est plus simple ;
et c’est aussi pour ¢a qu’on n’essaie pas encore de calculer des aires algébriques de domaines,
en faisant des soustractions. Alors que cela marchait assez bien pour des intégrales simples
sur un intervalle, grace a une bonne formule de Chasles, et autorisait des changements de
variables non bijectifs.

Exemple 2.2.5 L’exemple fondamental de changement de variables en 2d est donné par les
coordonnées polaires

(r,y) = (rcosf,rsinf) = (r, ).
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La fonction 1 est manifestement C!, par contre pour qu’elle soit bijective il est nécessaire
de la restreindre a (un sous-ensemble de) |0, +o0[x [0, 27[. Pour tout (r,#), on a

cosf —rsind

Jac(r,0) = det { } = r(cos? 0 + sin® ) = r,

sinf rcosf

et donc Jy(r,0) = r. Si 'on veut calculer

// 22 dx dy
Q

avec (Q le disque centré en (0,0) de rayon R > 0, on définit donc
U={(r0) : 0<r<R, 0<6<2r},

et ¢ : U — Q est alors une bijection C'. Par changement de variables (z,y) = ¢(r,6), on a

R 2
// v? dr dy = / / (7 cos 0)*r df dr
Q o Jo
R 21
= (/ rs dr> </ 00820d9>
0 0

_ R' [*" 1+ cos26
4, 2

T
= Z R,
4

Exemple 2.2.6 On peut faire une variante des coordonnées polaires de la maniére suivante.

donc

do

Si 'on veut calculer 'aire de ellipse

2 2
Qz{@ﬂD€R2:<E>+<%>§1L
a
de parameétres a,b > 0 (représentée en Figure 2.7), il est naturel de définir
Y(r,0) = (arcos @, brsinf),

de telle maniére a ce que 1 :]0,1] x [0, 27[— Q soit une bijection C'. Le jacobien de 1 vaut

alors
acosf —arsinf

Jy(r,0) = ‘det [ ] ’ = |abr(cos® § + sin® )| = abr.

bsinf  brcost

Aire(Q) = // dx dy
Q
:// Jy(r,8)drdf
U
2 1
:/ /abrdrdé’
o Jo

= mab.

Ainsi,

Dans le cas ol a = b = R, on retrouve l'aire d’'un disque de rayon R : mR2.
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FIGURE 2.7 — L’ellipse 2 avec a =2 et b= 1.

Exemple 2.2.7 Comme pour les intégrales 1d, on peut vouloir appliquer la formule de
changement de variables de “droite a gauche” plutdt que de “gauche a droite”. Par exemple,

// (z — 2y)"e™ ¥ da dy,
Q

ou 2 est le losange reliant les points (0,0), (2,1), (4,0) et (2,—1), il est naturel de poser
(x — 2y, x4+ 2y) = ¥(x,y) = (u,v) et de reconnaitre

si 'on veut calculer

(z —2y)" "™ = f(Y(x,y))Jy(z,y),

autrement dit

u’e?

) = o )

Cette démarche est donc valide si le jacobien de 1) ne s’annule pas et si ¢ est une bijection
C*. On trouve que

Jw(%y) =

1 -2
=4
det [1 2” ,

et donc le jacobien de ¥ ne s’annule pas. Pour montrer que 1 est une bijection, on peut
remarquer que v est une application linéaire, dont le déterminant vaut —4 et donc est
bijective. On définit donc f par

1
fu,v) = Zu7e”.

Enfin, comme v est linéaire, I'image du quadrilatére €2 par v est le quadrilatére U de sommets

¥(0,0) = (0,0), ¥(2,1) = (0,4), ¥(4,0) = (4,4) et ¥(2,—1) = (4,0) : il s’agit donc du carré



2.3. INTEGRALES TRIPLES 79

0,4]2. Ainsi,

//Q(x — 2) "W dy dy = //Q f(W(z,y))Jy(z,y) dedy

:// f(u,v) dudv
U
49 4
:/ —u7du/ e’ dv
o 4 0

148
= Zg(e4 — 1) = 2048(e* — 1).

Exemple 2.2.8 On peut également calculer I’aire d’un secteur curviligne a I’aide d’un chan-
gement de variables en coordonnées polaires. Supposons que l'on veuille calculer I'aire du
domaine

Q={(rcos,rsinf) e R* : 0, <O <6y, 0<r <R},

pour deux angles ¢ < 65 et une fonction continue R : [0;, 03] — R . En coordonnées polaires,

on a Q) =y(U) avec
U=A{(r0) : 6,<60<6,, 0<r<R(0)}

Aire(Q2) = // dz dy
Q
= // rdr df
U
02 R(0)
= / / rdrdf
9, Jo
02 2
= / R(6) deo.
0, 2

Par exemple, pour 0; = —7/4, 0y = w/4, et R(0) = cos 20 (représentée en Figure 2.8), on a

1 [/ 1 (™% 46
Aire(Q) = / cos”(20)df = 3 / “% o = g
—m/4 —7/4

et donc

2.3 Intégrales triples

On passe maintenant aux intégrales des fonctions de trois variables, qui se définissent de
maniére identique au cas de deux variables.
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FIGURE 2.8 — Représentation de la région €2

2.3.1 Définition, propriétés

On part donc d’une fonction f : 2 — R continue, ou €2 est cette fois-ci un domaine de
R3, et on souhaite définir son intégrale. La encore, elle doit mesure un “hypervolume” : celui
compris entre U'hyperplan (Ozyz) de R et le graphe de f (qui est une hypersurface de R*,
d’équation t = f(x,y, 2)). On procéde de la méme maniére qu’en dimension inférieure : on
découpe 2 en sous-domaines €2y, ..., Qy de volumes au plus AS2, ou A2 > 0 est trés petit.
On choisit de plus des points M; € Qq, My € Qs, ..., My € Q1 arbitrairement. On montre

alors que la somme
N

Z f(M;) Volume(2;)

j=1

posséde une limite lorsque AQ — 0 (et donc N — 400). Cette limite est de plus indépendante
du découpage de € choisi, et du choix des points (M/;). Elle est appelée intégrale de f sur €2,

///Q f(z,y,2)dedydz,

ou [[[, f(x)d*z. La encore, on ne détaille pas sa définition mathématique précise, car il peut
étre compliqué de définir le volume des petits domaines (£2;). On se contente donc d’énoncer

et notée

les propriétés de cette intégrale triple, et la maniére de la calculer en pratique. Par exemple,
I'intégrale triple vérifie des propriétés analogues a celle de la Proposition 2.2.1, ainsi que

/// 1dz dy dz = Volume(12).
Q

On se focalise a présent sur les méthodes de calcul des intégrales triples.
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2.3.2 Calcul des intégrales triples

Le premier outil de calcul des intégrales triples consiste a se ramener a des intégrales
simples ou doubles. On a des versions 3d du théoréme de Fubini 2d : il est vrai que si 2 est
un rectangle

Q= [a,b] x [e,d] x [e, f]

et que g : 2 — R est continue, alors

///Qg(x’y’z)d“’dyd“/: (/d (/efg(x,wmz) dy) dz,

et on peut méme choisir un ordre quelconque d’intégration. De la méme maniére, si €2 est de
la forme

Q={(z,y,2) eR® : (z,y) € D, a(z,y) <z <b(z,y)},

ou D C R? est un domaine de R? et a,b : D — R sont continues (c’est-a-dire que € est
compris entre deux graphes de fonctions de deux variables), alors

b(z,y)
///g(m,y,z)dwdydz:// (/ g(:v,y,z)dz) dx dy :
Q D a(z,y)

on se rameéne alors au calcul d’intégrale 1d puis d’une intégrale 2d.

///Q(:L’-FQ-l—Z)QdZdedZ,

ot 2 =[0,1] x [-1,1] x [0,2]. par Fubini, on a

11 g2
///(x+y+z)2da:dyd22/ / /(x+y+z)2dzdyda:
Q o J-1Jo

_ / 1 / 11[(x+y+2)3/3]§<2)

:%/0 /_1((g:+y+2)3—(x—|—y)3)dxdy
1 1

Exemple 2.3.1 Calculons

_! /0 (2 +y+ 2 /4 — (z+y)* /47", da

3
- % 01(@5 +3) =2+ 1) + (z — 1)) do
= @3 =200+ 1)° + (@~ 1)L

1
:@(45—2><25—35+2+1)=12.
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/[ zasaya:

82

Exemple 2.3.2 Calculons

ou

<1-—=x},

<2 0<Zz

, 0<y

0<z<1

Q={(z,y,2) €R? :

représentée en Figure 2.9. La encore, par Fubini on a

1 2 pl-z
/ / / zdzdydx
o Jo Jo

J[[ = azava:

/01 /02(1 —x)*dy dx
/01(1 —z)dr =

1
2

1
3

FIGURE 2.9 - La région (2

On a aussi une notion de changement de variables en 3d.

Proposition 2.3.1: Changement de variables dans les intégrales triples

Soient Q et U des domaines de R3, et ¢ : U — Q une fonction de classe C!, bijective.
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Soit f : £ — R une fonction continue. Alors, on a

///Qf(x,y,Z)dxdydz:///Uf(¢(u,v,w))J¢(u,v,w)dudvdw,

ou Jy(u,v, w) désigne le jacobien de ¢ au point (u,v,w) € U, défini par
Jy(u,v,w) = | det Jac(u, v, w)|,

la valeur absolue du déterminant de la matrice jacobienne de v au point (u,v,w).

GD : au cas ou vous n’auriez pas entendu parler des déterminants. Le déterminant de la

-

est juste ad — bc, et pour le jacobien en dimension 2 on a pris

matrice 2 X 2

det E ZH = |ad — bel.

La simplicité de cette formule cache les propriétés fondamentales des déterminants, que je
vous conseille de regarder, et dont je ne vais rappeler que certaines. On regarde des matrices
carrées n X n, mais on va prendre n = 3 pour simplifier. Et je n’explique pas non plus
pourquoi toutes ces propriétés sont vraies.

D’abord, le développement qui permet de calculer det(M). Disons que

a b c
M=|d e f
g h 1

et écrivons le développement par rapport & la premiére ligne :

det M = a det [e f} — bdet [d f} + cdet {d e] .
h 1 g 1 g h

Donc chaque élément de la matrice est affecté d’un signe (1 en haut a gauche, et qui change
chaque fois qu’on se déplace de 1 vers la droite ou vers le bas), et on multiplie I’élément de
la ligne par ce signe et par le déterminant de la matrice 2 x 2 qui reste quand on a oté de
M la ligne et la colonne qui contenaient 1’élément.

On peut aussi développer par rapport a n’importe quelle autre ligne, et aussi par rapport
a n’importe quelle colonne. Je donne juste le développement par la seconde colonne; j’espére
que vous en déduirez comment on fait les autres :

det M = —bdet [d f}—kedet {“ C}—hdet {“ C}.

g i g i d f

Seconde propriété qui s’en déduit assez aisément : le déterminant de la matrice transposée
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de M est égal au déterminant de M. La matrice transposée, c’est

a d g
'M=1|b e h
c f 1

Troisiéme propriété : le déterminant est une fonction linéaire de chaque ligne quand on fixe
les deux autres. Et pareil pour les colonnes. Donc si on multiplie M par 2, le déterminant
est multiplié par 8.

En plus, det(M) # 0 si et seulement si M est inversible (donc si et seulement si les trois
colonnes de M sont des vecteurs indépendants, et si et seulement si les trois lignes de M
sont des vecteurs indépendants). C’est trés pratique, et c’est en rapport avec la propriété
suivante.

Enfin, le déterminant d’un produit M N est le produit det(M) det(N).

Voila, vous savez juste le minimum (et & un moment ou & un autre vous aurez sans doute
besoin d’en savoir plus).

Exemple 2.3.3 Un exemple fondamental de changement de variables 3d est donné par les
coordonnées sphériques. Elles sont données par

(x,y,2) =1(r,0,p) = (rcospsind, rsinpsind, rcos ),

et 1 est une bijection C* de R% x]0, 7w[x[0,27[ dans R* \ {(0,0,2) : = € R}. Son jacobien
vaut

cospsinf rcospcosf —rsinpsind
Jy(r,0,0) = |det |sinpsing rsinpcosf rcospsind
cosf —rsind 0

= cosf X rcosfsinh + rsinf x rsin? 6

= r2gin.

Si 'on veut par exemple calculer

I= ///(x2+y2+z2)d:vdydz,
Q

ou € est la boule centrée en l'origine de rayon 1, on utilise les coordonnées sphériques
U — Q\{(0,0,2): z € R}, on

U =]0,1]x]0, 7[x[0, 2],

afin que 1 soit une bijection (le fait de retirer 'axe vertical {(0,0,z) : z € R} est nécessaire
pour avoir la bijectivité de 1), et heureusement ne change pas la valeur de l'intégrale). En
coordonnées sphériques, on a

r? =+ y2 + 22
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2m s 1
I:/ / / r? x r¥sin@drdf dy
o Jo Jo

1 s
—27r/ r4dr/ sin9d9:27r><1><2:4—7r.
0 0 5 5

Exemple 2.3.4 En trois dimensions, il existe un autre type de changement de variables

et done

utile : les coordonnées cylindriques. Elles sont définies par la relation
(x,y,2z) =(r,0,z) = (rcosf,rsinb, z),

et ¢ est une bijection C* de R% x [0, 27[xR dans R*\ {(0,0,0)}. La encore, on doit retirer
lorigine afin d’assurer la bijectivité. Le jacobien de ce changement de variables vaut

cos) —rsinf 0O
Jy(r,0,2)|det |sinf rcosf® Of|=r.
0 0 1

Par exemple, si on veut calculer le volume du domaine €2 délimité par le cylindre d’équation
22 +y? =1 et les plans z = 0 et z = 1 — x, Papplication 1 est une bijection C! de U dans
2\ {(0,0,0)} (la encore, retirer l'origine ne modifie pas la valeur du volume), ou

U={(r0,z) : 0<r<1,0<z<1-—rcosf, 0<6<2r}.

1 2w 1—rcosf
Volume(2) = / / / dzdfrdr
o Jo Jo
1 o 1
:/ / (1—rcos€)d0rdr:27r/ rdr=m.
o Jo 0

La région () est représentée dans la Figure 2.10.

Ainsi, on a

On a vu que les intégrales doubles et triples se calculaient de maniére similaires aux
intégrales simples, a 'aide du théoréeme de Fubini et de changements de variables. Il y a
cependant un outil qui existe pour les fonctions d’une seule variable qui n’a pas d’analogue
en dimension supérieure : la formule

/ F(t)dt = () — f(a)

que l'on utilise en permanence pour calculer des intégrales simples. Dans la suite du cours,
on va voir des analogues multidimensionnels de cette formule : la formule de Green-Riemann,
la formule de Stokes, et la formule de Green-Ostrogradski.

GD : J’ai aussi trouvé les noms de Gauss-Riemann et Gauss Ostrogradski. Mais je crois
que Green est vraiment souvent associé aux formules d’intégration par parties en dimensions
> 2, donc je vais laisser Green. Et Ostrogradski revient toujours pour la formule de la
divergence, et en plus de préte pas a confusion.
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FIGURE 2.10 — Représentation de la région ().



Chapitre 3

Intégrales curvilignes

Le but de ce chapitre est de développer un concept d’intégration de fonctions (scalaires
ou vectorielles) le long de courbes dans R™. En physique, ces notions peuvent étre utiles pour
calculer :

— la masse, le centre de masse, ou le moment d’inertie d’un fil inhomogeéne ;

— le travail d’une force agissant sur un corps ponctuel lors d’'un déplacement ;

— l’intensité du courant traversant une surface en fonction du champ magnétique am-

biant (loi d’Ampére);

— la force électromotrice d’un circuit électrique en fonction du champ électrique ambiant

(loi de Faraday).

3.1 Courbes paramétrées

Avant de pouvoir intégrer une fonction le long d’une courbe, on définit ce qu’on entend
par “courbe”. Ce concept est abordé dans le cours de Math104 (voir le chapitre 3 du poly).

Définition 3.1.1: Courbe paramétrée de classe C*

On appelle courbe paramétrée de classe C' dans R™ un couple (I,¢) o I C R est un
intervalle de R et ¢ : I — R™ est une application de classe C*. On appelle image de la
courbe paramétrée le sous-ensemble de R™ défini par

{o(t) tel)

Les courbes paramétrées seront souvent notées v dans la suite.

GD : Jinsiste un peu que c’est une définition pour des courbes de classe C'. Clest
la régularité qu’on utilisera ci-dessous, parce qu’on veut calculer la longueur et intégrer
des fonctions sur ces courbes. Autrement, le plus logique aurait été de définir les courbes
paramétrées (tout court, ou continues) en demandant seulement a ¢ : I — R™ d’étre une

fonction continue.

87



88 CHAPITRE 3. INTEGRALES CURVILIGNES

Rappelons aussi que “p : I — R" est une de classe C''” signifie que chacune de ses
coordonnées est de classe C*.

Exemple 3.1.2  — Si [ =[0,27] et p(t) = (cos(t),sin(t)) pour tout ¢t € I, alors ¢ : [ —
R? est de classe C' et donc v = (I, ¢) est une courbe paramétrée. Son image est le
cercle centré en lorigine et de rayon 1 dans R2.

— Si I = [0,27] et @(t) = (cos(2t),sin(2t)) pour tout t € I, alors @ est C' et donc
A = (I, ) est une courbe paramétrée. Son image est aussi le cercle centré en l'origine
et de rayon 1 dans R2. Les courbes paramétrées v et 7 ont la méme image, mais sont
pourtant des courbes paramétrées différentes. On verra dans la suite pourquoi il est
important de les distinguer.

— SiI=[0,1] et (t) = (t,2t) = t(1,2) pour tout t € I, alors  : I — R? est C" et donc
(I, ) est une courbe paramétrée de R?. Son image est le segment reliant les points
(0,0) et (1,2) dans R

— Sil=[0,1]et p(t) = (1+t,1—1t,3t) pour tout ¢t € I, alors ¢ : I — R3 est C! et donc
(I,¢) est une courbe paramétrée de R3. Son image est le segment reliant les points
(1,1,0) et (2,0,3) dans R3.

— On parlera un peu plus loin du graphe d’une fonction f : I — R, qui est un bon
exemple de courbe tracée dans R?.

20

0.5-

1 1 1 1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 3.1 — Images des courbes paramétrées de I’exemple

Remarque L’idée des courbes paramétrées est donc de formaliser le fait qu’une courbe est un
objet de “dimension 1”7 dans R™. Ici, cela signifie que cela correspond a une “déformation” de
I'intervalle réel I par I’application ¢, qui part de l'intervalle I qui est “plat” dans R pour le
déformer dans R"™.
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Remarque On peut imaginer des courbes paramétrées plus compliquées, comme ([0, 27], ¢ +—
((14-cos(t?/(2m))/2) cos(t), (1+cos(t?/(27))/2) sin(t)) représentée en Figure 3.2, ou ([0, 47], ¢
(cos(t),sin(t),t)) qui représente une spirale en 3d, représentée en Figure 3.3.

FIGURE 3.3 — Une courbe compli-

quée en 3d

FIGURE 3.2 — Une courbe compli-
quée en 2d

Remarque Dans notre présentation, on part d’une courbe paramétrée (qui est un couple
(I,¢)) et on lui associe une “courbe géométrique” : son image (qui est un sous-ensemble
de R™). Il est peut-étre plus naturel de renverser le point de vue, en partant d’une courbe
géométrique (par exemple un cercle dans R?). Comme on I’a vu dans les exemples, pour une
courbe géométrique donnée, il peut exister plusieurs courbes paramétrées (I, ) dont elle est
I'image. On dit qu'un tel couple (I, ¢) est un paramétrage de la courbe géométrique. Mathé-
matiquement, il est plus simple définir une courbe paramétrée (qui est juste une fonction)
plutot qu'une courbe géométrique (qui est un sous-ensemble de R™ satisfaisant un certain
nombre de propriétés compliquées).

On a vu dans les exemples que pour une courbe géométrique donnée (par exemple, un
cercle), il existe plusieurs paramétrages possibles. Pour distinguer ces paramétrages, on utilise
la notion suivante.

Définition 3.1.3: Courbes paramétrées (de classe C') équivalentes

Deux courbes paramétrées (1, o) et (J, 1) sont dites équivalentes s'il existe une bijection
0 : I — J de classe O, strictement croissante, et dont la dérivéee ne s’annule pas sur I,
telle que

w=1o0f.

GD : j’ai ajouté la condition supplémentaire que 6(z) # 0 (donc en fait, puisque 6 est
croissante, que #(z) > 0) pour tout = € I. C’est parce que je veux que si (1, ) est équivalente
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a (J,1), alors (J, 1) est équivalente a (I, ¢). Et pour vérifier ceci, j’ai besoin que la fonction
réciproque =1' : J — I soit de classe C!. Pour ceci, on a un théoréme d’inversion bien
pratique que vous avez vu en L1, mais qui demande bien que 0(x) > 0.

Je rappelle que la fonction z — 22, de [—1,1] dans [—1, 1], est de classe C*, bijective,

1/3 n’est pas dérivable e, 0.

croissante, mais sa dérivée s’annule en 0 et son inverse y — y
Enfin, si on ne regardait que des paramétrages continus, pour la notion d’équivalence il
faudrait juste demander que 6 soit continue, strictement croissante, et avec une réciproque

0~!:J — I continue. Ce qui en fait est vrai automatiquement, mais il faut le démontrer.

Remarque De maniére évidente, deux courbes paramétrées équivalentes possédent la méme
image.

Exemple 3.1.4 Les courbes ([0, 27],t — (cos(t),sin(t))) et ([0, 7], ¢ +— (cos(2t),sin(2t)) sont
équivalentes, en choisissant 0 : [0, 7] — [0, 27] telle que 0(t) = 2t pour tout t € [0, 7], qui est
bien une bijection de classe C! strictement croissante.

On va voir que des courbes paramétrées équivalentes possédent beaucoup de propriétés
communes.

Remarque Dans notre définition de courbe paramétrée, on a supposé que la fonction ¢ est
de classe C. On peut relacher cette hypothése, en ne demandant juste qu’elle soit continue
et C! par morceaux : cela signifie qu’elle est continue sur I, et qu’il existe une partition de
I en un nombre fini de sous-intervalles I; telle que ¢ est C'' sur chacun des I;. Cela signifie
que ¢ n’est pas forcément C! sur tout I, elle pourrait par exemple ne pas étre dérivable au
bord des I;. Un exemple de fonction C! par morceaux est la fonction z +— |x| sur [—1,1] :
elle n’est pas dérivable en 0 donc elle n’est pas C* sur [—1, 1], par contre elle est bien C*
sur [—1,0[ et sur [0, 1] : elle est donc C' par morceaux sur [—1, 1]. Il est naturel d’étendre la
notion de courbes paramétrées au cadre C' par morceaux, qui est adapté aux courbes qui
possédent des “coins” : par exemple, le bord d’un carré est une courbe paramétrée C* par
morceaux.

GD : j’ai quand méme demandé que ¢ soit continue. C’est pas vraiment obligé a priori,
mais on ne sera pas intéressé par des courbes qui sautent, et il faudrait faire attention a
certains détails pour apppliquer les théorémes de la suite. Pour I’équivalence aussi, on peut
alors se contenter de demander que € soit continue, strictement croissante, et seulement de
classe C'! par morceaux, ainsi que son inverse.

On décrit a présent quelques courbes paramétrées basiques.
1. Si A et B sont deux points dans R”, on peut paramétrer le segment [AB] en posant
I=10,1] et p: I — R" telle que
o(t) = A+tAB

pour tout ¢ € [0,1]. [NB : voici U'intrusion d’'un vecteur. Si cela vous dérange un
—
peu, pensez juste en termes de coordonnées, et que AB = B — A.| La fonction ¢
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ainsi définie est clairement de classe C' (elle est affine), donc (I,¢) est une courbe
paramétrée d’image le segment [AB]. Par exemple, si A = (1,1) et B = (2, 3) dans R?,
alors AB = (1,2) et

o) =(1,1)+t(1,2) = (1 +1¢,1+ 2t)
pour tout ¢ € [0, 1].

2. Si l'on veut paramétrer le graphe y = f(x) d’une fonction f : I — R de classe C', on
peut poser

p(t) = (t, f(1))
pour tout ¢ € I, et alors (I,¢) est une courbe paramétrée de classe C'! d’image le
graphe de f.
3. Pour paramétrer un cercle de centre (zg,0) € R? et de rayon R > 0 dans R?, on peut
introduire I = [0, 27| et définir
o(t) = (vg + Rcos(t), yo + Rsin(t))
pour tout ¢t € I. Alors, ¢ est clairement C* et (I, ) est donc une courbe paramétrée
C' dont I'image est le cercle de centre (zg, o) et de rayon R > 0.

On peut également paramétrer des courbes a ’aide des coordonnées polaires.

Définition 3.1.5: Courbe paramétrée en coordonnées polaires

Soit I C R un intervalle et R : I — R une fonction C*'. La courbe d’équation notée
formellement r = R(6) est la courbe paramétrée (I, ) de R? ou

©(0) = (R(0) cosf, R(0)sinh), 6¢€l.

Exemple 3.1.6 — La courbe d’équation r = 1 pour 0 < 6 < 27 est le cercle centré en
I'origine de rayon 1.
— La courbe d’équation r = cosf pour —7/2 < 0 < 7/2 est également un cercle, ce
que l'on justifie brievement. En effet, » = cos# implique que > = rcosf et comme
x =rcosf et y =rsinf, on en déduit que

2? +y* =r> =rcosf =z,

1 2+2 1
rT— = = -
o) TV Ty

autrement dit il s’agit du cercle de centre (1/2,0) de rayon 1/2.

ce que 'on peut réécrire

.....

sens, se donner une fonction © définie sur un intervalle I de R (ou pour simplifier de R, ) et
d’utiliser le paramétrage o : I — R? donné par ¢(r) = (r cos(O(r)),rsin(6O(r)).

Autres exemples classiques de courbes : les spirales d’Archiméde données par r = afl + b
(avec des paramétres a,b € R, a # 0 si on veut autre chose qu'un cercle), et les spirales

logarithmiques, données par r = ae®.
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3.2 Longueur d’une courbe, intégration d’une fonction

par rapport a la longueur

On commence par définir la longueur d’une courbe paramétrée, puis on va intégrer des
fonctions par rapport a la longueur d’une courbe.

Comme on pense souvent a des trajectoires de particules, on appellera la dérivée de
v I — R" le vecteur vitesse. Ainsi, si n = 3 et y(t) = (71(t),72(t), v3(t)), le vecteur vitesse
au point ¢ est v(t) = (v1(t),75(t),75(t)). Et ce que j'appellerais plutot “vitesse instantanée”
serait le nombre |[v/()|| = /71 (£)2 + 75 (t)2 + 74 (1)2.

3.2.1 Longueur d’une courbe

Définition 3.2.1: Longueur d’une courbe paramétrée

Soit v = (I, ¢) une courbe paramétrée (de classe C1). On appelle longueur de v, notée
((7y), la quantité

() = / I ()]l dt.

Cette définition de la longueur peut se justifier de la maniére suivante : si 'on découpe
Iintervalle I en petits intervalles [t;,t; + At] avec At > 0 petit, I'ensemble

{o(t) = teltt; + At}
peut raisonnablement étre approché par le segment [¢(t;)¢(t; + At)] qui est de longueur
lo(t; + At) — @(t;)[| ~ Atfle (t;)]]-

En sommant les longueurs de ces petits segments, on obtient
> At )l
J

qui converge bien dans la limite At — 0 vers [, [|¢/(t)]| dt (penser aux sommes de Riemann).

Exemple 3.2.2 Calculons les longueurs des courbes usuelles que I'on vient d’introduire.
— Dans le cas d'un segment [AB], on a

o(t) = A+tAB, telo,1],
donc ¢'(t) = AB pour tout t. Ainsi,
1 1 N
() = / I8 dt = / \AB| dt = | A

qui est bien la longueur du segment [AB].
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— Dans le cas d’un graphe y = f(z) avec f: I — R de classe C', on a

p(t) =, f(), tel0,1],
donc ¢'(t) = (1, f'(t)). Ainsi,

/Hlf ) dt = /\/ (o) dt.
— Pour un cercle de centre (zg,yy) € R? et de rayon R > 0, on avait choisi
@(t) = (xog + Rcos(t),yo + Rsin(t)), te[0,2n],

et donc ¢'(t) = (—Rsin(t), Rcos(t)) pour tout ¢ € [0, 27]. Ainsi,

U(y) = /0 ' ||(=Rsin(t), Rcos(t))|| dt = /0 ’ \/R2 sin?(t) + R2 cos?(t) dt = 27 R.

Exemple 3.2.3 Si l'on considére la courbe de la Figure 3.3, on a I = [0, 47] et pour tout
tel,

(t) = (cos(t),sin(t),t)
donc

' (t) = (—sin(t), cos(t), 1)

et ainsi

le' ()1l = /(= sin(1))? + (cos(t)? + 1 = V2.

Il est donc facile de calculer sa longueur,
4
()= [ 10 d =12
0
Attention La longueur d’une courbe paramétrée ne coincide pas toujours avec la longueur

naturelle de son image : par exemple si I = [0, 47] et ¢(t) = (cos(t),sin(t)) pour tout t € I,
on a pour tout t € I,

1" ()] = [I(— sin(t), cos(t))]| = \/Sln () + cos?(t) = 1.
Ainsi,
A
ﬁ([,gp)—/ 1dt = 4.
0
Or l'image de (I, ) est le cercle centré en lorigine et de rayon 1 dans R?, qui n’est mani-
festement pas de longueur 47! Il faut donc distinguer la longueur d’une courbe paramétrée,

qui dépend fortement du paramétrage choisi, et la longueur de I'image de cette courbe. Pour
que les deux coincident, il faut imposer d’autres conditions sur le paramétrage. Dans notre
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cas, on voit le probléme : comme on a choisi I = [0,47] et non pas I = [0, 27|, on a parcouru
deux fois le cercle et donc on trouve deux fois la longueur attendue.

Et encore, si on fait un nombre entier connu de tours, on comprend aisément comment
passer d’une longueur a 'autre, mais on peut aussi imaginer que 7(t) reste sur le cercle tout
le temps, mais y fait un parcours erratique et compliqué, d’une longueur totale parcourue
n’a alors plus rien a voir avec 2.

Pour étre siir que les deux notions de longueur coincident, il faut imposer de plus que la
fonction ¢ soit injective.

Deux courbes équivalentes ont la méme longueur.

Proposition 3.2.1

Soient (I, ¢) et (J,1) deux courbes paramétrées (de classe C') équivalentes. Alors

E(Iv 90) = K(Jﬂv/’)

Démonstration. On va voir qu’il s’agit d’une simple application du théoréme de changement
de variables dans les intégrales simples. Comme (I, ) et (J,1) sont équivalentes, il existe
0 : I — J une bijection de classe C! strictement croissante telle que ¢ = v o 6. Ainsi, pour
tout t € 1,

w’(t) = /(0(1))0'(t)

et donc en changeant de variable s = 6(t) on trouve

o = [Ie@na = [1seaiowa = [ 1ol

[]

Proposition 3.2.2: Longueur d’une courbe donnée en coordonnées polaires

La courbe d’équation » = R() pour #; < 6 < 05 a pour longueur

\/R 21 RI(0)2d6.

Démonstration. Par définition, la courbe paramétrée associée est donnée par ([0, 6], ¢), on
©(0) = (R(#) cosb, R(0)sinh), 6, <0 <0b,.
Pour tout 6 € [0, 6], on a donc
¢©'(0) = (R'(0) cos® — R(0) sin 6, R'(9) sinf + R(#) cosh),

d’ou

||go()||—\/( R'(0) cos 6 — R(A)sin6)” + (R'(A) sinf + R(6) cosh)* = \/R(A)? + R'(0
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Cela donne le résultat, car

0(61,65), ) = / " 1(0)] db.

01

]

3.2.2 Intégration d’une fonction par rapport & la longueur d’une
courbe

Définition 3.2.4: Intégration par rapport a la longueur d’une courbe

Soit v = (I,¢) une courbe paramétrée de R™ et f : R" — R une fonction continue.
L’intégrale de f par rapport a la longueur de -y, notée f,y f dl, est le nombre

/ fdt= / )¢ )] at.

Cette définition peut s’interpréter physiquement de la facon suivante : si I'image de «
représente un fil matériel inhomogéne de densité de masse donnée par la fonction f (c’est-a-
dire que la masse “au point M du fil” est f(M)), alors la masse totale du fil vaut f7 fde.

Remarque 1. De la méme maniére qu’en Proposition 3.2.1, I'intégrale de f sur v ne change
pas lorsqu’on considére deux courbes paramétrées équivalentes.

2. On appelle d¢ élément de longueur sur «y, et on note souvent formellement
e = [|¢'(t) | dt.

3. Pour une courbe donnée en coordonnées polaires par 1’équation r = R(#), I’élément de
longueur vaut

dl = \/R(0)2 + R'(0)2 df.

4. Lorsque f =1 est la fonction constante égale 1, on retrouve la longueur de la courbe :

/1d€ = ().

/(m +y)dl,

Y

Exemple 3.2.5 — Calculons

ou v est le graphe de y = 22 — 3 pour z allant de —1 & 1. On a vu (voir les courbes
paramétrées basiques avant la Définition 3.1.5) qu’on peut paramétrer ce graphe par
(I,p),oul=[—-1,1] et

o(t) = (t,2t —3), tel.
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/f Dl )] dt,

avec f(z,y) = x + y pour tout (z,y) € R% Pour tout ¢t € I, on a
flot) =t+2t =3 =3t =3,[|¢ @) = I(1,2)]| = V5,

Ici, on doit donc calculer

et donc

/(:c+y)d£:/_11(3t—3)\/5dt:\/_[3t2/2 3t]=1, = —6v/6.

/x2 de,
”

ol 7 est le cercle de R? centré en (1,0) et de rayon 2. On a vu qu’un tel cercle est

— Calculons

paramétré par (I, ) ou I = [0,27] et
o(t) = (1 +2cos(t),2sin(t)), tel.

/f NI Ol dt.

avec f(x,y) = 2% pour tout (z,y) € R?. Pour tout ¢t € I, on a
Flo() = (1+2cos(t))”, [l ()l = [I(—2sin(t), 2 cos(t))|| = 2,

On doit done calculer

donc .
/a:2 dl = / (1+2cos(t))*2dt = 12
o' 0

Remarque Dans les deux exemples précédents, on a juste donné ~ par la courbe géométrique
qu’il représente (une portion de graphe ou un cercle ici), sans donner le paramétrage que 'on
choisissait. Cela est rigoureusement insuffisant comme on I’a vu, car plusieurs paramétrages
non-équivalents du cercle existent par exemple. Néanmoins, il s’agit ici de courbes “usuelles”
qui possédent un paramétrage naturel : c¢’est celui-ci que 1’on choisit toujours.

Application : calcul de P’aire d’une surface de révolution

Enfin, on présente une application de I'intégrale d’une fonction par rapport a la longueur :
le calcul de l'aire d'une surface de révolution dans R?. Pour construire une telle surface, on
considére une courbe paramétrée v de R? dont I'image est incluse dans le demi-plan supérieur
{(x,2) € R? : z >0}, comme celle dessinée en Figure 3.4. On peut voir cette courbe comme
une courbe tracée dans R?, en identifiant

{(x,z)eRz : zzO}:{(az,%z)eR?’ : 2>0, y=0}.

On fait & présent tourner la courbe autour de 'axe (Ox) en lui faisant faire un tour complet :
I’ensemble balayé par la courbe pendant ce procédé est une surface de révolution, comme
représenté en Figure 3.5. On peut déterminer l'aire de cette surface a ’aide de la courbe 7.
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FIGURE 3.4 — Courbe a faire tourner FIGURE 3.5 — Surface obtenue aprés

autour de (Ox) rotation de la courbe

Proposition 3.2.3: Aire d’une surface de révolution

Soit v une courbe paramétrée de R? contenue dans le demi-plan supérieur, et S la surface
de révolution obtenue en faisant tourner 'image de v autour de l’axe (Ox) comme décrit
ci-dessus. Alors l'aire de S est donnée par

Aire(S) = 27r/yd€.

~

Cette formule pourra se démontrer rigoureusement en définissant ’aire d’une surface,
comme on le fera dans le chapitre suivant. Néanmoins, on peut en donner une explication
heuristique : si M est un point de (I'image de) la courbe  de coordonnées cartésiennes (x,y),
on peut considérer un petit trongon de v de longueur A¢ autour de M. Ce trongon peut étre
approché par un segment horizontal de largeur A/ et de hauteur y centré en M. Lorsque 1’'on
fait tourner ce segment autour de I’axe (Ox), on obtient une surface de révolution qui est le
bord d’un cylindre de rayon y et de hauteur A¢. Son aire vaut donc 27ryAl. En découpant la
surface de révolution en un grand nombre de tels petits trongons de rayon y;, son aire totale

> 2wy Al

qui converge bien vers fv y dl lorsque Al — 0.

est donc approchée par

Exemple 3.2.6 — Considérons la surface
S = {(x7yaz) S Rg . 1‘2 —|—y2_|_22 — R2},

qui est juste la spheére centrée en l'origine de rayon R > 0. On peut voir S comme
une surface de révolution, partant de la courbe v = (I, ¢) donnée par I = [0, 7] et

@(t) = (Rcos(t), Rsin(t)), tel.

On a déja vu que pour tout t € I, ||¢/(t)|| = R et donc

Aire(S) = 27r/

Y

ydl = 27r/ Rsin(t) Rdt = 47 R?,
0
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qui est bien la formule d’aire d’une sphére de rayon R.

— On peut calculer également l'aire d’'un tore de révolution construit de la maniére
suivante : on considére deux paramétres 0 < r < R et v = (I, ) d’image le cercle de
centre (0, R) et de rayon r. On prend donc I = [0, 27| et

@(t) = (rcos(t), R+ rsin(t)), tel.

Le tore de révolution S est construit comme la surface de révolution basée sur la
courbe 7, comme représenté en Figure 3.6. Son aire vaut alors

Aire(S) = 27T/y a0 — 27?/g02(t)||g0’(t)|| dt.
¢ I
Pour tout t € I, on a
0o(t) = R+rsin(t), ¢ (t) = (—rsin(t),r cos(t)),

et donc || (t)]| = r. Ainsi,

2T
Aire(S) = 27r/ (R + rsin(t))r dt = 47*Rr.
0

3.3 Circulation d’'un champ de vecteurs le long d’une

courbe orientée

GD : J’ai fait un peu différemment en cours, mais je n’ose pas changer tout le poly; je
laisserai mon successeur décider. En attendant, j’explique ici les différences de présentation
(rassurez-vous, qui ne changent pas trop le fond). J’ai souvent gardé la notation 7 pour
parler des courbes paramétrées, et comme dans la définition 3.1.3 de I’équivalence de deux
paramétrages, on n’a autorisé que des changements de variables strictement croissants, les
courbes paramétrées dont on parle depuis le début viennent toutes avec une orientation. En
particulier si v = (I, ¢) avec I = [a, b, la courbe commence au point ¢(a) et se termine au
point (b).

Maintenant, pour toute courbe v = (I, ¢), avec I = [a, b], on peut lui associer une courbe
parcourue dans le sens opposée (on dira, d’orientation opposée) et que j’ai aussi appelée v*.
Un paramétrage possible de v* est ¢* : [ — R" définie par ¢*(t) = p(a+b—t) pour t € [a, b],
ou I'on s’est débrouillé pour utiliser le méme intervalle I que pour , mais on aurait pu aussi
prendre ¢* : [—b, —a] — R" définie par ¢*(t) = p(—t). Cette nouvelle courbe v* n’est pas
(en général) équivalente a v : elle part de ¢(b) et se termine en ¢(a). Donc par exemple si
est le paramétrage de 'intervalle [AB] défini plus haut, ¢* est un paramétrage de [BA].

Une fois cette définition faite, on peut vérifier que les deux maniéres de définir v* ci-
dessus donnent deux paramétrages équivalents, et que si v = (I, ) et 7 = (J, ) sont deux
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FIGURE 3.6 — Le tore de révolution avec r =1 et R = 2.

paramétrages équivalents, les courbes v* et 7* obtenues par changement d’orientation sont
équivalentes entre elles.

Pourquoi parler d’orientation maintenant ? Pour la définition de l'intégrale fv fol d’une
fonction sur «, on peut vérifier que changer l'orientation de v ne change pas l'intégrale.
Autrement dit, f; fol = f7 fol, et donc on n’a pas besoin de faire trop attention. La
vérification est la méme que pour la proposition 3.3.1. Mais ici on va voir que pour la
circulation Circ(F,~) d'un champ de vecteur F' : R" — R"  changer l'orientation de =y
change le signe de la circulation. Autrement dit, Circ(F,v*) = —Clirc(F, ). Donc quand on
parle de la circulation de F' sur un cercle, par exemple, il faudra bien dire comment le cercle
est orienté, c.-a-d., dans quel sens il est parcouru. Bien entendu, il n’est pas question ici de
changer la définition de la circulation, & savoir

Cire(F.) = [ Flelt)) - ¢/t
I

ot l'on a intégré le produit scalaire entre les deux vecteurs F(¢(t)) et ¢'(t) (le vecteur-
vitesse). Pour moi la fleche tordue au-dessus de 7 est un peu inutile, puisque v était déja
orientée avant de commencer. Par contre, la notation abrégée Circ(F,~) = f7 F - dz est bien
utile (et y mettre des fleches set un bon moyen de se souvenir qu’on a des vecteurs) ; donc
ici on pense que dz = mdt est un petit déplacement le long de la courbe.
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J’ai aussi dit les chose dans un ordre un peu différent : d’abord la définition de la circu-
lation, puis le fait qu’elle ne dépend pas du paramétrage de v (tant qu’il reste équivalent),
puis définition du changement d’orientation et vérification qu’alors on change le signe de la
circulation. Revenons au cours (ancien) du poly.

On va maintenant intégrer des champs de vecteurs (et non des champs scalaires) le long
de courbes. Pour cela, nous avons besoin de la notion de courbe paramétrée orientée. Si
I = [a,b] et v = (I,p) est une courbe paramétrée, on peut construire une autre courbe a
partir de celle-ci a 'aide de la fonction

ot)=¢la+b—1t), tEe€la,b].

La courbe (I, @) est encore une courbe paramétrée, qui posséde la méme image que (1, ¢). Ces
deux courbes ne sont pas équivalentes en général. On a bien que ¢ = o6, ou 8 : [a,b] — [a, b]
est donnée par (t) = a+b—t, mais ici, 6 est bien une bijection C'! mais n’est pas strictement
croissante : elle est strictement décroissante. Et d’ailleurs, ¢ part de ¢(b) et parcourt l'image
de la courbe en sens inverse, pour arriver au point ¢(a). On retrouve le léger désagrément
mentionné plus haut qu'une courbe paramétrée, c’est plus que son image (par exemple, un
segment ou un cercle), c’est aussi le sens de parcours, combien de fois on fait le tour, etc.
Pour différentier ces deux courbes, on notera parfois

(Io) =75, (I,¢)=7

pour noter que la courbe (I, ) est parcourue en sens inverse par rapport a (I, ). On parle
alors de courbe paramétrée orientée lorsqu’on se donne une courbe paramétrée v munie d’un
sens de parcours. On représente graphiquement le sens de parcours a ’aide d’une fléche,
comme en Figure 3.7.

FIGURE 3.7 - Si fw\v est la courbe de gauche, alors [7\ est la courbe de droite.

Remarque 11 est facile de montrer que la longueur ne dépend pas du sens de parcours :

8% N\

() = L(7)

et méme plus généralement que pour tout fonction f,

Afﬂzéf%

La notion que l'on va voir a présent dépend du sens de parcours choisi.
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Exemple 3.3.1 Si 7 est le segment [AB] parcouru de A vers B, c’est-a-dire paramétré par
([0,1], ) avec
o(t)=A+tAB, tel0,1],

alors 4 est par définition paramétré par ([0,1], @) ou
G(t)=p(l1—t)=A+(1—t)AB = A+ AB —tAB = B —tAB = B + tBA,
ce qui correspond bien au segment [BA| parcouru de B vers A.

Maintenant que ’on a vu la notion de courbe orientée, on peut définir la circulation d’un
champ de vecteurs le long d'une courbe orientée.

Définition 3.3.2: Circulation d’un champ de vecteurs le long d’une courbe
orientée

Soit % = (I, ¢) une courbe paramétrée orientée de R", et F' : R" — R"™ un champ de
vecteurs C. On appelle circulation de F le long de C;, notée Circ(F, C;), I'intégrale

Cire(F,7) = [ Flo(t) - #(0)dt.

I

Notation On rencontre parfois les autres notations

Circ(F,?):/F)-cfx):/Fldx1+F2dx2+---+Fndxn.

.
v Y

La circulation dépend de l'orientation choisie de la courbe :

Proposition 3.3.1

Circ(F,5) = — Cire(F, 7).

Démonstration. Par définition, si v = (I, ), alors 4 = (I, p) avec
oty =pla+b—1t), teab]=1I.
On déduit que pour tout t € I,
Ft)=—-¢'(at+b-1)

et ainsi

R b 5 b
Circ(F,~v) = / F(p(t))-@'(t)dt = — / Flela+b—1))-¢'(a+b—t)dt.
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En posant s = a + b — t dans cette intégrale, on trouve

b a
- [ Flotasb—0)-Glarb—tdt= [ Flels) ) ds

b
—— [ Flel) - #ds
— — Circ(F,5),
ce qui démontre le résultat. O

On voit donc que la circulation change de signe lorsque 1’on change 1’orientation.

Remarque La circulation d’un champ de vecteurs posséde I'interprétation physique suivante.
Sit € [a,b] — ¢(t) représente la trajectoire d'une particule ponctuelle dans R™ (le paramétre
t jouant alors le role du temps) et F' est une force agissant sur cette particule lors de son
déplacement, la circulation de F' le long de 5 correspond au travail de la force F' le long de
Cy\, c’est-a-dire a I’énergie fournie par la force F' pendant le déplacement.

Notation Si la courbe C; est fermée, c’est-a-dire si son point de départ est le méme que son
point d’arrivée (¢(a) = @(b) ot v = ([a, ], »)), on note
F.di=¢ F-de.
5 5

Et, méme si v est une boucle, la circulation ci-dessus dépend bien de 'orientation de la
courbe.

Proposition 3.3.2
Si 4 = (I, 1) et 45 = (I, ¢2) sont deux courbes paramétrées équivalentes, on a
Cire(F,4;) = Cire(F,~s)

pour tout champ de vecteurs F'.

Démonstration. Par définition, il existe § : I; — I, une bijection croissante C! telle que
©1 = g 00. Pour tout ¢t € I;, on a donc

A1t = h(O)I(),
et ainsi
CMR%=AHWW¢WW=AHMWW¢WWWWt
En changeant de variables s = 0(t), on obtient donc
LAH@WW%%WWWﬂﬁfLﬂw@%%@%ICm@%%

ce qui démontre le résultat. O
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Exemple 3.3.3 Calculons

[F.@

8!
avec F : R2 — R? telle que F(x,y) = (22, zy) pour tout (z,y) € R2 et o 7 est le segment
[AB] parcouru de A(0,1) vers B(1,0). Ici encore, on se donne le chemin 7 via son image,
ce qui sous-entend qu’on le paramétre via le paramétrage standard des segments : on a
7 = ([0,1], ) avec

ot) = A+tAB = (0,1) +t(1,—1) = (t,1—t), te]o,1].

Comme ¢'(t) = (1,—1) et que F(p(t)) = F(t,1 —t)
en déduit que

(t2,t(1 — t)) pour tout t € [0, 1], on

/fﬁ%:/o F((p(t))~g0’(t)dt:/0 (t2,t(1—t))‘(1,—1)dt:/0 (12— #(1 — 1)) dt,

v

donc )

> — 1
F-dx:/(QtQ—t)dt:—.
~ 0 6

~

Le résultat suivant est un analogue de la formule

/ F(t)dt = f(b) — f(a)

pour des fonctions de plusieurs variables.

Proposition 3.3.3

Si f est un champ scalaire C* sur R™ et si 7 est une courbe paramétrée orientée de R™
de point de départ A et de point d’arrivée B (c’est-a-dire que A = p(a) et B = ¢(b) ou
7 = ([a,b], )), alors

[ FF- = 1(B) - 1)

Démonstration. Par définition, on a

N b
|95 di= [ Vi) o

Or, on peut réécrire pour tout t € [a, b],

Vi) ¢'(t) = g—i(w(t))wi(t) + g—i(w(t))wé(t) ot n(s@(t))sﬁil(t),

et I'on reconnait ici la dérivée d’une composition :

V(e(t) - ¢ (t) = F'(t)
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avec F'= f o . Ainsi,

/ Vf(p(t) - ¢'(t)dt = / F'(t)dt = F(b) — F(a) = f(e(®)) — f(e(a)) = f(B) — f(A),
ce qui démontre le résultat. O

GD : Je me permets d’insister sur le fait que c’est une formule remarquable. Quel que
soit le chemin que vous prenez pour aller de A = ¢(a) a B = ¢(b), si F' = Vf dérive du
potentiel f, la circulation de F' le long du chemin sera toujours f(B) — f(A).

Le plus souvent vous verrez ceci sous la forme “si la force I’ dérive d’un potentiel, son
travail le long du chemin de dépend pas du chemin choisi, juste des points de départ et
d’arrivée”. C’est d’autant mieux que beaucoup de forces dérivent d’un potentiel. C’est aussi a
cause de cela que vous allez avoir du mal & créer ce qu’on appelait un “mouvement perpétuel”
(& une époque oul certains pensaient encore qu’on pourrait en trouver).

Corollaire 3.3.4

. . Y . . . 2,
Si f est un champ scalaire C! sur R” et si 7 est une courbe paramétrée orientée de R™

fv—f’.dz:o.
5

qui est de plus fermée, on a

Démonstration. Si C; est une courbe fermée, cela signifie que A = B. En utilisant la propo-
sition précédente, on en déduit que

§ TF-di = 1(B) - 1(4) = 1(4) - £(4) =0,

]

Ce résultat donne une condition nécessaire pour étre un champ de gradient : si un champ
de vecteurs F' est un champ de gradient, alors sa circulation le long de toute courbe fermée
est nulle.

GD : En fait, pour deviner ce que devrait étre la fonction f connaissant F, il s’agit
simplement de partir d’'un point fixe g du domaine (et de la valeur f(zg) qui est une
constante), puis la proposition dit que f(x) — f(zo) sera forcément la circulation de F' sur
n’importe quel chemin qui va de zy & . On peut en choisir un au hasard, mais encore faut-il
montrer que cette circulation ne dépend pas du chemin choisi. Et c’est pareil, en parcourant
le premier chemin dans le sens direct, puis en repartant a ’envers le long du second chemin,
que de vérifier que la circulation le long de la boucle obtenue, qui est la différence des deux
circulations (puisqu’on a changé 'orientation du second chemin) est nulle. La condition sur
le rotationnel qu’on a donnée au chapitre 1 permet de s’assurer que si on modifie un peu le
chemin, la circulation ne change pas. Mais ’exemple qui suit montre que cela ne suffit pas
pour assurer que la circulation sur n’importe quelle boucle est nulle.
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Exemple 3.3.4 On définit le champ de vecteurs

Yy T
F('r?y) = <_x2+y27x2+y2>

pour tout (z,y) € R?\ {(0,0)}. On le représente en Figure 3.8.
GD : En fait on a parlé de ce champs de vecteur a la toute fin du chapitre 1 : c’est celui

dont le rotationnel était nul et qui pourtant n’était pas le gradient d’une fonction, parce
qu’alors la fonction aurait da étre la fonction 6(z, y) 4+ C, ou §(z, y) 'angle du vecteur (x,y)
avec ’axe des x. Et comme il ne dérive pas d’'un potentiel, on n’est pas trop surpris que ca
circulation le long d’un cercle puisse étre non nulle. Quand on fait un tour le long du cercle
(dans le sens trigonométrique), 'angle 6(x,y) augmente de 27, ce qui est cohérent avec le

calcul ci-dessous.

7
-
- -
- -
y ¥ a4 w X
N a g
-
-~ >
|

1k A | .\ ~ 4 4 A ]
r A WL W N ~ > v ¢ 4 4

oL ]
[ 4 4 N a - » v v v 4

3 4 AN a a - > > v v v B
-3 -2 -1 0 1 2 3

FIGURE 3.8 — Le champ de vecteurs F'

Calculons sa circulation le long du cercle centré en (0,0) et de rayon 1. Celui-ci est

paramétré par v = ([0, 27], ), ou

@(t) = (cos(t),sin(t)), t € [0,2n].

Ainsi,

o= [T wa= [CL] (o] o

5
2 2m
= / (sin?(t) + cos?(t)) dt = / 1dt = 2.
0 0
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La circulation de F' le long de 9‘, qui est une courbe fermée, étant non-nulle, on en déduit par
le Corollaire 3.3.4 que F' n’est pas un champ de gradient (car si F' ’était, sa circulation le
long de toute courbe fermée serait nulle). C’est particuliérement intéressant, car si on calcule
le rotationnel de F', on trouve

0 x o -y 1 2 n 1 21/
COwa?+y? Oyat+y? a+y? (24922 2242 (2% +y?)?

rot F'(x,y)

Le rotationnel de F' est donc nul, et pourtant F’ n’est pas un champ de gradient. Cela parait
contredire le Théoréeme 1.5.3 du Chapitre 1, mais il n’en est rien : en effet, le domaine de
définition de F est R?\ {(0,0)} qui n’est pas un domaine étoilé. Ainsi, le Théoréme 1.5.3
ne s’applique pas dans ce cas. Le champ de vecteurs F' est donc un exemple de champ de
vecteurs de rotationnel nul sur un domaine non-étoilé qui n’est pas un champ de gradient.

Nous résumons dans le tableau suivant les deux notions d’intégrales de fonctions de
plusieurs variables le long de courbes que nous avons vues jusqu’a présent.

Notation Type de Dépend de Formule a partir d’un
fonction que lorientation paramétrage (I, ¢)
I’on integre

Intégrale par f:R*"—= R Non ,
drl t )| dt
rapport a la /Vf champ scalaire /If(%o( D' @)l
longueur
Circulation d'un > — F:R*" - R" Oui
F-d F(p(t)) - ¢'(t) dt
champ de /7‘ “ | champ vectoriel /1 (p(t) - ¢'(1)
vecteurs

3.4 La formule de Green-Riemann

GD. Je I'ai aussi vu appeler Gauss-Riemann. Ce sera notre premiére formule d’intégration
par parties pour des intégrales multiples (justification et explication plus tard) ! Et c’est trés
utile (et parfois un peu mystérieux). Je ne peux m’empécher de décrire un de mes dessins
humoristique (humour de matheux) préférés. On y voit un étudiant en thése désespéré, sur le
point de se jeter par la fenétre parce que visiblement il n’arrive pas & démontrer son théoréme,
et le directeur de thése qui lui dit : “peut-étre que vous devriez essayer une intégration par
parties 7”.
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FIGURE 3.9 — Le domaine ) en bleu et son bord orienté Cy\ en rouge.

Considérons un domaine 2 C R?, comme représenté en bleu dans la Figure 3.9.

Le bord de 2 est un chemin (représenté en rouge dans la figure précédente) associé a une
courbe paramétrée C;, que 'on oriente de telle fagon a ce que €2 soit a gauche lorsque 'on
parcourt C; Dans cette partie, on va présenter un résultat permettant de relier l'intégrale
double d’une fonction sur & lintégrale d’une autre fonction sur 7. Il peut arriver que le
bord de € soit constitué de plusieurs courbes disjointes, comme représenté en Figure 3.10.
Dans ce cas, on oriente toutes les courbes de telles maniére a ce que €2 reste a gauche lorsqu’on
les parcourt.

0.5; A
0.0:» A
|
-1 0» A

-15F 1
-05 0.0 05 1.0 15 2.0

FIGURE 3.10 — Un exemple ot le bord de €2 est constitué de plusieurs courbes

Le résultat principal de cette section est le suivant.

Theoréme 3.4.1 (Formule de Green-Riemann) Soit Q C R? un domaine de R* dont le bord
est formé de n courbes paramétrées %, e ,’% fermées et orientées de telle sorte que ) reste
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a leur gauche lorsqu’on les parcourt. Si F': Q — R? est un champ de vecteurs de classe C*,

//rotF(x,y)dmdy:Z]{ F - dz. (3.1)
& =

Remarque Le théoréme précédent relie deux notions d’intégrales différentes : le terme de

alors

gauche de (3.1) représente l'intégrale double de la fonction scalaire de deux variables rot F’
vue au Chapitre 2, alors que le terme de droite représente la circulation du champ de vecteurs
F' le long de courbes, qu’on vient de voir dans ce chapitre.

GD : A défaut de démonstration (désolé, mais une vraie démonstration prendrait long-
temps), voici une longue liste de remarques pour essayer de faire que ceci vous paraisse na-
turel. Ce qui suit n’est pas au programme, mais peut quand méme vous aider & comprendre
a quel jeu on joue.

D’abord, les choses sont plus simple pour un domaine sans trou, qui est juste le domaine
entouré par une seule courbe v; (qu’on a donc paramétrée dans le sens trigonométrique pour
que €2 reste a gauche de la courbe). On n’a pas dit, mais ici on suppose en fait que cette
courbe est une boucle simple, c.-a-d. qui ne se recoupe pas comme un oo, par exemple. Et
aussi que cette courbe n’est pas trop compliquée (de classe C! par morceaux suffit largement ;
sans hypothése, vous n’imaginez pas a quel point le bord d’un ouvert §2 peut étre compliqué.

Maintenant si on sait démontrer le résultat pour un domaine comme ceci, on peut essayer
d’en déduire le résultat pour un domaine avec plusieurs trous, comme dans I’énoncé général.
Je donne juste le programme; il y aurait sans quelques vérifications un peu désagréables
a faire. Commencons par supposer que {2 est comme dans ’énoncé général, et aussi que le
champ de vecteurs F' est en fait défini sur R? tout entier. Notons nos courbes 71, ...,7,. Il
se trouve que chaque courbe «; sépare le plan en deux parties, l'une qui est a 'intérieur de
la courbe, et 'autre a 'extérieur. Pour chaque v;, appelons 2; le domaine qui se trouve a
Iintérieur. C’est un théoréme que la situation comme cela, mais vous n’en aurez pas besoin,
parce que dans chaque exemple concret que vous aurez, ce sera vrai. Ensuite, il est vrai aussi
que I'un des domaines €);, et on va dire que c’est {2y, contient toutes les autres courbes -;
et tout les autres §2;. Dans le dessin (et toutes les situations ol vous vous truverez), v, est
la courbe orientée dans le sens trigo, et toutes les autres sont orientées dans le sens inverse
(et Q, qui est & lextérieur de ces €, est bien a gauche de ces «; (orientées donc dans le
sens inverse). Et maintenant, on peut dire que, modulo les courbes «;, mais sur lesquelles la
contribution intégrales de rot F'(z,y) sont nulles, on a que €; est 'union disjointe de 2 et
des €2, j # 1. De sorte que (par la version “intégrales multiples” de Chasles)

// rot F(z,y) dedy = // rot F(z,y) de dy + Z// rot F(z,y) dz dy.
(951 Q G#£1 Q;
Autrement dit,

//Q rot F'(z,y) dv dy = //Q1 rot F'(x,y) dr dy — Z//QJ rot F'(x,y) dx dy. (3.2)

i#1



3.4. LA FORMULE DE GREEN-RIEMANN 109

Si on suppose le théoréme vrai pour les domaines sans trous, on trouve que

// rotF(:z:,y)da:dy:j{ F - dz.

931 "

// rotF(at,y)d;z:dy:—% F.dz,
o Y

ot le signe — vient du fait qu’on a justement inversé l'orientation de v; par rapport a celle

et, pour 7 > 1,

qui donnait une intégrale sur €2;. Il ne nous reste plus qu’a reporter dans (3.2) et on trouve
(3.1).

Ensuite, comment passer au cas ol F est défini et C' seulement sur 'adhérence de
(si vous n’aimez pas I'adhérence, demandez, sur € et un peu autour), a partir du cas ou F
est défini sur R? tout entier. Une option est de prendre F, et d’en trouver une extension de
classe C! (c’est-a-dire de trouver une fonction F de classe C' sur R? telle que F(z) = F(xz)
pour z € Q. C’est possible avec nos hypothéses (mais il faut un peu de travail pour le faire),
et ensuite, on peut appliquer le théoréme a F et s’apercevoir qu’il donne exactement le
théoréme pour F.

Voila. Ceci, c¢’était pour pouvoir se concentrer sur le cas plus simple des domaines sans
trous. Maintenant parlons d’un cas encore plus simple, celui ou

Q=1xJ=]lab] x|cd] (3.3)

est un rectangle. Je dis que dans ce cas, le théoréme n’est rien de plus que la combinaison du
théoréme de Fubini (un peut forcé, si on veut calculer des intégrales doubles), et la formule
unidimensionelle

/ F(8) dt = F(b) — f(a) (3.4)

J’a parlé plus haut d’intégration par parties (au lieu de cette formule de base), mais d’une part
la différence est maigre (la formule d’IPP se démontre directement en appliquant la formule
de base (3.4) a un produit fg, puis en calculant (fg)’, et d’autre part les utilisations standard
de Green-Riemann et les autres formules qu’on verra dans la suite sont plus directement
apparentées a des intégrations par parties.

Démontrons carrément (3.1) dans le cas particulier de (3.3). En fait on doit le faire pour
F = (f1, f2), mais si on sait le faire avec F' = (f1,0) et avec F' = (0, f2), vous pouvez vérifier
que, comme chacun des deux membres de (3.1) est une fonction linéaure de F', on en déduira
aussitot la formule pour F'. De plus, les deux vérifications sont semblables, et donc je ne vais
vérifier que le cas de (f1,0) et vous laisser faire le cas de F' = (0, f). Quand F' = (f1,0), on

voit que rot F(z,y) = —%(x,y), donc

//Q1 rot F(x, y) dz dy = —//IXJ%(:U,?;) d dy = —/:a{/ydc%(x,y)dy}dx (3.5)
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Maintenant, pour calculer I'intégrale intérieure, on applique la formule de base (3.4) a la
fonction y — fi(x,y) (o x est fixé), dont la dérivée est justement %(x, y). On trouve donc

//Q rot F(z,y) dv dy = — /i {hi(z,d) — fi(w,c)}da (3.6)

Il nous reste a calculer la circulation de F' = (f1,0) sur le bord de €2 pour voir si ¢’est pareil.
Notons A = (a,c), B = (b,c), C = (b,d) et D = (b,c) les quatre coins du rectangles. Le
bord en question est composé de 4 morceaux mis bout-a-bout. Le premier est le segment
horizontal [AB]. Le second est le segment vertical [BCY, puis [C'D] puis [DA]. A chaque fois
on se donne un paramétrage raisonable du segment, on calcule la circulation de F' sur ce
segment et & la fin on somme les quatre morceaux. Commengons par [A, B, et appelons 7,
le chemin correspondant. Le plus simple est de le paramétrer avec 'intervalle I, en posant
©1(t) = (t,c) pour t € I. Alors ¢} (t) = (1,0), et

b
cire(F;m) = / Fi(o1(t)) - &, (£)dt = / Fi(t,c) - &) (t)dt = / fi(t, Q)dt = / fi(e, ¢)de

puisque Fi(z,y) = (fi(z,y),0) et ¢}(t) = (1,0). Passons a ~3, qui va de C' a D. Le plus
simple est de commencer par paramtrer le chemin inverse v3 qui va de D a C, parce qu’il
est facile & paramétrer par I aussi, en prenant 3(t) = (¢,d) pour t € I; comme on sait que
c’est la mauvaise orientation on changera juste de signe. On trouve comme ci-dessus que

circ(F;v3) = —cire(F; ;) — /IFl(t, d) - (p3) (t)dt = — /Ifl(t, d)dt = —/ fi(z,d)dzx.

A cause de (3.6), on voit qu’il ne nous reste plus qu’a vérifier que les deeux circulations sur
les segments verticaux sont nulles. Mais sur les segments verticaux, la premiére coordonnée
de ¢ est nulle (le vecteur vitesse est vertical), et la seconde coordonnée de F est nulle, donc
F(o(x)) - ¢'(x) = 0 et la circulation, qui est I'intégrale de ce produit, est nulle.

Pour un champ de vecteur F' = (0, f2), on aurait procédé pareil, mais en appliquant
Fubini intégrant d’abord en x, et en notant que pour la circulation, c¢’est les deux segments
horizontaux qui ne contribuent pas.

Donc on a une démonstation de (3.1) dans le cas particulier ot €2 est un rectangle. Mais on
peut en déduire aussi cette formule quand € est un rectangle Ry, plus un autre rectangle Ry
collé le long d’un bord. Appelons L la partie commune aux deux bords, qui est un intervalle.
On écrit la formule (3.1) pour Ry, la formule pour Ry, on additionne, et on trouve exactement
la formule pour R; U Ry, sauf qu’on obtient deux termes supplémentaires, un pour R; et
I’autre pour Ry, qui viennent de L qui n’est plus dans le bord de Ry U Ry. Ca tombe bien,
comme R; et Ry sont chacun d’un coté de L, L est en fait orienté de maniére opposée en
tant que bout de bord de R; ou R, les contributions de L sont exactement opposées (on
calculait la circulation du méme F'), et donc on a bien démonté la formule pour R; U Ry. Et
rien n’empéche de recommencer. On obtient la formule pour tous les domaines €2 qui sont
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des unions finies de rectangles avec des bords paralléles aux axes. Cela fait en fait pas mal de
domaines ; ensuite on peut finir la démonstration par un argument d’approximation par des
domaines comme plus haut, ou en remarquant qu’on peut aussi modifier la démonstration
dans le cas d’un rectangle pour faire le domaine compris entre deux graphes de fonctions de
classe C'*. C’est plutdt comme cela qu'il faudrait faire en vrai (I’approximation est pénible).

J’aime bien l'idée de démonstration par unions, méme si elle n’est pas pratique a la fin,
parce que si on veut que la formule (3.1) soit vraie pour tous les domaines, c¢’est en fair
pratiquement obligatoire qu’elle soit stable par recollement de deux domaines (comme avec
deux rectangles collés), sinon on aurait un probléme.

Fin des remarques sur la démonstration. Vous pouvez reprendre le cours normal du poly.
Quand méme, disons que la formule (3.1) est encore un analogue de la formule unidimension-
nelle (3.4) ci-dessus. En effet, les termes de gauche représentent 'intégrale sur un domaine
(Q ou [a,b]) d'une fonction faisant intervenir des dérivées (rot F' ou f’), alors que le terme
de droite fait intervenir les valeurs de la fonction au “bord” du domaine d’intégration (5; est
le bord de © et les points a et b sont en quelque sorte le bord du segment [a, b]). Lorsqu’on
calcule f(b) — f(a), on considére les valeurs de f au bord du segment [a,b] de la méme
maniére que lorsqu’on calcule 5% E. d—x), on consideére les valeurs de F' au bord de € qui est

8%

Y-

On peut se servir de la formule de Green-Riemann “dans les deux sens” : & la fois pour
calculer des intégrales doubles (terme de gauche dans (3.1)), ou pour calculer des circula-
tions de champs de vecteurs (terme de droite dans (3.1)), comme on l'illustre sur différents
exemples.

Exemple 3.4.1 La formule de Green-Riemann peut servir pour calculer I'aire du domaine

- 7 z . ~ z z . z 7
bordé par une courbe paramétrée. En effet, si v est une courbe paramétrée orientée fermée,
et si 2 est le domaine qu’elle borde sur sa gauche, on a vu que

Aire(Q) = / /Q 1da dy.

Pour pouvoir calculer cette intégrale double a I’aide de la formule de Green-Riemann, il faut
donc pouvoir écrire 1 = rot F' pour un certain champ de vecteurs F'. On peut par exemple
prendre les champs de vecteurs suivants :

Fle,g) = (0.2), G(o,y) = (-,0),  Hlz.y) = 5(-v2),

qui vérifient tous

rot F'(z,y) =rot G(z,y) =rot H(x,y) =1
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pour tout (z,y) € R% Ainsi, par la formule de Green-Riemann,

( > —
//rotF(x,y)d:pdy:fF-da::j{xdy
0 v v
Aire(Q)://ldxdy: //rotG(x,y)dxdy:ﬁawi_x):—ﬁydm
Q Q Y v

—  —> 1
//rotH(x,y)dxdy:%H-dx:—%(xdy—ydx).
(e 3 2J5

Par exemple, calculons I'aire de 'ellipse

Q= {(:c,y) ER? (2)2 + (%)2 < 1}

pour a,b > 0 a I’aide de ces formules. Le bord de cette ellipse est la courbe d’équation

OROE

que 'on peut paramétrer par
©o(t) = (acos(t),bsin(t)), t € ]0,2x].

Cette courbe a bien la bonne orientation : en ¢t = 0, on a ¢(0) = (a,0) et pour ¢t > 0 petit,
bsin(t) > 0. On se déplace donc “vers le haut” en partant de (a,0) et donc €2 se situe bien a
gauche de la courbe fv\v, comme représenté en Figure 3.11. Par les formules que 1'on vient de

1.0f
0.5F

0.0f

05}

-10f

FIGURE 3.11 — L’ellipse €2 pour a = 2 et b =1 et son bord orienté

voir, on a
2
Aire(Q) — 7§ Hodo= | Hew) St dt
5 0

Pour tout ¢ € [0, 27|, on a

H(p(t)) = %(—bsin(t),acos(t)), ' (t) = (—asin(t), beos(t)),
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donc
H(p(#) - () = %(—bsin(t)(—asin(t)) + acos(t)beos(t)) = %ab.

Ainsi,
27 1
Aire(Q2) = / —abdt = wab.
0 2
Pour a = b = R, on retrouve bien I'aire d’'un disque de rayon R.

Exemple 3.4.2 On peut également se servir de la formule de Green-Riemann pour calculer
une circulation de champ de vecteurs. Par exemple, si

F(z,y) = (y(1 — 2> +9%),2(1 + 2° — %)),

calculons la circulation de F' le long de C;, le cercle d’équation 22 +1y? — 2z = 0 parcouru dans
le sens trigonométrique. La courbe d’équation 2% + y? — 22 = 0 est bien un cercle, puisqu’en
complétant le carré on trouve

Py —20 = (v -1 +y* -1,

donc 7; représente le cercle de centre (1,0) et de rayon 1. Ce cercle borde le disque 2 de
méme centre et de méme rayon,

Q={(z,y) eR? : (z -1 +y* <1},

et I'orientation est bien celle donnée par le théoréme de Green-Riemann comme représenté

FIGURE 3.12 — Le disque € en rose et son bord orienté 5 en noir
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en Figure 3.12. Par la formule de Green-Riemann, on a donc

fﬁ-cﬁ://rotﬁ’(x,y)dxdy.
5 Q

Pour tout (z,y) € R? on a

OF,
Ox

OF
a—;(fv,y)zl—x2+y2+2y2:1—x2+3y2,

—(z,y) =142 —y* +22% =1+ 327 — ¢,

et donc OF 8F
_ Y2 it _ _

4//9(962 —y?) dx dy,

on introduit les coordonnées polaires

Pour calculer I'intégrale

r=1+rcos, y=rsinb,

pour 0 <r < 1let0<6<2r. Comme pour les coordonnées polaires usuelles, le jacobien du
changement de variables vaut r. Ainsi, en passant en coordonnées polaires,

2 1
4//(:v2—y2)dxdy:4/ / (1 +rcosh)? —r?sin0)rdr df
Q o Jo

2w
:4/ / (14 2rcos® + r*(cos® 6 — sin® 0) r dr df
o Jo

2 1, Ly
=4 (—+—COSH+Z(COS 0 — sin” 0)) do
0

2 3
2
=dr +/ cos(26) df
0
=A4r.
Ainsi, on trouve que
F-da = 4r.
5

Remarque Si jamais l'orientation de % n’est pas la bonne par rapport a la formule de Green-
Riemann (c’est-a-dire si 2 est a droite de C; et pas a gauche), il suffit de renverser I'orientation.
En effet, dans ce cas () est a gauche de f; (qui est r’; parcouru dans le sens inverse) et donc
on peut appliquer la formule de Green-Riemann a fy\ :on a donc

F d:c—//rotF:cy dx dy.
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Comme de plus on a vu que

ﬁ.a;:_ P
5 5

on en déduit que dans ce cas on a

]{ﬁ)-cfx’:—//rotﬁ’(x,y)dxdy.
o~ Q

. . . . . . . N . ~
La formule de Green-Riemann doit donc s’écrire avec un signe moins si {2 est a droite de 7.
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Chapitre 4

Intégrales surfaciques

Dans ce chapitre, nous allons voir la notion d’intégrale d’'une fonction sur une surface
(objet a deux dimension) dans R?® : par exemple une sphére, un plan, un cylindre... Une
notion importante sera celle de flux d'un champ de vecteur a travers une surface, utilisée en
électromagnétisme, mécanique des fluides, etc. Dans le chapitre précédent, on a vu la notion
d’intégrale le long de courbes. On verra ici une notion similaire en remplagant les courbes
par des surfaces (donc en passant d’un objet de dimension 1 & un objet de dimension 2).
On commence donc par définir une surface paramétrée, de la méme maniére qu’on avait
commencé par définir une courbe paramétrée au chapitre précédent.

4.1 Surfaces paramétrées

Au chapitre précédent, on avait préféré le point de vue “analytique” en définissant des
courbes a l'aide de fonctions les paramétrant (les paramétrages), plutoét que par leur aspect
plus visuel (leur image géométrique). On procéde de méme ici.

Définition 4.1.1: Surface paramétrée

On appelle surface paramétrée de R un couple (€2, X) ou Q C R? est un domaine de R?
et X : 0 — R? est une application de classe C'. Si (£2, X) est une surface paramétrée de
R3, son image géométrique est 'ensemble

S={X(u,v) : (u,v) € Q}.

On dit que (£2, X) est un paramétrage de S.

Comme pour les courbes paramétrées, on se contentera de connaitre un certain nombre
de surfaces paramétrées “usuelles” de R3.

GD : La relation entre I'image géométrique et la surface paramétré est la méme que pour
les courbes. On fera tous nos calculs & partir du paramétrage, mais on pense souvent trés
fort a I'image géométrique. Ainsi, on donnera une formule pour calculer I'intégrale d’une

117
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fonction sur une sphére a partir d’'un paramétrage de la sphére, et tout ceci reposera sur
un certain nombre de faits qu’on ne vérifiera pas dans le détail. D’abord, le paramétrage
qu’on donnera (coordonnées sphériques, voir ci-dessous), est bien une bijection, sauf pour
une partie de la sphére (comme un unique méridien) qui est de surface nulle, et ou il y a
un recollement. Donc (sauf sur le bout de recollement qui ne compte pas), on s’assure qu’on
recouvre bien toute la sphére, et aussi qu’on na passe pas trois fois au méme endroit (ce qui
pourait donner une intégrale trois fois trop grande). Ensuite, il y a aussi le méme théoréme
que pou les courbes, qui dit que si on a deux paramétrages équivalents (ici, de la sphére), le
calcul donne le méme résultat pour les deux (voir plus loin)

Définition 4.1.2: Surfaces paramétrées usuelles de R?

1. On appelle morceau de plan de R? une surface paramétrée (2, X) avec Q2 de la
forme Q = [0, 1]* et

X(u,v) = A+ uey +veq, (u,v) €,

olt A est un point de R3 et {ey, eo} est une famille libre de R?. L’image géométrique
de (Q, X) est un morceau du plan affine A + Vect{e,es} de R.

2. On appelle graphe de f, ou f : Q — R est C! et Q C R?, la surface paramétrée
(Q, X), on
X(u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € Q.

3. On utilisera volontiers le paramétrage suivant de la sphére de R3 centrée en A € R?
et de rayon R > 0 : on prend Q = [0, 7] x [0, 27| et

X(0,¢) = (ro + Rcospsinb, yo + Rsinpsinb, zg + Rcosh), (0,¢). € Q,

(On a donc noté xy + Rcos¢sinfd la premiére coordonnée de X (6, ¢), etc. C'est
évidemment ce qui sort des coordonnées sphériques décrites ci-dessus, en fixant R).

4. On utilise aussi le paramétrage du cylindre vertical de R® centré en A(wg, yo,0) € R?
de rayon R > 0, qui est le couple (€2, X) avec Q = [0, 27[xR et

X(0,2) = (xo+ Rcosb,yo+ Rsinb, z), (0,z) € Q.

Exemple 4.1.3 On remarque la similarité entre le paramétrage des plans et celui des seg-
ments vu au chapitre précédent (p(t) = A+tADB, t e [0, 1]). Remarquons aussi qu’on a décrit
un plan a 'aide d’un point A et d’une base {ej,e2} de 'espace vectoriel associé. Si on sait
que le plan passe par trois points (non alignés), A, A;, et Ay, on peut prendre e; = A; — A
et eg = Ay — A (faire la différence coordonnée par coordonnée).

Mais on peut aussi le faire & ’aide d’une équation cartésienne. Il faut alors en trouver
une base pour pouvoir déterminer le paramétrage : par exemple, si 'on veut paramétrer le
morceau P de plan d’équation x —y +2z =3 pour 0 <y < 1let —1 < z < 1, on rappelle
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que

P

{(z,y,2) €eR® : x—y+2:=3,0<y<1, —1<z<1},
{(3,0,0) +y(1,1,0) + 2(—=2,0,1) : 0<y<1, —1<z<1},

et donc on peut choisir Q = [0, 1] x [—1,1] et
X(u7 ?)) = (37 0, O) + U(l, L, 0) + U(_Qa 0, 1)7 (U, U) < [Oa 1] X [_]-7 1]

Dans notre définition, on avait dit qu’on prenait £ = [0, 1]*> pour des portions de plan : c’est
possible ici en reparamétrant la variable v et en choisissant donc

X(u,w) = (3,0,0) +u(1,1,0) + (2w — 1)(—2,0,1)
= (5,0, 1) +u(1,1,0) + w(—4,0,2), (u,w) € [0,1]?

ou l'on a posé v = 2w — 1 (et donc v parcourt [—1,1] si et seulement si w parcourt [0, 1]).
Un paramétrage avec 0 = [0, 1]? est facile a se représenter géométriquement : P est ici un
parallélogramme basé en (5,0, —1) et de cotés (1,1,0) et (—4,0,2).

GD : pour un plan d’équation 2x + 3y + z = 4, par exemple, il se trouve que le vecteur
V = (2,3,1) est orthogonal au plan. C’est assez facile a voir, parce que ’ensemble des points
du plan est 'ensemble des vecteurs X = (z,y, 2) tels que le produit scalaire de X avec V'
vaut 4. Ajouter un vecteur du plan vectoriel paralléle ne doit pas changer le produit scalaire.
Donc si on cherche une base du plan tangent vectoriel, il s’agit de prendre deux vecteurs
indépendants tous les deux orthogonaux a V. Bon, on pouvait aussi choisir 3 points comme
ci-dessus.

Exemple 4.1.4 Comme pour les courbes paramétrées, on peut parfois restreindre le domaine
Q) pour considérer des sous-surfaces. Par exemple, si 'on veut paramétrer le graphe de f :
(u,v) € R* — u*+40? correspondant & u>+v? < 1, on posera Q = {(u,v) € R* : u*+0v? < 1}
et X(u,v) = (u,v,u®+v?) pour (u,v) € Q. De méme, si on veut paramétrer une demi-sphére
centrée en (0,0,0) et de rayon 1 correspondant & z > 0, on prendra

X (0, ) = (cos psinf, sin psin b, cos 9),

avec (0,p) € Q = [0,7/2] x [0,27]. Si l'on veut considérer le cylindre centré en (0,0,0) de
rayon 1 uniquement pour z entre —1 et 2, on prendra

X(0,z) = (cosf,sinb, z)

pour (6, 2) € [0,27[x[-1,2].
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Définition 4.1.5: Plan tangent d’une surface paramétrée

Soit S = (€, X) une surface paramétrée de R3 et (ug,vy) € 2. On appelle plan tangent
vectoriel a S en X (ug,vp) le plan vectoriel

0X 0X
Vect {a(ﬂo, 'UQ), %(UO, ’UQ)} .

Remarque On a une notion similaire pour les courbes paramétrées : la droite tangente a une
courbe (I, ) au point ¢(t) est Vect{y'(t9)} : la droite vectorielle engendrée par ¢'(ty). Elle
est bien géométriquement tangente (& une translation prés) a I'image géométrique de (1, ).
De méme, le plan tangent est géométriquement tangent a 'image géométrique d’une surface
paramétrée.

GD : Pour que ceci marche bien, on suppose que les deux vecteurs %—f(uo, Vo) et %—f(ug, Vo)
sont indépendants ; sinon ils n’engendrent pas un plan, et on s’attend a une situation géo-
métrique plus compliquée. Ceci reste vrai pour un autre paramétrage équivalent (voir ci-
dessous), et le plan tangent calculé ainsi reste le méme (les vecteurs changent, mais I’espace
engendré reste le méme). Et de plus on montrerait assez aisément que les points de I'image
géométrique sont assez proche du plan tangent X (ug,vg) + P, ot P est le plan tangent vec-
toriel. Quand nos deux vecteurs sont indépendants, on appelle X (ug,vg) un point régulier
de S (ou encore mieux, (ug,vp) est un point régulier de ).

On a vu quelque chose de semblable avec les courbes, ou 'on supposait que ¢'(ug) # 0
avant de parler de la tangente a v en ¢(ug). C’est un peu pareil ici, sauf qu’on cherche un
espace vectoriel de dimension 2.

GD : je vous laisse vérifier que quand on parameétre le graphe d’une fonction f : 2 — R,
le plan tangent qu’on vient de définir est aussi celui qu’on aurait pu définir pour un graphe
de maniére naturelle. C’est aussi le graphe de la fonction affine qui approxime f au point

(w0, vo, f(ug,vo)) (comme dans la formule de Taylor a lordre 1).

Exemple 4.1.6 1. Si (2, X) paramétre une portion de plan, c’est-a-dire si (€2, X ) est de
la forme Q = [0,1]* et X (u,v) = A + ue; + vey, alors

0X 0X
%(U,U) = €1, —(u,v) = €9,

ov

et donc le plan tangent en X (ug, vg) est

0X 0X
Vect {%(uo, Vo), %(uo, UQ)} = Vect{ey, es}.

On voit ici que le plan tangent ne dépend pas du point de base X (ug,vg). C’est géo-
métriquement clair : le plan tangent & un plan est lui-méme (& une translation prés) !
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2. Si (2, X) parameétre un graphe de f : Q — R, c’est-a-dire si X (u,v) = (u,v, f(u,v))
avec (u,v) € €2, alors

0X 0 0X 0
) = (1.0, ), S ) = 0.1, 9w 0)),

et donc le plan tangent au point X (ug, vg) est

0 0
Vect{(1,0, 8—£(u0, o)), (0,1, 8—£(u0,v0))}.
On peut montrer que celui-ci est d’équation cartésienne
0
z = a_i(an UO)‘T + %(uovv())ya

ce qui correspond & la formule obtenue avec la formule de Taylor & 'ordre 1 dans le
chapitre 1 (& une translation prés).

3. La spheére de centre (xg, 4o, 20) et de rayon R est paramétrée par
X(0,¢) = (o + Rcospsinb, yy + Rsinpsinf, zg + Rcosb),

avec (0, ) € [0, 7] x [0,27[. Ce paramétrage vérifie

0X

W(G, @) = (Rcosgpcosl, Rsinpcos, —Rsinb),

0x

5 (0,¢) = (—Rsinpsinf, Rcos psind,0)
¥

et donc le plan tangent a cette sphére en X (6, o) est
Vect{ (R cos ¢ cos Oy, R sin g cos 8y, —Rsin ), (— R sin @q cos Oy, R cos g sin by, 0) }.

Ce plan s’interpréte géométriquement de la fagon suivante : en remarquant que

0X 0X

W(9790> : (X(@, 90) - (x07y07 ZO)) = 07 %(97 90) ' (X(‘gv 90) - <I07y0720)) = 07

on en déduit que le plan tangent en X (6, o) n’est autre que le plan orthogonal au
vecteur X (0, ¢) — (2o, Yo, 20)-

4. Le cylindre centré en (g, yo,0) de rayon R est paramétré par
X(0,2) = (xg+ Rcosb,yy + Rsinb, z),

pour (0, z) € [0,27[xR. On a donc

0X ) 0X
%(9,2) = <—RSIDQ7RCOSH,O), E(Q,Z) = (0,07 1)
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Ainsi, le plan tangent au cylindre en X (6, zo) est
Vect{(—Rsinf, Rcos6,0),(0,0,1)}.

Le premier vecteur correspond au vecteur tangent au cercle de rayon R dans le plan
(0zy), le second vecteur montre que le plan tangent contient toujours 'axe (0z), ce qui

est clair géométriquement.

Remarque Pour que le plan tangent soit bien un plan (c’est-a-dire un espace vectoriel de
dimension 2), on voit qu’il faut que la famille {%(uo, vo), %> (uo, v9)} soit libre. Lorsque
c’est le cas, on dit que le point X (ug, vg) est un point régulier de S.

4.2 Aire d’une surface, intégration par rapport a l’aire

d’une surface

De la méme maniére que pour les courbes paramétrées, on peut calculer I'aire d'une
surface paramétrée a ’aide de son paramétrage. La formule pour ’élément d’intégration est
légérement plus compliquée.

Définition 4.2.1

Soit S = (€, X) une surface paramétrée de R3. L’aire de S est définie par

Aire(S) = / /Q

ou l'on rappelle que A désigne le produit vectoriel, dont la définition est rappelée dans

0X

0X
%(u, v) A %(u, v)|| dudv,

le chapitre 2 du cours d’algebre linéaire.

Remarque Cette formule est de nature similaire & celle de la longueur d’une courbe

() = / I ()]l de.

Exemple 4.2.2 Cette formule se comprend bien lorsque S est un morceau de plan : en effet

dans ce cas on a vu que %5 (u,v) = e; et %X (u,v) = e; pour tout (u,v) € [0,1]* et donc

1 1
Aire(S) :/ / e A eall dudv = e A ea]).
0 0

Cette derniére quantité représente bien l'aire du parallélogramme de cotés e; et es comme
on le justifie & présent. Par définition du produit vectoriel, on a

det(eq, ez, e1 A ey) = |ler A e
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Comme det(eq, €9, €1 A e2) représente le volume du parallélépipéde de cotés e, eq, €1 A ey et
que e; A ey est orthogonal & ey et a ey, on en déduit que

Volume(parallélépipéde de cotés e, es, €1 Aey) =

Aire(parallélogramme de cotés e1, es) x longueur de e; A ey

et donc

Volume(parallélépipede de cotés eq, es, €1 Aeg) =
= Aire(parallélogramme de cotés e, es) X |le; A ea].
Ainsi,

Volume(parallélépipéde de cotés e, es, €1 A e3)

Aire(parallélogramme de cotés eq, ey) = ller A es|
€1 /\ ey

 det(eq,ea,e1 A ey)

ler A eal|

= H61 A 62”.

La formule dans le cas général se comprend alors en approchant S par des “plans infinitési-
maux” d’aires ||%5 (u, v) A ZX(u, ).

GD : Ici on utilise le produit vectoriel parce que c’est pratique, et aussi parce qu’il donne
une orientation de la surface qui va se révéler utile. Pour des surfaces de dimension 2 dans

R"™, n > 2, on peut encore prendre e; = &5 (u,v) et ey = (% X (4, v), calculer I'aire du palallélo-

gramme tracé dans R" (en fait dans le pl(();n engendré par ces deux vecteurs) et calculer avec
¢a. Autrement dit on peut remplacer || 2 (u, v) AZS(u, v) || par || £ (u, v)[| [| £ (u, v)||| cos(a)],
ou « est I'angle des deux vecteurs. Et pour des surfaces de dlmensmn 3 ou plus on utiliserait
I’aire d’un parallélépipéde de dimension 3. Par contre, pour les histoires qui suivent avec

I'orientation, 'utilisation du produit vectoriel est bien pratique.

GD : Il est important, pour la cohérence de définitions, de s’assurer que lorsqu’on para-
métre S de deux maniéres équivalentes, alors on trouve la méme surface dans la définition
ci-dessus. Commen(;ons par la définition d’équivalence. Soit (£2, X') un paramétrage de classe
C*. On dit que (Q X ) est un paramétrage équivalent quand il existe une bijection # : 2 — Q
de classe O, dont linverse =1 : Q — Q est également de classe C1, et aussi qui préserve
I'orientation, telle que X = X 00 sur Q. Comparez a la définition 3.1.3.

Plus haut on a demandé que € soit croissante, et maintenant on demande qu’elle pré-
serve l'orientation. Cela se vérifie aisément en pratique : les bijections C! (dont la réciproque

est aussi C') qui préservent 'orientation sont celles dont la matrice Jacobienne (la matrice
96;
Ou;
tif. Si le déterminant est négatif,  renverse l'orientation. Ainsi, le changement de variable

carrrée ((524))), qui est inversible par définition (I'inverse est C'), a un déterminant posi-

(z,y,2) — (y,x,z) renverse l'orientation, alors que (z,y,z) — (y,z,x) la préserve. Noter
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que comme le déterminant du jacobien ne s’annule pas et est une fonction continue sur €2,
son signe ne change pas (si on prend €2 connexe), donc la notion a un sens.

Le fait que 'aire Aire(S) = fo| %—f(u,v) A %—f(u,v)” du dv, ne change pas quand on
remplace (2, X') par un paramétrage équivalent se démontre sans trop de mal (un peu quand
méme, donc on passe) en faisant le changement de variable dans I'intégrale double.

En fait, ’aire ne change toujours pas quand on compose avec un changement de variable
qui renverse l'orientation, mais par contre dans la suite, quand on calculera des flux, le
signe changera (donc il faudra faire attention a l'orientation), comme pour les circulations

de champs de vecteurs.

Exemple 4.2.3 On calcule laire dans le cas des surfaces usuelles définies plus haut. On a
déja calculé I'aire d’'un plan. On calcule & présent les aires des autres surfaces.

1. Si S est un graphe d’une fonction f : 2 — R, on a vu que

) =009 =019
et done X X of of
0 0) A () = (2w, 0), = S a0, ),
et donc
[ 08 | = 1 () (L)
Ainsi,

Aire(S) ://Q \/1+ (%(u,v))Q—i— (%(u,v))Qdudv.

On peut comparer cette formule a celle qui donne la longueur d’une courbe donnée par

U(y) = /I\/1 + 02 dt.

2. Dans le cas d’une sphére de rayon R, on a vu que

un graphe,

X
%—9(0, ) = (Rcospcosf, Rsinpcosf, —Rsinf),
X Y
g—gp(@, ¢) = (—Rsinpsinf, Rcos psinf, 0)
et donc
0X 0X

W(@, ©) A %(9, ©) = (R? cos psin? 0, R*sin ¢ sin? §, R* cos fsin 6),
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ainsi que
H (9 gp)H = R*sinf.

On trouve donc que
2m T
Aire(S) = / / R?sinf df dp = An R?,

qui est bien I'aire d’une sphére de rayon R.

3. Soit S un cylindre de rayon R compris entre 2y et 2o + h. On a vu que

aX(Q z) = (—Rsinf, Rcos,0), %X(Q z) =(0,0,1),

00
et donc ax ax
50 —(0,2) A E(Q z) = (Rcosf, Rsin6,0),
ainsi que
H 0, z) /\—(Qz) =R.

On trouve donc que
zo+h 2
Aire(S) = / / Rdfdz = 2w Rh,
20 0

ce qui est bien I'aire d'un cylindre de rayon R et de hauteur h.

Exemple 4.2.4 Calculons I'aire de la portion du graphe de z = xy comprise a l'intérieur
du cylindre d’¢quation 2% + y*> = 1. Comme S est un graphe de la fonction f : (u,v) — uv,
on peut le paramétrer par S = (€, X) avec

X(u,v) = (u,v, f(u,v)) = (u,v,uv),

pour tout (u,v) € Q, ou Q est choisi pour que S reste a l'intérieur du cylindre 22 + y* = 1.
L’intérieur de ce cylindre a pour équation 2 + y? < 1, et donc on choisir © afin que pour
tout (u,v) € Q, on ait

X(u,v) € {(x,y,2) e R® : 2”4+ ¢* <1},

c’est-a-dire
Q={(u,v) €R? : v*+0v* <1},

et donc Q) est le disque centré en (0,0) de rayon 1 dans R?. Comme S est un graphe, on a

_ \/1 + <%(u,v)>2 + (%(u,v))Q.

vu que

G

(Uav)/\%
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Ici, comme f(u,v) =uv on a

0 0
8_£(U’U) =, 8—{;(%1}) = u,

et donc 9x 9x
H_ S )

(u,v) A %(u, v)

Ainsi, on en déduit que

Aire(S)—/ V1+u?+vidudv.
Q

Il est naturel de calculer cette intégrale en coordonnées polaires, en posant u = rcos@ et

v=r7rsinf. On a
(u,v) € Q<= 0<r<1, 0<60 <2,

et comme dudv = rdrdf et que u? + v? = r? on en déduit que
Aire(S) = /2” /1 V14 r2rdrdd
o Jo
= onf3 (1472712}
= %”(2\/5 —1).

On peut également intégrer une fonction scalaire par rapport a ’aire d’une surface.

Définition 4.2.5: Intégration d’une fonction scalaire par rapport a l’aire
d’une surface

Soit S = (2, X) une surface paramétrée de R3 et f : R3 — R une fonction continue.
L’intégrale de f par rapport a l'aire de S, notée ffs fdS, est le nombre

fds = f(X(u,v)) a—X(u,v) A a—X(u,v)
S Q ou ov

C’est pourquoi on utilise la notation pour I’élément d’aire sur S,

du dv.

X X
= Ha 0 du dv.

—(u,v) A %(u,v)

Remarque Cette formule est a comparer avec 'intégrale d’'une fonction scalaire par rapport

a la longueur d’une courbe v = (I, ¢),

/fde—/f DIl ()]l de.
Aire(S) = / /S 1dS.

Remarque On a



4.2. AIRE D’'UNE SURFACE, INTEGRATION PAR RAPPORT A L’AIRE D’UNE SURFACE127

GD : Et les remarques générales qui ont été faites sur l'aire valent encore ici : si on
prend un autre paramétrage équivalent (ﬁ, X ) de S, on trouve le méme nombre [, g fdS.
C’est ce qui autorise la notation (autrement, on serait obligé de parler d’intégrale de f pour
un paramétrage donné). Et méme, si on compose avec un changement de paramétrage qui
renverse 'orientation, on ne change toujours pas [/ ¢ fdS. Ce sera différent pour les flux.

Exemple 4.2.6 Calculons [, x*dS ou S est la sphére centrée en (0,0,0) de rayon 1. On a
vu que dans ce cas on a S = (2, X) avec Q = [0, 7] x [0, 27[ et

X (0, ¢) = (cospsin b, sin psin b, cos ).
De plus, on a déja calculé 1’élément d’aire sur la sphére de rayon 1,
dS =sinfdf de.
Ici, la fonction f : R® — R & intégrer est
flz,y,2) =2 (2,9,2) € R
On a donc pour tout (0, ) € Q2 on a
f(X(0,¢)) = f(cossinf,sin psin b, cos#) = cos® psin? 6.

L’intégrale de f par rapport a 'aire de la sphére vaut donc

27 T
//de:/ / cos2gosin20><sin9d6dcp
s o Jo
27 T
= / cos® pdyp / sin® 0 df
0 0

:7T/ (1 — cos? ) sin 0 do
0

1
= m[—cosf + 3 cos® 0]5="
2 v
m2-3) =3

Exemple 4.2.7 Calculons [z dS ou S est le morceau du plan z+y+2z =0pour 0 < z < a
et 0 <y < baveca,b > 0 des constantes fixées. Comme le plan est ici donné par son équation
cartésienne, on en détermine une base comme suit :

{(z,9,2) eR® : z4+y+2=0,0<z<a, 0<y<b}
={(z,y,—r—y), 0<zr<a, 0<y<b}
= {2(1,0,~1) + 9(0,1,~1), 0< x <a, 0 <y < b}

On en déduit qu’on peut prendre

X (u,v) = uey +vey, (u,v) € Q=10,a] x[0,0b],
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avec e; = (1,0,—1) et e = (0,1,—1). On a vu que dans ce cas,

X X
ds = H%—u(u,v) A aa—v(u,v) dudv = ||ey A eg| dudv = ||(1,1,1)]| dudv = V3dudv.

De plus, la fonction a intégrer est

f(xJ y? Z) = :U, (I7 y7 Z) E RS?

et donc
f(X(u,v)) = f(u(1,0,-1) +v(0,1,-1)) = f(u,v, —u — v) = u.

b a
//:L‘dS:/ / ux/gdudvzﬁa%.
s o Jo 2

On remarque qu’ici on n’a pas paramétré le morceau de plan par € = [0, 1]*> mais plutot par

Ainsi

Q2 =1[0,a] x [0,b] : on aurait pu le faire ici en posant x = aZ et y = by, et en remarquant que

{z(1,0,-1) +y(0,1,-1), 0 <z <a, 0 <y < b}
= {az(1,0,—1) + by(0,1,—1),

0 z<a, 0
= {Z(a,0,—a) + g(0,b, —b), 0 <

a by < b}
<1,0<y

1.

< <
T <
On aurait pu alors prendre

X (u,v) = ue; +vey = (au, bv, —au — bv), (u,v) € [0,1]?,

avec e; = (a,0,—a) et es = (b,0, —b). Dans ce cas, on aurait eu

X X
aa—u(u, v) A aa—v(u, v) = e A ey = (ab, ab, ab),

et donc dS = v/3abdu dv. On aurait aussi eu

f(X(u,v)) = f(au,bv, —au — bv) = au,

1 1
//de:/ / auv/3abdu dv = ﬁcﬂb.
s 0 Jo 2

On trouve bien le méme résultat.

et done

4.3 Surfaces orientées

On va maintenant définir une notion d’intégrale de champ de vecteurs sur une surface,
similaire a la notion de circulation de champ de vecteurs le long d’une courbe. On a vu au
chapitre précédent que cette notion dépendait de 'orientation de la courbe. Sur une surface,
on va aussi définir une notion d’orientation. Vous le sentez venir : on aura besoin de ceci
pour parler de flux d'un champ de vecteur a travers la surface, voir ci-dessous.
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Définition 4.3.1: Vecteur normal & une surface en un point

Soit S = (2, X) une surface paramétrée et M = X (u, vy) un point de S avec (ug,vy) €
Q. On appelle vecteur normal a S au point M un vecteur n € R3 satisfaisant les deux
conditions :

1. n est orthogonal au plan tangent & S au point M ;

2. n est de norme 1.

GD : Vous avez deviné que si on change de paramétrage (en remplagant par un paramé-
trage équivalent), on ne change pas la notion de vecteur normal a S en M. En chaque point
de S (et je devais dire en chaque (u,v) € ), il n’y a que deux chois possibles de normale
n : la premiére condition dit que n doit étre dans un espace vectoriel de dimension 1, et la
seconde ne laisse le choix qu’entre n et —n. On va utiliser le produit vectoriel pour faire un
choix systématique de n(X (u,v)), qu'on appellera orientation de S.

Définition 4.3.2: Orientation d’une surface paramétrée

Soit S = (2, X) une surface paramétrée dont tous les points sont réguliers (donc
%if(u v) A da (u v) # 0). Alors, I'application
Q — R
ox ox
: =(u,v) N S (u,v
155 (s 0) A G5 (s )|

est définie et continue et vérifie que pour tout (u,v) € €2, le vecteur nx (X (u,v)) est un
vecteur normal & S en X (u,v). On dira que nx définit Porientation de S (associée au
paramétrage (€2, X).

GD : C’est un peu bizarre, mais c’est dii au fait qu’on n’a vraiment défini que des
surfaces paramétrées. Normalement, il y a une définition de surface (disons de classe C!)
de dimension 2 dans R?, qui est plus intrinséque (c.a.d., pas directement donnée par un
paramétrage). Grosso modo, pour chaque point M de S, on demande qu’il y ait un petit
voisinage de M dans lequel S est le graphe (dans certaines coordonnées de R™, qui ont le
droit de changer quand on change M) d’une fonction de classe C1. Avec cette définition, on
peut encore parler de plan tangent en M, puis de vecteur normal n = n(M) au point M.
Et une orientation de S, c’est juste le choix q'une fonction continue n : S — R3 (en fait a
valeurs dans la sphére unité), telle que pour tout M € S, n(M) est un vecteur normal a S
au point M. Ici on a pris des surfaces paramétrées, on a choisi une fonction n associée, et
on a dit que c’était celle-1a qui définit 'orientation du support associée au paramétrage.

Prenons I'exemple de la sphere S = {M € R?; |[M|| = 1}, pour une fois vue comme un
ensemble pas forcément paramétré. Pour tout M € S, on a seulement deux chois possibles de
n(M) :n(M)= M oun(M) = —M. En fait, comme n doit étre une fonction continue de M
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on peut vérifier que 'on doit prendre, soit n(M) = M pour tout M € S, soit n(M) = —M
pour tout M € S. Voir plus bas pour un peu plus de détails. Cela donne deux orientations
possibles a S, une avec la normale qui pointe vers 'extérieur de la boule, une avec la normale
qui pointe vers l'intérieur.

Pour une surface S de classe C' plus générale, mais connexe (comprendre, en un seul
morceau), il arrive la méme chose : a cause de la continuité de n, on a seulement deux
choix possibles de n, parce que quand on a choisi n(M) pour un M, on n’a plus le choix du
signe pour les voisins proche, et par propagation de 'information, on n’a plus le choix sur
S tout entier. En fait, j’aurais du dire qu’il y a au plus deux orientations possibles, parce
qu’il se pourrait a priori qu’on ne puisse pas trouver d’orientation du tout sur S. C’est ce
qui se produit sur un ruban de Mébius (prendre une bandelette comme un long rectangle, et
recoller les deux bords opposés éloignés, mais en faisant tourner le ruban d’un demi-tour).
On peut vérifier que si on part avec n(M) en un point, et qu’on suit ce que doit étre n pour
les voisins, et ainsi de suite, on se retrouve aprés un tour de 'autre coté de la bande, ce qui
veut dire qu’on aurait aussi di pendre n(M) = —n(M), une contradiction. Mais par ailleurs,
le ruban de Mobius, si je le prends fermé (si j’inclus les bord) n’est pas vraiment une surface
de classe C'' comme j’ai dit plus haut, parce que prés du bord in ne ressemble pas & un graphe
complet, juste a un demi-graphe. Et en fait un joli théoréme dit que toute surface lisse (C!)
compacte (pour éviter Mdbius) de dimension 2 dans R? est effectivement orientable. Mais
tout ceci était un peu une digression, et on a réglé le probléme en ne regardant que des
surfaces paramétrées.

Vérifications liées a la définition. Comme le plan tangent & S en X (u, v) est par définition
engendré par les vecteurs %5 (u,v) et 2% (u,v), et comme ZX(u,v) A ZX(u,v) est orthogonal
a ces deux vecteurs, on en déduit que le vecteur 2% (u,v) A ZX(u, v) est orthogonal au plan
tangent a S en X (u, v). De plus, comme tous les points de S sont supposés réguliers, la famille
9X (u,v), ZX(u, v)} est libre en tout point et donc %> (u, v) A %X (u, v) # 0 : Iapplication nx
est donc bien définie et continue. Enfin, le vecteur nx (X (u, v)) est manifestement de norme
1 et orthogonal au plan tangent & S en tout point.

Maintenant, vérifions (presque) qu’il n’y a que si  est en un seul morceau (on dit
connexe), il n’y a que deux choix possibles de fonctions continues n : 2 — R™; telles qu’en
tout point (u,v) € Q, le vecteur n(u,v) est un vecteur normal & S au point X (u,v).

Supposons que n est un autre champ de vecteurs satisfaisant les méme propriétés. Comme
I'orthogonal au plan tangent de S au point X (u,v) est de dimension 1, il est engendré par
nx (X (u,v)) et donc pour tout (u,v) € €, il existe A(u,v) un scalaire tel que

n(X(u, U)) = )\(U, U)nX (X(ua U))
En prenant la norme de cette relation, on trouve que
1 = (X (, 0))I] = [\, 0)| e (X (w, 0)) | = [A(w,v)].
et ainsi A\(u,v) = 1 pour tout (u,v) € Q. Enfin, comme on peut écrire

A, v) = nx (X (u,v)) - n(X(u,v)),
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on en déduit également que
(u,v) € Q= ANu,v) € {-1,1}
est continue. Comme ’ensemble €2 est “en un seul morceau”, on a deux possibilités : soit
V(u,v) € Q, ANu,v) =1,

soit
V(u,v) € Q, ANu,v) =—1,

(penser au théoréme des valeurs intermédiaires).

Exemple 4.3.3 Si S est une spheére centrée en l'origine et de rayon 1, on a vu qu’en tout
point on a

X X
68—9 (0, ¢) A ?)_ (0, p) = (cos psin® @, sin @ sin’ , cos O sin ),
¥

ainsi que
H 8@ (0 gp)H = sin6.
On en déduit que
nx(0,¢) = (cospsinb, sinpsin b, cos ) = X (0, p).

Si 'on oriente S par ny, on 'oriente donc par normale sortante et si on 'oriente par —ny,
on l'oriente par normale entrante

4.4 Flux d’un champ de vecteurs & travers une surface

orientée

Une fois définie la notion de surface orientée, on définit une notion d’intégration de champ
de vecteurs sur une surface orientée.

Définition 4.4.1

Soit S = (2, X) une surface paramétrée de R? orientée par ny, et soit F': R® — R3 un
champ de vecteurs continu. Le flux de F' a travers S, noté ffs F-dS, est

//SF.CI?)://QF(X(u,v)).%_f(u,v)/\%—f(uw)dudv_

Si S est orientée par —ny, alors

//F a3 = - // f(uv)/\aa—)j(uv)dudv.
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l J
Remarque Si F' désigne le champ de vitesse d'un fluide incompressible s’écoulant a travers

une surface S, le flux de F' a travers S s’interpréte physiquement comme la quantité totale
de fluide s’écoulant a travers S par unité de temps.

Remarque On peut comparer la formule avec celle de la circulation d’'un champ de vecteurs
F le long d’une courbe orientée 5 :

[ Feda= [ Few) s

2
qui elle aussi change de signe lorsqu’on change 'orientation de la courbe.

Remarque Dans tous les cas, si S est orientée par un choix de normale n, on a

//SF-cﬁ://SF-ndS,

oll dS est ’élément d’aire sur S.

GD : Comme d’habitude, la notation suggére que les définitions ci-dessus s’étendent au
cas de surfaces lisses orientées, sans qu’elles soient nécessairement paramétrées. Et dans
notre cas de surfaces paramétrées, le flux ne change pas quand on remplace un paramétrage
de S par un paramétrage équivalent. Par contre, le flux change de signe quand on change
Porientation de S, soit en remplacant n par —n sur tout S, soit en prenant un paramétrage
avec une orientation différente (provenant d’un cha,gement de variable avec déterminant
jacobien strictement négatif).

GD : je n’ai pas retrafiqué les notations ci-dessus; il est assez difficile de répartir les
fleches de vecteurs de maniére totalement juste et transparente. On a gardé 'idée générale
que F', avec une lettre capitale, est plutoét un vecteur, mais on aurait aussi pu lui donner une
fleche. De méme, il eut été logique de mettre une fleche & n mais la tradition est souvent de
ne pas le faire.

Exemple 4.4.2 Calculons le flux de F(z,y,2) = (z,y,z) & travers la sphére centrée en
(0,0,0) de rayon 1, orientée par normale sortante. Dans ce cas, on a vu que 2 = [0, 7] x [0, 27|
et que
X (0,¢) = (cospsinf, sinpsin b, cosb), (0,p) € Q.
On a également vu que
0X 0X
— (0 A ——
57 (0 ©) 90

et que ce paramétrage était compatible avec I'orientation choisie (puisque nyx = X est bien

(0, ) = (cos psin® 0, sin @ sin® 6, cos § sin §),

sortante). Ainsi,

or . [COSpsing]  [cospsin® 6
//F‘dS:/ / sinpsind | - |sinpsin®6 | df de
g 070 cos 6 cos fsin 6

2m ™
:/ / sinfdf dp = 4.
o Jo
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Un autre maniére de justifier ce calcul consiste a remarquer que comme ny = X et que X
paramétre la sphére on a || X||* = 1 donc

F(X(Q, 90)) ’ nX<07 50) = X(@,(p) ’ X<07 50) = ‘|X(9790)H2 = 1a

//SF-cﬁ://SF-ndsz//SmszAire(S):47T,

Exemple 4.4.3 Calculons le flux de F(x,y,2) = (z,2,x) a travers le cylindre 2% + y* = 1

d’ou

compris entre z = 0 et z = 1, orienté par normale sortante. On a vu que pour un cylindre,
on pouvait prendre

X(0,2) = (cosf,sinb, 2), (0,z) € [0,2x[x[0,1],

et que

0X 0X
W(@, z) A 5(9, z) = (cosf,sin,0).
Pour justifier que le paramétrage est compatible avec 'orientation, on calcule la normale en
un point particulier : par exemple (0, z) = (0,0), ce qui donne
0X 0X
—(0,0) A —(0,0) = (1,0,0
(0,00 A 5(0,0) = (1,0,0),

ce qui est clairement normal sortant au cylindre (faire un dessin). Si nx est sortant en un
point, elle I’est en tout point : le paramétrage est donc compatible avec I'orientation. On a

de plus
F(X(0,z)) = (cosb, z,cos ),
et donc
. 1 .ox |COSE cos 6
//F~dS:// z | - |sinf| dfdz
o 0 70 lcosd 0

1 27
:/ / (cos>0 + zsinf)dodz =
o Jo

4.5 Formules de Stokes et de Green-Ostrogradski

[Dans la version précédente des notes, ¢’était Gauss-Ostrogradski; je crois que Green a
une majorité.| Enfin, on donne deux formules reliant le flux d’un champ de vecteurs a travers
une surface orientée a deux autres types d’intégrales déja vues : la circulation d’un champ de
vecteurs le long d'une courbe (formule de Stokes) et I'intégrale triple d’une fonction scalaire
sur un domaine de R?® (formule de Gauss-Ostrogradski). On commence par la formule de
Stokes.
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Le contexte de cette formule est le suivant : on considére une surface paramétrée S de
R? orientée par une normale n. On suppose que cette surface posséde un bord, de la méme
maniére quun disque dans R? posséde un bord qui est un cercle. On peut par exemple
penser & une demi-sphére dans R? : elle posséde un bord qui est aussi un cercle. Le bord de
S est une courbe paramétrée :yv = (I, ) orientée de maniére compatible avec I'orientation
de S. L’orientation de =y est choisie de la fagon suivante. Soit M = ¢(tg) un point de %
(qui est aussi un point de S puisque ny est le bord de S). En particulier, le vecteur tangent
t(M) = ¢'(to) a % en M appartient a l'espace tangent a S en M. On peut alors choisir
un autre vecteur tangent a S en M, qu'on appelle v(M), de telle maniére a ce que v(M)
pointe vers la surface S. Les orientations de ? et de S sont dites compatibles si la famille
{t(M),v(M),n(M)} forme une base directe de R?® (c’est-a-dire si elle satisfait la regle de la
main droite : ils doivent étre orientée de telle maniére a ce que t(M) soit dans la direction
de lindex, v(M) dans la direction du majeur, et n(M) dans la direction du pouce), ou
autrement dit si n(M) = t(M) A v(M).

Theoréme 4.5.1 (Formule de Stokes) Soit S une surface paramétrée orientée de R® bordée
par une courbe paramétrée C; oritentée de maniére compatible avec 'orientation de S comme
expliqué ci-dessus. Alors, pour tout champ de vecteurs F : R® — R? de classe C', on a

//rotF-cﬁ:fF-d—x).
s 5

GD : je me suis permis d’ajouter une fleche au rotationnel, pour insister sur le fait que
comme on est dans R3, il s’agit bien d'un champ de vecteur. Mais je le laisse sans fléche
dans la suite, maintenant qu’on a compris. A la fin, les deux membres de I'identité sont des
scalaires.

Exemple 4.5.1 Prenons F(z,y,z) = (z,—y,2) et calculons le flux de F a travers la demi-
sphére S d’équations 22 +1y*+ 22 = 1, 2 > 0, orientée par la normale sortante. Pour appliquer
la formule de Stokes, on veut écrire

//F-cﬁ://rotG-cﬁ:%G-cfr),
s s o~

et donc F' doit étre le rotationnel d’une certaine fonction G. On peut prendre G(x,y, z) =
(—y, z,zy), et constater que

Br Y x
rot G(z,y,2) = a% ANl x| =|—y|=Fxuyz2).
% Yy 2

La courbe % est le bord de la demi-sphére S : c¢’est donc le cercle de centre (0,0,0) de rayon
1 dans le plan (0zy), qu'on peut paramétrer par I = [0, 27| et

o(t) = (cos(t),sin(t),0), t € I.
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Vérifions que les orientations de S et de % sont compatibles. En un point M = ¢(t) de ?, la
tangente t(M) & 7 est
t(M) = ¢'(t) = (=sin(t), cos(t), 0),

et la normale n(M) & S est
n(M) =M = ¢(t) = (cos(t),sin(t),0).

Comme la relation n(M) = t(M)Av(M) est équivalente a v(M) = n(M)At(M), une maniére
de vérifier que n(M) = t(M)Av(M) est de calculer n(M)At(M) est de vérifier que le vecteur
obtenu pointe bien vers S. Ici, on a

n(M) A (M) = (0,0,1)

qui pointe bien vers S puisque S est située dans le demi-espace z > 0. Ainsi, les orientations
de S et de C; sont compatibles, et par la formule de Stokes on a

//F-gg—//rotG-gg
s s

~foai- | Gl - S0 dt

or | —sin(t) — sin(t)
= cos(t) - | cos(t) | dt
O |cos(t) sin(t) 0

_ /0 7 2 (t) + cos?(6)) di = 2.

Remarque L’énoncé de la formule de Stokes fait fortement penser a celui de la formule de

//rothxdy:%F-d—x),
Q v

la différence étant que le flux de rot F' a travers S est remplacé par l'intégrale de rot F' sur

Green-Riemann, qui dit que

le domaine €. Pour Stokes, on intégre sur S qui est une surface dans R?® et pour Green-
Riemann, on intégre sur un domaine de R? (donc une surface “plate”). On va voir qu’on peut
quand méme retrouver la formule de Green-Riemann & partir de celle de Stokes, a 'aide du
raisonnement suivant : considérons un domaine €2 de R?, qu’on va identifier 4 une surface de
R3 par le paramétrage

X(z,y) = (2,9,0), (z,y) €

11 est facile de voir que

0X 0X
nX<x7y) = %(xvy) A a_y(zay) = (17070) A (07 170) - (Oa()? 1)7
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et on choisit d’orienter S par ny. Si F : R? — R? est de classe C!, on I’étend a un champ
de vecteurs sur R? de la facon suivante, en définissant

F(xvy’z):<F1(I7y)7F2(x7y>70)7 (ZL‘,y,Z) ERg‘

On a alors
rot F(x,y,2) = (0,0,rot F(z,y)), (x,y,2) € R”.

De plus, si le bord de 2 est % = (I, ¢) est orienté de telle maniére a ce que 2 reste a gauche
lorsqu’on parcours %, alors le bord de S est % = (I, ¢g) avec

ps(t) = (p1(t), ¢2(t),0) R, €L
En un point M = ¢g(t) du bord de S, on a donc
nx (M) At(M) = (0,0,1) A (@1(2), £5(1), 0) = (=@5(2), (1), 0),

qu’on identifie comme la rotation d’angle 7/2 du vecteur ¢'(¢) dans le plan (Ozy). Comme
Q) reste a gauche lorsqu’on parcourt 7, on déduit que le vecteur n x (M) A t(M) pointe vers
la surface S (faire un dessin), et donc que les orientations de S et de % sont compatibles.
En appliquant la formule de Stokes au champ de vecteurs F sur la surface S, on obtient

//rotﬁ’-ci_g:%ﬁ-ci_m).
s Y5

Identifions & présent les deux termes de cette égalité. A gauche, on a

. . 0X 0X
rotF-dS://rotFXx, c—(r,y) N ——(x,y) dxd
// [ ot F(X (@, o) 0 G- dody

0 0
:// 0 - 10 dt://rotF(x,y)da:dy.
2 |rot F(z,y) 1 @

A droite, on a

I
—
5
—
©
S
S
o =
S
(Y]
—~
~
S—
S—
s
R
—
~
N——
I~
~

(F1(p1(t), 02(1)) 21 (1) + Fa(pr(t), 2(t)) @5 (1)) dt

fww»¢mﬁ—ﬁFd5

~

J
J
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//rotF(:c,y)d:cdy:%F-E;,
Q El

qui est la formule de Green-Riemann. On vient donc de montrer que la formule de Green-

Ainsi, on retrouve bien que

Riemann pouvait se déduire de la formule de Stokes.

Passons a présent a la formule de Green-Ostrogradski (ou peut-étre Gauss). On considére
un domaine 2 de R3 qui est bordé par une surface S (penser par exemple & une boule qui est
bordée par une sphére). On dit alors que S est orientée par la normale sortante si la normale
ne pointe pas vers ). La formule de Green-Ostrogradski relie une intégrale triple sur €2 avec
un flux sur S.

Theoréme 4.5.2 (Formule de Green-Ostrogradski) Soit Q un domaine de R? dont le bord
est une surface paramétrée S de R® orientée par normale sortante de Q. Soit F: R® — R?
un champ de vecteurs C. Alors, on a

///didexdydz://F-cﬁ.
Q S

Exemple 4.5.2 Si F est un champ constant, alors div F' = 0 et donc [[( F - dS =0:le
flux d’un champ constant a travers une surface “fermée” (c’est-a-dire qui borde un domaine
de R3) est toujours nul.

En fait, si on pense que F' est le champ de vecteur des vitesses en chaque point d’un
liquide, le flux de F' est 'opposé la dérivée par rapport au temps de la quantité de liquide
qui se trouve dans €2, ou si vous préférez, la différence entre ce qui sort et ce qui rentre
par unité de temps. La condition “div ' = 0”7 est une maniére de coder que le liquide est
“Incompessible” (pensez a de I'eau), et dans ce cas le théoréme du flux (Green-Ostrogradski)
dit que le flux est nul (il en rentre autant qu’il en sort). Ceci ne doit pas vous surprendre (et
en fait c’est parce qu’on veut que le flux soit nul que “div F' = 0” est une bonne maniére de
coder I'incompressibilité).

Exemple 4.5.3 Si F(x,y,z) = (z,y, 2), alors div F' = 3, et donc

/// div F'dz dy dz = 3 Volume(£2).
Q

Volume(Q2) = %//F&g
s

Dans le cas de la boule unité, ceci donne un volume de 4?”, puisque F'-n = 1.
Notez qu’on a pris la formule avec F(z,y,z) = (z,y, 2), mais c’est par un simple souci

On a donc

d’invariance par rotation. on pouvait prendre aussi F'(z,y, z) = (z,0,0), et alors on obtenait
Volume(Q) = ffs F-dS = ffs xnidS, ou x est la premiére coordonnée d’un point de S et
ny la premiére coordonnée de la normale unitaire en ce point.
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Remarque On fera attention & ce que la formule de Stokes s’applique a des surfaces S avec
un bord, alors que la formule de Green-Ostrogradski s’applique & une surface sans bord.

Pour conclure, on remarque que les formules

/ Ft)dt = F5) - fla), fiR—R,

//rotF-d_s’:?{Fd_x’, F:R® = RS,

S 5

///didexdydz://F-Ez?, F:R3 - R3
Q S

possédent des structures similaires : dans le terme de gauche, on a 'intégrale d’une quantité

s’exprimant a l'aide de dérivées d’une fonction sur un domaine, et & droite on a une quantité
s’exprimant a ’aide des valeurs de cette fonction au bord de ce domaine. C’est pourquoi on
peut interpréter les formules de Stokes et de Green-Ostrogradski comme des généralisations

de la formule fab f'(t)dt = f(b) — f(a).
GD : Encore quelques commentaires sur le théoréme 4.5.2, qui est encore malheureusement
livré sans démonstration.
—
D’abord, on a utilisé les produits vectoriels pour vous permettre de calculer f f g I -dS
plus facilement. Mais en fait, sous la forme

///Qdidexdydz://S(F-n)dS

ou n est encore la normale sortante a {2, la formule est vraie dans R™ en toutes dimensions.
Par contre, je ne vous ai donné ici aucun moyen concret de calculer les intégrales sur des
hypersurfaces S dans R", ot n > 4.

Pour des domaines assez simples (et contrairement & la fomule de Stokes qui est plus
difficile & comprendre), le théoréme 4.5.2 n’est pas si compliqué que ga. On note d’abord
qu’il suffit de démontrer lorsque F' a une seule composante, donc par exemple F' = (0,0, f)
pour une fonction (scalaire) f. Alors il prend la forme suivante :

/ / Lavaya: - [ | flwim(w)astw), (4.1)

ol n3 est la composante verticale de n. Par exemple, pour le domaine {2 un peu plus simple
compris entre deux graphes, disons de g; et go > ¢; définies sur le méme domaine V', on peut
procéder comme suit. Par Fubini on a

/// 8f (x,y, z d:vdydz—// /w)y) af(:v Y, 2 )dz}dxdy w2

- //V [f(z.y,92(2.9) = [z, y,91(2, y))] da dy
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alors que pour [ [ f(w)ns(w) dS(w), la partie verticale de la surface ne contribue pas (puisque
ng y est nulle), et qu'il reste [ [, f(w)ns(w) dS(w) = I, + I, ou pour j = 1,2, I; coresponde
a la partie S; de S qui est dans le graphe de g;. Ensuite, pour J,

o //f wnat)dste /f"””y9”y)>”3<fffygz(wy)>\/1+% +%dd

(4.3)
ou pour gagner de la place je n’ai pas écrit que les dérivées partielles sont calculées en (x,y).
Et maintenant, miracle, notre vecteur normal initial était N(z,y) = (— %9;, %—f, 1), donc

n3(z,y, go(z,y)) = N3(z,y)/||N(z,y)|| = 1/||N(=x, y)|| qui est l'inverse de la racine qu’on
trouve dans l'intégrale de (4.3). Du coup Jo = [, f(z,y, g2(z, y))dzdy.

Et pour Ji, on a le méme calcul, sauf que maintenant la normale sortante est orioentée
vers le bas, donc en fait est de la forme —N3(x,y)/||N(z,y)|| = —1/||N(x,y)||, ce qui donne
le bon signe. On ajoute et on trouve comme en (4.2).

Encore une remarque : quand {2 = €); U (), avec deux gentils domaines disjoints mais qui
ont une partie de frontiére commune, la formule pour €2 se déduit de celles pour €2; et 2o,
parce que [[[,divFdzdydz = [[[, divFdvdydz + [[[, divFdvdydz, et que quand
on somme les deux flux, la partie commune des deux frontiéres donne deux contribution
opposées, parce que F' est le méme, mais les normales extérieures sont opposées.

C’est bien heureux que notre formule ait cette propriété, sinon on aurait pu s’inquiéter,
mais ¢a aide aussi & démontrer le théoréme en se ramenant a des cas plus simples, comme
celui ci-dessus.

Exemple 4.5.4 Le théoréme 4.5.2 est a la base de plein d’autres exemples de formules dites
d’intégration par parties. Ainsi, pour un domaine §2 suffisament simple dans R", on a

///QAfdxdydz:/LVf-cTS*’:/SVf-nds

pour tout f & valeurs scalaires, et de classe C? sur un voisinage de €.
Appliquer la formule avec F' = V f en notant que divVf = Af. La formule ot on prend
g = f? est assez utile aussi.
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